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DODATEK I

NEKONECNE RADY. STEJNOMERNA KONVERGENCE
A JEJI ZOBECNENI. FUNKCIONALNI ROVNICE

§ 1. Integrélni kriterium konvergence.l) V&ta 243. Budi k celé
éislo. BudiZ f funkce jedné proménné, konetnd, nerostouct a nezdpornd

v intervalu (k, + o0). Potom fada z f(m) konverguje tehdy a jen tehdy,
m=k
existuje-li vlastni limita
z
(1) Lm [f(¢)de.
Z—>+o© &k

Dukaz. Podle JI, kap. IX, § 2, piikl. 2 nebo cvié. 13 na konci
kap. IT m4 integral (Riemanniv)

() F(z) = kff(t) a

smysl pro kaZdé z > k. Pro k < x, < z, je

Flz,) = kf’+ [=Fa) + [1tydt > Fzy)

(podle véty 27 v ]I, jeito f(¢) = 0). Tedy je F neklesajici v (k, + o0),
a tedy (viz kap. V, § 5, pozn. 2 nebo JI, kap. I, § 4) existuje vlastni
nebo nevlastni limita

z
(3) L = lim F(z) = lim [f(t)dt = sup F(z).
Z—>+ 2>+ k z2k
Je zfejmo, Ze posloupnost F(k), F(k + 1), F(k + 2) je neklesajici a mé
téz limitu L. Pro celé m > k jest (podle véty 16 v JI)

m+1

fom +1) < [ f(9) dt < f(m)

a tedy pro celé n > k

n n m+l1l n+1 n+1
(4) QW&ZIWW=[M&zZﬁm,
m= m=F m > m=k+

1) V tomto paragrafu jde o konedné redlna &isla a funkce.
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t. j.

n n+l

Zkf(M) 2Fn+1)2 Zkf("L) — f(k).
Odtud plyne: Posloupnost éasteénych soudti

ikﬂm) m=kk+1Lk+2..)

je omezena, (t. j. z f(m) je — jakoito fada s nezdpornymi éleny —
m=k

konvergentni) tehdy a jen tehdy, je-li posloupnost F(k), F(k + 1), ...
omezend, t. j. je-li [viz (3)] L konedné &islo. Tim je ditkaz hotov.
& 1

P#iklad 1. Budiz « > 0; pro o * 1 je ol

(xl—a - l)v
1

coz ma pro x — + oo limitu vlastni, je-li « > 1, ale nevlastni, je-li
z

« < 1. Pro x =1 mame lim i—t = lim lgz = + . Tedy: Rada

Z— +© T—>+ o
1

-]

> n~* je konvergentni pro « > 1, divergentni pro « < 1 (pro a < 0
n=1
je divergence ziejma).

Ptiklad 2. Podobng dostanete: Rada > _1_ je konvergentni pro
aenlgen

« > 1, divergentni pro « < 1. Vidite, Ze pouziti v&ty 243 je velmi
snadné v mnoha p¥ipadech.

Piiklad 3. Nerovnosti (4) plati pro kaZdou nerostouci funkei f.
Odtud na p¥. pro f(z) = x—1

1 1 <

—lgn_,i—l_Z_O,

¢m% je odhadnut soudet . 1—:&- — tim pfesndji, ¢im vé&tsi je k.2) Nebo
m=k
pro f(z) =% (x > 1)

a s i o 1 1 _ 1
bem o 0z S - (n+1)«-l)g°'

%) Je-lin — k velmi velké, byl by pfimy vypoéet soudtu velmi obtiZny.
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Jeito zde jde o konvergentni fadu, dostaneme pro n — + c©

<~ 1
e - 0 < k-
0L 2 m (a_l)kx-—lzk ,

m=k
t. j. midme odhadnut zbytek fady > m™* [po (k — 1)-vém &lenu]
m=1

s chybou nejvyse k~* MuZeme tedy uZiti t&chto nerovnosti téz k nu-
merickému vypoétu koneénych soudtiu [viz (5)] nebo nekoneénych
fad. Vydatnéjsi methody pozndme v II. dile Integralniho podtu.

§ 2. Eulerova methoda sé&itani nekoneénych fad.?) Budiz dana fada
(6) S=ay+ax+ax?+...,

o niz piedpoklddiam, Ze je konvergentni pro uréitou hodnotu z + 1;
tuto hodnotu x podrizime. Oznatme Ada, = a, — a,, obecné Ada, =
= @ — G3,,. Dale A%, = Aa;, — day,, = o — 2a,,, + @z,,. Obec-
né definujme indukei A4%a, = 4"-la, — A"-la,,,. Uplnou indukei
ihned zjistite, Ze

(1) drap = ap — (T) 41 + (;L) Uy — oo+ (= 1" (::) Qe 4n -

Pro vétsi jednotnost oznadeni piSme jedté A%, = a;, 4'a, = da,.
Z (6) plyne

(1 —z) 8 = A%y — Atagx — A'ax? — Alax® — ...,

. A°ao _% . gkt
S—l—x_S" kdeS‘—kf‘oAa"l—x'
Obdobné
o T LA 22 _ 3 _
(1 a,)S,—-Aaol__z Aa“l—x A’a,l_x .
= Mg — % =S o
S, = Ala, =2 S,, kde 8, go"”“"(l-x)*'

3) V tomto paragrafu jde o kone&né komplexni ¢fsla a o konetné komplexni
funkee jedné komplexnf prom&nné.
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Uplnou indukei (provedte ji!) obdrzite

A%, Aay . x
(8) S—l—x_(l—z)’+"+
n—1
+ (= 1)*- I*Ti_o—;;,,—‘l-(— ns,,
kde ‘
® k+n
S, = z
" ,,ZUA - T =z

Podle (7) jest
1 < n
S,, = (_l_x);kzo (akx’”" - (1) a,,+1x“” + cee

(9) n
oo + (— l)"( )ak,,,,x“") .
Polozme g, = Z ax*, takie lim g, = 0. Podle (9) jest
k=n n—wo

—_ 1 n __ n an-1 — n
Piedpokliddejme nyni, Ze < 0, a poloZme y = — 2 > 0, ta.kze

184l = T y)n (leoly" +( )lell v+

+ (2) loal 72 + .. + (:) Ieﬂl) :

BudiZ ¢ > 0; zvolme ¢ tak, Ze |o,| < ¢ pro p > ¢. Pro n > ¢ méme
n n
o (") et et (2 o) <

, < (n
<te (149 2 (k) h= e
K=0
Podle (11) je tedy pron > ¢

|S|<(1_-'¢ ) (leo|+()|ell L

-+ (q ) IQa—ll Y1 ) + %e.

(11)

(12)
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Jeito 0 < ——— < 1, (k) < n*, je pro kazdé celé k > 0

T3
" [n
..1_’13(1+ ) ( )=0'4)

Prvni¢len v (12) vpravo mé tedy pro n — oo limitu 0 (nebof se skladéa
z ¢ ¢lent, z nichz kazdy ma limitu 0); existuje tedy n, > ¢ tak, Ze pro
n > m, je tento prvni &len v (12) vpravo mendi neZ e, t. j. [S,| <&
pro n > n,. Tedy lim S, = 0 a z (8) plyne, ze fada

n—>o

- An
(13) 3 e

je konvergentni a ma soudet S. Mdme tedy tuto vétu:

Véta 244. Budif x < 0; fada (6) budiZ konvergentni se souétem S;
potom také Fada (13) je konvergentnt a md rovnéZ soulet S.

Piiklad 1. Dosadte . = — 1: Je-li S = ay — a; + a; — a5 + ...,%)

@

je téz zu 5 ?1 = §. Této véty se dasto uZiva k zrychlovani konver-

ne=

gence. Na pf. Ig2=1—}+3—}+ ... Zde a, =

1 . ¢ A n! .

= ®T 1)(k+2>"“d“k°“' %= G F D D) ke
+

1
ES

1 1 1 1 1 1
tezlg2——— 5.2——#— -|-4 5
Cvicéeni

I. Proa; = 1:(c 4+ k) (¢ > 0) plyne obdobné k piikl. 1
n!

Arao = cc+ 1)...(c + n)

4) PoloZme lg I _!:_ = — y, tak¥e y > 0; jde tedy o limitu vyrazue-rn (") <
<e- ’"n"pron—»oo k

®) To neznamend, Ze by fada musila miti stiidavé znaménka: a,, @y, ., jsou
libovolna komplexni &isla.
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apro0 > x > — 1 obdr#ime (kladouce y = — 22 > 0)

0 0

z (_ l)kyk _
S etk Shdlet Dot n) T +yntt

2, Volba ¢ = } v cvid. 1 dava toto: pii-liz = 4+ ng a nésobim ¢&islem }z, ob-
driimpro — 1 £z <1

n! y"

20

z + 2.4.6...2n 2m+1
14+22 ,23.5.7...(2n+4 1) (1 4 22)n+1’

arctg z =

odtud pro z = 1 dostaneme fadu pro }r.

§ 3. Stejnomérn4 konvergence a jeji zobecn¥ni. V tomto paragrafu
se slovem ,,funkce’ mini stale koneénd komplexni funkce (kterd oviem
specidlné muze bytirealnd) a slovem , limita‘‘ koneénd komplexnt limita.

V metrickém prostoru (P, g) budiZ déna funkce f a posloupnost
funkei f,, f,, ... Podle definice 35 fikime, Ze

(14) lim f,(x) = f(x) stejnomérné v P ,

n—aw

jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje (pfirozené) p tak, Ze
(15) (@eP,n 2 p)=|fx) — falx)| <e.9)

Jsou-li f, spojité v P a plati-li (14), vime podle véty 174 I, Ze také
f je spojita v P. Obratit se tato véta obecné nedé (ze spojitosti funkei
fa» lim f, neplyne stejnomérnost konvergence, viz kap. IV, § 3, cvid. 5).
Ale d4 se obratit v tomto specidlnim pifpadé:

V&ta 245. Budte f, funkce spojité v kompakinim prostoru (P, o)
(n=1,2,3,...). Necht pro ka#dé x €« P existuje

(16) lim f,(z) = f(z) .

) Jde tedy o zobrazeni prostoru (P, ) do K,, pfi éemZ metriku v K, definuji
obvyklou rovnicf o(&, n) = |§ — n|. Misto toho bychom mohli vziti (Jako v def.
35) zobrazeni (P, g) do libovolného (po piip. iplného) prostoru (Q, ¢) & misto
limity posloupnosti bychom mohli vySetfovati hm (z, y) jako v def. 36. To by

viak byla &isté formélni zobecnéni, ktera si ctenér \4 pnpadé potfeby sam pro-
vede.
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Necht ddle pro kazdé x e P plati

(17) n < m = |fu(@) — f(@)| 2 |fm(x) — f)]
Potom je f spojitd v P tehdy a jen tehdy, plati-li (18) stejnomérné v P.

Dukaz. I. Necht (16) plati stejnom&rmné v P; potom je f spojita v P
podle véty 174 1.

II. Necht (16) sice plati, ale ne stejnom&rné v P. To znamend:
Existuje ¢ > 0 (které nyni podriime pevné), k némuZ neexistuje
piislusné p z (15). T. j. ke kaZdému ptirozenému p existuji z, ¢ P,
n, 2> p tak, Ze neni |f(x,) — fu (%,)| < &. Posloupnost z,, z,, ... ob-
sahuje vybranou posloupnost z,, z,, ..., konvergentni v P (jeito P
je kompaktni). PiSme y, = x,,, m; = n,, > p, = k; tedy jest
(18) Yee P, my >k, lf(yk) - /m,‘(yk)l =>e;
dale existuje
(19) limy,=neP.

k>
Tvrdim, Ze f neni spojitd v bodé # vzhledem k P — tim bude diukaz

hotov. Dikaz nepfimo: Necht f je spojitd v bodé 5 vzhledem k P.
Potom k nafemu é&islu ¢ existuje 4, > 0 tak, Ze

(20) (Y € P, oy, n) < &) = |f(y) — fin)] < }e.
Jeito lim f,(n) = f(n), existuje n tak, Ze
(21) [f(n) — fa(m)] < 3e.

Zvolme takové n. Ze spojitosti funkce f, plyne, Ze existuje 6 (0 < é <
< 4,) tak, zZe

(22) (WeP, oy, n) < 6)=|fa®) — fa(n)] < 3.
Z (20), (21), (22) plyne, Ze
(23) (y P, oy, n) < 8)=I|fy) — faly)| < ¢.

Ale pro dosti velkd k je jisté m, > n, o(¥x 1) < 4. Pro tato k je tedy
podle (17), (23)

Fw) — fu )| S ) — falyn)] < e,

coz je ve sporu 8 (18).

586



Specidlni pripad vty 245:

V&ta 246. Funkce f, budte redlné a spojité v kompaktnim prostoru
(P, 0) (n = 1,2, ...). Necht pro ka¥dé x ¢ P existuje (16). Necht ddle pro
kaZdé x ¢ P je

(24) hi@) < fol@) < fol2) < ...
Potom je | spojita v P tehdy a jen tehdy, platt-li (16) stejnomérné v P.

Dikaz. Z (24) plyne pro n < m, e f,(z) < fu(z) < f(z), takZe
podminka (17) je spln&na.

Véty 245, 246 se tykaly toliko speciadlnich ptipadt [podminka
(17), po ptip. (24)]. Nyni odvodime nutnou a postaéujici podminku
pro to, aby limita konvergentni posloupnosti spojitych funkei byla
spojitd — a to v obecném piipadé.

Vé&ta 247. Funkce fy, fo, ... budte spojité v metrickém prostoru (P, g).
Pro ka#dé x « P necht existuje (16). Potom f je spojitd v P tehdy a jen
tehdy, jestlite pro kaZdé € > 0 je splnéna tato podminka:

A,. Ke kaZdému bodu a € P existuje 6 > 0 a prirozené Cislo n (tedy:
n, § zdvist na ¢, a) tak, Ze

(25) z e p(a, 0) = |fol@) — f(@)] <e.

Pozndmka 1. Podminku A, lze Fici téZ takto: kazdy bod x € P je
vnitfnim bodem né&které z mnozZin :

(26) E@xeP, |falz) —flx)| <e) (n=1,2,3,...).

Duikaz. I. Necht podminka vety 247 je splnéna. BudiZz a ¢ P.
Budiz ¢ > 0. Zvolme d > 0 a n € N tak, Ze plati (25).7) Vzhledem ke
spojitosti funkee f, existuje 8, (0 < &, < 0) tak, Ze
(27) z € Qp(a, 0,) = |fu(x) — fa@)] <.

Z (25), (27) (viz té%7)) plyne z e Qp(a, 6y) = |f(z) — f(a)| < |f(x) —
- ln(x)l + Iiﬂ(x) - /n(a')I + Ifn(a) - f(a)l < 3e.
Tedy je f spojitd v bod& a vzhledem k P.

7) Tedy speciélng i |f,(a) — f(a)! < e.
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II. Necht f je spojitd v P; budiZ a ¢ P. Budiz ¢ > 0. Podle (16)
existuje n tak, Ze

(28) Ifa(@) — f@)] < 3e.

Zvolme takové n. Jeito f, f, jsou spojité v bodé a vzhledem k P,
existuje 6 > 0 tak, Ze pro x € 2,(a, 8) je |[f(x) — f(a)| < 3¢, |fa(z) —
— fala)| < }e&; podle (28) plyne odtud |f(x) — fu(x)| <&, t. j. pod-
minka A, je splnéna.

Poznimka 2. Pro kompaktni (P, o) lze dati podmince A, tento
ekvivalentni tvar:

B.. Existuje koneény podet bodu a, e P, kladnych ¢&isel 4, a ptiroze-
nych &isel n; (¢ = 1, ..., p) tak, Ze mnoziny 2p(a;,d;) ¢ =1,..., p)
pokryvaji P a ze pro7 = 1, ..., p plati

X € Q(a’i) al) = I/(x) - /n‘(‘x)| <eE.

Dikaz: Je-li splnéna podminka A, pokryvaji mnoziny £,(a, 9)
z (25) (pro v8echna a ¢ P) kompaktni prostor P. Podle Borelovy véty
158 lze z nich vybrati koneény podet, které také pokryvaji P. Tedy
plati B,. Je-li splnéna podminka B,, je zfejmo, Ze kazdy bod z ¢ P je
vnitinim bodem nékteré z mnozin (26). Tedy plati A,.

Pozndmka 3. Vétu 247 ve tvaru pozn. 2, a to pro pfipad P =
={a,b) (— o <a<b< 4+ o), dokdzal po prvé Arzela. Velmi
jednoduchy dukaz podal P. S. Alexandrov. Neobycdejné jednoduchy
dukaz, spoédivajici na tom, Ze se napied dokiZe véta 247, pochdzi od
D. A. Rajkova.

Prozatim jsme mluvili o spojitosti limitni funkce v mnozing P.
Nyni promluvime o jeji spojitosti v uréitém bod& vzhledem k dané
mnoziné. Jezto tato otdzka souvisi s otdzkou,8) kdy plati rovnice

(29) lim lim f,(x) = lim lim f, (),
I—a n—wo n— I ->a
zed Zed

budeme se zabyvati hlavné touto otdzkou. Abychom dostali ,,nutné
a postadujici podminky, musime pojem stejnomérné konvergence
néjak lokalisovat (aby se tykal pouze ,,bezprostiedniho okoli‘‘ bodu a)

%) Viz na pf. souvislost mezi v8tami 56, 59.
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a potom oslabit (nebot stejnomérns konvergence je postadujici, ale
ne nutnou podminkou). Pro vé&t¥ jasnost to provedeme ve ttech
krocich:

Budiz 4 c (P, o), a ¢ A”. Reknu-li, Ze posloupnost f,, f,, ... kon-
verguje k funkei f v okoli bod u a stejnomérné vzhledem k 4, budu tim
rozuméti, Ze existuje d > 0 takové, Ze f,, f,, ... konverguje k f stejno-
mérné v mnozing A4 . Qy(a, §). Napidme to v logickych symbolech
zkap. ,§ 1t

30) 5 TT 3 TITTUn = 4 ez, @) < 8).=> |fa(x) — f@)] <e).

0>0 €0 neeN neN zed
Reknu-li, Ze posloupnost f;, fz, ... konverguje k funkei f v bodé& a
stejnomérnd vzhledem k A4 (to je dilezit&jsi pojem), budu tim rozuméti,
ze ke kazdému ¢ > 0 existuji 6 > 0 an, ¢ N tak, zZe

(31) (n =g, xed, oz, a) <0)=[ful@) — f(x)] <.

Na rozdil od predeslého pfipadu zde § muze zaviseti na ¢. V logic-
kych znacich:
(32) TI 2 2 T 1 = e e, a) < 8) = |fu(x) — flx)] <e).

€>0 6>0 noeN neN ¢4
A konedn& (to bude pro nas nejdilezitéjsf): Reknu-li, Ze posloupnost
f1s fe» ... konverguje k funkei f v bodé a zpolastejnomérné vzhledem
k A, bude to znamenati, Ze ke kazdému & > 0 existuje n, e N [toto
n, budeme stale znadit n.(e)] takové, Ze ke kaidému ptirozenému
n 2> n, existuje 6 > 0 [toto d budeme stéle znadit d(e, n)] tak, Ze

(33) (xed, o a)<d)=|fuz) — flx)] <.
Rozdil proti pfedeSlému je ten, Ze 4 miZe nyni zaviseti nejenom na
&, nybrZ i na n. NapiSme to v logickych znacich:

34) TIZTI S Tln=ne el a) < 8) = |fulx) — f@)] <e&).

£>02eN neN >0 red

(Ctendf necht si uvédomi toto: %e jsme napsali symbol T a¢ se
neN

v definici mluvi jen o &slech n > n,, nevadi; pro n < n, si maZeme
voliti § > 0 jakkoliv (tfeba 6§ = 1) a posledni implikace bude sprivna,
jezto jeji premisa (obsahujici vyrok n > n,) je nespravnd).
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Vidite, Ze postupné oslabovani definice spodiva v tom, ze se kvanti-
fiktor > posunuje doprava.
>0

Véta 248. Budif A c (P, o); budiZ a ¢ A'Y. Necht existuje

(35) lim f,(z) = f(x)
pro kazdé x e A — (a). Necht pro kazdé n « N existuje
(36) lim f,(x) = ¢, .

r—a

Ted

Potom rovnice (29) plati tehdy a jen tehdy, kdyZ posloupnost fy, fs, ..
konverguje k f v bod€é a zpola stejnomérné vzhledem k A = (a).

Dikaz. Rovnici (29) lze vzhledem k (35), (36) prepsati do tvaru

(37) lim f(z) = lim ¢, .
z—a N—>mn
Zed

I. Necht konvergence je zpola stejnomérna v a vzhledem k 4 = (a).
Napted dokéZeme, Ze existuje

(38) lime, =c.

n—wo

BudiZ ¢ > 0; budte n > ny(e), m > ny(e). DokdZeme, Ze potom je
lea — €m| < 4¢, ¢im% bude existence limity (38) dokdzana (podle v&ty
26). Podle (36) existuje 4, > 0 tak, Ze
(39) (ze4,0 < g(z,a) < 8;) =>Max (|fa(x) — Cu|, |[fm(@) — ca]) <e.

Zvolme §, = Min (,, (¢, n), d(e, m)). Potom podle definice zpola
stejnomérné konvergence a podle (39) plati pro
(40) zed, 0<op(x,a) <d,?)
nerovnosti
(41) Vn(x) - c'nl <e¢, Um(x) - cml <eg, !/,,(.’E) - ’(x)l <eg,

fm(z) — fl)] < e.

Zvolim-li z tak, aby platilo (40) (a takovd z existuji), plyne z (41)
lea — €m| < 4¢; tedy existuje (38). Mam.jest& dokazati, Ze

%) Je jedno, pifi-li 2 € A = (@) nebo z ¢ 4, o(z, a) > 0.
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(42) lim f(z) = c.
ot

Jest
(43) |/(x) - CI é If(x) - fn(z)l + |fn(x) - cnl + lcn —_ Gl .
BudiZ & > 0. Zvolme =, tak, e n > n, = |c, — ¢| < & a soudasnd
ny = no(e). Zvolme nyni pevné n >m,. Jeito n > my(e), existuje
0 > 0 tak, Ze
(44) (xed, 0<o(z,a) <d)=|falx) — f®)] <e;
podle (36) existuje 4, > 0 tak, ze
(x EA: 0< 9(55, a) < 61) = Uﬂ(x) - cﬂl <e.

Proz e 4,0 < g(x, a) < Min (3, 6,) je tedy podle (43) |f(x) — ¢| < 3e.
Tim je (42) dokazano.

I1. Necht plati (37) a zavedme oznadeni (38). Budiz ¢ > 0. Existuje
ny = ny(e) tak, Ze
(45) n2>my=>le, —c| < 3e.
Budiz n 2> n,; jeito lim f,(x) = ¢, lim f(x) = ¢, existuje § = d(¢, n) > 0
tak, Ze proz e 4, 0 < go(z, @) < d je [f(z) — ¢c| < }&, |[fal®) — ca| < de,
nadeZ ve spojeni s (45) dostdvame: Ke kazdému ¢ > 0 existuje n, =
= ny(e) takové, Ze ke kaidému n => n, existuje 8 = (¢, n) > 0 tak,

%e plati (44). Tedy f,, fs, ... konverguje k funkei f v a zpola stejnomérnd
vzhledem k 4 = (a).

O tom, jak je tomu se spojitosti, viz cvi&. 5, 6.

Cvideni

V cviéenich 1 —4 jde o funkce jedné redlné prom&nné.

2 1
1. Polo¥me f,(x) =0prox < 0aprox = —, fo(x) =nxpro0 <z < —,
n n

1 2

folx) =2 —nzpro— <z < W Potom f,, f,, ... konverguje k nule v bods a
n

stejnomdrnd vzhledem k E,, jestliZe a & 0. V bod& 0 to neplatf, ale tam nastdvé

aspoii zpola stejnomé&rné konvergence (vzhledom k E,). (Ndvod pro zpola
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stejnomérnou konvergenci:'®) Pro |¥| < e:n jo |fu(z)] < ¢ stadi tedy voliti
ny(e) = 1,d(e, n) = €:n.)

2. Polo¥me f,(x) = n~? + nze~"='. DokaZte t4% tvrzeni jako v cvié. 1. (Navod
pro zpola stejnom&rnou konvergenci:’?) Je-li £ > 0, volte napted n, = ny(¢)

tak, Ze ng? < }e; je-lipak n > n,, volte 8 = é(e, n) = g-. )
n

3. PoloZme fu(z) =1+ x4+ (— 1)®»nz pro = %0, f,(0) =(— 1)*n. Pro

%4dné z e E, neexistuje lim f,(z); presto konverguje f,, f,, ... k funkei 1 (a rovnd%
n—0o

k funkei 1 4 z, a rovnéZ k funkeci 1 4 22) v bodé 0 zpola stejnomd&rnd vzhledem
k E; = (0). (Navod pro funkei 1: BudiZ ¢ > 0; poloZme n4(c) = 1; procelén > 1

poloZme & = d(¢, n) = 2—6— .) NaSe definice maji tedy ponskud zvléstni charak-
n

ter. Proto, aby smysl véty 248 byl jasn&jsi, formulovali jsme ji tak, Ze jsme
primo poZadovali platnost rovnice (35) v 4 = (a).

4. Posloupnost f,(r) = (— 1)z pro z + 0, f,(0) = (— 1)*n konverguje
k funkei 22 v bod¥ 0 dokonce stejnomérné vzhledem k E, — (0). .

5. Budi% a e (4, o). Necht existuje lim f,(x) = f(x) pro kaZdé x ¢ A. Necht
n—o0

funkee f, jsou spojité v @ vzhledem k A. Potom plati: f je spojitd v a vzhledem
k A tehdy a jen tehdy, jestliZe posloupnost f,, fg, ... konverguje k f v bodd a
zpola stejnom&rng vzhledem k 4. (Disledek vity 248.)

6. Budi? a € (4, ). Budte f,, fs, ... funkce, spojité v bod¥ a vzhledem k A.
BudiZ f dal&f funkce, pro kterou platf lim f,(a) = f(a). Potom plati: Funkce f je

n—o

spojitd v a vzhledem k A4 tehdy a jen tehdy, jestlize ke kaZdému & > 0 existuje
d > 0 a ptirozené n tak, ¥e (red, g(x, a) < 8)=>|f(x) — f,(x)] < &. Dikaz
snadno z vyjadreni (f(x) — fn(2)) — ((x) — f(a)) = (f(a) — fn(a)) + (fu(@) —
- fn(x))'

§ 4. FunkcionélIni rovnice pro kosinus a hyperbolicky kosinus.
V tomto paragrafu slovo ,,¢islo‘ znamend koneéné redlné &islo; slovo
»funkece znamena koneénou redlnou funkci jedné reilné proménné,
definovanou viude v E,. Budeme vyetiovati funkce f, které maji
tuto vlastnost:

I. Pro vdechna x, y je
2f(x) f(y) = [z + y) + flz —y) .

1) Mate ji dokézat bez poufiti véty 248; z této v&ty plyne oviem ihned.
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Tuto vlastnost maji ziejmé funkce
(46) 0,1,cos az, }(e** + e %) (0 <a < + o).

Véta 249. Necht funkce f md viastnost 1 a vedle toho jedté ndsledujici
viastnost:

I1. f je spojitd aspor v jednom bodé.

Potom f je jedna z funkci (46).

Ve cvidenich ukdZeme, Ze poZadavek II nelze vynechat, ale lze jej
nahradit jinymi podminkami. Posledni funkce v (46) je t. zv. hyper-
bolicky kosinus; viz DI, cvieni na konci kap. VI.

Poznidmka 1. V celém paragrafu budeme dile mltky vyludovati
funkei f = 0 (t. j. f(x) = 0 pro viechna z). Sestavme ndkteré disledky
vlastnosti I. Zvolime-li ¢ tak, Ze f(c) + 0 a poloZime y = 0, obdrZime
z I 2f(c) f(0) = 2f(c), t. j. f(0) = 1, nadeZ pro z = O plyne z I f(y) =
= f(— y). Déle plyne z I

(47) 2fH(x) = f(22) + 1, f(22) = 2f*(x) — 1

(a tedy f(z) =f(2.4}x) = —1); obdobn¥ 2f(2z) f(x) = {(3z) + f(x),
nadet z (47) plyne f(3z) = 4f3(x) — 3f(z) atd.; obecné plyne z I
H(n + 1) 2) = 2f(nx) f(x) — f((n — 1) z) & odtud dplnou indukef ihned
plyne, Ze pro kazdé pfirozené n plati roviice tvaru -

(48)  f(nz) = 2"7f"(x) + byWf*" 1) + ... + bac14f(2) + bans

kde kaZdé éislo b;, zévisi pouze na j, n (tedy ani na z ani na tvaru
funkce f; na pf. b3 = 0, byg = — 3, by3 = 0). ZapiSme jestd vztahy

(49) 10)=1, fx)=f—2), flx)=—1.
Dukaz véty 249. Podle vlastnosti II je f spojitd v jistém bodé z,,
tedy podle (47) i v bod& 2z,; je-li f(z,) = 0, je podle (47) f(2x,) = — 1.

Tedy existuje z, tak, Ze f je spojitd v bodé z,, f(x;) + 0. Podle I je

) — f(0) = fly) —1 = [EH9) + o —9) — 2f(@)
2f(z,)

Jeito f je spojitd v bodé z,, plyne odtud hm fly) —f(0) = 0, t. j.

f je spojitd v bodé 0. Tedy je f omezend v ]mtém intervalu (— e, ¢€)
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(¢ > 0) a podle (48) je omezen4 i v intervalu (— ne, n¢) pro n = 1,
2, .. . . f je omezend v katdém omezeném intervalu.
Vezméme nyni libovolné &islo ¢ a polozme lim sup [flc +y) —

— flc)] = B; z omezenosti funkce f plyne, ze 0 < B <v—:|0— co. Z I plyne
fle + 2y) + flc) = 2f(c + y) f(y), a tedy

(50) fle + 2y) — fle) =

= 2(flc + y) — f(¢)) + 2f(c + ) (f(y) —I) -
Jeito f je spojitd v bod$ 0 a omezend v okoli bodu ¢, mé posledni
séitanec v (50) pro y — 0 limitu 0 a tedy hm sup Ifc + 2y) — f(e)| =

=2 hm sup Ifc + v) — f)], t. j. B= 28, {} = 0, takZe f je spojitd

v bodé c. Tedy [ je spojitd v intervalu (— oo, + o0).

Jsou nyni moZny tyto piipady:
(x) budto je f(x) > 0 pro vsechna z;
(B) nebo je f(c) < 0 pro nékteré c.

Piipad («). Tvrdim, Ze f(z) = 1 pro vdechna z. Kdyby tomu tak
nebylo,byloby inf f()=1—4,kde0<1—1<1,tj.0<i<1.

—0<T<+®©

Zvolme xz tak, Ze f(z) < 1 — }4, nalez (jezto f(z) > 0) fi(z) <1 —
— A+ 342 a tedy podle (47) f(22) <2 — 214+ 2 —1<1— ¥ <
< 1 — A, coz je spor. PoloZime-li tedy f(1) = A4, jest 4 = 1. Jeito
funkce (proménné a) }(e* 4 e~2) zobrazuje interval <0, 4 c0)na interval
{1, 4 ), existuje a = 0 tak, Ze }(e® + e~¢) = A. Funkce (proménné z)
(51) 3(e* + e™*)
m4 tedy tyto vlastnosti:
(V1). Spliiuje podminku I.
(V2). Je spojitéd a kladnd v (— o0, + o0).
(V3). V bodé 1 ma hodnotu 4.
Tytéz vlastnosti ma vysetfovana funkece f. DokdZeme nyni, Ze témito
tfemi vlastnostmi je f jednozna¢né uréena — tim bude dokazano, Ze
funkece f je totoznd s funkei (51) (pro @ = 0 je to konstanta 1).

K dikazu jednoznaénosti poznamenejme, Ze z vlastnosti I plyne
(47), (48), (49). Z (47) plyne f(z) = /3(H(22) + 1) (nebot f(z) > 0).
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Polotimeli tedy A, = /3(4 + 1), 4, = /34, + 1), ..., obdriime
f1) = A, f3) = A, f(}) = 4,, ..., ¢imZ jsou uréeny hodnoty f(2-%)
(k=0,1,...). Z (48), (49) lze potom uréiti f(z) pro viechna z tvaru
(52) n2~k (k=0,1,2,...;n celé).

Koneénd kazdé z lze vyjadiiti ve tvaru z = lim z,,, kde z, jsou d&isla

p—rxc
tvaru (52); nasledkem spojitosti je tim uréeno také é&islo f(r) =
= lim f(z,).

P>
Piipad (B). Jest f(c) £ 0, f(—c) = f(c), f(0) = 1. Tedy lze pied-
pokladati, Ze ¢ > 0. Ze spojitosti plyne, Ze existuje d > 0 tak, Ze f(d) =
= 0. Infimum hodnot d > 0, pro né% f(d) = 0, oznaéme w. Ze spojitosti
a z f(0) = 1 plyne:
(53) flw)=0 0>0fzx) >0pro 0l z< w.
Funkce f mé tedy tyto vlastnosti:
(W1). Spliiuje podminku I.
(W2). Je spojitd v (— o0, 4+ ).
(W3). Existuje w tak, Ze platf (53).
Dokézeme, Ze funkce f je témito vlastnostmi (pfi daném ) Gplng
n

? mé tyto tfi vlastnosti, bude tim do-

urdena. Jezto také funkce cos %

kézéano, Ze f(xr) = cos ax (a = 2—7;)

Z 1 plyne (jeito f(w) = 0)

0 = 2f{(z + ) (@) = [(z + 2w) + f(z),

t. j.
(54) flz + 2w) = — f(z);
odtud pak plyne f(x + 4w) = f(z), t. j. f md periodu 4w. Z (53) a
z f(x) = f(— ) plyne f(x) > 0 pro — v < x < w. Podle (54) a podle I
je

(55) f@) — f(y) = f(x) + fy — 20) =
= 2f}(x 4+ y) — o). fR(xz — y) + o) .
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Jestlize 0§x<yg 20, je —w<ix+yY)—o<o, Oé
ST —9) + 0 < o, take pravé strana v (55) je kladn4, t.j. f(z) >
> [(y): Funkce f je klesajici v 0, 2w). A
Z rovnice f(w) = 0 a z (54) plyne
fl(Ck+1)w)=0 pro k=0,4+1,4+2,...
Dosadime-li tedy do (48) po Fads

(56) o 3w 5o 2n—1ow
r=—, ’ y sy ’
n n n n

je leva strana rovna nule, t. j. &isla (v poétu n)

(57) f(%) f(?’%’) /((2n—nl)w)

jsou kofeny rovnice n-tého stupné
2n=1Xn 4 by X1 . 4 by =0,

sestavené v klesajicim pofadi. Tedy hodnoty (57) jsou jednoznaéné
urdeny. BudiZ nyni dédno z, 0 < z < 20w. Potom pro ka#dé pfirozené

n lze mezi &isly (56) nalézti takové &islo z,, Ze |z — z.| < %; tedy

z = lim z,, f(z) = lim f(z,) (spojitost) a tim je f(x) jednoznaéné uréeno
pro 0 < z < 2w, a tedy i pro 20 < x < 4w (rovnici (54)), a tedy pro
viechna z vibec (periodicita).

Cvideni

K cvid. 1, 2, 6, 7 potiebujeme n¥které pomucky z obecné theorie mnoZin.
Budi* dans libovolnd mnoZina M. Mezi prvky mnoZiny M budiZ dén vztah,
ktery &teme ,,a jo pfed b*‘!!) a ktery ma tyto vlastnosti:

I.Je-lia e M, b e M, plati prav® jeden ze vztahli: a = b, a je pied b, b je pred
a. IL. Je-li a pied b, b pfed c, je a pfed c. Takovému vztahu fikdme uspordddni
mnoZiny M. Uvedme piiklad. MnoZinu P viech raciondlnich &fsel muZeme
usporddati na pf. témito zpusoby:

(«) z je pfed y tehdy a jen tehdy, je-liz < y.

(B) = je pfed y tehdy a jen tehdy, je-li x > y.

11) Casto se pife a < b.
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(y) Srovnejme vSechna racionalni &isla ndjak v prostou posloupnost z,,
24, Zy, ... (t0 1zo, viz kap. I, § 5, piiklad 3 a cvié. 1) a definujme: x; je pred x,, tehdy
a jen tehdy, je-li k < n.

Uspordddni mnoZiny M nazveme dobrym uspofdddnim, jestlize kaZdé ne-
prézdns &ast A c M obsahuje prvnt prvek, t. j. takovy prvek, pfed kterym
nele#i 24dny prvek mnoZiny A. Na pf. (x) nenf dobré uspofddéni (na p¥. mezi
kladnymi raciondlnimi &fsly neexistuje prvnf, t. j. nejmensf), také (f) neni
dobré, ale (y) je dobré uspoiddéni. Zermelo dokézal: V ka¥dé mnoZing existuje
dobré uspotrédéni (dikaz viz na pf. v knize P. 8. Alexandrov, Uvod do obecné
theorie mnoZin a funkei, Praha 1954, kap. III). V nisledujicim budeme potte-
bovati pouze fakt, e 1ze dobfe uspoirddati mnoZinu E,. Podotykim, %e dukaz
véty o existenci dobrého uspoféadéini podstatnd spodivad na axiomu vybé&ru (viz
kap. I, § 5, pozn. 3), a proto je ,,nekonstruktivni‘‘: neddvd v obecném piipads
%4dny navod, jak skuteén$ do dané mnoZiny dobré usporddani zavésti. Neradim
proto, aby se &tenii pokousSel o provedeni dobrého uspofédéni mnoZiny E,.
U né&kterych mnoZin, na pf. u mnoZiny vSech raciondlnich &isel, dovedeme
oviem dobré uspofadéni provésti.

I. Existuje mno%ina B C E,;, kterd mé tyto vlastnosti: 1. Ka¥dé &fslo z ¢ E,
lze vyjadfiti ve tvaru (v (58), (69) pripoustim oviem téZ ,,prdzdné soulty*‘)

n

(58) =z = .zlrja,- (n = O cels, 7, racionalni, «; ¢ B, oy & &, pro j = k).
e

2. Takové vyjédieni existuje pro kaZdé x jen jedno (pfitom vyjadfent, lifici
se jen &leny s nulovymi koeficienty, povaZujeme za totoZnd, na pf. rix; + rx,,
7106 + 764 + 0. 05 + 0.0,). Dakaz: Budif déno n&jaké dobré usporddani
mnoZiny E,. Reilné &fslo x budiZ prvkem mnoZiny B tehdy a jen tehdy, nelze-li
z pséti ve tvaru
m

(59) T = z 8, %, (8; raciondlni, x; leZi pfed ).

k=1

Kdyby nékteré z ¢ E; nebylo moZno vyjadiit ve tvaru (68), existovalo by prvnf
takové &islo z; to by se tedy!?) dalo vyjadFit ve tvaru (59), pti éemZ by se viechna
z; dala vyjddiit ve tvaru (58), takZe i &islo = by se podle (59) dalo vyjadtit ve
tvaru (68) — spor. Snadno se pak doka¥e, Ze takové vyjadtfeni je jen jedno.
Takové mnoZind B se ¥ik4 base redinyjch &tsel.

Zavedme tyto vlastnosti:

III. Funkce f je omezend v (— o, + ).

IV. Funkce f je omezeni v ndkterém intervalu (nezvrhlém).

V. Jest f(c) > 1 pro jisté c.

13) Je¥to nemiZe leZeti v B,
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VI.  inf  f@&) > — 1.
-—o<I<+ o

VIL lim inf f(x) > — 1.
z—0

Budeme vySetfovati, zda lze vlastnost I1 ve v&td 249 nahraditi ndkterymi
z vlastnosti III—VII.

2. Existuje funkce | 8 vlastnostmi 1, 111, kterd nent totoind 8 Zddnowu z funkct
(46). Dukaz. Existuje base B (cvié. 1). KaZdému « ¢ B pfifadme n&jaké &fslo
g(x), nadez definujme: Je-li # ddno vzorcem (58), budiZ

f@) = cos (_er,-y(-x,-».
e

Potom plati I, III. Zvolme g specidlng takto: vyberme dvé &isla 8, y mnoZiny
B a poloZme g(f) = 0, g(y) = = a ostatni g(«) jakkoliv. Potom bude f(f) = 1,
f(y) = — 1; jeZto pomsr f : y je iraciondlnf, nemuZe f miti tvar cos az.

Dalsi dv§ cvideni maji pomocny raz.

3. BudiZ déno y; potom rovnice

(60) o2n-1X" + b X1 4+ b, —cosy =0
(n piirozené &islo) mé kofeny
Y 2k
(61) cos | — + — (k=0,1,...,n — 1)
n n

a %4dné jiné. Dukaz. JeZto pro funkei f(x) = cos z plati (48), jsou &isla (61)
kofeny rovnice (60). Jsou-li éisla (61) navzajem ruzn4, jsou to viechny kofeny
a levou stranu v (60) lze psati

ned y 2kn
(62) 2n-1 X — cos [~ + =])].
k=0 n

n
To plati vSak i pro ony (isolované) hodnoty y = y,, pro které nékterd z &isel
(61) se sobd rovnaji, jak plyne limitnim pfechodem y — ,.

4. Plati-li I a IV, je f omezend v kaZdém omezeném intervalu. Dikaz.
Necht f je omezend v (y, 8, takZe podle (48) je omezen4d té% v {ny, nd) (n pfi-
rozené). Je-li 0 < z < n (6 — ), poloZme x = nd — A4, tak¥e

(63) 2f(nd) f(A) = f(né + A) + f(x) .

Zde je ny < A < nd, 2ny < nd + A £ 2nd, tak¥e podle (63) je f omezens
v 0, n(6 — y)> a mimoto je f(— z) = f(x).

5. Necht platt I a IV. Jestlize mimoto platt jesté budto V nebo VI nebo VII, je
f jedna z funkci (46).
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Stale pfedpokldddme, ¥e plati I & IV. Necht plati V. Kdyby bylo
inf f(z) =—1 (¥e je f(x) = — 1, vime), existovalo by y tak, %e
-0<z2<+ 0
f(e) fy) < — 1, nalet by bylo — 2 < f(c + y) + flc — y) = 2/(e) (y) < — 2,
coZ je spor; tedy z V plyne VI a z VI ziejms plyne VII. Stadf tedy dokézati
toto:

Predpoklddejme, Ze plati I, IV, VII; potom f je spojitd v bod¥ 0 (viz v&tu

249). Dukaz. PoloZme limsup f(z) = &, liminff(z) =8, tedy —1 <8 <
z—0 z—0

£ o < + oo (viz cvié. 4). Kdyby bylo « > 1, plynulo by z (47) &« = 24* — 1,
cof pro & > 1 neplati; tedy — 1 < 8 < & < 1 a stadf dokbzat, Ze f = 1 (nebot
f(0) = 1). Necht tedy — 1 < B < 1; z toho odvodime spor. Polo¥me 4 = }(1 +
+ |B]), tedy |B| < A < 1 a existuji z,, x,, ... tak, e x; &= 0, lim z; = 0, |[f(z;)| <
< A. Zvolme pfirozené w tak, Ze

4
14+8°
DokéZeme nyni: Jestlife pro ndjaké z je |f(z)| < 4, existuje y = 0, |y| < w|z|
tak, Ze f(y) < — #(1 — B).

Tim bude dukaz hotov, nebot z hotejsich &isel x; dostaneme pak &fsla y; + 0
takové, %e limy; = 0, f(y;) < — $(1 — B), tedy liminf f(z) £ — }(1 — B) <
< B — spor. -0

BudiZ tedy |f(z)| < 4; existuje y tak, Ze f(x) = cos y. Podle kap. I, § 2, cvi&. 3
existuji cela &isla r, s tak, Ze

(64) w > w >

1—2°

1 r 3
(65) 31—7 < —, J/—‘n— < —, 0<3§w;
™ 8 sw
. . nr 3
mui¥eme predpoklddati, %e 7, ¢ jsou nesoudslnd. Tedy I cosy — cos — | < o <
8

< % <1l1—4 jeito Icosy + ll = ]f(:v) + ll >1-— 1, jes> 1. Zvolme celéq
tak, %o 891 < w < 89, tedy ¢ = 2. VySetfujme rovnici (60) pro hodnotu n =

x
= §9-1, Je¥to cos y = f(x), je podle (48) &islo f w kofenem rovnice (60), & tedy
je totoZné s ndkterym z &isel (61). T. j. existuje celé k tak, %o

2k
(66) j(i)=cosu, 0<k < s,

89-1 89-1

Je¥to pro ka¥dé ptirozené v se f(vy) Vypoite z f(y) podle téZe rovnice (viz (48))
jako cos vn z cos 7, plyne z (66)

i (-v_x__) = cos vy + =) 2kr) R

sa-1 PO
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a tedy

vz v(r + 28k) © v re vr
©n ” (a_l) BT = S Ay el

Zvolme nyni celé v tak, Ze
(68) 0<vL8?, (r+ 2sk)v =387 nebo =87 + 1 (mod 259 13),

To je moZno: Je-li r liché, volme v = 39 je-li » sudé, je & liché, a sta¥f FeSiti kon-
gruenci (37 + sk) v = }(s? + 1) (mod s9). (Cislo 4r + sk je nesoud¥lno s &fslem
89,)

Potom vSak

28k
Osw—cosn é1<l,
8? 89 w
nadeZ z (67), (68) plyne
2
’/("f\)+l 22 <
87-1 8% w w w
PoloZime-li tedy y = ——,jey + 0, |y| < slz| < wz| a dale (viz téZ (64))
27
< —1+—<—-1+}1+h=-1-48),

coZ bylo dokazati.

6. Existuje funkee f, pro kterou platf I, V a déale f(r) = 1 pro vSechna z,
a kterd pfesto nenf totoZna se ¥4dnou z funkef (46). Dukaz: : Jako v cvid. 2, ale
misto kosinu vezmste hyperbolicky kosinus a volte tfeba g(f) = 0, g(y) =

Piehlédn¥me vysledky z vdty 249 a z cvid. 2, 5, 6. Necht f mé vlastnost I.
K tomu, aby f byla toto¥nd s ndkterou z funkef (46), stadi, aby byla splnéna
podminka IT nebo podminky IV, V, nebo 1V, VI nebo IV, VII. Nestad{ viak
IV, ba ani siln&jsi podminka ITI. Rovn¥% nestadf splngnf podminek V, VI, VII,
ba dokonce ani splndni siln&jich podminek: f(¢c) > 1 pro n&které ¢, f(z) =1
pro viechna z.

7. Jako prot&jSek k vétd 110 dokaZte: Existuje funkce f, spliiujici pro vSechna
z, y rovnici f(x + y) = f(z) + f(y), kterd nenf totoZnd s iédn.ou funkef az
(a € E,). Dukaz podle vzoru cvig. 2.

—b je celé &islo. BliZ&f o kongruencich

(s celymi m > 0, a, b) viz V. Kofinek, Zaklady algebry, § 9 a 10 nebo I. M.
Vinogradov, 7a,klady theorie &isel (tha 1953), kap IIT a IV; hlavn$ kap. IV,
§2.

13) Znak a = b (mod m) znamena4, Ze ad
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Obratme se je§td k funkei f(z) = arctg 2. Podle DI, kap. VII, § 2, cvié. 8
je '

(69) f(““’) = f(z) + f(y) pro 2y < 1.
1 —zy

8. Necht funkce f spliiuje podminku (69) a je v ndkterém (nezvrhlém) in-
tervalu budto shora nebo zdola omezens. Potom existuje k ¢ E, tak, Ze f(z) =
= karctgx pro viechna z. Ndvod: Pro |x| < 4= poloite F(a) = f(tg a);
z (69) najdete, Ze pro |x| < }=, |B] < =, |« + B| < }nje!) F(a + ) = F(«) -+
+ F(B). Nyni rozSitte definici funkce F na v¥echna « ¢ E, takto: Je-li dino x,

zvolte pfirozené n tak, Ze ‘ zl < }m, a poloite F(x) = nF (i) UkaZte, Ze

n n

definice je v pofddku (t. j. Ze pro viechna takovd n dostanete touZ hodnotu

nF (ﬂ‘_)) a %o na funkei F lze uZiti v&ty 110. Tedy F(x) = ko pti vhodném k.
n

Odtud snadno plyne f(x) = k arctg « pro vSechna z.

14) Musite dokédzat, Ze tg a tg B < 1,
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