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11. Jednoznačnost 

11.1. 

11.1.1. Definice: Budeme říkat, že řešení rovnice (10.1.1) jsou jednoznačně určena 
počáteční podmínkou, nebo kratčeji, že rovnice (10.1.1) }c jednoznačná, je-li splněna 
tato podmínka: 

Jsou-li M[I]: Si ~* Kn řešení rovnice (10.1.1), i = 1, 2, a existuje-li s e Si n fi 
takové, že M [ 1 ](S) = M [ 2 ](S), pak M [ 1 ](Í) = M [ 2 ](Í) pro t e Si n / 2 . 

Rovnice (2.11 A) je příklad diferenciální rovnice se spojitou pravou stranou, 
která není jednoznačná. 

Budeme se převážně zabývat jednoznačnými diferenciálními rovnicemi pro 
jejich význam jak pro teorii, tak pro aplikace. V této kapitole odvodíme postačující 
podmínky pro jednoznačnost. 

11.1.2. Definice: Nechť G cz R x Kn, f: G -+ Kn. Rovnice (10.1.1) se nazývá jedno
značná v bodě (tQ, x [ 0 ]) 6 G, je-li splněna tato podmínka: 

Jsou-li M[Í]: Si -* Kn řešení rovnice (10.L1), i = 1, 2, taková, že je M[1](ř0) = 
= x [ 0 ] = M[2](ř0), potom existuje číslo 5 > 0 takové, že je 

u-i-(í) = M [ 2 ](Í) pro t e Si n Si n <ř0 - S, t0 + <5> . 

11.1.3. Věta: Nechť rovnice (10.1A) je jednoznačná v každém bodě(t0, x [ 0 ]). Potom 
rovnice (10.LI) je jednoznačná. 

Důkaz: Není-li rovnice (10.LI) jednoznačná, pak existují řešení M[ , ]: SÍ ~* K"> 
i = 1,2, a čísla s 1 , s 2 e S i n S 2 tak, že M [ 1 ] ( S I ) = M [ 2 ] ( S I ) , M [ 1 ] (S 2 ) * M [ 2 ] (S 2 ) . 

Nechť je pro určitost Sj < s2. Je <s l 9 s2> c Si n Si- Položme 

s 3 = inf {í e <>., s2>| vP\Í) 4= t.[2í(ř)> • (1.1) 

Ukážeme, že platí 

«^(S 3 ) = «.^(S3). (1.2) 

To je zřejmé, je-li s3 = st; je-li s3 > sx, je M [ 1 ](Í) = M [ 2 ](Í) pro sx g í < s 3 a (1.2) 
plyne ze spojitosti funkcí M [ 1 ], M [ 2 ]. Protože rovnice (10.LI) je jednoznačná v bodě 
(s3, M [ 1 ](S 3)), existuje 5 > 0 takové, zeje M [ 1 ](Í) = M [ 2 ](Í) pro sx ^ ř <; min (s 3 + 5, s2) 

(210) 



a to není možné vzhledem k (1.1). Proto rovnice (10.1.1) je jednoznačná a Věta 
11.1.3 je dokázána. 

11.1.4. Definice: Nechť množina G c _R x Kn je otevřená, /: G -• Kn. Funkce f se 
nazývá lokálně lipschitzovská vzhledem k druhé proměnné9 je-li splněna tato 
podmínka: 

Ke každému bodu (t09 *C 0 ]) e G existují čísla Sl9 S29L> 0 tak, že platí 

Q(t0,x™Sl9S2)czG9 

Ub^-fb^lš^-^b (1-3) 
jakmile (ř, xCi]) e Q(t09 xC0], Sl9 S2)9 i = 1, 2. 

11.1.5. Věta: Nechť funkce f je lokálně lipschitzovská vzhledem k druhé proměnně. 
Potom rovnice (10.1.1) je jednoznačná. 

Důkaz: Vzhledem k Větě 11.1.3 postačí, když dokážeme, že rovnice 
(10.1.1) je jednoznačná v každém bodě (ř0, x [ 0 ]) e G. 

Nechť je (ř0, xC0]) e G a nechť uCi]: / , -• Kn
9 i = 1,2, jsou řešení rovnice 

(10.1.1), u[1](ř0) = xC 0 ] = uí2\t0). Je-li / i n / 2 = {ř0}, není co dokazovat. Nechť 
tedy / i n / 2 = / 3 je nedegenerovaný interval. K bodu (ř0, xC0]) najdeme čísla 
Sl9 S29 L > 0 podle Definice 11.1.4. Protože funkce uCl], uC2] jsou spojité, existuje 
takové číslo S9 0 < S ^ Sl9 zeje ||uc'\f) - xC 0 ] | | £ S2 pro t e f3 n <r0 - <5, í0 + 5> = 
= / 4 , i = 1, 2. Je 

uli\t) - xC0] + P / (r , uCř](i)) dr pro ř e / 4 , i = 1, 2 , 
J t0 

tedy [viz (1.3)] 

| |UC 2 ](0 - UC1](ř)|| = | £ ||/(T, UC2](T)) - / ( T , UC1](t))| dT 

= L J f ||UC2](T) - UC 1 ](T)| | díl ú ti + L I T | |UC 2 ](T) - UC 1 ](T)| | dT 

kde rj je libovolné kladné číslo. Užijeme-li Gronwallovy nerovnosti [Pomocná věta 
4.3.1, klademe X = / 4 , £(r) = ||uC2](ř) - uc i](r)||], dostáváme, že platí 

||uC2](ř) - ucl](ř)|| ú n e L , ř - ř o 1 pro t e / 4 , 

a to pro každé r\ > 0. Je tedy uC2](ř) = U [ 1 ] (Í ) pro t e ý±. Tím je dokázáno, že rovnice 
(10.1.1) je jednoznačná v bodě (ř0, x [ 0 ]), tj. v každém bodě (ř0, xC0]) e G. Podle Věty 
11.1.3 rovnice (10.1.1) je jednoznačná. Důkaz je dokončen. 

11.1.6. Věta: Nechť jsou splněny tyto podmínky: G a R x Kn je otevřená množina, 
v každém bodě (t9 x) e G existuje D(2)/(*> *) (viz Dodatek 11.2) a závisí spojitě na 
(r, x). Potom rovnice (10.1.1) je jednoznačná. 
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Důkaz: Nechť je (t09x
m)eG. Zvolme čísla ól9 ó2 > O tak, aby bylo 

Q(f0, x
[ 0 ], Sl9 52) c G. Protože Q(t09 xí0\ ól9 <52) je kompaktní množina, existuje L 

tak, že je | |D [ 2 ]/(í, x)|| ^ L pro (t>x)e Q(t09 xm
9Sl9S2) a podle (Dll.1.3) je 

\\f(t> yC2]) - f(t> ycl])|| ú L\\y™ - ,rW| pro (t9 y™)9 (t9 y™) e Q(t09 *°\ 5Í9 S2). 
Tedy funkce/je lokálně lipschitzovská vzhledem k druhé proměnné a Věta 11.1.6 
plyne z Věty 11.1.5. 

11.1.7. Poznámka: Js-li G otevřená množina a existují-li parciální derivace 

OXj 

v každém bodě (ř, x) e G a jsou-li spojité, pak DC2]/(ř, x) existuje v každém bodě 
(t9 x) e G, závisí spojitě na (ř, x) a rovnice (10.1.1) je jednoznačná podle Věty 11.1.6. 

11.2. Věta 11.1.5 udává postačující podmínku pro jednoznačnost rovnice (10.1.1); 
podle výsledků odst. 2.8 [viz (2.8.6)] tato podmínka není nutná. Zde vyložíme obec
nou metodu, která umožňuje odvodit jiné postačující podmínky pro jednoznačnost 
a později odhadnout růst řešení. 

11.2.1. Věta: Nechť množina H cz R2 je otevřená a funkce #: H -> _R spojitá. 
Nechť S je interval a nechť funkce £, rj9 \i: S -* Rjsou spojité, (t9 £(í)), (t9 rj(ť)) e H 
pro te S- Nechť £ splňuje diferenciální rovnici 

I = X(t, Z) (2.1) 

a nechťje 

Kt)<x(Urj(t)) pro teS, (2.2) 

r\(ti) - n(ti) = i \{t) át pro tl9 t2eS > tx^t2. (2.3) 

Pak platí: 
(i) JeAi rj(s) < £(s) v nějakém bodě se S> potom je rj(t) < £(ť) pro te S>t > s. 
(ii) JeAi rj(s) > £ (s) v nějakém bodě se S> potom je rj(i) > £(i) pro te S>t < s. 

11.2.2. Poznámka: Má-li ve Větě 11.2.1 funkce rj derivaci r) a je-li r) = \i9 pak platí 
(2.3) a podle (2.2) funkce roste v každém bodě pomaleji než řešení rovnice (2.1) 
procházející tímto bodem, a proto nepřekvapí, že platí tvrzení (i) a (ii). 

Důkaz Věty 11.2.1: Dokážeme tvrzení (i). Nechť existuje takové teS> 
že je rj(t) = £(t). Položme t* = inf {teS\ t ^ s, rj(t) = £(ť)}. Je t* > s, rj(t*) = 
= *(<*)> 

rj(t)<Z(t)> sšt<t*. (2.4) 

Zvolme číslo e, 0 < e < [x(t*> rj(t*)) - lx(ř*)]/2. Ze spojitosti funkcí x, ,̂ \i9 rj 
plyne, že existuje takové číslo <5, 0 < 6 < t* — s, že je x(t> 5(0) > x(t*> £(**)) — e> 
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/i(í) < /.(í*) + 8 pro t* - <5 iš t = ř*. Je tedy 

„(.* - 5) = „(í*) - [,,(.*) - t,{t* - b)\ Z r,{t*) - f 4 . ) d. .> 
Jf-t 

= »?('*) - M'*) <* - fi<5 > £('*) - *('*> í(.*)) 5 + tó = 

= £('*) - W) - Z{t* - d)\ = í{t* - 5) 

a to odporuje nerovnosti (2.4). Proto platí tvrzení (i). Tvrzení (ii) se dokáže obdobně. 
Věta 11.2.1 platí. 

11.2.3. Poznámka: Věta 11.2.1 zůstane v platnosti, jestliže v tvrzení (i) předpoklá
dáme pouze rj(s) ^ £(s) a jestliže v tvrzení (ii) předpokládáme pouze ri(s) ^ £(s). 
V případě tvrzení (i) se snadno ukáže, že je r\(ci) < £(o) pro a dosti blízká s, o > s; 
původního tvrzení (i) užijeme na intervalu ý n {te R\t ^ a). 

11.2.4. Pomocná věta: Nechť jsou splněny tyto podmínky: 

Množina G c R x Kn je otevřená a funkce f: G -> Kn je spojitá. (2.5) 

Funkce w[l], v: <a, /?> -• Kn jsou řešení rovnice (10.L1). (2.6) 

Rovnice (10.L1) je jednoznačná v bodě (ř, v(t)) pro t e <a, jS>. (2.7) 

Existuje posloupnost st e <a, /?>, i = 1, 2, 3,. . ., a číslo s tak, že platí 

lim st = s , lim ULÍ\SÍ) = v(s) . (2.8) 
i-* 00 i-* 00 

Funkce w[,] ysow stejně omezené a stejně spojité. (2.9) 

Potom platí 

lim u [ i ](í) = i>(í) pro t e <a, £> . (2A0) 
| ->C0 

D ů k a z : Nechť neplatí (2.10). Potom existují čísla řx e <a, /?>, £ > 0 a vy
braná posloupnost il9 i2, í 3 , . . . tak, zeje 

| t t ^ ( ř i ) - K í i ) | | = £ , j = 1 , 2 , 3 , . . . . (2.11) 

Podle Arzeláovy-Ascoliovy věty (viz Dodatek 10.1) z posloupnosti uíij^ lze vybrat 
posloupnost stejnoměrně konvergentní. Označme tuto vybranou posloupnost wín. 
Je tedy 

lim wíj\t) = w(t) stejnoměrně pro t e <a, /?> . (2.12) 
J-+00 

Funkce w je spojitá. Protože wín, j = 1, 2,..., jsou řešení rovnice (10.1.1), platí 
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(viz Větu 3.3.2) 

*u\h) - vÍJ\t2) = f/( í , *w(t)) ůt pro t2i h e <«, P> . 
Jt2 

Limitním přechodem pro j -> oo dostáváme 

w(ř3) - w(ř2) = i f(t9 xv(t)) át pro ř2, t3 e <<x, J8> . 

Podle Věty 3.3.3 w: <a, j3> -> K" je řešení rovnice (10.1.1). Vzhledem k (2.11) a (2.12) 
je || w^) - 17(̂ )1 = e. Podle (2.12) a (2.8) je w(s) = v(s). Nechť je pro určitost 
s < tv Položme 

t* = inf {t e <s, řx>| w(řl) * v(tt)} . (2.13) 

Podle definice čísla t* je r(í*) = w(t*) a z podmínky (2.7) plyne, že existuje takové 
S > 0, že je t;(ř) = w(ř) pro ře <í*, t* + <5> a to není možné vzhledem k (2.13). 
Nemůže tedy platit (2.11). Pomocná věta 11.2.4 je dokázána. 

11.2.5. Poznámka: Podmínka (2.9) plyne z podmínek (2.5) až (2.8), a proto ji lze 
v Pomocné větě 11.2.4 vynechat; toto tvrzení však nebudeme dokazovat. 

11.2.6. Věta (porovnávací): Nechť jsou splněny tyto podmínky: 

G c R x Kn je otevřená množina a funkce f: G -* KP je spojitá. (2---4) 

Funkce x- H -^ R je spojitá; přitom H = (t0 — v l f t0 + vt) x 
x (-2,v2 2v2) , t0 e R9 vl9 v2 > 0. Platíx(t, í) > 0 pro (f, č) e H9 

<ř4=0ax(ř,0)=0 

pro te(t0 - vlf ř0 + vx). (2.15) 

Rovnice (2.1) Ie jednoznačná v bodě (t9 0) Pro t e (t0 — vlf t0 + vx). (2.16) 

Funkce Q: H -> R je spojitá, 0 = g(t9 <*) < x(*> £), 
pro(t9£)eH9 { * 0 , (2.17) 

x e Kn, 6(ř0, x, v lf v2) c G a p/ař/ 

||/(ř, * [ 2 ]) - /( ' , * m ) | | ú min {«(*, ||xc^ - x c i ' | | ) , Q(t9 - \\xW - x c l ) } 
pra (ř, xCi]) e Q(f0, *, v lf v2), i = 1, 2. (2.18) 

Potom rovnice (10.1.1) je jednoznačná v bodě (t0, x). 

Důkaz: Najděme čísla Sl9 S29 0 < S± < vl9 0 < <52, podle Věty 10.L1 tak, 
aby tvrzení (10.1.4), (10.1.5), kde klademe x = 0, platila pro rovnici (2.1); tedy 
existují řešení £r: <f0 - Sl9 t0 + <5X> -> <-2(52,2<52> rovnice (2.1) taková, že je 
£r('o) = V 1 P™ r = 1,2,3, ..., - 1 , - 2 , - 3 , . . . . Vzhledem k (2.15) funkce 
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í- Oo — ̂ u U + ^i> "• R definovaná rovnicí £(f) = 0 je řešením rovnice (2.1). Je 

ш - -̂)i = [['*('. m) * 
pro tu t2 є <ř0 - 6U t0 + 5.) , 

Šѓ Щti - h 

kde 
x = max{|x(.,£)|| | Í | Í S Í I . | « | S 2 í a } . 

Tedy funkce £.,, r = 1,2, 3,..., r = —1, —2, — 3,..., jsou stejně omezené a stejně 
spojité, a proto podle Pomocné věty 11.2.4 (kde klademe s — st^ t0 pro i = 
= 1,2, 3,...) platí 

lim <#) = 0 = lim £r(í) , 16 <f0 - «i, 'o + «i> • (2.19) 
r->co r-> —oo 

Kdyby pro nějaké r a *x e <í0 — 5Í9 ř0> bylo ^(řj = 0, existovalo by ř2, tt fš t2 < ř0, 
tak, že by bylo čr(f2) = 0, ír(t) 4= 0 pro ř2 < ř ^ ř0 a to by odporovalo předpokladu 
(2.16). Je tedy ír(t) 4= 0 pro r = 1,2,3,..., r = - 1 , - 2 , -3,..., ře<ř0 - 5l9 f0> 
a obdobně je <řr(í) =f= 0 pro / e </0, t0 + Sxy. 

Nechť wCÍ]: / £ -+ Kn jsou řešení rovnice (10.1.1), wc'3(*o) = ic, pro i = 1, 2. 
Položme / = / i n / 2 n (/0 - 53, r0 + á3>, kde <53, 0 < <53 í* á l f je tak malé, 
že je ||ww(f) - S|| < v2 pro te Jf, i = 1, 2. Dokážeme, že je wC21(f) = w[1](t) pro 
teX. Předpokládejme naopak, že existuje t4 e X tak, zeje w[21(ř4) + wm(í4). 

Vyšetřeme nejdříve případ ř4 < ř0. Položme 

»/(0=-||«[21(0-«[11(OII Pro teX, 
t3 = inf{t\u = t = í0, >/(í) = 0}, 

/ = <U,h), fi{t) = e(t,ti(t)) pro te/. 

n{h) = 0, J7(í4) < 0, tA < t3 š t0 . 

h, t2e/, hžh, 

n{h) - n{h) = -««[21(.2) - * \ t 2 ) \ + \\uv%) - «t-x..)l = 
= \\uV%) - «»'(..) - u"\t2) + u™(t2)\\ = 

=ir[/('.«[2i(0)-/o.«[ii(0)]Hi= 
IIJ ři II 

= P e M 0 ) d ' = ÍV(Odí 

J f i J ti 
[viz (2.18)] a tak platí (2.3). Protože je i](t) < 0 pro t e / , plyne z (2.17), že platí 
(2.2). Podle (2.19) existuje celé číslo r < 0 tak, zeje rj(t2) < £r(f2). Jak jsme dokázali, 
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je šr(ť) 4= O pro / e <f0 — Sl9 t0 + o^), a protože je Čr(
řo) < 0 a protože funkce Čr 

je spojitá, je £r(ť) < 0 pro te <ř0 — Sl9 t0 + 5X>. Podle tvrzení (i) Věty 11.2.1 je 
rj(ť) < £r(ť) pro t e <í4, í3) = / , tedy je rj(t3) = £r(t3) < 0 a to odporuje rovnici 
rilts) = 0. 

V případě ř4 > t0 budeme postupovat obdobně. Položíme 

rj(t)= ||uC23(0 " w C 1 ](01 P™ teX9 

t3 = sup {ř| ř0 = t = U, rj(t) = 0} , 

/ - ( í 3 , Í 4 > , KO = <?('> >/(')) P r o ř e / -

Je rj(t3) = 0, /y(ř4) > 0, t0 = t3 ^ ř4. Podle (2A9) existuje celé číslo r > 0 tak, že je 
^r(U) < *l(t4)- J e ovšem £r(ť) > 0 pro te <ř0 - Sl9 t0 + Sxy. Užitím tvrzení (ii) 
Věty 11.2.1 odvodíme, že je rj(ť) > £r(t) pro te(t3, ř4> = / , tedy že je rj(t3) = 

= ír(ř3) > °> c °ž odporuje rovnici rj(t3) = 0. Proto je wC23(ř) = uíl\t) pro te Jf. 
Věta 11.2.6 je dokázána. 

11.2.7. Věta: Nechť platí (2.14) a nechť ke každému bodu (t0ix
m)eG existují 

čísla ví9 v2 > 0 a spojitá funkce ij/: <0, 2v2> -> R tak, že je 

0(tJ)>O pro č e ( 0 , 2 v 2 > , iA(0) = 0 , 

f V ^ r = « ) , Q(t09 xc°>, v l f v2) e: G 
Jo <A(č) 

a £e P/aří 

| |/(ř,*^-/(í.* I 1 , ) l |á^x [ a i -* t l , | ) 
pro(t,x"i), (t,x™)eQ(t0,x™Vl,v2). 

Potom rovnice (10.1.1) je jednoznačná. 

D ů k a z : Položme x(f, £) = 2^(|{|) pro |{| < 2v2, |ř - ř0 | < v^ Podle odst. 
2.8 je rovnice <* = x(t> £) jednoznačná a podle Věty 11.2.6, kde klademe g(t9 £) = 
= ^( | í | ) , je rovnice (10.1.1) jednoznačná v bodě (t09 xC0]). Je tedy rovnice (10.1.1) 

jednoznačná v každém bodě (t09 .x[01) e G a podle Věty 11,1.3 je rovnice (10.1.1) 
jednoznačná. Věta 11.2.7 je dokázána. 

11.2.8. Poznámka: Základem Věty 11.2.6 je srovnání rovnice (10.1.1) s rovnicí 
Í = x(t> Č) pomocí podmínky (2.18). 

Formálně obecnější než Věta 11.2.6 je 

11.2.9. Věta: Nechť platí (2.14) a nechť jsou splněny tyto podmínky: 

Funkce Q: H -> Rje spojitá; přitom je 

H = (t0 - v l f t0 + vx) x (-2v 2, 2v2) , t0 e R , v l f v2 > 0 . 
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Platí 
g(t, t) > O pro (t,Z)eH, { * O, 

g(t, 0) = O pro í e (t0 - V l i ř0 + v j . (2.20) 

Rovnice <* = o(í, £) je jednoznačná v bodě(t, 0) 

pro l c ( i 0 - vlf ř0 + vO. (2.21) 

Nechťještě platí(2.18). Poíom rovnice (10.1.1) je jednoznačná v bodě(t0, xÍOJ). 
V Dodatku 11.3 je naznačeno, jak lze Větu 11.2.9 převést na Větu 11.2.6. 

11.2.10. Poznámka: Jsou známy obecnější postačující podmínky pro jednoznačnost, 
viz např. [21], [7]. 

V [21] se využívá pojmů horní a dolní řešení [rovnice (2.1)]; tyto pojmy 
se však poněkud liší od pojmů zavedených v Poznámce 10.2.4. 

11.3. Pomocí Věty 11.2.1 lze odhadnout růst řešení rovnice (10.1.1). 

11.3.1. Věta: Nechť množina H c R2 je otevřená a funkce %: H -> R spojitá. 
Nechť množina G c R x Kn je otevřená, funkce f: G -> Kn spojitá a nechť platí 

(.,| |x|)etf, X(t, \\x\\) > \\f(t, x)\\ pro (x,t)eG. (3.1) 

Nechť u: S -* Kn je řešení rovnice (10.L1), nechť £: S ~+ R je řešeni rovnice (2.1) 
a nechť v nějakém bodě se S platí \u(s)\\ < <J(s). Potom 

KOI <«(') Pro teS, t>s. (3.2) 

Důkaz: Položme rj(ť) = ||w(í)||, /X(Í) = ||/(í, W(Í))|| pro í e / . Nerovnost 
(3.2) plyne z tvrzení (i) Věty 11.2.1. Věta 11.3.1 je dokázána. 

11.3.2. Poznámka: Nahradíme-li (3.1) podmínkou 

(t,-\\xt)eH, X(<,-Nl)>| | f( '>*) | | pro (t,x)eG (3.3) 

a nerovnost ||w(s)|| < £(s) nerovností — ||u(s)|| > š(s), odvodíme obdobným způ
sobem, že platí 

-\\u(t)\\ > Z(t) pro te/, t<s. (3.4) 
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