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218 VZNIK A VÝVOJ PØÍMKOVÉ GEOMETRIEJitka HrdlièkováPøímková geometrie { ménì atraktivní a známá oblast geometrie,která se zabývá vlastnostmi pøímkový
h systémù { se zaèala vyvíjetv úzké souvislosti s rozvojem projektivní geometrie pøibli¾nì od 2. po-loviny 19. století.Cílem tohoto èlánku je pøiblí¾it ètenáøi hlavní okolnosti þvznikuÿtéto vìdní dis
iplíny a její následné vývojové zmìny zhruba do pøelomu19. a 20. století. V úvodu v¹ak budou nejprve pøipomenuty základnípojmy pøímkové geometrie 19. století, transformované do dne¹ního ma-temati
kého jazyka.1 Úvod1.1 Projektivní prostorUva¾ujme (k + 1)-rozmìrný vektorový prostor Vk+1 nad polem T .De�ni
e 1 Mno¾inu Pk v¹e
h jednorozmìrný
h podprostorù vektoro-vého prostoru Vk+1 nazveme k-rozmìrným projektivním prostorem nadpolem T . Jeho prvky nazýváme body, Vk+1 nazýváme aritmeti
kýmzákladem prostoru Pk. Vektor x 2 Vk+1, x 6= o, který generuje bodX = hxi = ftx; t 2 Tg 2 Pk nazýváme aritmeti
kým zástup
em boduX.Poznámka 1 Pøesnìji by mìlo být øeèeno, ¾e projektivním prostoremje dvoji
e (Pk; Vk+1).De�ni
e 2 Ne
h» (Pk; Vk+1) je projektivní prostor aWl+1 je (l+1)-roz-mìrný podprostor ve Vk+1. Mno¾inu v¹e
h bodù Ql projektivního pro-storu Pk, jeji
h¾ aritmetiètí zástup
i patøí do Wl+1, nazveme l-rozmìr-ným projektivním podprostorem prostoruPk. Jednorozmìrný podprostornazýváme pøímka, dvourozmìrný rovina a (k � 1)-rozmìrný nadrovinav Pk.
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e 3 Ne
h» K je obor integrity. Polynom f v promìnné x nad Kje výraz f = anxn+ :::+a1x+a0, kde n 2 N , an; :::; a0 2 K. Pro an 6= 0nazýváme èíslo n stupnìm polynomu f . Pro an = ::: = a1 = a0 = 0hovoøíme o nulovém polynomu. Prvky an,. . .,a0 nazýváme koe�
ientypolynomu f . Mno¾inu v¹e
h polynomù v promìnné x nad K znaèímeK[x℄.De�ni
e 4 Ne
h» f = anxn+ :::+a1x+a0, g = bn;xn; + :::+ b1x+ b0 22 K[x℄. Pak de�nujeme1. souèet f + g polynomù f , g takto:f + g = anxn + :::+ a1x+ a0 + bn;xn; + :::+ b1x+ b0 == (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ :::;2. souèin f � g polynomù f , g takto:f � g = (anxn + :::+ a1x+ a0) � (bn;xn; + :::+ b1x+ b0) == 
0 + 
1x+ 
2x2 + :::+ 
qxq + :::;kde
0 = a0 � b0,
1 = a1 � b0 + a0 � b1,
2 = a2 � b0 + a1b1 + a0b2,...
q = aq � b0 + aq�1 � b1 + : : : a0 � bq,...Poznámka 2 Ne
h» K je obor integrity. Pak mno¾ina v¹e
h polynomùK[x℄ s opera
emi + a � je také obor integrity, který se struènì nazýváokruh polynomù (nad K).Poznámka 3 Okruhy polynomù v promìnný
h x1; :::; xr de�nujeme in-duktivnì vztahem K[x1; :::; xr ℄ := K[x1; :::; xr�1℄[xr℄:



220 Jitka HrdlièkováPrvek okruhu K[x1; :::; xr℄ se nazývá polynom r promìnný
h nad K.Napø. K[x; y℄ = K[x℄[y℄, tzn. ¾e uva¾ujeme polynomy v promìnné y nadokruhem K[x℄. Prvky v K[x; y℄ jsou tedy tvaruf = (amnxm + :::+ a0n)yn + :::+ (bp0xp + :::+ b00);= 
00 + 
10x+ 
01y + 
20x2 + 
11xy + 
02y2 + :::Pro zjednodu¹ení zápisu se zavádí tzv. multiindexová symbolika. Mul-tiindex � délky r je r-ti
e nezáporný
h 
elý
h èísel (�1; :::; �r). Celé èísloj�j = �1+ :::+�r nazýváme velikost multiindexu �. Struènì pak pí¹emex� místo x�11 x�22 :::x�rr Polynomy v r promìnný
h nadK pak symboli
kyvyjadøujeme f = Xj�j�h a�x� 2 K[x1; ::; xr ℄;kde a� 2 K, h 2 N . Øíkáme, ¾e polynom f 2 K[x1; :::; xr℄ má stupeò h,je-li alespoò jeden z koe�
ientù s multiindexem � velikosti h nenulový.De�ni
e 5 Buï f 2 K[x1; :::; xr ℄ polynom r promìnný
h nad K tvaruf = Xj�j�ha�x�:Výraz x� = x�11 :::x�rr se nazývá monom.De�ni
e 6 Homogenní polynom f stupnì h v K[x1; :::; xr ℄ je takovýpolynom, jeho¾ v¹e
hny monomy mají stupeò h. Tedyf = Xj�j=h 
�x�:2 Základní pojmy pøímkové geometrieZ histori
kého hlediska budeme v 
elém následují
ím textu uva¾ovatpouze reálné elementy. Prostor, se kterým budeme pra
ovat, bude k-roz-mìrný projektivní prostor nad polem reálný
h èísel, který budeme stejnìjako v pøed
hozím textu oznaèovat symbolemPk. Dále budeme pra
ovats okruhem polynomù r promìnný
h s reálnými koe�
ienty, který budemejako v pøed
hozím oznaèovat K[x1; :::; xr℄.De�ni
e 7 Projektivní varieta Vp � Pk je mno¾ina zadaná homogen-ními polynomy f1; ::; fs 2 K[x1; :::; xk+1℄,Vp = �(f1; :::; fs) = f(a1; :::; ak+1) 2 Pkjfi(a1; :::; ak+1) = 0; i = 1; :::; sg:
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h polynomù g 2 K[x1; :::; xk+1℄ splòují
í
h g(X) = 0 proka¾dé X = (x1; :::; xk+1) 2 Vp, nazýváme ideál projektivní variety Vp,znaèíme I(Vp).Poznámka 4 Buï [p℄ mno¾ina v¹e
h pøímek v prostoru P3. Buï p 2 [p℄pøímka pro
házejí
í body A = (a1; a2; a3; a4) 2 P3, B = (b1; b2; b3; b4) 22 P3, kde A 6= B. Oznaèmepij = ����� ai ajbi bj ����� ; i; j = 1; 2; 3; 4; i < j:Hodnoty pij jsou dány pro ka¾dé p 2 [p℄ libovolnými homogenními sou-øadni
emi bodù A;B 2 P3 a¾ na násobek, máme proto v prostoru P5dobøe de�novaný bodP = (p12; p13; p14; p23; p24; p34) 2 P5:Takto popsané zobrazení je bijek
e' : [p℄ ! �(�);kde � 2 K[x1; :::; x6℄, � = p12p34 � p13p24 + p14p23, �(�) � P5.De�ni
e 8 Plü
kerovými souøadni
emi pøímky p 2 P3 rozumíme sou-øadni
e bodu '(p) 2 �(�), kde ' : [p℄! �(�) je bijek
e z Poznámky 4.Znaèíme p = (p12; p13; p14; p23; p24; p34):De�ni
e 9 Buï (P5; V6) projektivní prostor, ' : [p℄ ! �(�) bijek
ez Poznámky 4, f 2 K[x1; :::; x6℄ homogenní polynom stupnì n takový,¾e �(f) 6= �(�). Buï �(f; �) 6= ;. Mno¾ina K(f)n = '�1(�(f; �)) � P3se nazývá komplex pøímek stupnì n daný polynomem f .Spe
iálnì pro n = 1, resp. n = 2 hovoøíme o lineárním, resp. kvad-rati
kém komplexu pøímek.De�ni
e 10 Buïte K(f1)n1 � P3, K(f2)n2 � P3 dva rùzné komplexypøímek dané polynomy f1 stupnì n1, resp. f2 stupnì n2 takové, ¾eK(f1)n1\K(f2)n2 6= ;:Mno¾ina K(f1)n1 TK(f2)n2 � P3 se nazývá kongruen
e pøímek stupnìn1 � n2 daná polynomy f1, f2. Spe
iálnì pro n1 = n2 = 1 hovoøímeo lineární kongruen
i pøímek.
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e 11 Buïte K(f1)n1 � P3, K(f2)n2 � P3, K(f3)n3 � P3 tøinavzájem rùzné komplexy pøímek dané polynomy f1 stupnì n1, resp. f2stupnì n2, resp. f3 stupnì n3 takové, ¾eK(f1)n1\K(f2)n2\K(f3)n3 6= ;:Mno¾ina K(f1)n1 TK(f2)n2 TK(f3)n3 � P3 se nazývá pøímková plo
hadaná polynomy f1, f2, f3.3 Historie pøímkové geometriePojem souøadni
e pøímky trojrozmìrného prostoru a analyti
ká de�ni
elineárního a kvadrati
kého komplexu, lineární kongruen
e pøímek a li-neární pøímkové plo
hy se v souvislosti s projektivní geometrií poprvéobjevily v 2. polovinì 19. století v díle [1℄ od Julia Plü
kera (1801{1868),který se tak stal prvním z geometrù 
hápají
ím pøímku jako prvek troj-rozmìrného prostoru.1 Tímto novým názorem na pøímku zároveò polo¾ilzáklady dal¹ího smìru v geometrii - tzv. pøímkové geometrii (v nìme
-kém originále Liniengeometrie), která se zabývala studiem vlastnostípøímkový
h systémù. V Plü
kerovì podání stavba pøímkové geometrieprobìhla v analyti
kém du
hu.3.1 Plü
kerovi pøed
hùd
iMy¹lenka pøímek jako elementù trojrozmìrného prostoru v Plü
kerovìpojetí se v¹ak zaèala skrytì objevovat mnohem døíve. Synteti
kým øe¹e-ním rùzný
h úloh o geometri
kém místì pøímek splòují
ím urèité vlast-nosti objevovali matematikové spe
iální pøímkové komplexy a kongru-en
e.August Ferdinand Möbius (1790{1868) dospìl pøi studiu tzv. invo-lutorní
h korela
í trojrozmìrného prostoru, ve který
h obraz bodu Xin
iduje s bodem X (nulové korela
e), a¾ na práh pojmu lineární kom-plex pøímek jako¾to samodru¾ný
h útvarù nulové korela
e.þVytvoøeníÿ lineárního komplexu pøímek na základì dvou projektiv-ní
h svazkù pøímek se spoleènou pøímkou zkonstruoval poprvé JamesJoseph Sylvester (1814{1897).1Na tomto místì poznamenejme, ¾e trojrozmìrným prostorem projektivní geome-trie se v té dobì rozumìl þobvyklýÿ reálný a�nní prostor A3 doplnìný þnevlastnímiÿneboli þnekoneènì vzdálenýmiÿ body. Takto vzniklá mno¾ina A03 pak byla nazývánaprojektivním doplnìním èi roz¹íøením prostoru A3, podle potøeby pak byla je¹tì dáledoplòována komplexními elementy (tj. body, pøímkami, rovinami, jeji
h¾ souøadni
ejsou komplexní èísla).
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hel Chasles (1793{1880) v [2℄ pøi studiu problému þKa¾démubodu X pohybují
ího se tìlesa je pøiøazena pøímka p, která bod X spo-juje opìt s bodem X libovolné pozdìj¹í polohy tìlesaÿ objevil jeden zespe
iální
h kvadrati
ký
h komplexù.Carl Theodor Reye (1838{1919) v [3℄ vytvoøil kvadrati
ký komplexobsahují
í þv¹e
hny pøímky, které spojují v¾dy dva body sdru¾ené v pro-storové kolinea
i, a duálnì v¹e
hny pøímky, ve který
h se protínají v¾dydvì sdru¾ené roviny v prostorové kolinea
iÿ, který byl po svém objevi-teli nazván Reyeùv komplex. Nìkteré prameny tento komplex nazývajíètyøstìnový.Tzv. harmoni
ký komplex, který je tvoøen pøímkami protínají
ímidvì plo
hy 2. stupnì v harmoni
ký
h ètveøiná
h bodù, poprvé vy¹etøovalGiuseppe Battaglini (1826{1894) v [4℄.K dal¹ím geometrùm { syntetikùm, které je mo¾no zaøadit do tétopøípravné kategorie budování samotné pøímkové geometrie, jí¾ dal ana-lyti
kou formu, obsah a obe
nost J. Plü
ker, patøili Ja
ques PhilippeMaria Binet (1786{1856), Ja
ob Steiner (1796{1863), Hermann GünterGrassmann (1809{1877) a Arthur Cayley (1821{1895).3.2 Plü
kerovi pokraèovateléObe
nou teorii pøímkové geometrie dále synteti
ky i analyti
ky pro-hlubovali podle Plü
kerovy my¹lenky zejména Felix Klein (1849{1925),který pova¾oval Plü
kerovy souøadni
e pøímky (p12; p13; p14; p23; p24; p34)za souøadni
e bodu v pìtirozmìrném prostoru P5, dále pak Friedri
hOtto Rudolf Sturm (1841{1919) v [21℄, Aurel Edmund Voss (1845{1931)v [6℄, Rudolf Friedri
h Alfred Clebs
h (1833{1900) v [7℄, Gabriel XavierPaul Koenigs (1858{1931) v [8℄ a Konrad Zindler (1866{1934) v [9℄.Kromì rozlièný
h zpùsobù þvytváøeníÿ komplexù, kongruen
í a pøím-kový
h plo
h byly studovány napøíklad vlastnosti prostorový
h køivekrùzný
h stupòù, jeji
h¾ v¹e
hny teèny jsou pøímkami lineární komplexu.Tyto køivky byly nazývány èarami komplexu. Jiným aktuálním téma-tem této teorie se staly lineární soustavy lineární
h komplexù pøímek,polární teorie kvadrati
ký
h komplexù nebo mno¾iny singulární
h bodùkvadrati
ký
h komplexù.Spe
iálnì kvadrati
kými komplexy se zabýval F. Klein ve své diser-ta
i [10℄, kde naznaèil na základì Weierstrassovy teorie elementární
hdìlitelù klasi�ka
i kvadrati
ký
h komplexù. Kleinùv návrh klasi�ka
epak zrealizoval Adolf Weiler (1851{1916) v [11℄. Dal¹ími vlastnostmiobe
ný
h kvadrati
ký
h komplexù pøímek se kromì vý¹e jmenovaný
hzabývali Corrado Segre (1863{1924) v [12℄, Friedri
h S
hur (1856{1932)



224 Jitka Hrdlièkováv [13℄, Eugenio Bertini (1846{1933) v [14℄, Th. Reye v [15℄ a [16℄ amnozí dal¹í. Vlastnosti spe
iálního pøípadu kvadrati
kého komplexu {Reyeova komplexu studovali napøíklad Marius Sophus Lie (1842{1899)a Georg Wilhelm S
he�ers (1866{1945) v [17℄, Heinri
h Emil Timer-ding (1873{1945) v [18℄, Jan de Vries (1858{1940) v [19℄ a Gino Loria(1862{1954) v [20℄.Ob¹írnou publika
í shrnují
í problematiku pøímkové geometrie kon
e19. století bylo dílo R. Sturma [5℄ pojaté èistì v synteti
kém du
hu.Z hlediska metri
kého se zvlá¹tním zøetelem k aplika
ím v kinemati
ea me
hani
e pojednávalo o pøímkové geometrii dvousvazkové dílo [9℄ odK. Zindlera.Mario Pieri (1860{1913) uvedl v [22℄ soustavu postulátù pøímkovégeometrie, kterou posléze zjednodu¹ili Earle Raymond Hedri
k a LouisIngold v èlánku [23℄.Teorii kongruen
í pøímek obe
nì podali zejména Ernst Eduard Kum-mer (1810{1893) v [24℄, jeji
h klasi�ka
i zpra
oval Robert S
huma
her(1860{1924) v [25℄ a G. Bordiga v [26℄.Problematiku pøímkový
h plo
h obe
ného stupnì obohatili o novévýsledky pøedev¹ím A. Voss v [27℄ a George Salmon (1819{1904) v [28℄.Kromì ni
h se pøímkovými plo
hami 3. a 4. stupnì zabývali A. Cayley,Luigi Cremona (1830{1903) a M. Chasles. Klasi�ka
i pøímkový
h plo
h3. stupnì provedl Fran
es
o Severi (1879{1961) v [29℄. Vlastnosti pøím-kový
h plo
h 5. a vy¹¹í
h stupòù studovali napøíklad Hermann AmandusS
hwarz (1843{1921) v [30℄, Virgil Snyder (1869{1894) v [31℄, [32℄, [33℄a mnozí dal¹í.3.3 Pøímková geometrie v Èe
há
hV závìru tohoto výètu jmen a pra
í zapadají
í
h do problematiky pøím-kové geometrie, který zdaleka není úplný, je dlu¾no pøipomenout alespoònìkterá jména tì
h èeský
h geometrù, kteøí se touto oblastí zabývali.Jedná se pøedev¹ím o Emila Weyra (1848{1894), Franti¹ka Ma
hov
e(1855{1892), Jana Vojtì
ha (1879{1953), Jana Sobotku (1862{1931),Josefa Klímu (1887{1943) a Ladislava Seiferta (1883{1956).
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