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VZNIK A VYVOJ PRIMKOVE GEOMETRIE

JITKA HRDLICKOVA

Primkova geometrie — méné atraktivni a znamé oblast geometrie,
kterd se zabyva vlastnostmi primkovych systémil — se zacala vyvijet
v uzké souvislosti s rozvojem projektivni geometrie priblizné od 2. po-
loviny 19. stoleti.

Cilem tohoto ¢lanku je priblizit ¢tenari hlavni okolnosti ,vzniku“
této védni discipliny a jeji nasledné vyvojové zmény zhruba do prelomu
19. a 20. stoleti. V tvodu vsak budou nejprve pripomenuty zdkladni
pojmy piimkové geometrie 19. stoleti, transformované do dnesniho ma-
tematického jazyka.

1 Uvod

1.1 Projektivni prostor

Uvazujme (k + 1)-rozmérny vektorovy prostor V1 nad polem T'.

Definice 1 Mnozinu Py vSech jednorozmérnych podprostoru vektoro-
vého prostoru Vi1 nazveme k-rozmérnym projektivnim prostorem nad
polem T'. Jeho prvky nazyvame body, Vi1 nazyvame aritmetickym
zdkladem prostoru Py. Vektor x € Vii1, x # o, ktery generuje bod
X = (x) = {tx,t € T} € Py nazyvame aritmetickym zistupcem bodu
X.

Poznamka 1 Presnéji by mélo byt feceno, ze projektivnim prostorem
je dvojice (P, Vi11).

Definice 2 Necht (Py, V1) je projektivni prostor a Wi je (I+1)-roz-
meérny podprostor ve Vii1. Mnozinu vSech boda Qy projektivniho pro-
storu Py, jejichz aritmeticti zastupci patii do Wi, 1, nazveme [-rozmer-
nym projektivnim podprostorem prostoru Py. Jednorozmérny podprostor
nazyvame primka, dvourozmérny rovina a (k — 1)-rozmérny nadrovina
v Pg.
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1.2 Polynomy

Definice 3 Necht K je obor integrity. Polynom f v proménné x nad K
je vyraz f = apz" +...+a1x+ag, kden € N, ap,...,ap € K. Pro a, #0
nazyvame cislo n stupném polynomu f. Pro ay, = ... = a1 = a9 = 0
hovotrime o nulovém polynomu. Prvky a,,...,ag nazyvame koeficienty
polynomu f. Mnozinu vSech polynomi v proménné z nad K znacime

Definice 4 Necht f = a 2" +...+a1x+ag, g = bpx™ + ...+ b1z + by €
€ KJz]. Pak definujeme

1. soucet f + g polynomu f, g takto:

f+g = apz"+...+a1x+ag+ by +...+bx+by=
= (ao + bo) + (a1 + bl)l‘ + ceny

2. souc¢in f - g polynomu f, g takto:

f-g = (apz"+...+a1x+ag) (bp.x"™ + ...+ byz + by) =

= cptezteri+ . deml+ .,

kde

co = ap - by,

c1 =ay by +ap - by,

Co = a9 - bo + a1b1 + aobg,

Cqg=0q byt ag_1-b1+...a0" by,

Poznamka 2 Necht K je obor integrity. Pak mnozina v8ech polynomi
K|[z] s operacemi + a - je také obor integrity, ktery se stru¢né nazyva
okruh polynomi (nad K).

Poznamka 3 Okruhy polynomi v proménnych z1, ..., z, definujeme in-
duktivné vztahem
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Prvek okruhu Kz, ...,z,] se nazyva polynom r proménnijch nad K.
Napt. K[z, y| = K[z][y], tzn. Ze uvazujeme polynomy v proménné y nad
okruhem KJz]. Prvky v K]z, y] jsou tedy tvaru

[ = (amnz™ + ... + aon)y"™ + ... + (bpoz® + ... + boo),
= coo + c10T + co1y + 020x2 +crizy + 002y2 + ...

Pro zjednoduseni zapisu se zavadi tzv. multiindexova symbolika. Mul-
tiindex a délky r je r-tice nezdpornych celych ¢isel (aq, ..., a;). Celé ¢islo
|a] = a1 + ...+ a, nazyvame velikost multiindexu «. Struéné pak piseme
z® misto 27! z5?...x% Polynomy v r proménnych nad K pak symbolicky
vyjadiujeme
f= Z anx® € K[z1, .., 2],
la|<h

kde a, € K, h € N. Rikdme, 7e polynom f € K[z, ..., z,] m4 stupei h,
je-li alespon jeden z koeficientti s multiindexem « velikosti h nenulovy.

Definice 5 Bud f € K|z1, ..., z,] polynom r proménnych nad K tvaru

f= Z Gz,

laf<h

Vyraz £ = z{" .28 se nazyva monom.
Definice 6 Homogenni polynom f stupné h v Kzq,...,z,] je takovy

polynom, jehoZ vSechny monomy maji stupen hA. Tedy

f= Z Caz®.

|la|=h

2 Zakladni pojmy primkové geometrie

7 historického hlediska budeme v celém nésledujicim textu uvazovat
pouze realné elementy. Prostor, se kterym budeme pracovat, bude k-roz-
mérny projektivni prostor nad polem realnych ¢isel, ktery budeme stejné
jako v predchozim textu oznacovat symbolem Py. Dale budeme pracovat
s okruhem polynomit r proménnych s redlnymi koeficienty, ktery budeme
jako v predchozim oznacovat K[x1, ..., x,].

Definice 7 Projektivni varieta V, C Py je mnozina zadand homogen-
nimi polynomy fla ) fs € K[xla Sx3) :Ek-l-l]a

Vp = T(fla--'afS) = {(ala"'aakJrl) € Pk|fi(a17'--aak+1) =0;2=1, --'73}'
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Mnozinu vSech polynomt g € K[z, ...,xxy1] spliujicich g(X) = 0 pro
kazdé X = (z1,...,xk+1) € Vp, nazyvame idedl projektivni variety V),
znacime I1(V,).

Poznidmka 4 Bud [p] mnozina v8ech pfimek v prostoru P3. Bud p € [p]
primka prochézejici body A = (a1, a9, a3,a4) € P3, B = (b1, ba,b3,b4) €
€ P3, kde A # B. Oznac¢me

L a;  Qj | i i—1.9 4 . .
pZ] bz b] ) Z’] 9 73’ ) Z<J'

Hodnoty p;; jsou dany pro kazdé p € [p] libovolnymi homogennimi sou-
fadnicemi bodu A, B € P3 az na nasobek, mame proto v prostoru P
dobie definovany bod

P = (p12,P13, P14, P23, P24, P34) € Ps.

Takto popsané zobrazeni je bijekce

@ [p] = T(¢),
kde ¢ € K[z, ..., 5], ¢ = p12p34 — P13D24 + P14p23, Y(¢p) C Ps.

Definice 8 Pliickerovymi soutadnicemi primky p € P3 rozumime sou-
fadnice bodu ¢p(p) € YT(¢), kde ¢ : [p] = YT(¢) je bijekce z Poznamky 4.
Znacime

P = (P12, P13, P14, P23, P24, P34)-

Definice 9 Bud (Ps5,Vs) projektivni prostor, ¢ : [p] — T(¢) bijekce
z Poznamky 4, f € K|z1,...,x5] homogenni polynom stupné n takovy,

ze Y (f) # Y(4). Bud Y(f,$) # 0. Mnozina K£(f)n = ¢ '(Y(f,¢)) C P3
se nazyva komplex primek stupné n dany polynomem f.

Specidlné pro n = 1, resp. n = 2 hovofime o linedrnim, resp. kvad-
ratickém komplexu piimek.

Definice 10 Budte K(f1)n, C Ps, K(f2)n, C P3g dva rtzné komplexy
primek dané polynomy f; stupné nq, resp. fo stupné no takové, ze

’C(fl)m ﬂK(fQ)ng # 0.

Mnozina K(f1)n, NK(f2)n, C Ps se nazyva kongruence primek stupné
ni - ny dand polynomy fi, fo. Specidlné pro n; = mo = 1 hovoiime
o linedarni kongruenci primek.
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Definice 11 Budte K(f1)n, C Ps, K(f2)n, C Ps, K(f3)ns C Pg tii
navzajem ruzné komplexy primek dané polynomy f; stupné nq, resp. fo
stupné ns, resp. f3 stupné ng takové, Ze

K(f1)n (VEf2)ns (VE(f3)ns # 0.

Mnozina K(f1)n, N K(f2)n, NK(f3)ns C Pg se nazyva piimkovd plocha
dand polynomy fi, f2, f3.

3 Historie primkové geometrie

Pojem soutradnice ptimky trojrozmérného prostoru a analyticka definice
linedrniho a kvadratického komplexu, linedrni kongruence piimek a li-
nearni primkové plochy se v souvislosti s projektivni geometrii poprvé
objevily v 2. poloviné 19. stoleti v dile [1] od Julia Pliickera (1801-1868),
ktery se tak stal prvnim z geometri chapajicim primku jako prvek troj-
rozmérného prostoru.! Timto novym nizorem na p¥imku ziroven polozil
zéklady dalsiho sméru v geometrii - tzv. primkové geometrii (v némec-
kém origindle Liniengeometrie), kterd se zabyvala studiem vlastnosti
primkovych systémii. V Pliickerové podani stavba primkové geometrie
probéhla v analytickém duchu.

3.1 Pliickerovi predchudci

Myslenka piimek jako elementii trojrozmérného prostoru v Pliickeroveé
pojeti se vSak zacala skryté objevovat mnohem diive. Syntetickym teSe-
nim raznych tloh o geometrickém misté piimek spliiujicim urcité vlast-
nosti objevovali matematikové specidlni primkové komplexy a kongru-
ence.

August Ferdinand Mobius (1790-1868) dospél pfi studiu tzv. invo-
lutornich korelaci trojrozmérného prostoru, ve kterych obraz bodu X
inciduje s bodem X (nulové korelace), az na prah pojmu linedrni kom-
plex primek jakozto samodruznych ttvart nulové korelace.

,Vytvoreni“ linearniho komplexu piimek na zakladé dvou projektiv-
nich svazki piimek se spoleénou primkou zkonstruoval poprvé James
Joseph Sylvester (1814-1897).

!Na tomto misté poznamenejme, 7e trojrozmérnym prostorem projektivni geome-
trie se v té dobé rozumél ,obvykly“ redlny afinni prostor A3 doplnény ,nevlastnimi®
neboli ,nekone¢n& vzdalenymi“ body. Takto vznikl4 mnozina A5 pak byla nazyvana
projektivnim doplnénim ¢i rozsifenim prostoru As, podle pot¥eby pak byla jesté dale
dopliiovana komplexnimi elementy (tj. body, pfimkami, rovinami, jejichZ soufadnice
jsou komplexni ¢isla).
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Michel Chasles (1793-1880) v [2] pfi studiu problému ,Kazdému
bodu X pohybujiciho se télesa je prifazena piimka p, kterd bod X spo-
juje opét s bodem X libovolné pozdéjsi polohy télesa* objevil jeden ze
specialnich kvadratickych komplexi.

Carl Theodor Reye (1838-1919) v [3] vytvoril kvadraticky komplex
obsahujici ,,v§echny primky, které spojuji vzdy dva body sdruzené v pro-
storové kolineaci, a dualné vSechny primky, ve kterych se protinaji vzdy
dvé sdruzené roviny v prostorové kolineaci“, ktery byl po svém objevi-
teli nazvan Reyeuv komplex. Nékteré prameny tento komplex nazyvaji
Ctyrstenovy.

Tzv. harmonicky komplex, ktery je tvoren pifimkami protinajicimi
dvé plochy 2. stupné v harmonickych ¢tverindch bodi, poprvé vysetioval
Giuseppe Battaglini (1826-1894) v [4].

K dalsim geometrim — syntetikim, které je mozno zaradit do této
pripravné kategorie budovini samotné primkové geometrie, jiz dal ana-
lytickou formu, obsah a obecnost J. Pliicker, patiili Jacques Philippe
Maria Binet (1786-1856), Jacob Steiner (1796-1863), Hermann Giinter
Grassmann (1809-1877) a Arthur Cayley (1821-1895).

3.2 Pliickerovi pokracovatelé

Obecnou teorii primkové geometrie dale synteticky i analyticky pro-
hlubovali podle Pliickerovy myslenky zejména Felix Klein (1849-1925),
ktery povazoval Pliickerovy soutfadnice ptimky (p12, p13, P14, D23, P24, P34)
za souradnice bodu v pétirozmérném prostoru Ps, dale pak Friedrich
Otto Rudolf Sturm (1841-1919) v [21], Aurel Edmund Voss (1845-1931)
v [6], Rudolf Friedrich Alfred Clebsch (1833-1900) v [7], Gabriel Xavier
Paul Koenigs (1858-1931) v [8] a Konrad Zindler (1866-1934) v [9].
Kromé rozliénych zptisobt ,,vytvareni komplexi, kongruenci a prim-
kovych ploch byly studovany napiiklad vlastnosti prostorovych kiivek
riznych stupnt, jejichz vsechny teény jsou primkami linedrni komplexu.
Tyto kiivky byly nazyvany carami komplezu. Jinym aktudlnim téma-
tem této teorie se staly linearni soustavy linedrnich komplexi piimek,
polarni teorie kvadratickych komplexi nebo mnoziny singularnich bodu
kvadratickych komplexii.

Specidlné kvadratickymi komplexy se zabyval F. Klein ve své diser-
taci [10], kde naznacil na zdkladé Weierstrassovy teorie elementarnich
déliteli klasifikaci kvadratickych komplexti. Kleintiv navrh klasifikace
pak zrealizoval Adolf Weiler (1851-1916) v [11]. Dalsimi vlastnostmi
obecnych kvadratickych komplexti primek se kromé vySe jmenovanych
zabyvali Corrado Segre (1863-1924) v [12], Friedrich Schur (1856-1932)
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v [13], Eugenio Bertini (1846-1933) v [14], Th. Reye v [15] a [16] a
mnozi dalsi. Vlastnosti specidlniho piipadu kvadratického komplexu —
Reyeova komplexu studovali napiiklad Marius Sophus Lie (1842-1899)
a Georg Wilhelm Scheffers (1866-1945) v [17], Heinrich Emil Timer-
ding (1873-1945) v [18], Jan de Vries (1858-1940) v [19] a Gino Loria
(1862-1954) v [20].

Obsirnou publikaci shrnujici problematiku primkové geometrie konce
19. stoleti bylo dilo R. Sturma [5] pojaté ¢isté v syntetickém duchu.

7 hlediska metrického se zvlastnim zietelem k aplikacim v kinematice
a mechanice pojedndvalo o primkové geometrii dvousvazkové dilo [9] od
K. Zindlera.

Mario Pieri (1860-1913) uvedl v [22] soustavu postuldti primkové
geometrie, kterou posléze zjednodusili Earle Raymond Hedrick a Louis
Ingold v ¢lanku [23].

Teorii kongruenci primek obecné podali zejména Ernst Eduard Kum-
mer (1810-1893) v [24], jejich klasifikaci zpracoval Robert Schumacher
(1860-1924) v [25] a G. Bordiga v [26].

Problematiku pifimkovych ploch obecného stupné obohatili o nové
vysledky predevsim A. Voss v [27] a George Salmon (1819-1904) v [28].
Kromé nich se primkovymi plochami 3. a 4. stupné zabyvali A. Cayley,
Luigi Cremona (1830-1903) a M. Chasles. Klasifikaci pfimkovych ploch
3. stupné provedl Francesco Severi (1879-1961) v [29]. Vlastnosti pfim-
kovych ploch 5. a vyssich stupni studovali napriklad Hermann Amandus
Schwarz (1843-1921) v [30], Virgil Snyder (1869-1894) v [31], [32], [33]

a mnozi dalsi.

3.3 Ptimkova geometrie v Cechich

V zavéru tohoto vycétu jmen a praci zapadajicich do problematiky pifim-
kové geometrie, ktery zdaleka neni tiplny, je dluzno pfipomenout alespon
nékterd jména téch cCeskych geometri, kteri se touto oblasti zabyvali.
Jedné se predev§im o Emila Weyra (1848-1894), Frantiska Machovce
(1855-1892), Jana Vojtécha (1879-1953), Jana Sobotku (1862-1931),
Josefa Klimu (1887-1943) a Ladislava Seiferta (1883-1956).
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