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10. Madarsky matematik Endre
Szemerédi ziskal Abelovu cenu
za rok 2012

Michal K¥iZek, Pavel Pudldik, Lawrence Somer

10.1. Uvod

V roce 2012 putovala Abelova cena za matematiku do Madarska k prof. Endre Szeme-
rédimu, ktery ji dostal za své fundamentalni objevy v diskrétni matematice a teore-
tické informatice a jejich dlouhotrvajicim vliviim na aditivni teorii ¢isel a ergodickou

ENDRE SZEMEREDI
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teorii. Je to jiz desata jubilejni Abelova cena od svého vzniku v roce 2003. Dalsim
kal v roce 2005, je Peter Lax. Matematika v Madarsku méa totiz dlouholetou tradici.
Vzpomenme nékolika dalgich vyzna¢nych madarskych matematikii svétového
vyznamu, napt. Janos Bolyai, Lipot Fejér, Marcel Grossmann, Alfréd Haar, Andras
Hajnal, Cornelius Lanzcos, Laszl6 Lovasz, John von Neumann, Rozsa Péter, George
Polya, Alfréd Rényi, Marcel Riesz, Pal Turan a jeho manzelka Vera T. So6s, Endre
Sili, Karl Zsigmondy, a téz Pal Erdds, ktery ma v databazi Mathematical Reviews
registrovano pres 1500 védeckych praci. Jen mélo zemi velikosti Madarska se miize
podobnym seznamem pochlubit. Madafi navic maji 13 nositelt Nobelovych cen.

Prof. Endre Szemerédi pievzal Abelovu cenu z rukou norského krale Haralda V.
dne 22. kvétna v hlavni aule univerzity v Oslu. P¥i této prilezitosti pfednesli slavnostni
proslov norskd ministryné pro Skolstvi a védu Kristin Halvorsen, predseda Norské
akademie véd Nils C. Stenseth a pfedseda vybérové komise (Abelkomiteen) Ragni
Piene (viz [20]).

O den pozdéji pak byly prosloveny 4 abelovské pfednasky. V dvodni piehledové
prednasce Randomness and Pseudorandommness uréené pro 8irSi vefejnost prof. Avi
Wigderson z Institute for Advanced Study v Princetonu vyzdvihl Szemerédiav piinos
k teorii pseudonédhodnych ¢isel. Pak sam prof. Szemerédi pirednesl hlavni laureatskou
prednéasku na téma;:

In Every Chaos There is an Order,
v niz popsal historii a soucasnost Szemerédiovy véty, které se budeme vénovat v ka-
pitole 10.3. Dalsi dvé abelovské prednésky pronesli Léaszlo Lovasz: The Many Facets
of the Regularity Lemma a zndmy britsky kombinatorik a nositel Fieldsovy medaile
Timothy Gowers:! The Afterlife of Szemerédi’s Theorem.

Prof. Endre Szemerédi se narodil 21. srpna 1940 v Budapesti, kde pozdéji vystudo-
val Univerzitu Loranda Eotvose. Titul kandidata véd ziskal na Moskevské statni uni-
verzité. Jeho gkolitelem byl slavny matematik Israel Gelfand. Za své klicové vysledky
z teorie ¢isel, kombinatoriky a teoretické informatiky Szemerédi ziskal celou fadu pres-
tiznich ocenéni: Griinwaldovu cenu (1967, 1968), Rényiho cenu (1973), Polyovu cenu
za aplikovanou matematiku (STAM 1975), Cenu Madarské akademie véd (1979), Cenu
Rolfa Schocka za matematiku (2008), Steelovu cenu Americké matematické spole¢-
nosti (2008).

Pfipomeiime jesté, ze prof. Szemerédi navstivil Prahu v roce 2010, kdyZ mu Uni-
verzita Karlova udélila ¢estny doktorat (viz obr. 10.1). V soucasnosti pracuje v Ma-
tematickém tustavu Alfréda Rényiho Madarské akademie véd v Budapesti. Je téz za-
méstnan v Department of Computer Science, Rutgers, The State University of New
Jersey v USA. Navic je ¢lenem véhlasného Institute for Advanced Study v Princetonu,
ktery se rovnéz naléza ve staté New Jersey. Endre Szemerédi je Zenaty a mé pét déti.

10.2. Aditivni teorie ¢&isel

V tomto ¢lanku se soustfedime na nejznaméjsi Szemerédiovy vysledky z aditivni teorie
Cisel, z teorie grafii a teoretické informatiky. Aditivni teorie ¢isel se vénuje studiu

1V nakladatelstvi Dokofan vysel v roce 2006 pieklad knihy T. Gowerse: Matematika. Privodce
pro kaZdého. Govers ji napsal pry hlavné pro svoji Zenu, aby védéla, ¢im se on — matematik — v praci
zabyva.
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Obr. 10.1. Prof. Endre Szemerédi (vlevo) piebira ¢estny doktorat v aule Univerzity Karlovy
od prof. Jaroslava NeSetfila (vpravo).

podmnozin celych ¢&isel a jejich vlastnosti p¥i s¢itani (viz [11] a [12]). Jako priklad
uvedme znamou Goldbachovu hypotézu:

Kazdé sudé c¢islo vétsi nez 2 Ize napsat jako soucet dvou prvocisel.

Tato domnénka dodnes neni dokizéna. Vznikla b&hem vzajemné korespondence
mezi Eulerem a Goldbachem v roce 1742 (napf. vidime, 7e 4 = 2+2,6 = 3+3, 8 = 3+5,
10 = 545 = 34 7). Podle nékterych prament ji poprvé vyslovil Euler inspirovan
Goldbachem. V roce 1937 rusky matematik Ivan Matvejevi¢ Vinogradov (1891-1983)
dokézal, Ze existuje prirozené Cislo ng tak, ze kazdé liché n > ng lze vyjadrit jako
soucet t¥1 prvocisel (viz [19]). Navic nedavno Terence Tao dokazal, Zze kazdé liché ¢islo
v&t&i nez jedna je souStem nejvyse péti prvocisel [18].

V roce 1973 ¢insky matematik Jingrun Chen dokazal, Ze kazdé dostateéné velké
sudé ¢islo je souctem prvocisla a soucinu nejvyse dvou prvocisel (viz [8]). Tato véta se
zatim povazuje za nejlepsi vysledek tykajici se Goldbachovy hypotézy. Jind Chenova
véta tvrdi, ze pro kazdé sudé ¢islo s existuje nekone¢né mnoho prvocisel p tak, ze p+s
je bud prvoéislo, nebo souc¢in dvou prvodcisel.

Dalsim piikladem z aditivni teorie ¢isel je Waringtav problém, ktery formuloval
Edward Waring (1734-1798) kolem roku 1770. Pro dané pfirozené ¢islo k ozna¢me

Ay = {0F, 1% 2k 3k .}
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mnozinu k-tych mocnin. Ve Waringové problému jde o urcéeni nejmensiho h tak, aby
se kazdé prirozené ¢islo n dalo napsat ve tvaru

h
n= Zam, am € Ag.
m=1

Pravdépodobné jiz Diofantos znal néasledujici tvrzeni:

Véta. Kazdé prirozené ¢islo je souc¢tem Ctyr ¢tverci.

Tuto tzv. ¢tyictvercovou vétu? dokazal az Joseph Louis Lagrange v roce 1770. Pro
k = 2 mtuzeme tedy volit h = 4 a snadno ovéiime, %e h nelze zmensit (staci uvazovat
napf. n =7 =12+ 12 + 12 4 22).

Pro dané pfirozené ¢&islo k oznalme g(k) nejmensi pocet k-tych mocnin
Gisel 0,1,2,..., jejichz sou¢tem lze vyjadiit jakékoliv pfirozené ¢islo. Zrejmé g(1) =1
a podle &tyFetvercove véty je g(2) = 4. Cislo 23 = 13 + 13 + 13 4 13 + 13 + 13 +
13 + 23 + 23 lze vyjadiit jako soucdet deviti tietich mocnin nezapornych celych &isel
a snadno nahlédneme, Ze tento pocet nelze snizit. Podobné zjistime, Ze ¢islo 79 lze
vyjadiit pomoci souétu 19 ¢étvrtych mocnin, ale nelze vyjadrit jejich mensim poctem.
Tedy g(3) > 9 a g(4) > 19. Roku 1909 Arthur Wieferich [19] odvodil, ze ¢(3) = 9,
a v roce 1986 Ramachandran Balasubramanian a kol. [3] dokazal, ze g(4) = 19. Dnes
vime, Ze g(5) = 37 (viz [7]) a g(6) = 73 (viz [13]). Pro obecné k FeSeni Waringova
problému dosud nenf zndmo, i kdy7 se zd4, ze g(k) = 2% — 2 + [(3/2)¥].

Nyni se soustfedime na van der Waerdenova ¢isla, kterymi se rovnéz zabyva aditivni
teorie ¢isel. Uk4zeme si, jak se tato ¢isla zavadéji pomoci rtizné obarvenych pfirozenych
¢isel. Pro jednoduchost uvedeme jen jeden ilustracni priklad.

Kazdé pFirozené ¢islo obarvime bud ¢ervenou, anebo modrou barvou. Pak snadno
nahlédneme, Ze posloupnost 1,2,...,9 obsahuje aritmetickou podposloupnost stejné
barvy a délky 3.

Pokusme se dokazat opak, tj. pfedpokladejme, Ze posloupnost 1,2, ..., 9 neobsahuje
aritmetickou podposloupnost stejné barvy a délky 3. Tedy 1, 5 a 9 nemaji stejnou
barvu. V dalsim budeme Cervena ¢isla podtrhévat a modré ¢isla budeme psat s pruhem
nahote. RozliSujme dva pripady:

1. Necht 1 a 5 jsou obarveny &ervené a 9 modie. ProtoZe 1 a 5 jsou obarveny
dervend, musi byt &islo 3 modré. Cislo 9 je vSak modré, a proto 6 musi byt ¢ervené.
Jelikoz ¢isla 5 a 6 jsou Gervena, jsou 4 a 7 modra. Cislo 8 musi byt v8ak Cervené, protoze
7 a 9 jsou modra. Protoze 3 a 4 jsou modré, musi byt 2 Eervené. Pak ale aritmeticka
posloupnost 2, 5 a 8 obsahuje vSechna Cervena ¢isla, coz je spor.

2. Piipad, 7e ¢isla 1 a 9 jsou Cervend a 5 je modré, vede ke sporu podobnym
zpusobem.

Dale vidime, Ze posloupnost 12345678 neobsahuje stejné obarvenou aritmetickou
podposloupnost délky 3. Tedy pocet ¢lend 9 je nejmensi moZzny pro vySe uvedeny pii-
klad. Pfitom se nemusi jednat jen o posloupnost 1,2;...,9, ale o jakoukoliv posloup-
nost po sobé jdoucich celych ¢&isel o deviti ¢lenech. Pomoci vy$e uvedeného postupu
lze zavést van der Waerdenovo ¢&islo W(2,3) = 9 odpovidajici dvéma barvam a arit-
metickym posloupnostem délky 3. Podobné se zavadéji i dalsi van der Waerdenova
cisla.

2Napt. 1634 = 12 + 92 4 162 + 362.
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10.3. Szemerédiova véta

Szemerédiova véta, ktera zobechiuje vlastnosti van der Waerdenovych ¢&isel, je jednim
z nejkrasnéjsich vysledki aditivni teorie ¢isel. Nez ji vyslovime, uvedeme nékolik okol-
nosti, jez vedly k jejimu vzniku.

V roce 1936 Erdés a Turan vyslovili nasledujici hypotézu [5] (ktera ze Szemerédiovy
v&ty plyne):

Pro kazdé d € (0, 1] a pfirozené ¢islo k existuje ng tak, Ze pro viechna n > ng kazda
podmnozina B C {1,...,n}, jejiz mohutnost je alespoii dn, obsahuje aritmetickou
posloupnost délky k.

Pro libovolnou podmnoZinu B mnoziny pfirozenych ¢isel N = {1,2,3,...} defi-
nujme horni asymptotickou hustotu B nasledovné
- BN{1,2,...
d(B) = limsup = BO{12 ,n}|7

n— oo n

kde | - | oznacuje pocet prvka.

Uvedme nejprve nékolik trivialnich prikladi. Jestlize B je mnozina sudych ¢&isel, pak
jeji horni asymptoticka hustota je 1/2. Je-li B = {1,2,...,10}, pak horni asymptoticka
hustota B je nula. Rovnéz pro

B = {1, 10,100, 1000, ...}

je horni asymptotickd hustota nulova.

V roce 1953 Klaus Friedrich Roth dokazal, Zze kazdd podmnozina B C N, jejiz
horni asymptotickd hustota je kladna, obsahuje aritmetickou posloupnost délky 3.
V roce 1969 Szemerédi zvysil tento pocet na 4 a v roce 1975 pak dokazal nésledujici
vétu (viz [16]).

Szemerédiova véta. Kazdda podmnozina B C N s kladnou horni asymptotickou
hustotou obsahuje aritmetickou posloupnost libovolné délky:.

Jiz. v roce 1973 P&l Erdés formuloval silnéjsi tvrzeni, které ovSsem dodnes neni
dokazano:

Erddsova-Turanova domnénka. Necht souclet prevracenych hodnot prvki
z mnoziny B C N je vétsi nez jakékoliv prirozené cislo. Pak B obsahuje aritmetickou
posloupnost libovolné délky:.

V roce 2004 Ben Green a Terence Tao dokéazali, Ze mnozina prvocisel obsahuje
aritmetické posloupnosti libovolné délky. Jedna se tedy o dilezitou specialni ¢ast
Erdgsovy-Turanovy domnénky pro p¥ipad, ze B = IP je mnoZina prvoéisel (viz [6], [10]).
Kdyby tato domnénka byla pravdiva, pak by vysledek Greena a Taa byl jejim dusled-

kem, protoze
1
Slow
peP p

V tomto pfipadé nelze pouZzit Szemerédiovu vétu, nebot horni asymptoticka hustota
mnoziny P vSech prvocisel je nula.
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10.4. Erddésova-Szemerédiova véta

V roce 1983 Endre Szemerédi publikoval s Palem Erdésem mirné modifikovanou vétu
uvedenou nize (viz [4]).

Nejprve v8ak zavedeme nasledujici oznaceni. Pro kone¢nou podmnozinu A mnoZziny
realnych ¢&isel polozme

A+A={a+blabe A}, A-A={abla,be A}.

Erddsova-Szemerédiova véta. Existuji kladné redlné konstanty C a ¢ tak, Ze
pro kazdou konecnou a neprazdnou podmnozinu A mnoZiny realnych cisel plati

max(|A + A, |A- A]) > C|A**=.

V&imnéme si, ze velikost A + A je srovnatelna s A, je-li A tvorena konecnou arit-
metickou posloupnosti. Na druhé strané, je-li A tvorfena kone¢nou geometrickou po-
sloupnosti, pak zase A - A méa velikost srovnatelnou s A. Je-li A dostatecné velka, pak
se nemiize soucasné podobat aritmetické a zaroven geometrické posloupnosti. Erdds
a Szemerédi navic vyslovili domnénku, Ze ¢islo € mize byt libovolné blizko 1. Jozsef
Solymosi [15] pozd&ji dokazal, Ze e muZe byt libovolné blizko 1/3.

10.5. Szemerédiovo lemma o regularité

Nejprve definujme nékolik pojmi. Necht G je (kone¢ny) graf. Hustotou pdru dvou
disjunktnich podmnozin jeho vrcholii X a Y nazveme &islo
_EXY))

p(X,Y) = W,

kde |-| opét oznacuje pocet prvki (kardinalitu) a E(X,Y") je mnozina hran, které maji
jeden vrchol v X a druhy v Y.

Necht € > 0 je dano. Par dvou disjunktnich podmnoZin vrcholu X a Y grafu G
nazveme e-pseudondhodny (e-regularni), jestlize pro vSechny podmnoZiny A C X a
B C Y spliwjici nerovnosti |A| > ¢|X| a |B| > ¢]Y| plati

|p(X, Y) - p(A,B)| <e.

Jinymi slovy, hustota p(X,Y") se pFili§ nelisi od pavodni hustoty p(A4, B).
Rozklad mnoziny vrcholia grafu G na k podmnozin Vi, ..., Vi se nazyva e-rozklad,
jestlize
[|Vil = |V;]| <1 pro vSechna i a j (10.1)

a vSechny pary Vi, Vj, i < j, jsou e-pseudondhodné kromé nejvyse ek? pari.
Nésledujici lemma je dokazano v [17].
Lemma o regularité. Pro kazdé ¢ > 0 a prirozené ¢islo m existuje prirozené
cislo M takové, Ze kdyz G je graf s alesponn m vrcholy, pak existuje prirozené ¢islo k
v intervalu m < k < M a e-rozklad vrcholii grafu G na k podmnozin.
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Szemerédiovo lemma o regularité zhruba tvrdi, Ze kazdy dostatecéné velky graf lze
rozdélit na podmnoziny, které maji priblizné stejnou velikost, tj.

VAl < |Vl < < Vel < Va| + 1

(srov. (10.1)), takZe hrany mezi riiznymi podmnoZinami jsou rozlozeny témér nahodné.
Pro kazdé k takovy rozklad vzdy existuje. P¥i praktickych aplikacich se ¢asto uvazuje
rozklad specialnich grafii na podmnoziny stejné velikosti (tj. v (10.1) plati ostra ne-
rovnost).

Brzy po publikaci Szemerédiova lemmatu o regularité se ukazalo, ze jej 1ze pouzit na
jednoduchy dikaz Rothovy véty (viz kap. 10.3). Tim se objevila pfirozené otézka, zda
by se Szemerédiovo lemma nedalo zobecnit tak, aby z néj plynula Szemerédiova véta
v celé obecnosti. Na to bylo potieba zobecnit Szemerédiovo lemma na hypergrafy.® To
je pomérné netrivialni zalezitost, které se teprve nedavno podafila Vojtéchu Rédlovi
a jeho studentim a nezavisle také T. Gowersovi.

10.6. Szemerédiovy prace v teoretické informatice

Endre Szemerédi se proslavil také vysledky v teoretické informatice. Vétsina téchto
praci vznikla ve spolupréci s Miklosem Ajtaiem a Janosem Komlésem. Jeden z nejzna-
méjsich vysledki, ktery vznikl pii této spolupraci, je tzv. AKS tFidict sit pojmenovana
podle po¢ateénich pismen autort ¢lanku [1].

V informatice se ¢asto pouzivaji algoritmy na tfidéni. Jde o tlohu, kde je zadana
posloupnost prvki (ay,...,a,) n&jaké usporddané mnoziny a cilem je tuto posloup-
nost prerovnat tak, aby v ni byly prvky ve vzestupném pofadi. Bez jmy na obec-
nosti muzeme predpokladat, ze zadana posloupnost je permutaci kone¢né posloupnosti
1,2,....,n.

Tridici algoritmus (sit) je posloupnost k kroki, kde kazdy krok je pevné dan& mno-
7ina vzéjemné disjunktnich dvojic indext z mnoziny {1, 2,...,n}. Tento algoritmus se
na vstupni permutaci aqas .. .a, ¢isel 1,2, ..., n aplikuje takto:

V kazdém kroku se zvoli mnozina disjunktnich dvojic indexi. Pro kazdou z téchto
dvojic se prislusna ¢isla porovnaji a zaméni se, pokud nejsou ve vzestupném poiadi.
Dulezité je, ze dvojice pro kazdy krok jsou zvoleny pfedem, nezavisle na tom, jakou
posloupnost tiidime. Proto lze tento algoritmus znéazornit jako sit. Pocet kroka potom
odpovidé hloubce sité. Na obr. 10.2 je jednoduchy ilustra¢ni priklad tfidici sité n = 4
(neni to AKS sit, protoZe tu lze vytvafet jen pro vétsi n).

Je snadné dokézat, ze kazda t¥idici sit musi mit hloubku alesponi log, n. Ttidici sit si
totiz muzeme predstavit jako zptisob, jak realizovat permutaci. Pro kazdou permutaci
miuzeme prifadit rozhodovacim bloktim sité nuly a jednicky podle toho, zda v daném
rozhodovacim bloku dojde k zdméné prvku ¢ nikoliv. Po¢et moznych ohodnoceni je
tedy hornim odhadem na podet permutaci. Ma-li sit m rozhodovacich bloki, musi
platit 2™ > n! (srov. obr. 10.2, kde m =5 a n = 4). Odtud m > ¢-nlogn pro néjakou
konstantu c¢. ProtoZe v kazdém kroku miZeme porovnat nejvyse n/2 dvojic, musi mit
sit hloubku alespoii clogn/2.

3V grafu jsou spojeny n&které dvojice vrcholt hranou, zatimco hypergraf dava do souvislosti trojice,
Ctvefice, pétice, .. .vrcholu.
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Y / \ Y

1 2 3 4

Obr. 10.2. Priklad tfidici sité a jejitho pouziti na prerovnani posloupnosti 4, 2, 3, 1 podle
velikosti. Krouzky jsou oznaceny bloky, v nichz se rozhoduje, zda je tfeba dané dva vstupni
adaje prohodit podle velikosti. Stejna sit srovna podle velikosti libovolnou posloupnost délky 4
se vzajemné ruznymi prvky.

Tento lehky ditkaz muze svadét k domneénce, Ze je také snadné sestrojit sit hloubky
konst. log n. Ve skute¢nosti to neni viibec jednoduché. Vysledek Ajtaie, Komlose a Sze-

merédiho [1], Ze takova sit se da sestrojit, je velice slozity. Nejt&zsi ¢asti je dikaz
tvrzeni, Ze zkonstruovan sit setfidi kazdou posloupnost.

10.7. Zavér

Szemerédiova véta z kapitoly 10.3. vlastné ukazuje na jisty skryty rfad v kazdé dosta-
tefné velké mnoziné prirozenych &isel. Cela fada dalsich matematickych tvrzeni také
nese Szemerédiovo jméno, napf. Hajnalova-Szemerédiova véta o vyvazenych obarve-
nich grafii* & Szemerédiova-Trotterova véta o poétu incidenci pifmek a bodi. Data-
béze Mathematical Reviews eviduje pfes 170 jeho praci. Na nékterych z nich spolu-
pracoval i s Geskymi matematiky (Vaclavem Chvétalem, Vojtéchem Rodlem ¢i Pavlem

4Kazdy graf s maximalnim stupném vrcholii d se da vrcholové fadné obarvit d 4+ 1 barvami tak,
7e poCty vrcholt téZze barvy se lisi maximalné o 1.
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Pudlakem, viz [2], [9]). Matematicka spole¢nost Janose Bolyaie vydala v nakladatelstvi
Springer sbornik An Irreqular Mind vénovany sedmdesétym narozeninam E. Szemeré-
diho, kde se podrobné rozebird jeho pfinos pro matematiku. Nedavno byl také s nim
publikovan rozhovor [14].

Szemerédi se ve svém vyzkumu sousttedil na dva protichudné pojmy: fad a chaos
ve velkych kombinatorickych strukturach. Szemerédiova genialita umoznila dokézat
existenci jistého fadu ve velkych strukturéch pii pouziti vysledki o nahodnosti.
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