Filosoficka pojeti pravdépodobnosti v pracich ¢eskych myslitel

Magdalena HykSova
1.2 Definice pravdépodobnosti

In: Magdalena HykSova (author): Filosofické pojeti pravdépodobnosti v pracich ¢eskych myslitelti.
(Czech). Praha: Matfyzpress, vydavatelstvi Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze,
2011. pp. 33-54.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402267

Terms of use:

© Hyksova, Magdalena
© Matfyzpress

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/402267
http://dml.cz

33

1.2 DEFINICE PRAVDEPODOBNOSTI

1.2.1 Uvod

Historii matematické teorie pravdépodobnosti a obecnéji také formovani
a vyvoji pravdépodobnostniho uvazovani byla vénovana jiz cela fada praci vy-
danych v edici Déjiny matematiky i v dalSich ¢eskych sbornicich a ¢asopisech.
Pripomenme zde pfedevsim knihy a pojednani Karla Macdka: Pocdtky poctu
pravdépodobnosti [223], Pozndmky k formovdni kombinatoriky v 16. a 17. sto-
leti [224], Pozndmky k formovdni teorie pravdépodobnosti v 17. a 18. stoleti
[222], Bernard Bolzano a pocet pravdépodobnosti [220] a Vyvoj teorie pravdé-
podobnosti v deskych zemich do roku 1938 [225], a dale pojednéni Ivana Saxla:
Pravdépodobnost ve starovéku a stredovéku [319], Pravdépodobnost pied Pasca-
lem a Fermatem [323] ¢i Pravdépodobnost ve stiedovéku [324].

V névaznosti na predchozi kapitolu si nyni jen pfipomenme zakladni pfi-
stupy k zavedeni pojmu pravdépodobnosti a uvedme nékteré diilezité mezniky
ve vyvoji této teorie.30

Zivot a nadhodné jevy

Nahodné jevy a nutnost rozhodovat se v nejistych situacich a na zakladé
nejistych informaci ¢lovéka provéazeji od praddvna, at uz hovofime o vykyvech
pocasi, prirodnich katastrofach, nemocech, epidemiich, nehodéach ¢i naptiklad
o soudnictvi. Prehistorie teorie pravdépodobnosti je tedy velmi dlouhé a roz-
hodné nezahrnuje pouze hazeni kostkami, popr. kiistkami riznych tvart, a jiné
hry, v nichz hraje hlavni roli ndhoda.

Upozornéme alespon na zidovsky Talmud z prvni poloviny prvniho tisici-
leti, ktery obsahuje velké mnozstvi zajimavych tvah, jez bychom dnes nazvali
pravdépodobnostnimi, anebo bychom je dokonce zatradili do teorie her (viz [6],

[162]). K feSeni mnohych nejednoznaénych situaci zde bylo vyuzivano losovani
z urny, jehoz vysledek byl povazovan za projev Bozi vile. Na zakladé loso-
vani se rozhodovalo napriklad o déleni majetku v nejasnych piipadech, ale také
o zvifecich obétech, sluzbach v chramu ¢i déleni masa obétovanych zvifat mezi
slouzici knézstvo. Pravdépodobnostni vahy lze rozeznat i v pozadi rozhodovani
o tom, jaky pocet zemfelych svédci o morové epidemii ¢i jaky pocet ritualnich

30Zsjemce o historii teorie pravdépodobnosti nalezne podrobné informace kromé vyse ci-
tovanych praci také v klasickém spisu [372] Isaaca Todhuntera ¢i v novéjsi dvoudilné knize
[133] a [134] Anderse Halda.
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Ffeminkt je tfeba provérit, aby byl cely soubor schvalen — dnes bychom hovoftili
o ,vybérovém Setfeni“.

Typickou oblasti velmi tizce spojenou s teorii pravdépodobnosti je dodnes
pojistovnictvi. Smlouvy, jejichz pfedmétem bylo pojisténi rizika v namoini do-
pravé, se zacaly objevovat jiz ve 14. stoleti. Pojistné bylo udavano jako pro-
centualni ¢ast hodnoty pojisténého majetku a lze jej povazovat za numericky
odhad pravdépodobnosti, ze naklad bude znicen. Jeho vyse zavisela na akti-
vitach piratd v prislusnych vodach, mistnich valkach, navstivenych pristavech
a jejich vzajemnych vzdalenostech, na kvalité a zkuSenostech kapitana i pojis-
ténych obchodnik, na typu a stavu lodi, druhu piepravovaného zbozi aj.

Dlouhé prehistorii, ktera zde byla jen struéné naznacena a kterd je mimo-
Fadné zajimava také z didaktického hlediska, je vénovana kniha The Science
of Conjecture: Evidence and Probability before Pascal [111] Jamese Franklina,
podrobné se ji zabyva také dvojice zminénych pojednani [319] a [323] Ivana
Saxla.

Pocatky matematické teorie pravdépodobnosti

Za pocatek matematické teorie pravdépodobnosti byva obvykle povazovana
korespondence, kterou spolu vedli Blaise Pascal (1623-1662) a Pierre de Fermat
(1607-1665) v roce 1654, v niZz byly kromé jiného tspésné vyfeSeny nékteré
specialni ptipady tlohy o rozdéleni sazky.3

V roce 1985 ovSem Laura Toti Rigatelli zvefejnila informace o italském ru-
kopisu Codice Magliabechiano CL.XI.120, datovaném kolem roku 1420, ktery
nalezla v Narodni knihovné ve Florencii a ktery obsahuje spravné feseni tlohy
o rozdéleni sazky pro dva hrace, z nichz jednomu chybi k vitézstvi jedna a dru-
hému t¥i vyhrané hry — viz [374].

Ve dvojici ¢lankt [109] a [110] z roku 2002 pak Raffaella Franci upozornila
na jiny stredoveéky rukopis, ktery objevila ve Vatikanské apostolské knihovné.
Zde je kromé jiného Gspésné vyfeSen problém rozdéleni sdzky mezi t¥i hrace
v pripadech, kdy prvnimu hraci chybi jedna nebo dvé hry, druhému jedna, dvé
nebo tfi a tretimu dvé nebo tfi hry. Zminéné rukopisy jsou podrobné roze-
brany v pojednani [237] Norberta Meusniera, ktery navic dokladd, Ze tloha
o rozdéleni sazky vychazi z problematiky déleni podild pfi jednostranném po-
ruseni dohody, rozvijené a predavané italskymi uciteli ,komercni aritmetiky“
ve 13. a 14. stoleti.?? Bohuzel, pozdéji tyto spisy upadly v zapomnéni dokonce
i v Italii. V druhé poloviné 15. a v prvni poloviné 16. stoleti se tak fada mate-
matikl pokousela o feSeni tlohy znovu a netspésné, napf. Luca Pacioli (1445—
1517), Niccolo Fontana zvany Tartaglia (1499-1557), Giovanni Francesco Pe-
verone (1509-1559) ¢i Girolamo Cardano (1501-1576).

3l P¥ipomenime, Ze v nejjednodussim piipadé se uvazuje hra dvou hract, ktei hraji sérii
her o danou ¢astku V' s tim, Ze tuto ¢astku ziska hrac¢, ktery jako prvni vyhraje urcity pocet
her. Pfitom se predpoklada, ze v kazdé hie je pravdépodobnost vyhry pro oba hrace stejna.
Série je ukoncena predcasné a hrac¢um v tu chvili chybi k celkovému vitézstvi rtizné pocty
her. Otazka zni, jak ma byt mezi né ¢astka V spravedlivé rozdélena. O ulohach resenych
Pascalem a Fermatem podrobné pojednava K. Macék v knize [223].

32V ¢estiné je tomuto tématu vénovan &lanek [324] I. Saxla.
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Skutec¢nost, ze nékteré vysledky, k nimz dospéli Pascal, Fermat a pozdéji
také Christian Huygens (1629-1695),33 lze nalézt jiz o vice nez dvé stoleti
dfive, vsak nikterak nesnizuje vyznam téchto osobnosti pro formovani teorie
pravdépodobnosti. Huygensiiv spis De ratiociniis in ludo aleae (O wvaZovdni
v hazardnich hrdch) [160] z roku 1657 byl prvni tiSténou praci v této oblasti
a zakladni publikaci ztistal po dobu vice nez padeséati let. Potom se stal soucasti
dalsiho slavného spisu: byl pfetistén v prvni ¢asti knihy Ars conjectandi (Nauka
o domnénce) [29] Jacoba Bernoulliho (1654-1705), ktery jej opat¥il podrob-
nym komentafem, priblizné ctyfikrat rozsahlejsim nez ptivodni text, v némz na
mnoha mistech vylep$il, doplnil ¢i zobecnil Huygensovy myslenky a podal nova
feSeni riznych problémi.

Christian Huygens: De ratiociniis in ludo aleae

Je zajimavé a z dnesniho pohledu mozna prekvapivé, ze Huygens ve svém
spise [160] nepouzival pojem ,pravdépodobnost®, i kdyz v ivodu miizeme na-
lézt zminku, Ze kdyby se napriklad nékdo sazel, Ze hodi Sestku prunim hodem
jednou kostkou, pak je sice nejisté, zda vyhraje, ale samotnou véci je ddno,
kolikrdt je pravdépodobnéjsi, Ze prohraje nez Ze vyhraje, a lze to vypocitat. Pti
feSeni dloh vsak Huygens pracoval s pojmem ocekdvand vyhra ¢i ocekdvdni
(expectatio) ve smyslu nasi stfedni hodnoty (pro diskrétni ndhodnou veli¢inu),
a tedy také ve smyslu matematické nadéje, s niz jsme se nékolikrat setkali
v predchéazejici ¢asti. Spis zacind podrobnym zdavodnénim nasledujicich tvr-

zeni:3*

Turzeni I. JestliZe bych ocekdval a nebo b, které bych obé mohl ziskat stejné
snadno, pak je treba Tici, Ze mé ocekdvdni md hodnotu ‘LTH’ .

Potom Huygens uvazuje t¥i hodnoty, a, b, ¢, a nakonec odvozuje:
Turzens III. Jestlize by pocet pripadu, v nichZ mi pripadne a, byl roven p,
ale pocet pripadi, v nichZ mi pripadne b, byl roven q, pak za predpokladu, Ze
vSechny pripady jsou stejné mozné, me ocekdvani bude mit hodnotu

pa + qb

- (1.9)

33Christian Huygens pochazel z Haagu. V letech 1645 az 1649 studoval prava a matema-
tiku na univerzitach v Leidenu a Bredé, potom se vénoval pfedevsim védeckému badani za
ekonomické podpory svého otce. Pfi navstévé Parize v roce 1655 se dozvédél o Pascalove
korespondenci s Fermatem, tykajici se problému rytife de Méré, jejich konkrétni fesSeni vsak
podle svych slov neznal. Po navratu do Holandska napsal spis [160], o némz se zminime v na-
sledujicich odstavcich a ktery se stal dilezitym meznikem ve vyvoji teorie pravdépodobnosti.
V roce 1663 byl Huygens zvolen ¢lenem Kralovské spolec¢nosti v Londyné, o tfi roky pozdéji se
stal ¢lenem pravé zalozené francouzské akademie véd a usadil se trvale v Parizi. V roce 1681
odcestoval na lé¢eni do Haagu. Navrat do Francie nejprve zkomplikovala smrt zakladatele
pafizské akademie a Huygensova osobniho patrona, Jeana-Baptisty Colberta (1619-1683),
v roce 1685 pak byl zrusen edikt nantsky, ktery zarucoval protestantim nabozenskou svo-
bodu a stejna prava, jakych pozivali katolici, a Huygens se jako protestant do Francie jiz
vratit nemohl. Zemfel v Haagu 8. ¢ervence 1695.

34Vig [160], str. 2-5; cesky pieklad citovan podle [223], str. 45-46. Zlomek (1.9) jsme zde
pro nazornost a prehlednéjsi odkazovani odsadili a ocislovali.
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Uvédomme si, ze my bychom dnes postupovali obracené: fekli bychom, ze
p/(p+q), resp. q/(p+ q) , jsou pravdépodobnosti, Ze ziskdme ¢astku a, resp. b
(povsimnéme si, Ze Huygens ve svych tvrzenich hovoii i o tom, Ze jsou vSechny
piipady ,stejné mozné“, popt. Ze obé ¢astky je mozné ziskat ,stejné snadno®),
a spocitali bychom stfedni hodnotu vyhry:

P4, _patab

p+q p+q p+q
Ovsem vzhledem k tomu, Ze Huygenstuv spis je zaméfen na hazardni hry, kde
je dilezitou otazkou hodnota vyhry ¢i prohry, je zaloZeni vsech tivah na pojmu
ocekdvani pomérné prirozené a nazorné.

Bernoulli ve svém komentéfi v knize [29] pozdéji pfidal k Huygensovu sice
jednoduchému, ale trochu del§imu odvozeni tvrzeni III velice stru¢né a srozu-
mitelné zdivodnéni, které by i dnes mohlo poslouzit jako zajimavé objasnéni
pojmu stfedni hodnoty: Uvazujme loterii, v niz je p lost, z nichz kazdy vyhrava
castku a, a dale ¢ lost vyhravajicich b. Predstavme si, Ze si celkem p + ¢ hraca
koupi po jednom losu. Hodnota celkové vyhry je pa + qb, a protoze ocekavani
vSech hracu je stejné, musi jeho hodnota byt (pa + ¢b)/(p + q) .

Nésledujicich Sest tvrzeni se tyka spravedlivého rozdéleni sazky,3® potom
se Huygens obraci ke hie v kostky, s niz souvisi zbyvajicich pét tvrzeni. Spis
potom uzavira pét nefesenych tloh; 36 posledni z nich je v riznjch modifikacich
velmi dobfe znama dodnes a oznacuje se jako tloha o ruinovani hrace.

Rozbor Huygensova spisu [160] i pozdé&jsich feSeni jeho tloh lze nalézt v Ma-
¢akové ¢lanku [221] a knize [223], kde je také pTetistén cely ptuvodni text s Ces-
kym prekladem. Pro ilustraci Huygensova pfistupu zde proto jiz jen uvedme né-
kolik ukézek. V prvnim z problémi tykajicich se hry v kostky Huygens zkouma
Sance na to, Ze padne aspon jedna Sestka pfi opakovaném hodu jednou kostkou,
a hned na zacatku se vraci k vyse citované vété z avodu spisu:

Jestlize by se nekdo vsadil, Ze prunim hodem hodi Sestku, pak zrejmé je
jeden ptipad, kdy vyhrdvd a dostdvd to, co je vloZeno jako zdklad; naproti tomu
je pét pripadu, kdy prohrdvd a nedostavd nic. Je tedy 5 hodu proti nému a jen
jeden pro mého. Oznacéme a to, co je vsazeno. Muze tedy jednou ocekdvat a, ale
pétkrdt 0, coz md podle tietiho turzeni hodnotu +a. A zistdvd 2a pro toho, kdo

6 6
mu tuto prileZitost nabidl. Muze tedy vsadit jen 1 proti 5, kdo by chtél uspét
napoprvé.37

Jinak Feceno, jestlize v pfipadé, Ze nastane dany jev (napi. padne Sestka),
vyhrajeme Castku a a v opacném pripadé nevyhrajeme nic, ziskdme oceka-
vanou vyhru ze zlomku (1.9) jednoduse dosazenim b = 0. PovSimnéme si, Ze
kdybychom navic dosadili @ = 1, udaval by vyraz (1.9) pfimo pravdépodobnost
daného jevu ve smyslu tzv. klasické definice — viz str. 40.

35Tento problém Huygens fesi nejprve pro dva hrace, z nichz jednomu zbjva jedna nebo dvé
hry a druhému dvé, tfi nebo ¢tyfi hry, a potom prechazi ke tfem hractim; popisuje obecnou
metodu feseni a udava konkrétni feseni pro 17 rtznych pripadi.

36U dloh 1, 3 a 5 je uveden vysledek. ReSeni vSech péti tloh podal Jacob Bernoulli ve
spise [29].

37Viz [160], str. 16; esky pteklad citovan podle [223], str. 59.
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Nasledujici problém zni takto: Zjistit, kolika hody se lze odvdzit dvéma kost-
kami hodit 12 bodii.3® Dnes bychom Fekli, ze Huygens hledal takovy podet hodt
dvéma kostkami, kdy pravdépodobnost, ze padne aspon jednou 12 bodt, neni
mensi nez 1/2. Huygens v8ak nepouzival pojem pravdépodobnost, ale oéekdvdni
a hledal takovy pocet hodt dvéma kostkami, pti kterém by ocekavana vyhra
hrace sazejicitho na to, Ze aspon jednou padne dvojice Sestek, byla vétsi nez
ocekavanad vyhra hrace, ktery by ve stejné hie vsadil na netspéch. Huygens
uvazoval postupné 1, 2, 4, 16 a 24 hodu a pocital ocekavané vyhry obou hracu.
Pfitom opakované pouzival vyraz (1.9) z tvrzeni III: pfi jednom hodu exis-
tuje jeden priznivy piipad a 35 pfipadd nepfiznivych, o¢ekavani je proto rovno
[(1-a+35-0)/36] = (1/36)a. Pii dvou hodech Huygens uvazuje takto: v prvnim
z nich existuje jeden pripad, kdy padnou dvé Sestky a hrac¢ ziskd vyhru a, a 35
pripadi, kdy padne néco jiného — hra¢ pak muze uspét v druhém hodu, v némz
opét ocekava (1/36)a. Pred zacatkem hry tedy hrac¢ podle (1.9) ocekava

loa +35-9%a 71 » Hhréd oekivs L2220
= a zatlinco protinrac ocekKava ——a.
36 1206 * P 1296

Dale staci uvazovat pfimo ¢tyfi hody: v 71 pfipadech z 1296 hrac¢ uspéje v jed-
nom z prvnich dvou hod a ziska a, v ostatnich pfipadech nikoli a jeho ocekavani
pred dalsimi dvéma hody je (71/1296)a; celkem je tak hracovo o¢ekavani

71-a +1225~%a 178991 , e 1., 1500625
= a, zatimco protihrac¢ ocekavda ———— a.
1296 1679616 1679616

Potom Huygens poznamenava, zZe stejnym zpusobem lze pokracovat s 8, 16 a 24
hody, a uzavird, ze prvni hrac¢ zacne byt ve vyhodé pti 25 hodech.

Jako treti ukdzku zde uvedme problém, pfi jehoZ zobecnéni Bernoulli poz-
déji dospél k binomickému rozdéleni (viz éast 1.2.2): Zjistit, kolika kostkami
by se nékdo mohl odvdzit hodit prunim hodem dvé Sestky.3® Huygens Fika, Ze
se jedna o stejny problém, jako kdyby ndm méla padnout alespon dvakrat
Sestka pfi opakovaném hodu jednou kostkou. Pfi dvou hodech by bylo oceké-
vani zfejmé (1/36)a. Nyni uvazujme tii hody. V jednom ze Sesti pfipadt se
stane, Ze padne Sestka hned napoprvé; pak staci jiz jen jedna Sestka ve dvou
hodech, kdy je o¢ekavana vyhra (11/36)a.*® V péti pripadech Sestka napoprvé
nepadne; pak je k vyhte tfeba, aby padla Sestka v obou zbyvajicich hodech,
a odekdvani je (1/36)a. Pred zacdtkem hry je tedy ocekdvand vyhra

6 216 27
Nakonec Huygens pise: Priddvd-li se timto zpisobem postupné jeden hod navic,

zjisti se, Ze bud deseti hody jednou kostkou nebo prunim hodem deseti kostkami
je mozno se pokusit, aby padly dvé Sestky, a to se ziskem.

38Viz [160], str. 18; esky pieklad citovan podle [223], str. 59.

39Viz [160], str. 20; esky pieklad citovan podle [223], str. 61.
vyhraje a, ve zbyvajicich 5 pripadech jesté muze Sestka padnout v druhém hodu a ocekdvana
vyhra je (1/6)a; podle (1.9) je pak celkové ocekavani [1-a +5-(1/6)a]/6 = (11/36)a.
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1.2.2 Jacob Bernoulli: pravdépodobnost jako mira jistoty

Definice pojmu pravdépodobnost (probabilitas) v souvislosti s ndhodnymi
hrami se objevuje az v knize Ars conjectandi [29] Jacoba Bernoulliho,! vydané
v roce 1713. Jak jiz bylo zminéno, prvni ¢ast tohoto spisu obsahuje podrobné
okomentované vydani Huygensovy prace [160]. Jedno z fady zajimavych zo-
becnéni, kterd Bernoulli ve svych poznamkach prinasi, lze nalézt v rozsahlém
komentaii k tloze, v niz se Huygens ptal, kolika kostkami by se méekdo mohl
odvazit hodit prvnim hodem dvé Sestky — viz 1.2.1, str. 37. Bernoulli zde kromé
jiného zkouma Sance na vyhru pro hrace, jemuz by se béhem n opakovani té-
hoz pokusu mél podafit urcity vysledek pravé m-krat; pritom predpoklada, ze
pocet priznivych, resp. nepfiznivych piipadt se neméni — oznacme je r, resp. s,
a dale ozna¢me t = r + s. Bernoulli pak ukazuje, Zze hracovo ocekavani je

nn—1)Mn-2)...(n—m+1) rmg ™
1-2.3-4-----m mo

(1.10)

Receno dnesnimi slovy, Bernoulli dochézi k binomickému rozdéleni Bi(n,p),
kde p = r/t a pravdépodobnosti moznjch hodnot jsou

P(X =m) = <Z>pm(l—p)"m7 m=0,1,...,n. (1.11)

Pojem pravdépodobnosti

V druhé ¢&asti spisu [29] se Bernoulli zabyva permutacemi a kombinacemi,
v tfeti casti je potom tato teorie aplikovana na riizné ndhodné hry. Zavérecna
¢tvrta Cast je vénovana vyuziti teorie pravdépodobnosti v obc¢anskych, moral-
nich a ekonomickych zélezitostech a zde kone¢né nalezneme definici pravdépo-
dobnosti:

Pravdépodobnost totiZ je stupném jistoty a lisi se od ni jako ¢dst od celku.
Jestlize totiZ celd a absolutni jistota, kterou oznacime pismenem a nebo jed-
notkou 1, se podle predpokladu sklada napriklad z péti pravdépodobnosti jako
casti, z nichz tri jsou pro existenci nebo budouct vyskyt néjakého jevu, ostatni
jsou proti: o onom jevu bude Teceno, Ze md %a nebo % jistoty. 42

Bernoulli pak uvazoval nasledujici specialni pripady.

41Jacob Bernoulli absolvoval studia filosofie a teologie na univerzité v Basileji; proti vili
svych rodi¢a pfitom studoval také matematiku a astronomii. Potom ptsobil jako vychovatel
v Zenevé a ve Francii, pozdé&ji cestoval po Holandsku, Anglii a Némecku, kde se seznamil
s fadou vyznamnych ucencti a prohloubil si své vzdélani zejména v matematice a astronomii.
Od roku 1683 konal pfednasky o experimentalni fyzice na basilejské univerzité, kde byl o ctyri
roky pozdéji jmenovan profesorem matematiky; tuto funkci pak zastéval az do konce zivota.
V roce 1699 byl jmenovan ¢lenem francouzské akademie véd, o dva roky pozdéji rovnéz aka-
demie pruské. Jacob Bernoulli zemfel 16. srpna 1705 v Basileji. Jeho spis Ars conjectands [29]
vydal o osm let pozdéji Nicolaus Bernoulli (1687-1759), syn Jacobova bratra a malife Nico-
lause ,starsiho“ (1662-1716). O zivoté a dile Jacoba Bernoulliho, stejné jako o okolnostech
vzniku a vydani jeho spisu [29], pojednavéa napiiklad E. D. Sylla v tivodu k piekladu [34].
Zajimavé informace o vztahu Jacoba a jeho bratra Johanna lze nalézt v ¢lanku [274].

42[29], str. 211; &esky pieklad citovan podle [223], str. 22.
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Mozné [possibile] je to, co md alespori maly stuperi jistoty, zatimco nemozné
[impossibile] nemd Zddnou nebo jen nekonecné malou jistotu. MozZné je tedy
naptriklad to, co ma 1/20 nebo 1/30 jistoty. Moralné jisté [moraliter certum)] je
to, co md pravdépodobnost tak blizkou uplné jistote, Ze je rozdil nezjistitelny.
Naproti tomu mordlné nemozné [moraliter impossibile] je to, co md jen tolik
pravdépodobnosti, kolik chybi mordlni jistoté do jistoty uplné. Je-li napriklad
mordlné jisté to, co md 999/1000 jistoty, pak to, co md jen 1/1000 jistoty,
bude mordlné nemozné. Nutné [necessarium] je to, co nemiZe nebyt, nyni,
v budoucnosti nebo v minulosti. [...] Ndhodné [contingens] je to, co miZe
nebyt, nyni, v budoucnosti nebo v minulosti.*3

Pov§imnéme si, ze pravdépodobnost zde jesté neni shora omezena hodno-
tou 1 a jeji vycisleni pfipomind Huygensovo ocekdvdni. Tam, kde je to mozné,
Bernoulli vyjadfuje pravdépodobnost pomoci vyrazu (1.9), kde klade a = 1,
b =0, tedy v duchu klasické definice pravdépodobnosti (viz ¢ast 1.2.3) jako po-
dil pfiznivych a vSech moznjch pfipadd, o nichz predpokladé, ze mohou nastat
stejné snadno.

Je vsak tfeba zdtraznit, ze Bernoulli nechapal teorii pravdépodobnosti jen
jako néstroj pro rozbor hazardnich her, ale mnohem obecnéji. Jiz nazev spisu,
ktery bychom mohli pfelozit jako Umeéni domnénky, napovida, Ze se jeho au-
torovi jednalo o usuzovani v nejistych situacich nejriznéjsiho druhu a ze mél
blizko k tzv. logické interpretaci pravdépodobnosti (viz ¢éast 1.3.2). Pravdépo-
dobnost povazoval za miru nasi netaplné znalosti. V Gvodu ¢tvrté ¢asti napsal:

Vsechno pod Sluncem, co existuje nebo vznikd, vSechno minulé, soucasné
a budouci md samo o sobé mazximdlni jistotu. Co se tyce soucasnych a minulych
véct, je toto tvrzemi jasné, protoZe kaZdd véc tim, Ze existuje nebo existovala,
vylucuje moznost, Ze by neexistovala. Ani v pripadé véci budoucich viak nelze
pochybovat o tom, Ze nastanou, kdyz ne s neodvratnou nutnosti, pak na zakladée
Bozi prozretelnosti a predurcenosti. Protoze kdyby se budouct nemeélo uddt s jis-
totou, nebylo by jasné, pro¢ by Nejvyssimu Stvoriteli méla prisluset neomezend
sldva vsevédoucnosti a viemohoucnosti.**

Podle Bernoulliho bychom napiiklad zit¥ejsi pocasi nebo vysledek hodu minci
byli schopni predpovédét stejné dobre jako zatméni planety, kdybychom jen uméli
presné zmérit pocatecni podminky a znali vSechny fyzikalni zédkony, jimiz se dané
jevy Tidi. Znalosti zalozené na zkuSenosti jsou vsak obecné nejisté, a tak je teorie
pravdépodobnosti pouzitelna ve vSech empirickych védach i v bézném zivoteé.

Vypocet pravdépodobnosti — vahy ruznych duavodu

Bernoulli tedy chape pravdépodobnost jako stupen jistoty, pfisouzeny urcité
domnénce na zakladé dostupné evidence. Numerické vyjadieni pravdépodob-
nosti proto spociva ve vyhodnoceni znamych divodt svédcicich pro a proti dané

43[29]7 str. 211-212; tento a nasledujici citaty byly prelozeny s prihlédnutim k existujicim
prekladim do némdéiny ([31]), rustiny ([32]) a anglic¢tiny ([33], [34]).

44Dalsim filosofickym problémiim se Bernoulli vyhnul poznamkou: Aviak o tom, jak se
tato jistota budouctho byti slucuje s mdhodnosti a nezdvislosti piisobicich p¥icin, necht se
dohadug? jini; my se tim nebudeme zabyvat, protoZe je to prilis vzdalené od naseho cile. Viz
[29], str. 210-211.
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hypotéze, ve vycisleni vah jednotlivych argumenti a jejich slozeni ve vyslednou
pravdépodobnost. Bernoulli podrobné rozebira podminky, které je pfitom tieba
dodrzet, a potom odvozuje, jak hledanou pravdépodobnost ovliviiuji rizné typy
divodda, které rozlisuje podle toho, zda pro danou domnénku svédéi nutné nebo
nikoli a zda je jejich samotna existence nutna nebo ne.

Toto rozliseni objasnuje na jednoduchém piikladu, v némz uvazuje tfi mozné
dtvody, pro¢ mu bratr uz dlouho nenapsal. Prvnim dtvodem by mohla byt
jeho lenost; tento divod je podle néj pfitomen nutné (Bernoulli podotyka, ze
povazuje za znamé, ze bratr je liny), ale v psani mu zabranit nemusel. Druhym
divodem by mohla byt bratrova smrt; pritomnost tohoto divodu je nejista,
bratr muze byt stale nazivu. Pokud by vSak byl mrtev, jisté by nic nenapsal.
TFetim divodem by mohla byt bratrova zaneprdzdnénost; zde neni jisté ani
to, ze je bratr skuteéné zaneprazdnén, ani to, ze by mu v kladném piipadé
zaneprazdnénost zabranila v psani.

Dale Bernoulli rozlisoval duvody smisené a ryzi podle toho, zda v pripa-
dech, kdy nesvéd¢éi o pravdivosti dané domnénky, svédci o pravdivosti hypotézy
opacné, anebo zda z hlediska pravdivosti nesvéd¢i o nicem. Jako priklad uvadi
situaci, kdy na ulici dojde k vrazdé a ociti svédkové uvedou, Ze pachatel mél
tmavy plast. Predstavme si, Ze z lidi, ktefi mohli ¢in spachat, méli takovy plast
¢tyfi. Pro libovolného z nich je tmavy plast smiSenym argumentem, ktery v jed-
nom pripadé svédéi o jeho viné a ve tfech o jeho neviné. Naproti tomu naptiklad
zblednuti obvinéného pfi vyslechu je argumentem ryzim: je-li pfi¢inou Spatné
svédomi, svéd¢i o jeho viné; je-li bledost zptisobena nééim jinym, pak nikterak
nepodporuje domnénku, Ze doty¢ny je nevinen.

Pri konkrétnim vycislovani pravdépodobnosti Bernoulli pro kazdy divod
uvazuje pocty pripadi, kdy existuje ¢i neexistuje, a pocty pripadil, kdy danou
domnénku dokazuje ¢i nedokazuje, a vyuziva Huygenstv vyraz (1.9) pro o¢eka-
vani. Pfitom pfedpoklada, ze jsou vSechny pripady stejné mozné, neboli mohou
nastat stejné snadno. Naptiklad pro divod, ktery existuje nutné a o domnénce
svédéi v p z celkovych n = p+ ¢ pFipadii, Bernoulli ve vyrazu (1.9) klade a = 1,
b = 0 a uzavir, ze dany dtivod dokazuje p/n jistoty véci.*® Je-li ditvod smiseny,
pak navic dokazuje q/n jistoty opaku.

Hyoilu“ davodu, ktery existuje v o z celkovych v = o+7 pfipadi a o hypotéze
svéddi s jistotou, Bernoulli podobné vyéisluje jako podil (o-14+7-0)/v =0 /v.
Pii stejném znaceni uvazujme dtvod, ktery o hypotéze svédéi v p z celkovych
n = p+q piipadii; Bernoulli k4, Ze hodnota tohoto divodu pro dikaz véci je*S
(-p/n+7-0)/v=(po)/(nv), aje-li smiseny, jeho hodnota pro dikaz opaku
je(o-q/n+7-0)/v=_(q0)/(nv).

Pii soucasné existenci dvou [nezavislych| ryzich divoda Bernoulli uvazuje
takto: druhy duvod svédéi pro danou domnénku v py z celkovych nsy pripadi;
ve zbyvajicich gy pripadech nesvédci o nicem, pro domnénku vsak miize svédcit

45Vig [29], str. 219. Znaceni je upraveno tak, aby odpovidalo vyrazu (1.9).
46Ve vyrazu vpravo bychom dnes vidéli souéin podminéné pravdépodobnosti p /n, ze divod
svédéi o dané hypotéze, pokud je pfitomen, a pravdépodobnosti o/v, Ze pfitomen je.
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jesté prvni divod. Vysledna vaha je proto rovna 4’
4!
1 4gy - 22
b2 2 ni_ (n2 —q2) - n1 +q2- (N1 —q1) _Mmn2 a2 (e
n2 nine ning ning

Podobné pro tii ryzi diivody dostava vyslednou vahu 1 — (q1¢2¢3)/(ninans).
Pro libovolny pocet ryzich divoda pak uvadi: vsechny tyto argumenty vedou
k pravdépodobnosti, kterd se lisi od uplné jistoty nebo od jednotky o takovou
cast, kterd je ziskana jako podil soucinu pripadu, které nic nedokazuji, a vsech
pripadi ve vech argumentech. ([29], str. 220)

Toto formulaci mfizeme vyjadiit vzorcem, kterj odpovida Simerkové wvy-
sledné sile presvédéeni — viz (4.4) na str. 149:

q1q2 - - - Gk

V=1- .
ning...Ng

(1.12)
Pri soucasném vyskytu tii smisenych argumentt Bernoulli vyjadiuje vyslednou
pravdépodobnost domnénky, resp. jejiho opaku, ve tvaru*®

P1p2p3 414243
_ resp. _
D1P2p3 + 419293 DP1P2P3 + 419243

ktery 1ze snadno zobecnit na libovolny pocet takovychto divodi. Konecné uva-
zZuje kombinaci divodi obou typt a na ptikladu tii ryzich a dvou smiSenych
dtvodi ukazuje, jak se nalezne vysledna pravdépodobnost:

Paps
Paps +qads _  _ 4192939495
ninang n1n2n3(Paps + qaqs)

(n1ngns — q1q2q3) - 1 + q1q2q3 -

Bernoulli zdiiraznil, Ze je tfeba vzdy uvézit nejen vSechny ryzi a smisené
argumenty svédc¢ici o dané domnénce, ale i vSechny ryzi argumenty svédcéici
o domnénce opacné, a podotkl, Ze obé pravdépodobnosti mohou presdhnout
polovinu jistoty. Jsou-li tyto hodnoty rtzné, lze jednu z alternativ prohlésit za
pravdépodobnéjsi, a to tolikrat, kolikrat vyssi je jeji pravdépodobnost. Vyjde-
li napfiklad pravdépodobnost domnénky 2/3 a pravdépodobnost domnénky
opa¢né 3/4, je dand domnénka méné pravdépodobnd nez jeji opak v poméru
2/3 ku 3/4, tj. 8 ku 9. Bernoulliho pravdépodobnosti tedy nemuseji spliiovat
obvyklou podminku aditivity.

V zéavéru uvedené ¢asti Bernoulli také upozortiuje, Ze pfi vyuzivani popsa-
nych pravidel je tfeba postupovat opatrné — nehovori sice explicitné o ,neza-
vislosti“ argumenti, na ptikladech vsak takovy pozadavek popisuje.

47Povsimnéme si, ze piedposledni zlomek vyjadiuje pfimo podil poétu p¥ipadtt n1na —qiq2,
kdy o domnénce svéd¢i aspon jeden z divodi, a poc¢tu vSech pfipada ning; posledni vyraz
pak udava doplnék pravdépodobnosti (g1¢2)/(nin2), Ze pro domnénku nesvédéi ani jeden
z davodi, do jedné.

48Uvédomme si, ze nemaji-li si argumenty odporovat, musi véechny svédéit bud pro danou
domnénku, nebo proti ni; celkovy pocet pfipadi je proto roven pipaps + q142qs -
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Experimentalni nalezeni pravdépodobnosti

Bernoulli rozlisuje pravdépodobnost apriorni a posteriorni.*® V prvnim pii-
padé ma na mysli pravdépodobnost, kterou lze urcit deduktivné, na zakladé
avah o symetrii apod. Pfitom podotyka, Ze timto zptisobem se pravdépodob-
nost podafi vypocitat u ndhodnjch her, které byly jiz od pocatku navrzeny
tak, aby bylo mozné porovnat Sance hracu na vyhru, ale jinak uz témér ni-
kdy. Napfiklad pfi hodu kostkou existuje tolik pripadi, kolik mé kostka stén,
a jsou-li vSechny stény shodné a hmotnost je rozlozena rovnomérné, neni du-
vod, aby jedna sténa padla sndze nez jiné. Podobné pri losovani z urny, v niz je
znamy pocet bilych a ¢ernych listki, mohou byt vSechny listky vytazeny stejné
snadno, protoze nelze uvést Zddny duvod, proc¢ by tento nebo onen listek mel
byt vytaZen sndze nez jiny. Jakmile vSak dany jev zavisi na vlivu pfirody nebo
lidské vli, jsou podobné tivahy obtizné:

Kdo ze smrtelnikd je naptiklad schopen urcit pocet nemoct, [. . .| které v kaz-
dém véku mohou napadnout nescetné cdsti lidského téla a zpusobit smrt; a koli-
krdt sndze mize cloveka zabit jedna nemoc (napiiklad mor) nez jind (naptiklad
vzteklina; anebo vzteklina neZ horecka)? Kdo pak miZe na tomto zdkladé néco
usuzovat o budoucim stavu Zivota a smrti? ([29], str. 224)

Nyni se Bernoulli dostédva asi k nejslavnéjsimu vysledku své prace. Rika,
ze tam, kde se ndm nepodafi pravdépodobnost vypocitat a priori, mizeme
ji urcit alespon a posteriori, tedy induktivné, na zakladé pozorovani mnoha
podobnych jevi. Pritom hovoti pfimo o empirické metodé urceni poctu pripadi
pomoci experimentu a zdlraznuje, Ze tento pristup neni nikterak novy a kazdy
jej bézné intuitivné pouziva:

Jestlize napriklad bylo v minulosti pozorovdano, Ze ze sledovanych 300 muzi
stegného stari a konstituce jako Titius jich do deseti let zemrelo 200, muZeme
z toho usuzovat s dostatecnou duverou, Ze i pro Titia existuje dvakrdt tolik
pripadi, kdy zemie do deseti let, neZ pripadi, kdy bude Zit déle. (tamtéz)

Bernoulli byl ovSem prvni, kdo tomuto pfistupu dal matematicky zaklad:
s vyuzitim nékolika pomocnych tvrzeni tykajicich se binomického rozvoje do-
kazal vétu, kterou pozdéji Poisson nazval zdkonem velkych cisel (viz [285]). Je
vSak tfeba podotknout, ze tato véta hovoti o tom, jaké vysledky pozorovani
milZzeme za danych podminek oéekavat, nikoli o tom, jaké zavéry o pravdépo-
dobnosti muzeme ucinit z provedeného pozorovéani.

Bernoulliuv zakon velkych ¢&isel

Zakladni myslenku bychom mohli zjednodusené popsat takto: pravdépo-
dobnost, 7e p¥i n [nezévislych] opakovanich téhoz pokusu nastane uvazovany
jev pravé m-krat,’° je rovna

n! m _n—m
—— s Dt 1.13
m!(n —m)! ’ (1.13)

49Jak bude hned patrné, vyznam téchto pojmi se lisi od moderni bayesovské terminologie
a odpovidé tomu, s ¢im jsme se setkali v ¢asti 1.1.4 u ucebnic z 19. stoleti.

50Pozadavek nezavislosti Bernoulli vyslovné neuvadi, mizeme jej viak odhalit v piedpo-
kladu, Ze pocet pfiznivych a neptiznivych pfipadu je staly. V ¢asti 1.2.3 uvidime, Ze explicitné
o pojmu nezavislosti hovori Abraham de Moivre — viz str. 46.
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kde stejné jako v (1.10) znaéi r pocet pFiznivych pfipadi pii kazdé realizaci
pokusu, s pocet pripadt nepfiznivych at = r+s. Po vynasobeni ¢islem t", které
nezavisi na m, predstavuji vyrazy (1.13) ¢leny binomického rozvoje (r + s)™.
Bernoulli uvazoval speciédlné n = v(r+s) = vt, kde v je pfirozené ¢islo, a ukazal,
ze nejvetsi z uvedenych ¢lent je ten, kde m = vr, tedy

n!

(vr)l(vs)!

Potom dokéazal, ze soucet 2v + 1 ¢lenti ,kolem* tohoto maxima,
2v

rVrsve . (1.14)

n!
v(r+1)—k v(s—1)+k 1.1
DD s Yo T i o (119

k=0

je alespon c-krat vétsi nez soucet ¢lend zbyvajicich, je-li

Vzlogc—l—log(r—l) 14" T
log(s+1) —logs s+1 s+1

. log ¢+ log(s — 1) 1 s I
~ log(r+1) —logr r+1 r+1°

(1.16)

a zaroven

Soucet (1.15) udavd az na nésobek t" pravdépodobnost, ze m lezi v inter-
valu [v(r — 1), v(r+1)], tj. m/(vt) lezi v intervalu [(r — 1)/t, (r+1)/t]. Pro
v8echna v splitujici podminky (1.16) tedy plati:

1 1 1 1
p(llcrt s p( o2y i o™y g
t vt t vt t t vt

IN

coz je pfedmétem Bernoulliovy véty:

Necht je pocet priznivych pFipadi ku poctu pripadi nepriznivych pFesné
nebo priblizné v poméru = a necht je pocet priznivjch pripadi ku poctu vsech
pripadi v poméru ﬁ nebo § , omezeném hodnotamsi %1 a Tzl . Ma byt dokd-
zdano, Ze je mozné ucinit tolik pokustu, aby bylo libovolnéekrdt pravdépodobnéjsi
(feknéme c-krdt), Ze pocet priznivijch pozorovdani padne mezi tyto hranice, neZ

Ze padne mimo ne, tj. Ze pomér poctu priznivych ku poctu vsech pozorovdni

nebude vétsi nez "t ani mensi nez "L . ([29], str. 236)
Dodejme, Ze nerovnost (1.17) miizeme po tpravé vyjadfit ve tvaru:5!
1 1
p‘ﬂ,fg, >1- . (1.18)
n t t 1+ec

Zlomek m/n bychom dnes nazvali relativni ¢etnosti jevu A v posloupnosti n ne-
zévislych opakovéni pokusu; oznafme jej symbolem h4(n). Oznacime-li dale

)

51Vztah (1.17) lze prepsat takto:

p‘ﬁ_igl zup‘@_z>l zol_p‘m_i
n t t n t t n t

IN
| =
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p=r/t,e =1/t,§ = 1/(1 + ¢), obdrzime obvykly tvar Bernoulliova zikona
velkych cisel: P(ha(v)—p|<e)>1-35, (1.19)

kde se pozaduje, aby nerovnost platila pro libovolna ¢, § > 0 a dostatecné vy-
soky pocet opakovani n. Jak jsme vidéli vyse, Bernoulli uvazoval jen racionalni
hodnoty pravdépodobnosti p, vyjadfené zlomkem r/t, kde 7t jsou pfirozena
¢isla, pocet pokust v byl pfirozenym nasobkem ¢isla ¢ a hodnota e byla spe-
cialné rovna 1/t. Velikost e Bernoulli libovolné zmensSoval tim, Ze zlomek 7/t
rozsifoval vhodnym néasobkem 10.

Nalezenim podminek (1.16) ucinil Bernoulli dilezity krok na cesté k éisel-
nému vyjadieni nejistoty. Z praktického hlediska byl vSak pozadovany pocet
pokusti pFili§ vysoky. Naptiklad pro r/s = 3/2 Bernoulli kladl » = 30, s = 20
a ukazal, Ze pri uskutecnéni 25 550 pokusi bude vice nez 1000krdt pravdépodob-
31/50 a 29/50, nez Ze padne mimo né ([29], str. 238). Podle (1.16) pak vypoci-
tal, ze pro ¢ = 10 000 by muselo byt uskutec¢néno alespon 31 258 pokusi a pro
¢ =100 000 dokonce 36 966.

Za timto prikladem a kratkym komentafem cely spis pomérné necekané
konéi. Jak poznamenal S. M. Stigler v knize [355], jednim z divodi mohl byt
pravé vysoky pocet pokusi. Hodnota 25 550 naptiklad pfevySovala pocet oby-
vatel Basileje; katalog hvézd, ktery sestavil anglicky astronom John Flamsteed
(1646—1719), obsahoval jen 3000 polozek. V piikladu, ktery uvedl na zadatku
této ¢asti, Bernoulli pfitom uvazoval vzorek 300 muzt. I kdybychom upustili od
pozadavku mordlni jistoty vyjadiené pomérem 1000/1001 a polozili naptiklad
jen ¢ = 1, pocet pokust spliiujici podminky (1.16) by stale pfesahoval 8400.

Jak jiz bylo zminéno, nazev ¢tvrté ¢asti spisu Ars conjectandi [29] avizoval
vyuZiti predchozi teorie v obcanskych, etickych a ekonomickych zdleZitostech. Ten-
to cil se Bernoullimu bohuzel nepodarilo splnit a jak o tom svéd¢i i jeho korespon-
dence s Leibnizem, absence redlnych numerickych ptiklada byla dalsim z da-
vodii, pro¢ spis nedokoncil a nevydal jiz za svého zivota. Bernoulli Leibnize
v dopisech opakované zadal o zaslani knizky [389] Johana de Witta (1625-1672)
o prednosti doZivotnich dichodi ve srovndani s diuchody vypovéditelnymi a o uve-
deni ptikladd z oblasti prava, v niz mu chybélo systematické vzdélani. Leibniz
Wittlv spis nenasel, jen Bernoullimu napsal, Ze by pro néj stejné nebyl pfilis
zajimavy (podrobnéji viz [361]). Je Skoda, Ze jej alespoii neupozornil na pojed-
néani [135], které v roce 1693 uveiejnil Edmond Halley (1656-1742) a které je
vSeobecné uznavano jako zaklad spravné teorie pojisténi diichodu; Halley navic
na rozdil od de Witta vychazel z redlnych dat, totiz z piehledu narozeni a tmrti
ve Vratislavi, ktery ziskal pravé diky Leibnizovi (viz [191] a [254]).

Inverzni pravdépodobnost

Bernoulli ve své vété i podminkach (1.16) pracuje se zndmou hodnotou
pravdépodobnosti p sledovaného jevu v jednotlivych pokusech. I kdyz se zda,
Ze mél ptivodné ambici odpovédét na otazku, jaké zavéry o pravdépodobnosti
daného jevu lze ucinit na zakladé provedenych experimentt, odpovédél v do-
kdzaném tvrzeni ,jen“ na otazku, jaké vysledky lze za danych podminek pri
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pokusech ocekavat. Zajimavou poznamku o feSeni tzv. inverzniho problému lze
nalézt v knize [137], kterou v roce 1749 vydal anglicky filosof a psycholog David
Hartley (1705-1757):

Genidlni pritel mne sezndmil s feSenim opacného problému, ve kterém ukd-
zal, jokd je v pripadé, Ze urcity jev p-krat nastal a gq-krdt menastal, nadéje,
Ze puvodni pomeér pricin pro uskutecnéni a meuskutecnéni jevu se bude od po-
meéru p ku q lisit o libovolnou danou hodnotu. A z tohoto TeSent je patrné, Ze
pro velky pocet pokust musi byt odchylka zanedbatelnd, coZ ukazuje, Ze mdme
Sanci rozhodnout [...] o nezndmgch p¥i¢indch na zdkladé dostateéného mnoz-
stui pozorovant jejich ucinki. ([137], str. 339)

Otéazka, kdo je onim genidlnim pritelem, jehoZ jméno neni v textu uve-
deno, je dodnes predmétem diskuse, ktera se rozhofela v 80. letech 20. stoleti
poté, co B. Singer upozornil v knize [347] na citovanou pasdZ z Hartleyova
spisu. S. M. Stigler v ¢lanku [353] vyjadril a podrobné zdivodnil ndzor, ze zmi-
fovanym piitelem byl Nicholas Saunderson (1682-1739) nebo Thomas Bayes
(1702(7)-1761); prvni jméno pfitom poklddal za t¥ikrat pravdépodobnéjsi nez
druhé. A. W. F. Edwards v ¢lanku [85] oponoval tim, ze Hartley nemusel chapat
inverzni problém v nasem smyslu, a pfiklonil se k nazoru, ze zminénym pritelem
byl Abraham de Moivre (1667-1754). A. I. Dale pak v ¢lanku [68] predlozil ar-
gumenty podporujici domnénku, ze se jednalo o Bayese. Dodejme, ze podobné
uvahy lze nalézt ve spise [129] Wilhelma Jacoba s’Gravesanda (1688-1742),
ktery vySel v roce 1736 a o kterém se zminime v ¢asti 3.2.2 (viz str. 131).

1.2.3 Klasicka definice pravdépodobnosti
Abraham de Moivre

Obvyklé znéni tzv. klasické definice pravdépodobnosti 1ze nalézt ve spisech
Abrahama de Moivrea (1667-1754), francouzského matematika zijiciho v An-
glii.5? V latinské praci De Mensura Sortis ... [244], kterd vysla v roce 1711
a jejiz plny nazev v prekladu zni: O mire nahody nebo o pravdépodobnosti jevu
v hrdch na ndhodé zaloZensjch, Moivre hned za piedmluvou pise: 53

Necht r je pocet pFipadi, ve kterjch néjaky jev miZe nastat, a s pocet
pripadi, ve kterych nastat nemuze; jak moznost, tak nemoznost jevu maji urcity
stupen pravdépodobnosti: mohou-li vsechny tyto pripady nastat stejné snadno,

52 Abraham de Moivre pochéazel z rodiny francouzského protestantského lékafe. Od roku
1681 studoval filosofii na protestantské akademii v Saumuru, kde se seznamil s Huygensovou
praci [160], od roku 1684 studoval matematiku a fyziku v Pafizi. Hned v nasledujicim roce
vSak byl zruSen edikt nantsky (viz pozn. 33 na str. 35) a Moivre byl po odmitnuti konverze
véznén v prevorstvi Saint-Martin. Po propusténi v roce 1688 uprchl do Londyna, kde zustal az
do konce zivota. Jako cizinci se mu nikdy nepodarilo ziskat misto na univerzité ani jiné stalé
zameéstnani, pfestoze byl vynikajicim a uznavanym matematikem, ¢lenem prednich védeckych
organizaci a mél pratele a znamé ve védeckych kruzich i ve vysoké anglické spole¢nosti. Svij
zivot tak prozil jako soukromy ucitel Slechtickych zaku; privydélaval si také poskytovanim
rad hazardnim hrac¢im a soukromym pojistovateltim a sachovou hrou. Podrobnéji viz ¢lanek
[322] I. Saxla a L. Ilucové nebo knihu [24] D. R. Bellhouse.

53Moivre znadil pocet piiznivych, resp. nepfiznivych p¥ipadi pismeny p, g. Znageni bylo
upraveno, aby odpovidalo pfedchozi ¢asti a aby nedochéazelo k zaméné s pravdépodobnosti.
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pak pravdépodobnost moznosti bude k pravdépodobnosti nemoznosti ve stejném
poméru jako r ku s. ([245], str. 215)
Pii vypoctech potom pracuje s pojmem ocekdvdni, ktery zavadi takto: za
vyse uvedenych podminek uvazujme dva hrace, A a B, ktefi hraji o pfedem
slozenou ¢astku a. Jestlize dany jev nastane, vyhraje ¢astku a hrac¢ A, jestlize
jev nenastane, vyhraje ji hra¢ B. Moivre fikd, Ze oCekavani hrace A, resp. B,
je ra sa
, resp. .
r+s r+s
My bychom dodali, Ze vyrazy (1.20) odpovidaji sou¢inu hodnoty vyhry a prav-
dépodobnosti, ze ji dany hrac¢ ziska, tj.

(1.20)

resp. (1.21)

r+s’ r+s’
kterd (az na nasobek konstantou) pfimo plyne z citované definice.

V tomto smyslu Moivre zavadi pojem ocekavani v anglicky psané knize The
Doctrine of Chances [245], kterd podstatné rozsifuje vysledky pojednéani [244].
Prvni vydani tohoto spisu vyslo v roce 1718 a jeho tvodni kapitola zac¢iné slovy:

Pravdépodobnost jevu je vétsi nebo mensi podle poctu moznosti, kdy na-
stane, ve srovndni s poctem vSech moznosti, pri nichZ nastane nebo nenastane.
Jsou-li tedy 8 moznosti, kdy jev nastane, a 2 moznosti, kdy nenastane, muze
byt pravdépodobnost, Ze jev nastane, odhadnuta cislem %, a pravdépodobnost, Ze
nenastane, % . Proto sectou-li se pravdépodobnosti uskutecnéni a neuskutecnént

jevu, bude soucet vidy roven jedné. ([245], str. 1)

Potom Moivre zavadi pojmy Sance a ocekdvdni:

[...] Sance pro nebo proti jsou imérné pocétu moZnosti, pri nichZ jev na-
stane nebo nenastane. Ocekdvani néjaké véci je odhadnuto hodnotou této véci,
vyndsobenou pravdépodobnosti jejiho ziskdns. ([245], str. 2)

V dalsich vydénich je za tvodni odstavec vlozeno jesté upresnéni, které jiz
predstavuje typickou formulaci klasické definice pravdépodobnosti:?*

Sestavime-li tedy zlomek, jehoz citatelem bude pocet moznosti, kdy jev na-
stane, a jmenovatelem pocet véech moznosti, kdy nastane nebo nenastane, bude

tento zlomek vhodnym stanovenim pravdépodobnosti uskutecnéni jevu.
([245], 2. a 3. vydani, str. 1)
Po zavedeni vyse uvedenych pojmi Moivre jiz v prvnim vydani hovoii o je-
jich vyuziti v oblasti pojistovani. Cenu pojisténi navrhuje stanovit tak, aby
byl pomér pojistného a pojisténého jméni roven pravdépodobnosti, ze bude
jmeéni ztraceno. Déle se potom zabyva zavislymi a nezavislymi jevy. Kromé ji-
ného odvozuje a vysvétluje na fadé prikladi, ze neni-li mezi dvéma jevy Zddnd
zavislost, vypocita se pravdépodobnost, Ze nastanou oba dva, jako soucin je-
jich pravdépodobnosti, a nastinuje moznost zobecnéni na libovolny pocet jevi.
Pravdépodobnost opa¢ného jevu pak pocita podle vyse uvedeného tvrzeni jako
doplnék do jedné.

54Ptedpoklad, Ze viechny piipady jsou ,stejné mozné“, zde Moivre na rozdil od pavodni
latinské verze explicitné neuvadi, provadéné vypocty mu vSak odpovidaji.
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Moivreovy matematické vysledky jsou popsany v citovaném ¢lanku [322]
a dale naptiklad v publikacich [24], [133] a [337]. Zde jen s vyuZitim dne$ni
terminologie uvedme, Ze jiz v latinské praci [244], publikované jesté pied vyda-
nim Bernoulliova spisu Ars conjectandi [29], Moivre zaved] binomické rozdéleni
Bi(n,p) (viz (1.11)) a dospél i k jeho limitnimu pfipadu pro p — 0, n — e
anp = A (pevné), tedy k rozdéleni Poissonovu Po()), kde pravdépodobnost, Ze
nahodna veli¢ina X nabude hodnoty m, je rovna Py(X = m) = (A™/m!)e ™.

7 hlediska Bernoulliova zakona velkjch ¢isel je velmi zajimavé pojednani
Approzimation Summam Terminorum Binomii (a+b)™ in Seriem, které Moivre
v roce 1733 v nékolika exemplafich vytiskl a rozdal prateltim; pozdéji tuto praci
prelozil do anglictiny a zaradil ji do druhého vydani spisu The Doctrine of
Chances [245] z roku 1738. Pro specidlni pfipad (1 4+ 1)", tedy pro p = 1/2,
Moivre odvodil aproximaci, kterou bychom mohli pfepsat ve tvaru

| t 4 tno e 4 [t o,
PllZ-—Z|< )~ ——_ e hndr=—— | e dy. 1.22
(” 2‘ \/ﬁ) \/27m/o \/277/0 v (122)

Bez dtikazu potom uvedl také vztah pro asymetrické binomické rozdéleni, tedy
pro p # 1/2, a jako limitni pfipad odvodil rozdéleni normalni. PouZival rovnéz
De Moivreovu-Laplaceovu vetu, kterou bychom dnes zapsali takto:

x pq 4 t722
P ‘——’<2t )%/ v dy . 1.23
(n R ey (1.23)

Na zavér dodejme, ze do druhého vydéni spisu [245], které vyslo v roce
1738, Moivre zaradil také rozsahlé pojednani o zivotnim pojisténi.

Thomas Bayes

Na konci ¢asti 1.2.2 jsme se zminili o diskusi na téma, kdo jako prvni pri-
Sel s myslenkou inverzni pravdépodobnosti. Jak v8ak zdtraznil Andrew I. Dale
v knize [69], na metodé jejitho nalezeni ma prece jen zcela zasadni zasluhu Tho-
mas Bayes (1702(?)-1761).55 Véta, ktera nese jeho jméno, je navic dilezita pro
epistemologické interpretace pravdépodobnosti. Vénujme proto této osobnosti
nékolik odstavci.

T roky po Bayesové smrti vyslo zdsluhou Richarda Price (1723-1791)
v Casopise Philosophical Transactions jeho pojednani FEssay towards Solving
a Problem in the Doctrine of Chances [17], které zac¢ina slovy:

Je dano, kolikrdt se nezndmy jev uskutecnil a neuskutecnil: PoZadovdna
je Sance, Ze pravdépodobnost jeho uskutecneni v jednotlivém pokusu leZi mezi
libovolnymi dvéma stupni pravdépodobnosti.

Potom Bayes uvadi ponékud nezvyklou definici pravdépodobnosti:

Pravdépodobnost néjakého jevu je pomér mezi hodnotou ocekdvant, zdavise-

jict na uskutecnéni tohoto jevu, a hodnotou véci pri uskutecnéni ocekdvané.®®

([17], str. 376)

55Thomas Bayes studoval teologii na univerzité v Edinburku a pozdéji piisobil jako presby-
teridnsky duchovni v anglickém méstecku Tunbridge Wells. Byl také uznavanym matemati-
kem. Podrobné informace o Bayesové zivoté a dile lze nalézt v knize [68] A. I. Dalea.

56 Jako bychom tedy hodnoty (1.20) vydélili &islem a.
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Hlavnim vysledkem Bayesova spisu je odpovéd na otdzku uvedenou v tvodu,
kterou miizeme s vyuzitim dnesniho znaceni vyjadrit takto: predstavme si, ze
bylo provedeno n [nezavislych] pokust, pfi kterych m-krat nastal uréity jev A
a (n —m)-krat nastal jev opacény. Predpokladejme, Ze v kazdém z pokust byla
pravdépodobnost uskuteénéni tohoto jevu rovna téze hodnoté = (apriorni prav-
dépodobnosti), kterd je neznama, ale kterou povazujeme za ndhodnou veli¢inu
s rovhomérnym rozdélenim na intervalu [0, 1]. Potom pro libovolna x;, a2, kde
0<z <z <z <1, plati:

T
/ ™1 — )" "dx

2 . (1.24)
/ ™1 —x)" "dx

0

P(ry <z <z9|m,n)=

Pierre Simon de Laplace

Dulezity meznik ve vyvoji klasické teorie pravdépodobnosti predstavuje
kniha Théorie analytique des probabilités [208] z roku 1812, v niZ francouz-
sky matematik a fyzik Pierre Simon de Laplace (1749-1827)57 shrnul jednak
své vlastni drivejsi vysledky, jednak dulezité vysledky svych predchudct. Do
druhého vydani, které vyslo o dva roky pozdé&ji, Laplace navic zaradil rozsdhlou
avodni stat Essai philosophique sur les probabilités, kterou téhoz roku vydal
i jako samostatnou publikaci [209]. Zde popsal zékladni pojmy, vysledky i fi-
losofické problémy téméi bez pouziti matematickych vzorci a své mySlenky
tak zpfistupnil SirsSimu okruhu ¢tenafi. Uvedme nejprve Laplaceovu definici
pravdépodobnosti, z niz se stala nejcastéjsi formulace tzv. klasicke definice:

Teorie pravdépodobnosti spocivd v redukci vsech jevu, které mohou nastat
v dané€ situaci, na jisty pocet stejné mozniych pripadi, to je takovych, Ze jejich
uskutecnéni je stejné nejisté, a ve stanoveni téch pripadu, které jsou priznivé
jevu, jehoZ pravdépodobnost hleddme. Pomeér tohoto ¢isla k poctu vsech moznych
pripadu je mira pravdépodobnosti, kterd je zlomkem, v jehoZ citateli je pocet
priznivijch pFipadi a ve jmenovateli je podet vsech pripadi.  ([208], str. 178)
7Z této definice pak Laplace odvozuje fadu tvrzeni. Prvni zni takto:

Pravdépodobnost jevu, sloZeného ze dvou jevi jednoduchych, je rovna sou-
¢inu pravdépodobnosti jednoho z téchto jevi a pravdépodobnosti, Ze nastane-li
tento jev, nastane i druhgy. ([208], str. 181)

V dnesnim znaceni:
P(EyNEy) = P(Ey) P(Es|Ey). (1.25)

Potom Laplace pokracuje: Pravdépodobnost budouciho jevu, vyvozend z ur-
¢itého pozorovaného jevu, je podilem pravdépodobnosti jevu sloZeného z téchto

57Pjerre Simon de Laplace zac¢al studovat teologii na univerzité v Caen, pfed dokonéenim
studia, v roce 1767, vSak odesel do Pafize za Jeanem d’Alembertem a zacal se naplno vénoval
matematice. Zanedlouho byl jmenovan profesorem matematiky na Ecole Militaire a zac¢al
produkovat velké mnozstvi pozoruhodnych matematickych praci. Ve 24 letech byl zvolen
¢lenem paiizské akademie; od roku 1795 vyucoval na nové zalozené Ecole Normale.



49

dvou jevu, urcené a priori, a pravdépodobnosti pozorovaného jevu, rovnéz ur-
cené a priori.

Pouzijeme-li opét dnesni zapis, pak toto tvrzeni mizeme vyjadrit vztahem:
P(H|E)=PHNE)/P(E). (1.26)

Patrné nezavisle na Bayesové stati [17] Laplace dale dospél k nésledujici
formulaci tzv. Bayesovy véty pro diskrétni ndhodnou veli¢inu:

Miize-li byt pozorovany jev vysledkem pusobeni k rizngch pricin [...], po-
tom je pravdépodobnost pusobeni libovolné z mich rovna zlomku, v jehoZ cCi-
tateli je pravdépodobnost pozorovaného jevu, plynouci z dané priciny, a ve
Jmenovateli je soucet vsech obdobnych pravdépodobnosti pro vsechny priciny.

([208], str. 182)

V dnesnim znaceni:

P(E|H;)
(E|H,) + P(E|H3) + -+ P(E|Hy)’

P(H;|E) = (1.27)
P

kde H; znaci hypotézu, ze ptisobila pric¢ina i, F je dostupna evidence, tedy po-
zorovany vysledek. P¥itom se predpokladd, Ze apriorni pravdépodobnosti P(H;)
vSech pfi¢in jsou stejné. Laplacetiv dikaz vychazi ze vztahu (1.26) pro H = H;,
kde se na zdkladé (1.25) polozi P(H; N E) = P(H;) - P(E|H;) a za P(E) se
dosadi soucet téchto pravdépodobosti. Jsou-li vSechny pric¢iny a priori stejné
mozné, je P(H;) = 1/k, a proto plati (1.27). Jestlize tento predpoklad vypus-
time, dostaneme ihned obvykly tvar Bayesovy véty (viz éast 1.40, str. 60):

P(E|H;)P(H;)
(E|Hy)P(Hy) + P(E|Hg)P(Hz) + - - - + P(E|Hy) P(Hy)

P(H|E) = 3 . (1.28)

Ve stati [209] Laplace explicitné uvadi:

Jsou-li tyto ruzné priciny, uvaZované a priori, ruzné pravdépodobné, pak
misto pravdépodobnosti vysledku, plynouci z urcité priciny, je treba uwvaZovat
soucin této pravdépodobnosti s moznosti priciny samotné. ([209], str. 10)

O pravdépodobnosti ur¢itého budouciho jevu B potom Laplace tvrdi:
P(B|E) = P(B|H1)P(H1|E) +---+ P(B|Hy)P(Hy|E) . (1.29)

Pfipometime, Ze tvrzeni o platnosti vztahu (1.28) se zahy zacalo oznacovat
jako véta o pravdépodobnosti piicin. Pro ilustraci uvedme nésledujici piiklad:
predpokladejme, Ze urcity pocet chorob C1, Cs, ..., Ckx miZe byt spojen s urci-
tymi symptomy Sy, So, ..., S,. Pacient, u néhoz byl pozorovan symptom S, ,
navstivi lékare. Predpokladejme, Ze u kazdé nemoci je zndma pravdépodobnost
P(S;|C;), ze se u pacienta s nemoci C; projevuje symptom S;. Otazkou je, jaka
je naopak ,inverzni“ pravdépodobnost, Ze pacient trpi uréitou nemoci Cj, je-li
u néj pozorovan priznak S,,, tedy pravdépodobnost P(C;|Sy,). Odpovéd déva
vzorec (1.28), kde E je dostupné evidence, tedy skutecnost, Ze se u pacienta
projevuje symptom S,,, a H; je hypotéza, ze pri¢inou je nemoc C;.
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Dodejme, Ze dnes je tento vzorec zdkladem tzv. teorie bayesovskych metod,
ktera mé bohaté praktické aplikace a je vSeobecné povazovana za uzitecny
statisticky nastroj; na druhé strané ma vsak také své odpurce, kteri poukazuji
pfedevsim na problém s apriornimi pravdépodobnostmi P(H;), jez jsou ¢asto
neznamé a jejich odhad byva vice ¢i méné subjektivni.®®

Pro spojitou ndhodnou veli¢inu Laplace odvodil vzorec, jehoz specialnim
pifpadem je vztah (1.24):59

o 1
P(ry<z<ux|E)= / ydx // ydz | (1.30)
Ty 0

kde z je nezndma pravdépodobnost uréitého jednoduchého jevu (naptiklad
pravdépodobnost, ze pii libovolném z n opakovani urcitého pokusu nastane
jev A — viz str. 48) a y je pravdépodobnost pozorovaného vysledku E pro da-
nou hodnotu z (napf. y = (")a™(1 — 2)"™). Laplace pfitom opét vychazi
z predpokladu, Ze vSechny hodnoty = € [0,1] jsou stejné mozné. Vzapéti po-
znamenava, %e kdyby tento predpoklad splnén nebyl, vynasobila by se funkce
y v obou integralech funkci w proménné z, vyjadrujici jeji pravdépodobnost.
Stejny vysledek bychom vsak dostali i v pfipad€, Zze bychom vysli z predpokladu
rovnomeérného rozdéleni a soucéin yw bychom povazovali za pravdépodobnost,
Ze nastanou soucasné dva nezavislé jevy, jejichz pravdépodobnosti jsou y a w.
Proto Laplace rovnomérnost rozdéleni predpoklada i nadale.

Pozdéji odvozuje také vztah pro celkovou pravdépodobnost budouciho vy-
sledku (nap¥. pravdépodobnost, Ze v pfistim pokusu nastane jev A), jehoz
pravdépodobnost pro danou hodnotu z je rovna z (viz [208], str. 394):

P (B|E) :/01 zydm//olydx . (1.31)

Vyuziti vzorce (1.31) Laplace ilustruje ptikladem, v némz hleda pravdépodob-
nost, ze pii nasledujicich m pozorovéanich nastane pokazdé urcity jev A, nastal-li
zatim pii kazdém z n pozorovani:

1 1
/ "z dx / ™ty nal
P(B|E) =22 =40 = (1.32)

1 1 T om4n+1
/ x"dx / x"dx
0 0

Ve stati [209] Laplace v souvislosti s timto tématem uvadi znadmy piiklad,
k némuz se vratime jesté v ¢asti 3.2.2 (viz str. 133): Jestlize v uplynulych 5000
letech, tedy celkem 1 826 213krat, kazdy den vyslo slunce, pak je pravdépo-
dobnost, Ze vyjde i zitra, rovna 1 826 214/1 826 215.

580 Laplaceovych vysledcich souvisejicich s problémem inverzni pravdépodobnosti se lze
docist v citované Daleové knize [69] nebo v ¢lanku [65] M. Cihéka.

59Laplace psal pouze podil integrali se slovnim popisem mezi; levou stranu rovnice se
zapisem podminénych pravdépodobnosti jsme doplnili pro nazornost. Viz [208], str. 363.
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1.2.4 Axiomaticka definice pravdépodobnosti

Hlavni potiz klasické definice pravdépodobnosti spociva v tom, Ze pfedpo-
klada, ze vSechny vysledky jsou ,stejné mozné“, pritom se vsak nélezité nede-
finuje, co to znamena. K rozhodnuti o tom, zda pfipady jsou stejné mozné ¢i
nikoli, se ¢asto pouziva princip, oznacovany jako princip nedostatecného duvodu
(tento vyraz pouzil J. von Kries v knize [199]) nebo téZ princip indiference (viz
knihu [193] J. M. Keynese), podle néhoz se jevy povazuji za ,stejné mozné®,
neni-li divod predpokladat, ze jeden nastane snaze nez jiny. Tuto myslenku
lze objevit jiz u J. Bernoulliho (viz ¢dst 1.2.2) a potom explicitné u P. S. de
Laplace. Bohuzel, jeji pouziti vede k fadé paradoxti, kdy lze na zakladé prin-
cipu indiference odvodit pro jeden jev vice raznych hodnot pravdépodobnosti.
Jednim z nich je tzv. Bertrandiv paradozr, o némz je pojednano v Casti 6.2.3.

Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov

Vseobecné uznanym vychodiskem se nakonec stala axiomatickd definice,
kterou ve spise Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung [196] z roku
1933 publikoval Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov®® a diky niz také byla teorie
pravdépodobnosti pfijata jako plnohodnotnd matematicka disciplina. Pfitom je
tfeba pripomenout, Ze tato kniha byla zavrsenim vyvoje teorie miry a pravdé-
podobnosti prvni tfetiny 20. stoleti a lze v ni spatfovat urcitou syntézu praci,
které v uvedené dobé zvefejnili kromé jinych Emile Borel (1871-1956), Maurice
Fréchet (1878-1973), Francesco Cantelli (1875-1966), Alexandr Alexandrovi¢
Cuprov (1874-1926), Paul Lévy (1886-1971), Hugo Steinhaus (1887-1972),
Stanistaw Ulam (1909-1984) a Richard von Mises (1883-1953).6! Uvedme zde
puvodni znéni Kolmogorovovy definice:

DEFINICE (KOLMOGOROV). Bud E mnozina proki £,m,1, . . ., které se nazgvaji
elementdrni jevy [elementare Ereignisse], a § mnoZina podmnoZin mnoZiny E;
proky mnoziny § se v dalsim budou nazyvat nahodné jevy [zufillige Ereignisse].
1. § je mnoZinové téleso.?
II. § obsahuje mnoZinu FE.
III. KaZdé mnoziné A z § je pfifazeno nezdporné redlné cislo P(A). Toto
¢islo P(A) se nazgvd pravdépodobnost (Wahrscheinlichkeit) jevu A.
Iv. P(E)=1.
V. Jsou-li A a B disjunktni, pak plati P(A+ B) = P(A) + P(B).

60 Andrej Nikolajevié Kolmogorov (1903-1987) studoval na moskevské univerzité matema-
tiku, metalurgii a ruskou historii. Po absolutoriu v roce 1925 piusobil ¢tyfi roky jako aspirant
u Nikolaje Nikolajeviée Luzina (1883-1950), potom nastoupil jako védecky pracovnik do
Ustavu matematiky a mechaniky moskevské univerzity. V roce 1931 podnikl studijni cestu
do Némecka a Francie a ziskal profesuru na moskevské univerzité. V roce 1933 byl jmenovan
feditelem zminéného Ustavu matematiky a mechaniky, o dva roky pozdéji se stal vedou-
cim nové zalozené katedry teorie pravdépodobnosti. Od roku 1938 navic vedl oddéleni teorie
pravdépodobnosti v Matematickém ustavu V. A. Stéklova Akademie véd SSSR.

61Podrobnéji o této problematice pojednavaji G. Shafer a V. Vovk v ¢lanku [333].

627j. §# 0 a pro libovolné dvé mnoziny A, B € § je rovnéz AN B, AUB, A\ B € §; pro
prunik, sjednoceni a rozdil mnozin Kolmogorov pouzival tehdy obvyklé znaceni AB, A+ B
a A — B. Uvédomme si, ze podminky I a II fikaji, ze § je algebra podmnozin mnoziny E.
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VI. Pro klesajici posloupnost Ay D Ay D --+ D A, D --- jevi z §, kde
D, A, = 0,5 plati rovnost lim P(A,,) = 0.
Soustava mnoZin § spolu s urditym pritazenim éisel P(A), spliiujict axiomy
L-VI., se nazyjvd pravdépodobnostni pole (Wahrscheinlichkeitsfeld).5*

Po zavedeni axiomu VI Kolmogorov dokazuje vétu o spocetné aditivité, kte-
rou lze v dnes$nim znaceni piepsat takto: Jestlize A1,..., A,,... €§, U, 4An €F
a A; # A; pro v8echna i # j, potom plati: P(J,_; A,) = ._; P(An).

Pak poznamenéva, ze definici lze jednoduse vyjadrit slovy:

Bud E libovolnd mnozina, § téleso podmnoZin mnoZiny E, které obsahuje
mnozinu E, a P(A) nezdpornd iplnd aditivni mnoZinovd funkce [tj. o-aditivni
mira] definovand na §; téleso § spolu s mnoZinovou funkci P(A) pak tvoii
pravdépodobnostni pole. ([196], str. 15)

Nakonec Kolmogorov dokazuje, ze kazdé pravdépodobnostni pole (§F, P) lze
jednozna¢né rozsifit na pravdépodobnostni pole (Bg, P), kde B je Borelovo
teleso, tj. téleso uzaviené také na spocCetna sjednoceni; na tato télesa se pak
v dal$im omezuje. DneSnimi slovy bychom tedy mohli Fici, Ze popsanym zpti-
sobem se Kolmogorov dostal k obvyklému zavedeni pravdépodobnosti jako re-
alné funkce definované na o-algebie § podmnozin mnoziny F, ktera pro A € §,
A1, Ag, ... €5, kde A; N A; = 0 pro vSechna ¢ # j, spliiuje podminky:

P(E)=1; P(A)>0; P ( O AZ-) = f:P(Ai) . (1.33)
=1 =1

Prvni ohlasy

V roce 1934 vysly dvé pochvalné recenze Kolmogorovovy knihy [196]. Prvni
z nich byla otisténa v referativnim casopise Zentralblatt fiir Mathematik a jeji
autor, soukromy docent na univerzité v Kielu Willy Feller (1906-1970), zde
kromé jiného vyzdvihl, Ze Kolmogorov vystavél teorii pravdépodobnosti axi-
omaticky, v plné obecnosti, bez mezer a jako soucést teorie miry.%® Druhou
recenzi napsal Henry Lewis Rietz (1875-1943), profesor matematiky na uni-
verzité v Iowé, pro Casopis Bulletin of the American Mathematical Society. Ri-
etz je ponékud opatrnéjsi, praci vsak hodnoti kladné a poznamenava, ze podle
jeho nazoru pfispéje k zajisténi logictéjsiho vijvoje teorie pravdépodobnosti.
Dalg{ recenzenti, némecti matematikové Gustav DoetschS” (1892-1977) a Karl
Dorge® (1899-1977), byli spise neutralni a poukazovali na pravé vydany spis
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung [373] Erharda Torniera (1894—
1982), ktery mél blize k Getnostnimu pojeti a nepozadoval axiom spocetné
aditivity — podrobnéji viz [142].9

63 Timto symbolem Kolmogorov znaéi mnozinovy souéin A1 As ... A, ..., tj. pranik N, An-

64[196], str. 2 (axiomy I-V) a str. 13 (axiom VT).

65Viz Zentralblatt fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete 7 (1934), str. 216.

66Viz Bulletin of the American Mathematical Society 40 (1934), str. 522-523.

67Viz Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 45 (1933), str. 153.

68Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 59 (1933), str. 1152.

89 Tornier v té dobé piisobil na univerzité v Kielu, kam piisel v roce 1929 jako suplent za
mimofadného profesora Roberta Schmidta (1898-1964). Od roku 1933 se jako ¢len NSDAP
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7 prvnich védeckych ¢lankt, jez se explicitné hlasily ke Kolmogorovovym
Grundlagen [196], zde uvedme pojednéni, kterd v roce 1934 vydali Zbigniew
Lomnicki and Stanistaw Ulam ([217]), Eberhard Hopf ([143]) a Joseph L. Doob
([77], [78]). Koneéné poznamenejme, Ze prvni uéebnici zalozenou na Kolmogo-
rovové axiomatice byla kniha Random Variables and Probability Distributions
[58], kterou v roce 1937 vydal Harald Cramér (1893-1985), profesor pojistné
matematiky a matematické statistiky na univerzité ve Stockholmu. Z Kolmo-
gorovovych axioml vychdzela také ucebnice Kurs teorii verojatnostej [122] so-
vétského matematika a logika Valerije Ivanovice Glivenka (1897-1940), vydana
v roce 1939, a v povaleéném obdobi pak dalsi Cramérova kniha Mathematical
Methods of Statistics [59], ucebnice Kurs teorii verojatnostej [124] Kolmogo-
rovova zdka Borise Vladimirovice Gnedenka (1912-1995) ¢i kniha Probability
Theory [213], kterou v roce 1955 vydal matematik a statistik Michel Loeve
(1907-1979). V nasledujicich letech se pak Kolmogorovova axiomatické teorie
stala takika nedilnou soucasti vysokoskolské vyuky teorie pravdépodobnosti.

Ohlasy v ¢eskych zemich: Karel Rychlik

V kontextu predchoziho odstavce je velmi zajimavy pohled do ¢eskych zemi
30. let 20. stoleti. Na uvefejnéni Kolmogorovovy axiomatiky takika okamzité
zareagoval Karel Rychlik (1885-1968),7 ktery jako fadny profesor prednasel
Pocet pravdépodobnosti na prazské technice a k tomu jako soukromy docent vy-
pisoval vybérové prednasky zejména z oblasti algebry a teorie ¢isel na prazské
univerzité.”! Pied zah4jenfm zimniho semestru skolniho roku 1933 /34 zrusil pti-
vodné vypsanou univerzitni vybérovou prednasku z linearni algebry a nahradil
ji prednaskou Uvod do poctu pravdépodobnosti (se stanoviska aziomatického).
Prednéasku s podobnym nazvem, Pocet pravdépodobnosti s hlediska axiomatic-
kého, na univerzité vypsal také v zimnim semestru Skolniho roku 1936/37.

V roce 1936, jesté pred vyddnim Cramérovy uéebnice [58], byla do vydava-
telského programu JCMF zafazena Rychlikova skripta Uvod do poctu pravdé-
podobnosti [313],? zalozena na Kolmogorovové axiomatické teorii; tiskem tato
kniha vysla v roce 1938. Poznamenejme, ze Rychlik zde nejprve zavadi zakladni

aktivné podilel na nacifikaci kielské univerzity a upozornénim na ,nearijsky“ ptvod prispél
i k nucenému odchodu W. Fellera, s nimz do té doby tizce spolupracoval. Feller potom pisobil
v Kodani, ve Stockholmu (u H. Craméra) a Lundu a v roce 1939 emigroval do USA.

70Karel Rychlik studoval v letech 19041907 matematiku a fyziku na filosofické fakulté
Geské univerzity v Praze, akademicky rok 1907/08 pak stravil jako student na pafizské Sor-
bonné. Po navratu slozil zkousky ucitelské zptisobilosti pro ucitelstvi na gymnaziich a redl-
kach. Od roku 1909 pusobil jako asistent na prazské univerzité, kde ve stejném roce ziskal
doktorat z matematiky a kde se o tfi roky pozdéji habilitoval. Od roku 1913 pusobil jako
placeny asistent na ¢eské technice v Praze, kde byl po vypuknuti prvni svétové valky pové-
fen konanim zadkladnich kurzovnich pfednasek z matematiky a jednosemestralni prednasky
0 poc¢tu pravdépodobnosti pro studenty pojistné matematiky. V roce 1920 byl na technice
jmenovan mimoradnym profesorem, v roce 1923 se pak stal profesorem fadnym; tvodni mate-
maticky kurz i pocet pravdépodobnosti zde vyucoval az do uzavieni vysokych skol na pocatku
druhé svétové valky. Podrobnéji viz autor¢inu monografii [161].

71V roce 1931/32 se jeho vybérova prednaska na univerzité poprvé tykala pravdépodob-
nosti: na letni semestr vypsal pfednasku Pocet pravdépodobnosti (Misesova teorie), kterd
byla patrné inspirovana nedévno vydanou Misesovou knihou [243].

72Viz CPMF 66 (1937), str. D57.
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pojmy (elementérni jev, mnozina elementérnich jevii aj.) pomoci teorie mnozin,
potom se kratce zabyva klasickou definici pravdépodobnosti. V dal$im se obraci
k axiomim pro rozlozeni pravdépodobnosti v mnozinovém télese, pak se vénuje
zobrazeni a ekvivalenci pokust, dale podminéné pravdépodobnosti a odvozeni
Bayesovych vzorct, nezavislosti rozkladi a ndhodnych jevii, pojmim matema-
tické nadéje, rozptylu a vytvorujici funkce. Potom se Rychlik zabjva spojitym
rozlozenim pravdépodobnosti na p¥imce (neobjevuje se zde vSak pfimo pojem
spojité ndhodné velifiny), spocetnym rozlozenim pravdépodobnosti a zdkonem
velkych ¢isel. Zbyvajici ¢ast spisu je vénovana posloupnostnim modelim pro
rozlozeni pravdépodobnosti a jejich aplikacim. V dodatku Rychlik uvadi pre-
hled zékladnich pojmil teorie mnozin; uziteény je i zavérec¢ny, velmi podrobny
seznam literatury. Oproti Kolmogorovové védecké praci [196], kde bylo zadouci
podat teorii v plné obecnosti, se Rychlik omezuje v podstaté jen na konecné
mnoziny, a tedy axiomy I-V; to je vSak dano odlisSnym tcelem prace.

Je tifeba zduraznit, ze Rychlikova kniha byla svou aktudlnosti v tehdejsi
Ceské literature zcela ojedinéla a ojedinélou jesté pomérné dlouho zustala.
Kromé toho, ze zdhy po jejim uvefejnéni zpfistupnila studentim Kolmogo-
rovovu axiomatickou teorii pravdépodobnosti, spociva jeji pfinos i v tom, ze
vedle Kolmogorovovy abstraktni a skutec¢nosti ponékud vzdalené teorie vénuje
pomérné velkou pozornost také o néco starsi a v té dobé jiz pfevazné kritizované
teorii Misesové a ukazuje jeji pouzitelnost v praktickych aplikacich.

Zahy po vydani skript [313] vysla velice podrobna a pochvalné recenze, kte-
rou napsal Rychlikiiv asistent na technice Otomar Pankraz (1903-1976), jenz
zde ocenil jak Rychlikovo zpracovani problematiky, tak i Kolmogorovovo po-
jeti. Vyzdvihl zde napfiklad samotnou definici ndhodného jevu jako mnoziny
elementarnich jevii, popsal Rychlikovy axiomy a jeho posloupnostni model roz-
lozeni pravdépodobnosti a kromé jiného poznamenal: Prikaznost novych metod
jest nespornd a zdlezi nyni na didaktickych vykladech, které by nejjednoduseji
umoznily presunouti mysleni ze starsich forem k novym smérum. To jest jiz jen
otdzkou skol a jest sympatické, ze Ceské vysoké uceni technické v Praze tyto
nové metody podporuje. Spis prof. Rychlika, ackoli jest skromné oznacen jako
Uvod, poddvd na cetnyjch mistech pivodni autorovy wwahy a naznacuje, v jakém
sméru jest mozno studium p. p. prohloubiti.”

Otomar Pankraz

V letech 1939 a 1940 vydal Otomar Pankraz dvojici ¢lankd [P28] a [P30],
v nichZ Kolmogorovovu definici kritizoval a piedstavil vlastni axiomatiku za-
loZzenou na pojmu podminéné pravdépodobnosti. Nezavisle na Pankrazovi po-
dobnou axiomatickou definici o fadu let pozdé&ji predstavil Karl Popper (1902—
1994) a Alfréd Rényi (1929-1970). Myslenka, ze pravdépodobnost by méla byt
definovana jako dvouargumentové funkce, je ziva i na pocatku 21. stoleti; vyse
zminéné Pankrazovy prace vSak v SirSich kruzich ztstaly téméf neznamé. Po-
drobnéji je o této problematice pojednano v ¢asti 8.2.2.74

T3CPMF 67 (1938), D301-D303; citovany odstavec na str. D303.
T4 Pogatktim axiomatizace pravdépodobnosti v éeskych zemich je vénovan autoréin ¢lanek [163]
astat [39] S. Bilové, L. Mazliaka a P. SiSmy; o Pankrazové piispévku piSe rovnéz F. Fabian (viz [91]).
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