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Ú v o d . 

Z prvního ročníku znáte některé logloké operaoe, jako je negaoe výroku, 
Implikaoe (z Á plyne 8) atd. Zopakujme to stručně a připojme některé doplň-
ky. Sloven "výrok" rošumíme tvrtění, které "má smysl", tj. je buito pravdivé 
nebo nepravdivé. lapříklad 3 <5 (slovyt tři je meněi neš pět) je výrok, a 
to pravdivý; 3 >5 je rovněš výrok, a to nepravdivý. Vaproti tomu nesmyslné 
spojení alov nenazýváme výrokem. Také např. věta tázaol nebo rozkazovaol (Kde 
jsi byl? Přines mi vodul) není výrokem v naěem smyslu. Místot výrok je pravdi-
vý - nepravdivý, budeme také říkat, Se platí - neplatí. Hegaol výroku A (znak 
/nm A) nazýváme výrok, který má opačnou "pravdivostní hodnotu" než výrok A . 
To znamená, Se je-li A pravdivý, je A nepravdivý, je-li A nepravdivý, 
je num, A pravdivý výrok. K libovolnému výroku A vědy mohu sestrojit jeho ne-
gaoi tvrzením "není pravda, Se A " . 

Máme-li dva výroky A , 3 , jsou moSné tyto čtyři případy: 
I . A platí, 3 platí» 
II. A platí, 3 neplatí i 
III. A neplatí, 3 platí» 
17. A neplatí, 3 neplatí. 

Zavedeme nyní nové výroky sestrojené z A , 3 . Výrok "A a 3" bude znamenat 
tvrzení, Se platí A i 3 . Je to tedy výrok, který platí v případě I, nepla-
tí v ostatníoh případeoh. Budeme jej zapisovat latinskou spojkou: A U 3 . 
Yýrok "buito A nebo 3 " bude znamenat tvrzení, Se platí aspoň jeden z výroků 
A, 3 . Je to tedy výrok, který platí v případeoh I, II, III, neplatí v přípa-
dě 17. Budeme jej zapisovat: 

Dalfií výrok je "A implikuje 3 ", znak A ^ 3 . Tím rozumíme výrok, kte-
rý tvrdí, Se nenastává případ II (tj. případ, kdy "premisa" A platí a "závěr" 
neboli "these" 3 neplatí). 

Implikaoe tedy platí tehdy a jen tehdy, kdyS bui-
to A neplatí nebo 3 platí. Tedy lze implikaoi A =^3 psát také: {num, A) 

3 , takže se implikaoe dá psát pomooí "non" a "vel". Přesto se implikaoe 
zavádí jako zvláfitní operaoe, protože se velmi často vyskytuje. Historioký vý-
voj způsobil, že se implikaoe 

A ^ 3 často vyslovuje slovy "z A plyne 3 " 
nebo "platí-li A , platí 3 ", "je-li A , je 3 " apod. Musíme vSak přitom 
přesně dbát definioe implikaoe. Například implikaoe "je-li 2x2 = 5 , je Yáo-
) V češtině se uSívá v běSné řeči slov "buito - anebo" ve dvojím smyslu. 
Latina má dvojí výraz: vel a aut - aut. Rekneme-li: "Student vyřešil úlo-
hu velmi vtipně; buito je velmi nadaný nebo se s touto úlohou uS někde 
setkal", jistě nemyslíme na to, Se by se tyto dvě moSnosti vylučovaly. 
V tomto případě se v latině užije slova vel. fiekneme-li vSak: "Dnes večer 
buito zůstanu doma nebo půjdu do divadla", jde zřejmě o dvě moSnosti, kte 
ré se vylučují. Zde by se v latině užilo slov aut - aut. 
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lav pape2emn platí, at Václav papežem je či není, protože premisa neplatí; 
naproti tomu implikaoet "je-li Z x Z = k , je Václav papežem" platí právě 
tehdy, je-li Váolav skutečně papežem. Účelnost naši formulaoe implikace vy-
svitne např. z této věty o transitivnosti uspořádáni reálných čísel: 

Pro každou trojici reálných čísel x , -y, /*/ (nemusí být navzájem různá) 
platí implikaoet 

( ( j c ^ (Ap^/xs)) ==> (Jt<.a,) . 
Při jiné definici implikaoe byohom sotva dovedli tuto větu tak jednoduše vy-
slovit. 

Vlte, že implikaoe A =^3 znamená něoo jiného než 3 . víte však 
také, že znamená totéž jako (/nav}) => Ostatně to plyne 
ihned taktot Implikace (montb) (/rum» znamená: ( J ) ) /iâ  
neboli (jelikož 3 je zřejmě negaol výroku /n*n,3) $ *»<J/ A) t což je prá-
vě definioe • Ještě se někdy definuje tzv. ekvivalenoe dvou výrokůt 
A <í=*3 ; to je výrok, který platí tehdy a jen tehdy, jestliže bulto oba výro-
ky A, 3 jsou pravdivé nebo oba nepravdivé (to jsou případy I, IV naší ta-
bulky). Proto čteme tuto ekvivalenoi často též takto: A platí tehdy a jen 
tehdy, platí-li 3 . Zřejmě znamená totéž jako A <=S>3 . Ekvivalenoe 
tedy neplatí tehdy, když bucLto nastává případ II (A tí t oož znamená 
nepravdivost implikace A =^3 , nebo když nastává případ III (S>**NM)) F 

oož znamená nepravdivost implikaoe 3 . v ostatních přlpadeoh ekvivalen-
ce platí. Ekvivalenoe A tedy neplatí tehdy a jen tehdy, když aspoň 
jedna z implikaol A =P 2 , 3 ^ A neplatí; jinak řečeno: ekvivalenoe 
A =^3 platí tehdy a Jen tehdy, platí-li obě implikace A ==̂ 3 , 3 . 
Máme-li tedy dokázat ekvivalenoi A <$==>2> , musíme (a stačí) dokázat obě im-
plikaoe j místo druhé z nioh můžeme napsat také SNWV A 

mxrrv 3 . Tedy ekvivalenoe A^=£3 platí tehdy a jen tehdy, platí-li 
tyto dvě implikaoe: Je-li A , je 3 j není-li A , není 3 . 

V matematioe se Často vyskytuji seskupeni slov (nebo znaků), která vy-
padají na pohled jako výroky, ale ve skutečnosti výroky nejsou. Vapř.t 
x >3 , slovy " jc je větší než 3 M není výrok (ani když se domluvíme, že 
symbol x znamená reálné číslo), nebot dokud nevíme, které číslo znamená 
symbol , nemůžeme mluvit o pravdivosti či nepravdivosti věty " je vět-
ší než 3 ". lak např. pro x = S dostaneme pravdivý výrok 3 > 3 , 
pro Jc m Z nepravdivý výrok Z > 3 . Z takovýchto zdánlivýoh "výroků" (ří-
ká se jim někdy "výrokové funkoe") lze vytvořit skutečné výroky pomocí tzv. 
kvantifikátorů, o kterých si nyní promluvíme. 

Beoht 5(JT) je určitá vlastnost "věoi" , přičemž JC může být kte-
rákoliv věc jistého oboru, který je stanoven. Potom znakem V S(x) rozumí-JC 
me výrok "všeohna JC našeho oboru mají vlastnost «S(JC)w (znak V poohází 
patrně z anglického all nebo němeokého alle » všechny). 
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Znakem 3 S (Jt) rozumíme výrok "aspoň jedno jc našeho oboru má vlast-

nost S(x)"i častěji to čteme takto: "existuje (y našem oboru) -x , mající 
vlastnost 5(a) ". 

Příklady* Necht oborem "proměnné JC " je množina vdech reálných čísel. Po-
tom symbol V (JC >3) znamená: vfieohna reálná čísla x jsou větěí než 3 . JC 
To je již vskutku výrok,' a to nepravdivý. Symbol 3 ( > 3 ) znamená: "exi-JC 
stuje reálné číslo x , jež je větší než 3 To je pravdivý výrok. Dále 
V(x*š 0) je pravdivý výrok: druhá mocnina každého reálného čísla je číslo 
nezáporné. Naproti tomu V (-* > 0) je nepravdivý výrok, nebot číslo x = 0 X 4 
patří do oboru proměnné X (je to reálné číslo), ale není 0 > O , Ovšem 
výrok 3 ( x z > 0 ) je pravdivý. Symbolu V se říká obecný kvantifikátor (dříve 
se někdy psalo 7T a říkalo "velký kvantifikátor")} symbolu 3 se říká exi-
stenční kvantifikátor (dříve se někdy psalo 2 a říkalo "malý kvantifiká-
tor"). 

V matematice se často vyskytují výroky, obsahující několik kvantifiká-
torů. Například budiž x proměnná s oborem X , budiž ^ proměnná s oborem 
Y a budiž S(x,nf) nějaký vztah mezi x , /y . Potom 

CD 

znamená tento výrok: Pro každé x z oboru X je pravda, že pro každé ^ 
z oboru Y platí mezi X , y vztah S(xty). Jednodušeji se to dá zřejmě 
vyslovit takto: pro každé Jí z oboru X a pro každé z oboru Y platí 
vztah Závorku £ J obyčejně vynecháváme, nehrozí-li nedorozumění. 
Je-li například oborem x i y množina všech komplexních čísel, znamená 
výrok 

VV(( jc -y)3 = x3 Jjey*- y?) 

tvrzení, že pro každé komplexní číslo x a pro každé komplexní číslo f pla-
tí napsaná rovnost. Tento výrok tedy je pravdivý, kdežto například výrok 

V V ( U +<r)1 = x2 +**1) xr je nepravdivý. Je zřejmé, že výrok (1) znamená totéž jako 

yv.su,-*-) 
r* 

- pořadí dvou obecných kvantifikátorů lze zaměnit. Sami si rozvážíte, oo zna-
mená výrok 3 3 S( x , y) i opět je jasné, že místo něho můžeme psát X Oj/ o 
3 3 5( *,<*>)- á 

7* 7 

Důležitý je případ, kdy se střídají existenční kvantifikátory a obecnými. 
Abychom se neomezovali na příklady a čísly, vezměme příklad dooela jiného 
druhu. Představme si universitu, na které se přednáčejl práva, lékařství, 
matematika, přírodní vědy, filosofie, historie, filologie atd. Písmenem x bu-
1014-4527 
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deme značit ačitele této university (oborem x je tedy množina všech učitelů, 
na této universitě), oborem proměnné y budiž množina všeoh povinnýoh před-
nášek. Vztah S ( x t y ) neoht znamená: učitel Jt je sohopen konat přednášku 
y . Potom výrok 

(2) V{3S(x,y)} 
T x 

snamenát 
pro každou povinnou přednášku /y platí, že existuje učitel x , který je k nl 
ve vztahu S ( x , y/), tj., který je sohopen ji konat. Častěji to čteme taktot 
Ke každé povinné přednášoe existuje učitel, který je sohopen ji konat. Tento 
výrok by měl být pravdivý pro každou řádně vybavenou universitu. Naproti tomu 
výrok 

(3) 3{V3(x,y)} 
r 

(slovy: Existuje jc , majlol tuto vlastnost: pro všechna y platí vztah 
S( x ,y) ) znamená: Existuje učitel, který je sohopen konat všechny povinné 
přednášky: z trestního práva, chirurgie, matematiky, čínské gramatiky, dějin 
Jižní Ameriky atd. Sotva se najde universita, pro kterou by tento výrok byl 
pravdivý. Vidíte, že (2) může znamenat něco dooela jiného než (5). Jednu věc 
je však dobře si uvědomit: Platl-li (3)» platí také (2) (ovšem ne naopak!). 
Jestliže totiž existuje nějaké x - označme je JČ0 - tak, že pro všechna y 
platí vztah potom ovšem ke každému y existuje x (totiž právě 
toto xQ ) tak, že platí S ( x , y). 

Velmi důležitá je úloha tvořit negace k výrokům složeným z několika vý-
roků (např. k výroku A jlL 3 ) nebo k výrokům obsahujícím kvantifikátory. 

Probereme to. Výrok A je zřejmě negací výroku *urn, A . Negací výroku 
A 3 je výrok (/naiv A) axZ (/runoi) . Vskutku výrok A uL 2 platí tehdy a 
jen tehdy, když platí oba výroky A , 3 . Výrok A Aj3 tedy neplatí tehdy a 
jen tehdy, když není pravda, že platí oba výroky A , 2 , tj. když aspoň 
jeden z nich neplatí. Sami si rozmyslíte, že negaol výroku A A>tl 3 je výrok 
(nunvk) jlÍ (nvtm/2). Negaol implikaoe A je výrok A tí(m*nv2)\ to jsme 
poznamenali hned při definici implikaoe. Jak se nyní vytvoří negace výroku 
V J(JC) ? Jde tedy o výrok: není pravda, že pro všeohna x platí S (x) . 
Jinými slovy: existuje x0 (v našem oboru), pro něž neplatí ¿( j^) (neboli 
platí t*um.S ( jc0 ) ) . 

Výrok nvan^ V SM] lze tedy psát také 3 ^mcn, S(x)J . Sami si roz-
važte, že výrok />um{3 3 (x)J lze psát také V f/n*r*vS (x)} . Mechanické pra-
vidlo: "non" se posune za kvantifikátory a vymění se kvantifikátory V , 3 . 

Vezměme přikladl Budiž dána posloupnost čísel fy , c/x, ... a číslo c/. 
Napišme výrok, který tvrdl, že číslo c/ je limitou posloupnosti c^, ... 
Podle definioe limity lze tento výrok napsat takto (přičemž pro stručnost 
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označme W množinu vfieoh přirozenýoh čísel): 

(4) V 3 )j {m, * /rvt^ c/ É £ ) . 
£>o 

Přitom oborem £ je množina vfieoh kladných čísel, oborem *i<0 a oborem m/ je 
množina vfieoh přirozenýoh člael. Ty obory jsme vyznačili pod příslufinými kvan 
tifikátory, abyohom je nemusili zvláště uvádět slovy. 

Nyní napišme výrok "číslo c/ není limitou posloupnosti c^, c/^..." 
(to tedy znamená, že limita ¿¿fê ctn, buclto neexistuje, nebo existuje, ale ne 
ní rovna číslu c ). Uáme tedy sestrojit negaol výroku (4)- Napsali bychom te 
dy před (4) symbol Mnon", a ten bychom posunovali postupně doprava, přičemž j 
nutno měnit kvantifikátory. Nakoneo dostaneme 

3 V 3 )?. 
£>0 

Tel jefitě vytvoříme negaoi té implikace; dostaneme 
£ /rv0 ) ¿1 £/tunv ( / Cfo,- C/l = £ )} • 

Ježto / c^- c//, £ jsou reálná čísla, mohu místo />um/(l(^- t/\ = £ ) psát 
také I c^- C/l >£ (podle věty, že mezi dvěma reálnými Čísly o/f & platí 
vždy jeden a jen jeden ze vztahů a/^^, <v > 

Tedy oelkem: Výrok "není pravda, že c/= c/ " lze napsat takto i 
m, -9 oo 

3 V 3 (/rw * /n,0 U (/C^- C//> £)). 
l>0 nv0€dZ 

Slovy: Existuje £ > O tak, že ke každému přirozenému číslu m*0 existuje 
přirozené číslo /n, , které je nejméně rovno číslu /n/0 a přitom se c/̂  liší 
od c/ o víoe než £ . Zkuste dojít k této formulaoi bez použití naší symbo-
liky, tj. vyjděte ze slovní formulace definice limity a užívejte při úvahách 
vedle matematiokýoh značek jen slov českého jazyka. 

Prosím, abyste tento úvod nepovažovali za žádný úvod do matematioké lo-
giky. Šlo mně jen o to, zavést několik symbolů, které mohou ulehčit správné 
logioké deduktivní uvažování, kterého se v matematice užívá. Všechno, oo jsme 
zde formulovali symboly non, et, vel, , V , 3 , se dá také vyslovit v ob-
vyklé řeči. Není to tedy vlastně nio nového proti obvyklému způsobu slovního 
vyjadřování logiokých vztahů. Naproti tomu matematická logika je samostatný 

Zde jsme tedy k úpravě výroku />um/ ( /c^-c/ = £) použili matematioké vě 
ty. To se v konkrétníoh případech často dělá, ale musíme při tom být opa-
trní: např. neohí oborem x t ^ je (množina vfieoh reálnýoh čísel); 
budiž / reálná funkce jedné proměnné s definičním oborem M Chol-
li pro určitá reálná čísla x , y upravit výrok "není // (x) -y*^)/-* i 
musím to říoi takto: budto není x < M (takže / (JÍ) nemá smysl;, nebo 
není y*/*/, nebo je //(*) ^ i . 
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obor matematiky. Doufám však, že přesto tento výklad může čtenáři v praxi 
posloužit. Mám-li např. vytvořit negaoi k výroku tvarui "Existuje jt tak, že 
ke každému y existuje /% tak, že pro vfieohna i a vfieohna m/ platí impll-
kaoe 

A (-*, y, t, a*s) 3 (jl9 y,/xs, ř , ms) " , 

bude asi nejjednodušší napsat tento výrok pomool našioh symbolů, a potom vy-
tvořit jeho negaoi. X tomu je ovšem třeba 
1) umět přepsat výrok daný slovy do naši symboliky, 
2) umět operovat s těmito symboly, 
3) umět přečíst slovy výsledek zapsaný symboly. 
Podotýkám také, že jednoduohá symbolika, kterou jsem zavedl, sioe připomíná 
symboliku užívanou v matematioké logioe, ale je přirozené, že matematická lo-
gika, jakožto vědní obor, si musl vybudovat svou vlastni důslednou symboliku 
(v matematioké logioe je to zvláště důležité). Beohtěl jsem čtenáře zatěžo-
vat vybudováním složité symboliky, která není nutná pro skromný obsah tohoto 
úvodu, a proto se čtenář nesmi divit, jestliže se symbolika zde zavedená po-
někud liší od standartnl symboliky matematioké logiky. 
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