Matematickd analyza pro 3. semestr

Uvod

In: Vojtéch Jarnik (author): Matematicka analyza pro 3. semestr. (Czech). Praha: Statni pedagogické nakladatelstvi, 1978. pp. 4-9.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402335

Terms of use:

© Vojtéch Jarnik

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of
this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped with digital signature within the
‘ project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/402335
http://dml.cz

fvoad.

Z prvnfho rodniku znite ndkteré logické operace, jako je negace vjroku,
implikace (2 A plyne B) atd. Zopakujme to strusn¥ a pF¥ipojme n¥které dopli-
ky. Sloveam "vfrok" rozumime tvrezeni, které "md smysl”, tj. je budto pravdivé
nebo nepravdivé. Nap¥fklad 3 <35 (slovy: t¥i jeo menlii nel¥ p¥t) je virok, a
to pravdivy; 3>5 je rovnd¥ vfrok, a to nepravdiv§. Naproti tomu nesmyslné
spojeni alov nenasjvdme vyrokem. Také napf. vita tdzaci{ nebo rosgkazovaci (Kde
Jesi byl? P¥ines mi vodu!) neni vfrokem v naliem smyslu. Misto: vfrok je pravdi-
vy - nepravdivf§, budeme také ¥ikat, ¥e plat{ - neplat{. Negaol vfroku A (snak
mon A) nag§védme virok, kterj mé opadnou "pravdivostn{ hodnotu” ne¥ vjrok A .
To gnameni, Ee je-11 A pravdiv§, je mon A nepravdivy§, je-11 A nepravdivy,
jo mon A pravdivy v§rok. K libovolnému vjiroku A vidy mohu sestrojit jeho ne-
gacl tvrgenim "neni pravda, Ze A ".

Méme-1i dva vyroky A, B, jsou mo¥né tyto 3ty¥i pFipady:

I. A platf, B plati;
II. A platf, B neplati;
III. A neplati, B plati;
IV. A neplati{, B neplati.

Zavedeme nyn{ nové vyroky sestrojené £ A, B ., Virok "A a B" bude znamenat
tvrzeni, Ze platf A i B . Je to tedy vfrok, kterf plati v p¥{ipadd I, nepla-
t{ v ostatnfch p¥{padech. Budeme je] zapisovat latinskou spojkou: A £ 3B .
V§rok "budto A nebo B " bude znamenat tvrzenf, Ze plati aspon jeden s v§rokd
A, B. Je to tedy vy¥rok, ktery plati{ v p¥ipadech I, II, III, neplati v p¥ipa-
d% IV. Budeme jej zapisovat: A welB 1)

Dals{ vjirok je "A implikuje B ", znak A ® B . Ti{m rogumfme vfrok, kte-
r§y tvrdi, %e nenastévd p¥{pad II (tj. p¥ipad, kdy "premisa" A plat{ a “sdvir"
neboli "these" B neplat{). Implikace tedy plati tehdy a jen tehdy, kdy: bud-
to A neplat{ nebo B platf{. Tedy lze implikaoi A >B pedt také: (mon A)
/uel D , takZe se implikace dé pedt pomooil "non" & "vel". Presto se implikace
gavdd{ jako gvliditn{ operace, protoZe se velmi 3asto vyskytuje. Historioky§ vy-
voj zplsobil, Ze se implikace A =>B Sasto vyslovuje slovy "z A plyne B "
nebo "plati-11 A , plati B ", "je-1l1 A , Joe B " apod. Musime viak pFitom
pfesnd dbat definice implikace. Nap¥iklad implikace "je-1i Z x 2 = 5, Jje Véo-

1) v setins se uivé v béEné Fesi slov "bujto - anebo” ve dvoJ{im smyslu.
Latina méd dvoji vfraz: vel a aut - aut. Rekneme-1li: "Student vyFesSil ulo-
hu velmi vtipn¥; budto je velmi nadanf nebo se s touto ulohou u¥ n¥kde
setkal”, jistd nemyslime na to, %e by se tyto dvd moinosti vyludovaly.

V tomto pf{padd se v latin¥ uZ¥ije slova vel. Rekneme-1i viak: "Dnes veder
budto zlstanu doma nebo pijdu do divadla", jde s¥ejm¥ o dv¥ moZnosti, kte-
ré se vyluduji. Zde by se v latind uZilo slov aut - aut. '
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lav papeZem” plati, at V&clav papelem je &1 neni', protoZe premisa neplati;
naproti tomu implikace: "je-11 2 x 2 = &4 , Je Vdclav papefem” plati prévs
tehdy, je-1i Vaoclav skutedn¥ papeZem. Ulelnost na3{ formulace implikace vy-
svitne napf. gz této v&ty o transitivnosti uspo¥dddni redlnfch Zisel:

Pro kaZdou trojici redlnfch ¥isel Xx, 7’. "/ (pnemusi byt navedjem riiznd)
plati implikace:

((x<y) e (m<m)) > (x<m) .

P¥i jiné definici implikaoe byochom sotva dovedli tuto v&tu tak jednodule vy-
slovit.

Vite, %e implikace A =B gnamend nSco jiného ne¥ B =PA | vite viak
také, ¢ A=>B znamend totéX jako (monld) = (men 4). Ostatn to plyne
ihned takto: Implikace (menB) = (men A) gnamend: (m(nww.l))mod (mon A),
neboli (jeliko%? B je z¥ejmd negao{ vyroku mon B) B weld (mon A), co¥ je pré-
v3 definice A >3B | Je&ts se ndkdy definuje tezv. ekvivalence dvou vyrokd:
A<S3B ; to je virok, kterfy plati tehdy a jen tehdy, jestliZe budto oba vfro-
ky A, B jsou pravdivé nebo oba nepravdivé (to jsou p¥ipady I, IV na¥i ta-
bulky). Proto &teme tuto ekvivalenoi asto téf takto: A plati tehdy a jen
tehdy, plati-1i B . Zf¥ejm§ B<>A gnamens toté% jako A <>B . Ekvivalence
tedy neplat{ tehdy, kdy% budto nastévé pripad II (A J(MJ)), ocoZ gnamend
nepravdivost implikace A =>B , nebo kdyZ nastdvé pFipad III (B 2£& (mem4)),
cof znamené nepravdivost implikace B =>A . V ostatnfch p¥ipadech ekvivalen-
ce plat{. Bkvivalence A <¢>B tedy neplat{ tehdy s jen tehdy, kdyE aspon
jedna z implikacf A =>3B , B =>A neplat{; jinak FeZeno: ekvivalence
A =3 plat{ tehdy a jen tehdy, plat{-1i ob¥ implikace A =3B , B DA
Méme-1i tedy dokézat ekvivalenci A >3 , musime (a stad{) dokézat ob¥ im-
plikace A B , B=>A ; nfsto druhé z nich miZeme napsat také mon A4
=> monw B . Tedy ekvivalence A<$>B plat{ tehdy a jen tehdy, plati-1i
tyto dv® implikace: Je-11 A , je B ; neni-11 A, nent{ B.

V matematioce se Zasto vyskytuj{ seskupenf slov (nebo gnakd), kterd vy-
padaji na pohled jako viroky, ale ve skutelnosti vfroky nejsou. Nap¥.:
x >3, slovy " x je v8t#{ ne¥ I3 " nenf{ vjirok (ani kdy: se domluvime, Ze
symbol X sznamené reélné 8islo), nebot dokud nevime, které Zislo tnamend
symbol X , nemlZeme mluvit o pravdivosti ¥i nepravdivosti vty " x je vi¥t-
5{ ne2 3 ". Tak nap¥. pro X = S  dostaneme pravdiv§ vfrok J > 3 ,
pro X = 42 nepravdivf virok 2 >3 . 2 takovfchto zdémlivfoh "vyrokd" (¥{-
ké se jim ndkdy "vfrokové funkee") lgze vytvorit skutedné v§roky pomooci tzv.
kvantifikétord, o kterfch si nynf promluvime. '

Eeoht S(X) Jjo urditéd vlastnost "voi" x , pFilemE X mlfe bt kte-
rékoliv v&c jistého oboru, ktery je stanoven. Potom gznakenm -Z S(x) rogumi-

me vyrok "vSeohna x naBeho oboru maji vliastnost S(x)" (snak V pochéef
patrnd z anglického all nebo n¥meokého alle = viechny).
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Znakem 2 S(x) rogumime vfrok "aspon Jedno X naZeho oboru mé vlast-
nost JS(x)"; Zast&jl to ¥teme takto: "existuje (v naBem oboru) X , majfci
vlastnost S(x)".

P¥{klady: Necht oborem "promdnné X " je mno%ina viech redlnfch &isel. Po-
tom symbol ,_Y (x >3 ) gznamend: vSechna redlnd ¥isla x jsou v&td{ nez J3.

To je jiZ vekutku vyrok, a to nepravdiv§. Symbol 2 (x>3) gnamend: "exi-

stuje redlné &islo x , jeX je v¥tsi nef 3 ". To je pravdivy§ vjrok. Déle
_:’ (-xzé 0) je pravdiv§ vfirok: druhé mocnina ka¥dého redlného 3isla je &islo

negédporné. Naproti tomu Z(-xz > 0) je nepravdivy§ vjrok, nebot &islo x = 0

pat¥{ do oboru proménné X (Je to redlné &islo), ale neni 0z > 0 . ovien
vyrok 2 (x? > 0) je pravdiv§. Symbolu V se #{ké obecny kvantifikftor (d¥{ve
se ndkdy psalo T a ¥ikalo "velk§y kvantifikdtor"); symbolu I se F{kd exi-
stendni kvantifikétor (diff{ve se n¥kdy psalo 2 a ¥{kalo "mal§ kvantifiké-
tor").

V matematice se Zasto vyskytu]J{ vyroky, obsahujici n&kolik kvantifikéd-
tord. Napf{klad budi¥ X prom3nnd s oborem X , budiZ 4 promdnnéd s oborem
Y a budiZ S(.x,ly) n&§ jaky vztah mezi X , 4 . Potom

(1) ¥ {;} Stx, |

znamend tento vyrok: Pro ka%dé X 2z oboru X Je pravda, Ze pro kaZdé 4
z oboru ! plati mezi X, 4 vztah S(x,4). JednoduBeji se to dé z¥ejmd
vyslovit takto: pro ka%dé X 2 oboru X a pro kaZdé %4 2z oboru Y platd
vztah S (-!,7). Zadvorku { } obydejnd vynechdvéame, nehrozi-li nedorozumsdni.
Je-1l1 napfiklad oborem Xx i ’7/ mno%Zina vSech komplexnich &isel, znamend

vyrok 3

VV ((x-n) = x3 - Jxtps P

VY (e-g y+ Juy’- o)
tvrzeni, Ze pro kaZdé komplexni &islo x a pro kaZdé komplexni &islo 4 pla-
t{ napsand rovnost. Tento vjrok tedy je pravdivy, kdeZto nap¥iklad vyrok

Y V((x +7)2' =x%+ 71)
X
je nepravdivy. Je g¥ejmé, Ze vyrok (1) znamend totéZ jako

VV S(x, a)

yo !
- pofad{ dvou obecnych kvantifikdatorl lze zam¥nit. Sami si rozvdZite, oo gzna-
mend virok 4 3 S(«x »%) 3 opEt Je jaené, Ze misto ndho mdZeme psét

X
3 3 S( X 7’) . ?/
Y X
DileZity je p¥ipad, kdy se stiidaji existendni kvantifikdtory s obecnymi.
Abychom se neomezovali na piiklady s &isly, vezmdme pF¥iklad docela jiného
druhu. Pr¥edstavme si un:lversit'u, na které se predndSeji prdva, lékarstvi,
matematika, pFirodni vé&dy, filosofie, historie, filologie atd. Pismenem Xx bu-
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deme znadit ulditele této university (oborem Xx je tedy mno¥ina viech uditeld
na této universitd), oborem proni!nné 4 budil mnoZXina vi3eoh povinngoh p¥ed-
ndSek. Vstah S (x ' 1) necht snamend: u¥itel x je schopen konat p¥ednésku
7/. Potom virok

(2) YV {3S5(x, o)
3stx, )
gnamend:

pro kafdou povinnou p¥edndsku y plati, Z2e existuje uditel Xx , ktery je k ni
ve veztahu JS( x »%), tJ., kterf je schopen ji konat. Sastdj1l to dteme takto:
Ke kaZdé povinné predndsoce existuje uditel, kterf je schopen ji konat. Tento
vfrok by m3l bft pravdivy pro kaZdou ¥4dn¥ vybavenou universitu. Naproti tomu
v¥rok

(3) F{vste, )}

(slovy: Bxistuje x , majf{of tuto vlastnost: pro viechna ny plati vztah

S( x ,7) ) znamenéd: Existuje uditel, kter§ je sohopen konat vd3echny povinné
pfedndsky: g trestniho prdva, chirurgie, matematiky, &inské gramatiky, d&jin
Ji%2ni Ameriky atd. Sotva se najde universita, pro kterou by tento vjrok byl
pravdivy. Vid{te, %e (2) miZe gnamenat n¥co docela jiného neZ (3). Jednu vdoc
Je vBak dob¥e si uvidomit: Plati-1li (3), plat{i také (2) (ovEem ne naopak!).
JestliZe totiZ existuje n¥jaké X - ognalme je X, - tak, Ze pro vdechna 2y
Plat{ vetah J(¥,, %), potom oviem ke kaZdému 4 existuje x (totiZ prévs
toto X, ) tak, %e plati 3(1,7/).

Velmi dlleZitd je uloha tvo¥it negace k virokidm sloZenym z n¥kolika vj§-
rok8 (nap¥. k vfroku A « B ) nebo k vfirokim obsahujfcim kvantifikdtory.

Probereme to. Vfrok A je z¥ejm¥ negaci{ viroku mon A . Negaci v§roku
A 4 B je vfrok (monA) wed (monB) . Vekutku virok Ae«d B plat{ tehdy a
jen tehdy, kdy% plat{ oba vfroky A, B . Vyrok A .elB tedy neplat{ tehdy a
jen tehdy, kdyZ nen{ pravde, %e plat{ oba vjroky A,3 , tj. kdyZ aspon
jeden z nich neplati. Sami si rosmyslite, Ze negaol vyroku A weld B je vyrok
(mon A) & (menw B). Negacl implikace A 2B je virok A el (monB); to jeme
poznamenali hned p¥i definioci implikace. Jak se nyni vytvo¥i negace vyroku
!S(x) ? Jde tedy o vfrok: neni pravda, %e pro vieohna x plati S (x) .
Jinfmi slovy: existuje X, (v nasem oboru), pro n3% neplati S () (neboli
plati ~onS (%) ).

V¥rok M{V S (.x)} lze tedy psdt také g{m .S(x)] . Sami si roz-
x
vaite, Ze vyrok m{3 .S(.z)} .1ze psdt také X{mS(J)} . Mechanické pra-
E 4
vidlo: "non" se posune za kvantifikdtory a vymdni se kvantifikdtoxry V., 3.
Vezm¥me p¥{klad: Budi¥ dédna posloupnost &isel ¢, , ¢4, ... a ¥islo .

Napime vyrok, kterf§ tvrdi, Ze 3{slo ¢/ Je limitou posloupnosti ¢4, ¢4, ... .
Podle definice limity Lgze tento vfrok napsat takto (p¥ifemZ% pro atrulnost
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ogna¥me U mnoZinu viech pFirozenjoh Eisel):

(4) V 3 V (mEmg=> |g-cls€).
E>0 mE€IT meL
P¥itom oborem { je mnoZina vdech kladnfch 3isel, oborem =, a oborem ~ je
mnoZina viech p¥irozenfoh &{sel. Ty obory jsme vyznaldili pod p¥isludnymi kvan-

tifikdtory, abychom je nemusili gvl4A5t8 uvdd8t slovy.

Nyn{ napisime virok "%{slo ¢ nen{ limitou posloupnosti s g eee”

(to tedy znamend, Ze limita n&_’ag’ C» budto neexistuje, nebo existuje, ale ne-
n{ rovna 3f{slu ¢ ). Mdme tedy sestrojit negaol vjroku (4). Napsali bychom te-
dy p¥ed (4) symbol "non", a ten bychom posunovali poatupn¥ doprava, p¥iZemZ je

nutno m¥nit kvantifikdtory. Nakoneo dostaneme

mzE m, I, = ¢ .
£>30 moégzmgn{m( my = [, -] )]

Ted jeSt¥ vytvo¥ime negaci té implikace; dostaneme

(m 2 my) b {/rmu( | ¢&\n,- c//‘-_-.-"t:)},

Je¥to [c¢; -/, & Jsou redlnd ¥fsla, mohu misto mon(lc,, - c//E € ) peét
také /C/,m- ¢l >& (podle vdty, Ze mezi dvima redlnymi &isly a, 4 platd
vidy jeden a jen Jeden ze vztahil w<,&, w=4 y > b )2).

Tedy celkem: V¥rok "neni pravda, Ze Lomy ¢.=¢ " lze napsat takto:

m —» 0o m

m 2 le, - .
A A

Slovy: Existuje &> 0 tak, Ze ke kaZdému p¥irozenému ¥i{slu s, existuje
pfirozené &islo m~ , které je nejménd rovno ¥islu m, a p¥itom se ¢, 1is{
od ¢ o vice ne¥ & . Zkuste dojit k této formulacl bez pou%iti nalf symbo-
liky, tj. vyjd&te ze slovni formulace definice limity a ulivejte p¥i uvahdch
vedle matematickyoh znaZek Jen slov Seského jazyka.

Prosim, abyste tento uvod nepovaZovaell ga %4dn§ uvod do matematioké lo-
giky. Slo mn§ jen o to, zavést n¥kolik symbold, které mohou ulehdit sprdvné
logické deduktivni uvaZovdni, kterého se v matematice u#ivd. Viechno, co jsme
2zde formulovalil symboly non, et, vel, > , V¥ , 3 , se d4 také vyslovit v ob-
vyklé ¥edi. Neni to tedy vlastnd nioc nového proti obvyklému zplsobu slowvniho
vyjad¥fovani logickfch vztahi. Naproti tomu matematickd logika je samostatny

2) gzae jsme tedy k uprav® vroku men (/c;, -¢// =€) pou2ili matematiocké vi¥-

ty. o se v konkrétnich p¥{padech Sastoc dsl4, ale musime p¥i tom b§t opa-
trn{: nap¥. necht oborem x, % je E; (mnoZina viech redlngch Iisel);
budi¥ # redlnd funkce jedné prom¥nné s definidnim oborep M c £,. Choi-
1i pro ur¥itd redlnd ¥fgla X, 2 upravit vjrok "nenf /4 (x) -f(y)l‘ 1
musim to ¥foi takto: budto.neni{® x€A (takie # (x) nemd smysl), “nebo
neni 7/6/‘1, nebo je [ (x) -f(y)l sq .

1014-4527



obor matematiky. Doufdm viak, Ze pfesto tento vfklad ml¥e Etend¥i v praxi
poslouZit. MAm-1i nap¥. vytvoXit negaocl k vjiroku tvaru: "Existuje x tak, Ze
ke ka¥dému Y existuje ~ +tak, Ze pro vleohna 7 a vSeochna .v plat{ impli-
kaoe

A(-xvy’p'xo'tv'“’) =>.‘B(.x,7/,/x/,f,w) ",

bude a8l nejjednoduld{ napsat tento vfrok pomoc{ na¥ich symbold, a potom vy-
tvo¥it jeho negaoi. K tomu je oviem t¥eba

1) umdt prepsat virok dany slovy do na&f symboliky,
2) umdt operovat s t¥mito symboly,
3) umdt predfist slovy visledek zapsan§ symboly.

Podotfkdm také, Ze jednoduohd symbolika, kterou jsem gavedl, sice p¥ipomind
symboliku uZivanou v matematioké logioce, ale je p¥irogzené, %e matematickd lo-
&lka, jakoZto v&dn{ obor, si musi{ vybudovat svou vliastni ddslednou symboliku
(v matematioké logice je to gvldstd dlleZité). Neohtdl jsem Ztend¥e zat&Zo-
vat vybudovdnim sloZité symboliky, kterd neni{ nutnd pro skromny obsah tohoto
uvodu, & proto se Zteni¥ nesmi divit, jestliZe se symbolika zde zavedend po-
ndkud 1151 od standartn{ symboliky matematiocké logiky.
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