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Kapitola 1I.

DIFERENCIALNI POCET PRO PFUNECE NEKOLIKA PROMENN{CH

§ 1. MnoEiny v £ -rogmdrném kartézském prostoru.

Budeme studovat redlné funkce ~ redlnjoh promém;yohx / (£gy X3 peeeyp)e

Nap¥ed si musime pov¥d&t ndkolik slov 0 mno%indoch v 4 -rozmdrném kartézském
prostoru E,., .

Kartésskfm ~A-rogmd3rnym prostorem £, budeme nagzjvat mnoZinu vech
L-8lennfch pesloupnost{ neboli uspo¥ddanfoch x-tic redlnyoh Sisel:
E-!“ X2 5 esey -!m] . KaZdou takovou xA-ticl nagveme bodem prostoru £, , &isla
Xgy eeey X4 nazyvdme Jeho soufadnicemi. Body budeme gznalit také jednim pisme-
nems pi&i-li £ = [x, 2y X2 9 ceey -"4,] , znamend to, %e X je bod o soufadni-
ofoch X4, .e0y X4, « Jde-1l1 o konkrétni dimensi nep¥{lis velkou, oznadujeme
soufadnice ndkdy riiznymi pismeny misto abychom je odliZovali indexy. Nap¥. pi-
Seme [.x ,/’/J 3 [x,y,m,l:_] atd. (prvni je bod v Ez sy druhy v E, ).

me-li dva bOdy X = [11,-12, so ey x/"]’ y=[%’ %, ceey ?//b]’ na-
gfvéme jejich vzddlenosti ¥{islo
X

2 2 2
(1) ( )-Vic - xp) =V( P A VUL 7 A

? 4 A=1 x(, & 71 1 v A
Tedy E,U 8 touto definioc{ vzddlenosti je vliastn® x4 -rozmdrny euklidovsky pro-
stor s pevn¥§ gvolenou pravouhlou eoustavou soufadnic. (Tedy jJe to euklidoveky
prostor plus jedna jeho ortogondln{i base.) Vezddlenost (1) méd tyto t¥i vlastno-
sti:

I. P(x,x) =04 pro x4y Jjo (X,%)>0 .
1I. Plx,y) = @(y,X) .
III. O lx,a) s pla, ) +0( 1) .

Prvani dvd vliastnosti jsou s¥ejmé, t¥eti (tzv. trojuhelnikovd nerovnost) gnédte
g geometrie.

Bude-1i vhodno vytknout dimensi, budeme psdt téZ ¢, misto ¢ .

VSeohny uvahy, které budeme provdddt, plati oviem té% v 54 » tJ. na
"${selné ose".

Pognémka 1 pro ty, kte¥f cht&j{ vid¥t troochu ddle. Je-1i P n&jakéd mno-
Eina, a je-1i ka¥dé usporddané dvojici prvkd x €P 7€P p¥ifageno &islo
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p(x , ) tak, ke plati I, II, III, ¥{kéme, ¥¢ P je metrickf prostor, ¢
uddvé jeho metriku. P¥i dlkasu n3kterjoh vit budeme uiivat jenom t¥chto tI{

vliastnosti I, II, III. Tyto vity oviem plat{ pro kaidf metrioky prostor.
Prvklm metriokého prostoru se Sasto Fiké "body".

M8jme mno¥iny Mc E, , Nc £, . Kartésekfm soudinem M x N mnokin
M, N nasyvdme mno¥inu viech bodd

[x,,xz, coey Xy ,%, seey %]eEﬂv"’b ’

pro nd¥Z Je [x,,xz, ...,x,,,] eEM, [%, ....%]EN.

P¥{klad: Budif¥ Mc £, nnoEina t¥ch bedd

[x,2], pronsk x*+ 4*<1 (vnitFek jednotkové d

kru¥nice); budik N < £, 4nterval (7,3 ) . Potom @

M x N c E; je mnokina on¥ch bodd [X,%y,x], pro

nst je x2+ 72<4 , 1< a<J (jo to wait¥ek

vdlce, vig obr. 11). Nen{ oviem pravda, ¥e by kafdd N

mno¥ina bodd v [ nt A byls kartézskim soudinem mno¥iny I MxN

v Ey & pno¥iny v [, . Q*’ ~
P¥{klad: Nechi mno¥ina Pc £, se sklddé ze

dvou boads [7,0] , [0,1]. Eaydy bylo =

/ .—\\
P=MxN , McEs , NcE, , musila by mnolina }MZa\<
M obsahovat oba body 0,1 , a stejnd tak mno¥ina % —
N. Potom by viak mno¥ina P musila obsahovat body 4

(0,0] , [1,1] , ook nen{ pravda (nakresletel).
Ob;'. 11.

Podobnd se definuje kartéssky soulin lidbovolného
konedného poltu mnoZin M, c Em, , My < E"z g sseeey Myc Ex, - Napf. je-1i
McE,, NcE, , PcE/ , snamend M x NxP mno¥inu viech bodd

(2) [-‘n Los coon Xns Yo Yo ccesPh 0 X9 Xy ooy a'»éjefll.o-ml/’

pro n% je [X,, ..., % ]JEM (45 «ccru1EN, (2,, ceo,xy]1€P .
Oznadime-11 [-!,,Jtz,. ceey Xp] =X, [y/,, ...,y,,]éy, [ﬁb,, ...,wljzm,
piSeme misto (2) kratdeji [X,4,4] . Podle této definice je

EA.+A sdem” Ex x Eyx £t- x Epp -

Déle je jasné, Ee plati asooiativn{ gzdkon: (MxN)x P = Mx(NxP) =
= M X Nl _P e

Vime, co to jsou intervaly v F, . Intervalem v E,‘ nasjyvdme kartéssk¥
soulin ~ jednorozm¥rnfoh intervalid:

(3) I = I., szx ces X I/,, (I/QC E,) .
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Je-11 nap¥. I, = tay, 4) , I, = (ag, 4, ) I, = (ag,43) , 3je I wnitfek
kvédru v £, (totik mnokina t¥oh bodd [x,%, ], pro n¥k je ay<ux< £, ,
Qg < Y <‘;, %<m<.{—, ) . Je-1i ni¥které s &isel Ay /Q' nevlastni, ne-
ni to ovien kvéddr v obvyklés smyslu slova. Jsou-11i v {3) vi¥echny intervaly
I,, eeoey 1, oteviené, nasfvé se také I otevienfm intervalem.

Je=1li a 1libovolny bod v E& » bnasvu okolim bodu a kafdy otevieny
(2 ~-rosn¥rnf) interval, obsahujfof bod @ . (Oby¥ejnd se pojem "okol{" defi-
nuje obeondji, ale my vystadime s touto definici.) Specidln¥é: Je-1li
a= [aq, coey w,,_] a d kladné 31slo, nagvu 0 - okolim bodu « interval

(w’ -d-" w, ’J) X (wz_d’" wz"d')x oo X(a{t"d" wﬁ,*d.) ]

Je to tedy vnit¥ek i -rosmdrné "kryohle"™, kterd md st¥ed a/, hrany rovno-
b&%né s osami soufadnio, a délku hrany 20

Kaldé J - okolf bodu « Jje okolim bodu a i
naopak, ke¥dé okolf bodu @ obsahuje ndjaké J- oko-
1{ bodu o (stad{ volit J dostatednd malé -

v |l vis obr. 12). J- okolf bodu @ budu ena¥it
N Uo(a) .
26 Jeou-11 M,, M,, ..., My 1ibovolné mnoZiny

(s prvky jakéhokoliv rdgzu), ;znamend symbol
Hyu Myu... v M nevo ﬁéf My 3ejich sjedno-

Obr. 12. cenf, tj. mnoZinu viech prvkd, jeZ pat¥{ aspon
k jedné s mno¥in M, ..., M,. Symbol

M, n Mz N...n M/i nebe D4ﬂ,._ snamend jejioch prénik, tj. mnoZinu vSech

prvkd, je¥ pat¥{ ke viem mno¥iném M,, ..., M; . Symbol & gnad{ prézdnou
mnoZinu. Zavedme je#t¥ rosdf{l M- N neboli \ N jako¥to mno¥inu t¥ch
prvkd, jek pat¥{ k M, ale nepat¥i k N . Je-1i specidlnd Nc M, nasy-
vame M -N doplinkem nebo komplementem mnofiny /N vsghledem k M . Je jasné,
¥e komplement mno¥iny M - N vshledem k M je mno¥ina N (zde je pFedpo-
klad Nc M nutnft). Speoidln¥: Je-11 N< E, , budeme mno¥inu £, - N
nazfvat krétce doplnkem mno¥iny N (bes dodatku "vehledem k £, ", to se
pr¥itom tedy rozumi samo sebou).

Mno¥ina Mc [, se nasfvd omezens, jestliZe existuje &fslo K tak, Ze
absolutn{ hodnoty sou¥adnioc vdech jejich bodd jesou menEi nek K . vidite,
¥e pro N =1 (tj. pro mno¥iny redlnfoh 3{sel) je tato definice ve shodd
8 nal{ d¥{v8)5{ definiof.

A ted prijde adlefitd klasifikace bodd s [, vezhledem k n¥jaké mnoZin¥
McE
A‘o
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Budi? Mc E,. Bod w€f, nagvu vnit¥nim bodem mno¥iny ™M, jestlife
existuje okolf U bodu @, Je¥ je Z4st{ mnoZiny M . (Potom oviem a€EM).

Rozd8lime nyni vEeohny body prostoru £, podle jejich vztahu k mnoZind
McE,, do t¥{ skupin:

1. Vnit¥n{ body mno%iny M.

II. Vnit¥nf body doplnku mno¥iny M ; ¥{kd se jim také vn¥j&i body mno-
2iny M (ty ov3em nepat¥{ do M).

III. Body prostoru E,, , které nejsou ani vnit¥nimi body mno%iny M ani
vonit¥nimi body jejiho doplnku E,,,- M; t%m se ¥{kd hrani¥n{ body mnoZiny M ;
mno%ina viech t¥chto hrani¥nich bodd se nagzfvd hraniof mnoZfiny ™, znak
H(M) . Ze symetri¥nosti definice (doplndk k E, - M je mnofina M) je vi-
d¥t, %e hranice mnoZiny M se rovnéd hranioi mnoZiny £, - M : (M) =H(Ex - M).

MnoZina Mc E,, se naz§vd oteviend, jestliZfe kafdj bod mnoZiny M je
vait¥nim bodem mnoZiny M . RNap¥. kaZdf otevien§ interval je oteviend mnoZina.
Nebo v £, je "vnit¥ek" kteréhokoliv kruhu otev¥enéd mno%ina.

Otevienou mno¥finu M 1ge charakteriaovatl) také tim, %e¢ Z4dny hraniéni
bod mno%iny M nele%{ v mno%¥in¥ M, t¢j. celd hranice mno%iny M (neboli oce-
14 hranice mnoZiny E, - M) 1leif v [, -M. To lge psdt také H(M A M=g.

Jeatli%e X(M)c M (tj. jestliZ%e celd hranice mno%iny M 1le¥{ v M), na-
zyv4 se mnoZ¥ina M uzaviend. Je vid&t, Ze dopln¥k mnoZiny oteviené je mnoZina
ugaviend, doplnék mnoZiny uzav¥ené je mnoZina otevren4.

P¥{klady: v Ez Je kruh x? +ry/2<'1 otev¥end mnoZina; Jeji hranice je
kru¥nice X2 + 72 =1 . EKruh x% + 7/2§ 1 je ugaviend mnoZina; jeji hranice
je opst kru¥nice x? +7/2 =1. E,, d jsou oteviené mnoZiny; jejich do-
plnky ﬁ ’ E,u jsou tedy usgavi¥ené. Tyto dvd mnoZiny jsou tedy soulasn§ otevie-
né i ugaviené. D4 se dokédzat, %e %4dnd jind mno¥ina v [, u% tuto vlastnost
nemd. V E, Jsou tzv. otev¥ené intervaly vekutku oteviené mnoZiny. Interval
(w,lr} (moo< < A< +0) je uzav¥end mno¥ina; Jeji hranice se skl4dd ze
dvou bodd @, & . Je-1l1i -w<aw<Ab < +00 , nejsou intervaly (a, £),
<w, 4 ) ani otev¥ené ani uzav¥ené (ze dvou hranidnfch bodd a/, 4 Jeden
k intervalu pat¥i, druhy ne). Ale intervaly (-oo, #) ’ (w, +00) Jjsou ugavie-
né mno%iny (jediny hrani¥ni bod jJe 4 » pop¥ip. a ).

1) Slova "charakterisovat" se v matematickjoh textech u%Zivd zpravidla ve smyslu
nutné a postadujic{ podminky. Rekneme-1i nap¥., Ze otev¥ené mnoZiny lge cha-
rakterisovat jistou vlastnost{, rogumim tim, %Ze mnoZina Je otev¥end tehdy a
jen tehdy, ma-11 tuto vliastnost. Také ¥{kdme, Ze tato vliastnost Je charakte-
ristickd pro oteviené mnoZiny. ProtoZe jde o zestru®ndné rieni, je vhodno
ho u%ivat jen tehdy, je-1li ze souvislosti jasny jeho pfesny smysl; Jjinak je
vhodnd j§1{ ob¥irn¥j&1 formulace (‘jtehdy a jen tehdy" apod.).
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MnoZiny usavFené a mno¥iny oteviené tvorf dvé ddledité specidlni t¥{dy
nno¥in.

§ 2. Punkoe ndkolika prom¥nnfch: spojitost a limita.

Budi¥ Mc E, . Jestlife kafdému bodu x= [x;, ..., %, JEM je prifa-
seno redlné 3islo, jed osnadime f(.x) nebo f(.x.,, ceeyty) , Fikéme, Ee /
Je (redlnd) funkce A redlnfoh prom¥nnyoh v oboru M. MnoZin¥ M ¥{ikédme
obor nebe defini3n{ obor funkoce f .

Funkoi / jedné prom¥nné s definidnim oborem ™ 1gze také pln3 popsat
jojin gratem v EZ $} to Je mnoZina vSeoh bodd [.x ,f(x)] pro vlechna XxEM.

Podobn¥ funkecl ¢ dvou promdnnfoh v oboru Mc E, 1ze pln¥ popsat je-
jim "gratem" v E, ; to je mnokina vBech bodd [x » Yo L »%)] pro vBechny
body [x ’ /g/] eM.

Obecn¥ funkoi ¢ ( 4~ promnnfoh) s defini¥nim oborem Mc £, 1lze pln¥
popsat jejim "grafem" v E/u-4 3} to je mnoZina viech bedd [.!.,, Xy g eeoyXy
f(.x.,, coey .xb)] prd vieohny body [-_JL“ ...,-!/UJGM « (Hebo, ve zkrédceném
oznaleni, které jsme uk zavedli v § 1: Graf funkoe 4 Je mnoiina vieoh bod@
[.x ’ f(.x)_] pro vieochny body Xx€EM) . P¥i tomto oznalen{ snamend f funkoi
(tedy ohoete-1i jejf graf, tj. jistou mno¥inu v E, . ), kdekto ¢ (x) zname-
né hodnotu funkce ¢ v bodd x, tedy jisté ¥islo.

N&kdy u¥ivdme troohu neddsledného ognaleni: Nap¥. mluvime o funkoi t¥{
prom3nnfch

(1) 2o ¥*

adkoliv bychom vliastndé mdli mluvit o funkoi f sy Je¥ Je pro viechna redlnd

X ,4, & definovéns rovaiofl f(x,y,x) = x2 ¢¥* V§raz (1) by vlastnd ne-
m¥l snamenat funkoi, nfbrk jejf hodnotu v urditém bod¥ [x,%,a]. Ha tuto
odchylku jste zvykl{. Psali jsme nap¥. (x?)’ = 2x , adkoliv jsme vliastn¥
m¥li ¥{oi: Je-1i {(x) ax? pro vieochna redlnd x , je ¢’(x) = 2x pro
viechna redlnd X . Budu se prirozend této nedidslednosti vyhybat tam, kde by
mohla vést k nedorosumdni.

Z funkce A promiénnfoh mohu vytvo¥it nové funkce tim, ZXe za n¥které
s prom¥nnfoh dosadim konstanty. Tak nap¥. do funkoe f , definované v EJ
rovnio{

fle,y, )= Y% by 1,
dostanu dosagenim A =7 funkoi dvou proménnfoh ¢/ v oboru E, s

7/(4,7):/(1,7,4)=1/x7 Adnx}+4 3
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/8
2

dosagenim X = n=2 dostanu funkei A v oboru £, :

dosagenim x =1, 4 =T dostanu funkoi £ v oboru £,
L) s (1,8, 2) = T pnWat =4,

dosagenim % = 0 dostanu funkei & v oboru £, 3
Llx,n) 2f(2,0,m)=°4m0 +1 =4

Funkce &, y/ jsou riizné! Punkce Y je definovéna v £, , Jejim grafem
je p*imka rovnob&%nd e osou abscis; {4 Jje definovana v E, , jejim grafem
Je rovina, toti¥ mnoZina t&oh bodld, jejich% t¥et{i sou¥adnice je rovna jedné.

U funkec{ dvou promdnnfoh le%{ Jjejich graf v [; , a tedy si to dovedeme
trochu naznadit v projekoi:

Mame funkci dvou prom3nnfch # v oboru ™ . Zvolme %, 3 poloZim
9/(7) -_-f(x,,/y) . Tato funkce je definovdna pro ona 4, pro ndZ [x, ’ 'yJéM.
Jeji graf vidite na obr. 13 v rovind X =X, . Podobn¥ ml¥eme gvolit %o 8
vySetfovat funkoi A(x) =4(x,q,) (viz obr. 14).

2=f(xy) 2=f(xy)

. S
v y M y
| M | M
& — — —
/7

/

|
|
|
|
|
|
l
1
T

e ——— ——— ———

l
| l
| |
| |
[ |
| |
]' H
I |
|

[
! !
! i
| !
i !
| |
It I
[ |
ft 4
1 !
|
|

Obr. 13. Obr. 14.

Obrdtime se nyn{ k pojmu spojitosti. Zavedli }sme vzddlenost p( X ,7,)
dvou bodd v £, . Pro nds bude n¥kdy vyhodn3jsf vyBet¥ovat misto

: x= [ oeiny]

9(.! ,7») = V(x,-% )2 + oo v (Xy -4)
Y = [%, coes ]

Jinou funkei, totil

d(x,y) =L,y ’&Zzﬁ...lx"%"l ;
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ndkdy se hod{ také

&
ad’'(«x, = d, ) = 2 la, - I,
X y/) A (x g’) 2o y 2 ?",

Z¥e)md Jeo
o (x vy’) E P(-xo?’) gd'(-‘o?’) S rd(x 9?’) ’

tJ. neJvdtELl z t¥ohto t¥{ funkol je nejvfSe A -krdt vdtS{ ne? nejmens{ z nich;
proto v mnohfch uvahéoh je lhostejno, které z t¥chto funkol uZivéme (je to
hlavnd v uvahdoch o spojitostl a 1imitd, kde jde - ghruba ¥eZeno - o to, zda se
ndkterd g tiohto t¥{ funkol ga jistfch okolnost{ stdvd "libovoln¥ malou"). Pro
nés bude pohodlnd funkce ' . ML tyto t¥i vlastnosti:

I. d(x,x)=20, pro x 44 je dlx,y)>0.

II. d(x,y) = d( Y,x) .

III. d(x,x) Sdlx,y) +d(y,n) .

Prvn{ dvd vlastnosti jsou s¥ejmé. Dikaz t¥eti: Pro £=7,2, ..., je
'.x‘&-/x:&”: Il‘:-yl +7/&,-/Xf‘,l s I.l’&-'y/&lf l%-/x"lé
Sd(x,y) ed(y,x) , atedy té¥

dlx,n)= Moy lxg-mglSdie,g) vdiy, ) .

Vid{te, %¢ d m& tyté¥ t¥i zékladni vliastnoeti, které jsme uvedli u funkce P
Také d° m4 tyto vliastnosti; doka¥te si to sami.

Pro v¥t&{ ndzornost je nakreslen obr. 15 (v £, ) .

Kru¥nice o poloméru Jd je mno%ina ondch bodd x , pro
/ \ n¥% p(a,x) = d ; opsanf &tverec je mnoZina on¥ch

X , pro n8% d(a,x) = d; vepsan§ &tverec je mno-
\/ ¥ina t&ch bodd X , pro n&¥ d'(a,x) =0,

Vv E, vBechny t¥i funkce splyvajdi:
Obr. 15.
T 15 d(x.7)=f>(~!.’y)=d/(x.7’)=Ix-/yxl.

d - okolf bodu @ = [a/.,, ceey @, ] 2zna¥me ddle U ,(a) ('>0) . Co je to
d - okolf bodu a (v E, ) * To Je mno¥ina vBech bodd X , pro n¥% je

%- f<x&< a/&a. d~, tJ. lx"- a"l<f pro .4@,:1,2, esey & . Neboli:;
U{a) je mno¥ina t&ch bodd X , pro nd¥ d(« ya)< d . Definujme jests re-
dukované J'-okol{ bodu a j to dostaneme, kdyk £ %.(a) odstranime bod a .
Oznadime je U d.‘," (a) .

Budif V(x) n&jaké vliastnost "vdci" X 3} nap¥. viastnost «x >3 (zde
tedy X gnamend redlné 31islo) nebo hlx, a) < 1 (zde jde o body x€ £, ;
X mé tuto vlastnost, jestli¥e jeho "vzddlenost” &, od daného bodu a€ £, Je
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mens{ ne¥ 1). Symbolem & (V(x) ) sna¥ime mno¥inu vech « , Kkterd maji
vlastnost V(x) . Pracujeme-1i s body v [, , je zfejmd

ud.(a,) = § (d(x,a,)<or) ’ u;(w) .§(0<d,(.x,a,)<d') .

Kyn{ definujme spojitost s limitu:

Definioce: Punkoe f ( ~ prom¥nnfoh) se nasyvd spojitd v bodd cecf, ,
Jestlife ke kaZdému & > O existuje J°'> 0 tak, Ze je

l{(x) - {(0)’< [ pro vieohna xe U.(c) .

Pogndmka: mohli byohom té¥ psdt "pro vSeochna x€ udf(a) ", Nebot je-11
[f¢x) -f(e)| < & pro vBechna x€ () (t). pro vlechna x&U(c) kromd -
snad - bodu ¢), je £(¢) definovdno, na¥e nerovmost If(x) - £(c)/< & jJe
splndna sama sebou i pro xLs=s ¢,

Definice. Rikdme, Ee funkoe f mé v bod¥ ¢ (vliastn{) limitu A ’
jestli%e ke ka%dému &> 0 existuje Jd> 0 tak, Ze je

I{(-x) - Al < £ ©pro vieohna «x€ Z(;(c)) .

UvdZime-11, %e pro ~ a1 Je U (c) interval (c -, c+d) , vidime,
¥e pro r =1 , (tj. pro funkce jedné prom¥nné) jsou naSe definice ve shod¥
8 témi, které zndte 2 l.semestru. Posnamenejme (Jjako u funkoe jedné promdnné),
%e se smysl definice a spojitosti negmdn{, pi&i-11 =€ misto < € .

Stejnd jako u funko{ Jedné promdnné se dokdZe, Ze dand funkoe ¢ md
v daném bodd ¢ nejvySe jednu limitu, kterou epdt oznadujeme

Lomy £(x) nebo (je-li to ufitedné) L £(Xyy X0y vanyXp)
d—)c/{ J xgoo-o‘fxpj-)[_%,z..., 4 J o

(samog¥ejmd mtleme misto pismena x u¥ivat také jinfoh pismen).

Srevndme-11i definici limity s definiocf spojitesti (ve které miieme misto
Uy (c) pedt U (¢) ), vidime, ¥e 1 pro funkoe + proménnfoh plati sndnd vi-
ta:

Punkoe ¢ Je spojitéd v bed¥ ¢ tehdy a jen tehdy, je-1i
.&'/”l/ ("") (U) .
lom ) =

Véty o 1imitd® a spojitosti absolutni hodnoty, seudtu, rozgdf{lu, soudinu a
podilu plat{ ve stejném gn¥ni jake pro funkoe jedné promdnné. Také ddkasg je
stejnf, jenom miste lx-cl<d se ple xe€ Uy () a miste O<lex-cled
se pife xelU () .

Je-11 ¢ spojitd v ka¥dém bod¥ otev¥ené mne¥iny M , F{kéme krdtoe, Ze
¢ Je spojitd v M. (0 spojitosti v mno¥in¥, kterd nen{ oteviend, budeme
mluvit pogd¥ji - pijde o to, jak u¥eln¥ definovat spojitest funkoe v hranid-
nich bodeoh mnoZiny ™M, kteréd le¥{ v M.)
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DokaZme vdtu o spojitosti sloZenfoh funkecf{. Budif déna funkce A/ prom¥n-
nfoh {z(x“-z,, ceey %) a8 A& funkoef 4 promdmmfch ¢, (¢, t,, ..., t,) ,

%(tfg tz. o0 e tb) 9 os o0y q"( t4.t2’ oo e ) tA ) .
Definujme funkoi F ( 4 prom¥nnfoh) rovniof
Ftatey ooy ) mf(g (6, Gy cee, )y eeey Gt T, coyts) ).

Vita. Neoh%t funkoe Pgo SPor ooy P J80u 8pojité v bodd ¢ = [_c/4 ,...,q{];
oznalme ¢, () = 4, .eoy % (¢) =, . Necht funkce ¢ Je spojitd v bodd
d = [dq, ceos abb]. Potom funkce 7 je spojitd v bodd c . ‘

Dikag., Budi¥ £>0 . Méme dokdzat, Ze existuje J >0 tak, Ze plat{
|F(t) - ()]l < € pro vBeohna te Ule) , t].

(2) I4(P () coey G (1)) - £(F (&), oovy P ()] < € pro viiedma te U (o).

Jekto f Je spo)itd v bodd o = [d,, ..., d, ]= [74(0),..., %(c/)J,
existuje k nafemu £>0 &{alo % >0 tak, Ze je

(3) [ gy coin k) =4(P (@) eoey G Nl <&

pro vdechny body [.x,, ...,.x,,_] eu.,l(d) tj. pro lx, - d,1<n ,..., be-at&kq,
tj. pro

(4) lx- ¢, (Al < , ooyl -gerl<q

Ale funkoe ¢, ..., ¢, Jsou spoJité v bod¥ ¢ ; tedy k &fslu 7 >0 existu-
je d>0 tak, %e je

Ig,(t) = @Al <, ..o, |9(t) - (el < 7 pro veeohna tel .(c) .

To viak gnamend: Je-1i fe€ ud.(c/) y Je splndno (4), kdy% za 273 dosadim
¢(t) ; tedy nerovmnost (3)

(¢, vees ¥y ) =f(@ (@), coo, g ()] < &

je splndna, kayz ¥ =¢ (t) (A=1,2, ..., ~, teU(c)) , takie sku-
tedn¥ plati (2).

Dikaz byl snadny, ale forméln¥ trochu neohrabanf; pogddji si odvodime
obeondj&{ vitu o gobrasenich g E& do £, , kde to bude pFehledndji{i.

Setkdvdme se &asto 8 funkceml ndkolika prom&nnjyoh, které na n¥kterjch
prom&nnfch nezdvief{. Typicky pifipad je tento: Je ddna funkoe g ( ¥ promdn-
nyoh), definovand v n¥jaké mnoZind Mc £y 3 $3. 9(«) = g(xy, .00y Xy )
je definovéno, kdy¥ « = [x,, ..., XxJ€M. BudiZ f funkoe 4 +A promén-
njoh, definovand rovnioi
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f(-x'?’) =f(-¥4, ceoyXp s Y70 ooy %) 37(‘1o ceey ¥y ) ’?’(“)
pro XEM a 1ibovolné € E, (tak¥e definidnf obor je M x E, ) .

Tvrdiml Je"li [a” ‘&J = [wfp eo0) w‘,. ,£4 p oo ey '&4] libOVOlnj b°d
g MxE, (tj. €M, & 1ibovolné), potom je § spojitd v bodd [a , £]

tehdy a jen tehdy, Je-1i ¢ spoJitd v bodd a/. Dfikas: Spojitost funkoe #
v bodd [:a/,lJ gznamend: ke ka¥dému € >0 existuje o >0 tak, Ze pro

‘-14"0/4I<d~, coey lx/‘- a%l<d" /%-/1/<d"' ceey I%_,él<d‘
Je [fCu,9) -fla, )] <E

ale to gnamend toté%, jako Ze je l¢/ (x) - g(a)/< & pro

lxg = agl<d, ..., lu,-a,l< ( % se zde vibeo nevyskytuje), tj. spo-
Jitost {(Jt ,7/) v bodd3 [a, 4] znamend totéZ jako spojitost funkoe g (x)
v bodd@ a.,

P¥irogen¥, Ze ty prom¥nné, na kterjch funkoe ¢ nezévisf, nemusi byt
grovna ty posledni (jako to bylo gde); ale nechtdl jsem komplikovat oznadeni.
(Napi‘. je-11 {(Jz.,, Xy o X3 5 Xy 4 X5 ) =y(-¥2,~¥z,, ) , potom plati: / Je spojité
v bods [w,, Yy, V3, Y, O«;J tehdy a Jen tehdy, Jje-li s spojitd v bodd
(22, % ]).

Tato v8ta nédm ve spojen{ s vd3tou o spojitosti soudtu, soudinu, pod{lu a
sloZenjch funkc{ dovoluje Sasto rogzhodnout o spojitosti funkof nd¥kolika pro-
n¥nnych. Nap¥. funkce jedné prom&nné

97 (x) =x?, %2 (%) =7", g (%) = Vi+x2 94 (2) =

Jsou funkoe Jjedné promdnné, které jsou spojité v £, , tak¥e funkoe t¥{ pro-
n¥nnfch

ﬁ(x’y’m).-xz’/2(-!,7”“)37’J|{3(1,?’.@):’/4*x2-’
/q(-" 97’,’5) =~ jsou spojité v £, . Tedy funkce t¥{ prom&nnfoch

glx, 9, ) 3127"’-.- a V14 x2

Je epojitd v £; (epojitost soudtu a sou¥inu). Déle funkoe ¢ (§) = sm & Je
spojitd v £, , a tedy podle vdty o sloZenfch funkcich je funkce F , defi-
novand rovanic{

Fla g, m) s bing (X, 9,%) = 4im (xzy3+m V1 +x%)
spojitd v EJ .

Tady jsme tedy ze spojitjoh funkci Jedné promdnné P12 730 G f se-
strojili spojitou funkci 7 t¥{ promdnngoh.

Uvedme dva obeoné p¥{klady.
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Polynomem nap¥. ve t¥ech promé§nnfoh =z, %, nagyvdme soudet konedného
podtu &lend tvaru c/x“’ylxx"" kde £,L,m jsou celd nezdpornd &{sla, nap¥.

J.z‘?y/r," - 34- xn, 75'74 3

(nemusi{m jist® definovat obeond polynom v + promdnnfoh). Je viddt, Ze kaZdyf
polynom v & prom¥nnfoh je funkoe spojitd v £, .

Racionéln{ funkce je podil dvou polynomfi; je ovZem spojitd ve viech bo-
dech, ve kterfjoch je jmenovatel risnf od nuly.

Naopak uvedeme nyni jednu vdtu, kterd dovoluje ze epojité funkoe n¥kolika
promdnnfch sestrojovat spojité funkoce menZfho po¥tu prom&nnych. Necht

f(-" ,7/) -f(-!q. ceos¥r s % s eoey ¥4) Je funkce A +4 prom¥nnfch, spojitd
v bodd [w,, s, 4, ...,rﬁ,]z [a/,.&_] . Potom funkce ¢/(x) =f(1 , %)
Je spojitd v bodd a .,

Dikag: Budif¥ £ >0 ; existuje >0 tak, Ze

(5) Igtx o) - fla, b)l< €
pro  lx, - aq,l<d, ..., lx, - l=<d, l%-/ﬂql-:d‘, ceey Ny - £ 1<,
Tedy (5) plati speocidlnd pro

lx, - a,l <d, ..., I-x/o-wbl< d, Yoady , oo, %zré, .

TJ. pro ’J,-a/4l<d~, ceey ,xk" a’ml<d"d° ’f(‘x,‘)-/(ng')’<8 ’
tJ. lgtx) - gla)l < & . Tedy Je 9 spojité v bods .

Je Jasné, ¥e ty prom¥nné, které byly poloZeny rovny konstantdm, gase ne-
musi! bft srovna ty posledn{ prom&nné. Nap¥. u funkce dvou proménnfch: Je-1i

f(.t ,7/) spojitd v bodd [w, Iv], Je f(.x ,I') spojitd v bodd§ o,
#(a,y) jJe spojitd v bodd 4 .

JestliZe Je a.el‘:t » @& Jestlife funkoce
?'(“") 'f(wf 'y Yy ceeyVp g1k, %.’41 ceey A4, )

Je spoJitd v bod¥ ap , ¥{ké se Zasto, Ze 4 Je spojitd v bod¥ a/ vezhledem
ke A-té pron¥nné. Tedy funkoce, kterd je spojitd v bodd @&, je podle pFede-
816 v3ty také spojitd v bod¥ @ vghledem ke kakdé promdnné.

Ale obrétit se to nedd, jak ukéZeme na p¥ikladd: Budi¥ 4 funkce dvou
proménnyoh:

f(.x.'y)zﬂL pro [x,4] ¢ [0, 0] , £(0,0)= 0.

220 2

rato funkoe je spojité v kefdém boas [*,%]# [0,0]. vveas [0,0] je
epojité vehledem k prvn{ i veghledem k druhé prominné, nebet
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{(1,0)-0 pro vSechna <« ,
{(O,y):o pro viechna v .

Ale { nen{ spojitéd v bodsd [0, OJ } nebof pro « « y# 0 je

2 x%
f(.x ,X) = 23" 1 , tak¥e nemdZe b§t Ex,y]ﬁﬂfg,o (x,9) af(O 0 90) .
Stoj{ za to viimnout si prib&hu funkoe v okoli bodu [O , 0] . Na obou osdch
soufadnic je f(x,'y) = 0 . Na ka%dé p¥f{moce ay = Ax (&4 0) jo

2
{( J‘.y) = .z‘zzfz:.xz = %‘é— krom8 poldtku (kde je hodnota funkce rovna

nule).

§ 3. Parocidlni derivace.

Budi¥ § funkce A prom¥nnfch, budi¥ @= [aj, ..., @] bod. Sestrojme
funkoi g jedné prom&nné:

?/(1) =f(w’, ...’w‘,-f' " 2 'a/‘*’, ceoy wﬂj) .

JestliZe funkce ¢/ md v bod¥ 4y derivaol 9'(4) , ¥{kéme, %e funkce #
mé parcidlni{ derivaci podle A -t6 prom¥nné v bodd @/; hodnota této parcidl-

ni derivace Jje pak &{slo 9/'(“%) . Tedy ta parcidlni derivace je
B A7 &) - g(ay)

o —Z sy hneboli
A £(0/4, ooo’a/"-4’ a’£+£.w£+4, ....le) -%(a"' o-o,wN)
@ o y3

V dalsim budeme mluvit jen o vlastni (neboli konedné) parcidlni derivaci.
Proto slovy parcidln{ derivace budu rogumst vZdy vlastni parc. derivaoi (tj.

vlastnf limitu tvaru (1) ). Pokud n¥kde p¥ipoustim také nevlastni{ derivace,
gdlraznim to 2v1A45td.

Tato parcidln{ derivace Je definovédna v ka%dém bod¥ @ , ve kterém je
definovdna vlastn{ limita (1), takZe je to op&t jistéd funkoe ~ prom¥nnjch;

gnadivd se —D—L. takZe
3-!-‘/

2%, eearky) | D)

(2) ?JL‘, 3.!/‘

gnad{

parc. derivaci funkce ¢ podle 4£-té proménné v bodd & = [x,, ..., 4] .
P¥i malém podtu prom¥nnych piSeme Zasto nap¥. éﬁ( "_a’_ﬂ‘x y ) , ¢ "‘?_Z'?/ ' *) ,

b'{( x%, x) pro parcidlni{ derivace funkoe /( X, 4, ~) podle prvan{, druhé,
t¥et{ promdnné.
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Sasto se piZe také , ,
fale,y,2) , fole,y,a) atd.

N&kdy se vynechdvaj{ 34rky a pide se f. . /? » f2 atd. Hodnotu parcidlnt

derivace (L0 ®) o poas [3,5,2]  ptieme | 244X+ )
2y 2 (3,5,2]
nebo [Ef(x.ﬂ{‘h/’b)]
B?/ x:3
727
/!.32

Pojem parocidélni derivace se vyskytl Jif¥ na konol l.semestru, a byl trochu
prooviden; proto poletni p¥iklady celkem neuvddim.
V uvedeném oznaden{ je jistd nedlslednost. D&ldme to obylejns tak, Ze

piSeme % '”a'gi ) nebo /?' (x, Y ) @ minime tim ndkdy funkci (nap¥.

2
piSeme u#= Z.xya, a minfime tim Sasto, ¥e funkoe f definovanéd rovniof

{(J .7,/2.) 3 -!7"& md ga parocidlni derivaci podle druhé prom¥énné funkci, je-
J{% hednota v ka¥ddém beod¥ [&,y.MJ Je nya 3 Jindy tim minime vskutku
hodnotu té parcidln{ derivace v uréitém bdedd Ex,oy/. «] ). Mohli byohom ¥{oi,
-1 % bude gnadit funkei, a Qﬁ( ;9;?/’“’) Jej{ hodnotu v bodd [.x ,y,a.].
Ale mneho sl tim nepomtZenme. Nap¥. jde-1l1 nédm o paroidln{ derivaci podle druhé
pron¥nné v bod¥, jen¥ md vSechny souradnioce stejné, Fekndme v bodd [x, x,x],

m§li bychom napsat M.xz,; p ) . Ale jak pogzndme, Ze a gnad{ druhou pro-

nénnou? Kdyby n¥kdo psal {(‘t P ,y) , rogumdl by pod %f- asl paro. deriva-
ol podle t¥et{ prem¥nné. 7

Mikeme to obejit takto: parcidlni derivaci funkoe ¢ podle 4&-té pro-
n¥nné osna¥me f,z nebo Afl, . Hodneta této funkce v bodd «x = [.11 y eeerty]
#e potom disledn¥ sznad{ {4(.1) nebe ,2 (Lgy coeyXy) &

Tady je obti¥ jen technioké: indexy 1,2,J, ..., s sy eo. OGasto pot¥e-
bujeme k reglilevdni rdsnfoh funkci. Musili bychom se tedy smluvit, %e indexy
gsnal{cf derivace budeme psdt a tisknout t¥eba Zervend; to se oviem neddld
s teohnickjoh ddvodd. Jest oviem jeBtd jedno vfchodisko: peét indexy, snadfod
derivaci, sa st¥ednik, takke nap¥. jsou-1i dédny funkce o, , o, s 5 -
snamend f?- , 4 Peroidlnl derivaci funkoe {?-, podle £-té prom¥nné. Aby nedo-
510 k nederoszumdni{, musila by se parc. derivace funkoe f podle 4£-té pro-
adnné snadit f vy Jekto viak toto jist¥ udelné osna¥en{ nen{ obvyklé, neza-
vedeme heo.

Budeme tedy u¥ivaet hlavnd toho nediislednéhe oznaZen{ %é-. ﬂ (spile

ne {,’z ), pokud nedbude hrogit nedorozumini; 3asto, hlavn¥ v teoretiokjoh
uvahdch, bude vihedné u¥ft osnadeni ﬂ,ﬂ s oo+ Pro parcidln{ derivace podle
prvni, druhé, ... prem¥nné.
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Punkoe £(¥,, .ee,%,) v oboru M neoht md v n¥kterfoh bodech derivaci
podle g 4  tedy 3?{2 Je opdt funkoe & prom¥nnfoch v jistém oboru M, , a

miZeme opdt po¥itat je)Ji derivaoi podle kterékeliv prom¥nné X, . Punkci, kte-
rou takto dostaneme, ognaZime

2
-D—L- a nagveme Ji parcidlni derivac{ 2.¥ddu. Podobnd ddle; nap¥.
D.x.& D.xl

a?J (= 1Y 9 % )
2X Ax dy dx oa /x bfy
krédt po sobd podle x , potom jednou podle &% , Jednou podle x , dvakrdt
podle ~ , a jJe¥td Jednou podle 4 . Zkrdoend se uf{véd oznalen{

b’f(dc 2w, a) y .
5% 3y PR 57 (viimn¥te si risného umiet¥n{ indexu p¥i 274/ a Jdx?),

, 2
UZivd se oviem té% oznalen{ ‘{-"7’ ’ ﬂy nebo ¢,, misto -—g;fj; » podobn¥
' 2

{,’u ' {xx nebo {,4 misto % atd. (Jje-1i nebezpel{, Ze by n¥kdo dvojici
X

gnamenéd parcidln{ derivaoci, kde se derivuje nap¥ed dva-

11 Betl jako Jedendot, pi&i £, ’4). Tak funkoce dvou promdnnjoh £(-x, ¥) nd
parc. derivace (pokud existuj{) aﬁ 3£
- X 37

2 | Y 2 ¥y 2 2 2?

'ié'. 2 £ ézy-alfax'_‘{?°

3.:2727 * )'7' ox ! 37 PYE Y 39«2 ’ 37 ay 37

Celkem je to 2™ derivaci ~-tého ¥ddu.

NaBe definice parcidlni derivace se aplikuje té%Z na funkoce jedné promdnné

f(x) . Tam ovdem 2%%‘-1-)- neni nic jiného ne% obylejnd derivace /'(J) neboli

dlab‘( :)_’ , a podobn¥ pro derivace vysSich ¥ddd. Oviem vime~li, Ze ¢ Je funk-

c{ jedné prom¥&nné, neuZivdme obyZeJnd aymf:olu -g—f', nybrZ % nebo ¢#° .

Uvedme jenom jeden p¥{klad: {( X ,7) = Auw (Jc'yz) . P¥iL derivovéani po-
dle ¥ se na v divdm jako na konstantu, podobn¥ p¥i derivovédni podle 43

%f—:zyzws (-!7'2) ’ 2'éarl.x:;«c«r:s (-rfyz) b

oY
Z_ié_., ‘7""“'"" («y?) , = 2y o8 (24?) - 2rgyaim(x3?) ,

2’ 2oy
T TR o e e R %
atd. To, %e vychdzi 2;2'% = afz% , hnen{ ndhoda. Plat{ totiZ
véta 11. BudiZ {/ funkce dvou prom&nnych, [_x. ’ 7’.]6Ez . RNeoht
{{'(;x'?’) , y—(;"':—;ﬁ existuj{ v jistém okolf bodu [X,, 2] . Necht

1014-4527



- 69 -

%f—(%;ﬂ Je funkoe spojité v bodd [¥,, %,] . Potom existuje téZ

¥e (x y )
[ 7”4LJJ'.!° a je
A £
?2 (117’)] - 72;(-‘ .:Zl
[2g,;21 X®Xg [ X 27 ]x=1°
=7 7’70

Dikag. UZivejme osnaleni {, , {z’ {42. , /u . Predpoklddd se existence
funkof 7, f, v okolf bodu [x, , 4,] a spojitost funkoe £, v bods
[%0>%:] + osna¥me 4, [x,%] = A . Méme dokézat, Ze funkce ¢, mé v bo-
as [Jt, ’ 71,] paroc. derivaoci pedle prvn{ prem3nné rovnou A , tj. mdme doké-

gat, Xe Lo b(a,ﬁ)-ﬁ(-!o,%)glq .

\l-.-!o .(-.!’.o

Derivace #,, £ , f,z existujl v jistém
Uy(Xq»%,) « Budl¥( £€> 0 3 potom existuje

[x..y]__lt_'"}_[f’] ;f> 0 tak, ¥e pro viechny body [« y )eULxy ,5)
| ¢

| |

L_L (3) |4 (x,9) -Al 2E,

Pos] | [S4] [%]
Volme hned d<A . Pro

(4) l-!--l°|<dv, I:y-%l< cf',

Yt ¥t P
s gavedme tuto funkoi:
Obxr. 16.
(5) Fla,g) nfl0y) ~fllo ) - fUL, ) 0 flle, )

(X -xp ) (7'%)

Budi¥ [-x ,g/J bed, pro n¥jE plat{ (4) a vySet¥fujeme hodmotu (5) v tomto bodd
(&, oy jeou ted na chvili pevn¥ svolena). Sestrojme tuto funkoi prom¥#nné ; :

(6) G5 =g (5,9 -, %) .

Bodnotu %' (< .7/) lge nyn{ napsat takto:

(7 Fla,y) a L) =F0) 1
X=X -7

Protofe funkce § mé pro lf-xo,l< d derivaci

R RIIT R AT IO
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(a je tam tedy spojitd), existuje bod fo megl x a Xx, tak, ¥e
X) =P (X
PX) ~F(%) fo o vw) - £ 080 %),

-k-xo

tak¥e podle (7) je

_ﬁ(;o’y) "f.f( ;oo% )
b Sl
fo Je ted pevnj bod; svolme funkoi prom¥nné 7

g =44 ¢4, 1) .

Tato funkce m& v intervalu |7 - 4;/<d”  derivaois

?"(’l) = ffg ( ;0 n’l,)

8 Jo tam tedy spojitd, tak¥e existuje bod 7, mezi 4, a 4 tak, %e (podle
(8) )

(8) 3/(-!’7’)'

?’(J,y)a fi(;o’y) --ﬁ(fo’%)’ ?’(7)'9(?6)
a y A O il
(87)
= 41 ‘50'"2:') .
Ale bod [;o ' 710:, loZ{ g¥ejmd v ud-(x,,%) (vig obr. 16), takZe podle (3)
[ £ 500 %0) -Al 2 €.
Bod [x,y] byl libovolnf bod oboru (4), takZe (8%) ném advé tente visledek:

= ?"(’Zo) =

I. Je-1i [« ,4] 1ibovolny bod oboru (4), Jo [|F(x ,y) -Al £ €.

Zvolme nyni pevad & , O0<lx —x l<d , a positejme ?ﬁméf'(d,y) .

Je
lwru-ﬁ‘j) -i(l’%) = (x, g) ’ A"U-ﬂ‘O ’L) -.‘(4"4%) =4 (%,, o))
g O LA £ fe L P w =, ALY ¢
takze (viz (5))
(9) dom F (2 ) s Bal2 o 96) ~fo Uy %)

Al x - x,

Ale X vyhovuje podmfnce O <|a -x,/< J" , takZe pro 0<Iy’-y<,l<0p
leZ{ bod [.x',yf_] v oboru (4), takie podle I Je [F(x,y) -Al =& ,
a tedy 1 l:&'mu?'(d,'y) -Al £ £ , neboli - podle (9) -

t AR £
(10) |alrge) ~falte %) _yj2g

X - X

to plat{ pro kaZdé X g redukovaného d -okoli 0<|x -0l < d .
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Tedys ke ka¥dému E>0 existuje o> O tak, e pro kadé « redukovaného
okolf O <|ux -x,l<d plati (10). To v3ak snamend, e

o, 12881 %) =fal¥0 %) _ .

-!—’-lo 4 -.lo

To jsme vSak m¥li dekdsat.

Obdebnd vita plati pro funkce vice promd$nnfoh. Nap®.:

Neohf funkoce Af(-"“-"z, » %3 »%y) mé paroidln{ derivace —;f, %3%— v oko-
. . 2 2
11 bodu x(°) . |-_.x4(°), .xz(o),.xa("),.xy( )] & neoht % je spojitd v bo-
3

X2
2
aé -x(°) . Potom v bods .z(°) existuje také —)—L ’

2
stejneu hodnotu jako _z_{_

3-!2 3‘13 *

a méd v tomto bods

Dikas neprovddim; ostatnd se dostane okamZit¥ £ vdty 11, jestliZe této vi-
ty ufijete na funkoei dvou promdnnfoh }’("z-"‘s) = /(x4(°), Xy o Xz, Xy (°)).

Z vty 11 plyne snadno tato vdta, které nejlastdji uZivdme v jednoduchyfch
aplikaocich.

Vita 12. Neoht je m oelé, m = 2 , £ (x,%) funkce dvou promdnnfch,
kterd mé v oteviend mno¥in¥ M spojité parcidlni derivace a% do ¥&du =-7 .
Neohi jsou 4, ¢ pFirosend ¥fsla, f +¢ =n . Neohl jedna z derivaci
m~tého ¥ddu, kde se derivuje 4 -krdt podle x a g¢-krdt podle 7%, Jje spoji-
td v M . Potom vSeohny tyto derivace (v nich%Z se derivuje s -krdte podle «
8 g-kréte podle 1 ) existuji a jsou si rovny v oelé mno¥ind M.

?j. sdle¥{ jon na tom, kolikrdt se derivuje podle x a kolikrdt podle Ve
negédleli na tom, v Jakém po¥adi se to d8§je. Nap¥. choi-li po&itat postupnd de-
rivace funkoe ¢# , vypoStu napred 4, , 4, . Potom poditém derivace druhého
FYéddu; slistim-11, e 4 , ‘fz' /"_ jeou spojité v M, nemusim ji¥ podfitat
/M } vypodtu Je¥td g4, , /u . Jsou-li vBeohny derivace a%¥ do 2.¥4du spoji-
té v M, a gjistin-1i nap¥., ¥e ’fﬂz jo spojitd v M , nemusim jiZ pod{tat

f"l‘l ’ fz.’., 3 podobnd ddle.

Napf. je 2% o 1024 dérivaoi 10.¥ddu; jsou-1li splndny uvedené podminky
spojitosti, stadf jich vypo3{tat 11 (podle toho, gda se podle x derivuje
nulkrdt, jednou, dvakrét, ..., desetkrdt).

Véta 12 pro m =1 je obsaZena ve v¥t¥ 11 (u¥ijl v8ty 11 na kaZdf bod
mno¥iny M) . Déle se dokasuje indukcif podle m ; tento rysge formdln{ dikaz
nebudu provddét. Obdobnd vita plat{ pro funkce v&t&{ho podtu promdnnfoh; také
Ji nebudu vyslovovat ani dokazovat. (Sami sl uvidomite, jak vypadd.)

,z
Podotfkdm, Z2e p¥edpoklad o spojitosti TSL nelge vyneochat. Snadno se

lé
sestroj{ funkoe /(.x,ry) » u které %. —;'f Jsou spojité v Ez ' ;_zz ’
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2 2 2
‘a: y ’ 'D; 5{& ’ )DVJ existuj{ viude, ale v ni¥kterém bod¥ Je
2
¥4 v 2
2..! '37/ * ?7« ')u! ('1’ n‘pf. D I’ k.p' nII' s 3 ’ 07150 4).

Pojem derivace nds u funkoi{ jedné prom¥nné vedl k dlleZité vit§ o p¥i-
ristku funkoe: Je-1li f spojitd v (@ ,4) a mk-11 derivaci v (o, &) ,
potom existuje c¢€(a,4) tak, Ze

§(8) - fla) = £7(e) (4=-a) .

Tato vita ddvd tedy nap¥. mo¥nost odhadu "p¥{rdstku funkoe" pomoo{ odhadu jej{
derivace. Odvodime obdobnou (trochu mén¥ dokonalou) v¥tu pro funkoce ndkolika
proménnfch; provedu to pro funkoe dvou prom3nnfch, abyoh nemusil psdt nepiFe-

hledné vsoroe.
M¥jme funkoi #(x ,4) , Kkterd necht mé parcislni derivace ¢, , £,
v otevFeném intervalu J= Jy x J, (4 = —ﬁ £, = —ﬁ) Bulte [(a,4],

[a+4h, 4 +A] ava body & J . Prirtstek runkoe {(auk bark)-f(a,d)
vyjédd¥im jako soulet dvou p¥irdstkl, kde se w kafdém z t3¥ch dvou p¥irtstki
ndni jen jedna prom¥nnd:

flavk, b +h) -fta,b) =
s E/(auf<g,4& +AL) -uf(tw.aL +a£l]'* [{5(01.4‘4u£) 'jf(aVsJQKJ-
Je-11 4 4 0 , splhuje funkce @(x) = £(= , 4 +4) v intervalu (a,,a.+4>

(pop¥ip. (am-l,, a/> , kdy¥ h<0 ) predpoklady véty o piirfietku funkoe;
tedy

(11)

Cf(a,-r.k) - ¢(a) = cf’(cz) . A
pro jisté ¢ mesi a, a +.4A, neboli

flash, bsk) -Jla, b + k) st 4+4) . 4

Tento veorec plat{ 1 pro A= 0 , polo¥fm-1i nap¥. ¢ = a/. Podobn¥§ mohu na
funkoi

1,” (’7’) = f( @, 7’)
u¥{t vdty o pfirfstku funkoce:

Y+ h) -yl =9 (d) . & , t3.
fla,de k) - fla, by = f(a,d) & ,

kde 4’ lel{ meszi 1‘, ,ﬁ+£/ nebo je d = b (pro =0 ) . Dosasenim do
(11) dostdvédm

flavh, be k) -fla,b)={ (v, 4+ R)A + f(a,d) k.
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0 polose bodd [, #+ 4], [@,d]) nés bude zajfmat jen toto: jejioh
prvn{ eoufadnice ¢, a le#f mesi a/, a +4 nebo splyvaji s n¥kterfm
s t¥ohto 5isel; Jejich druhé soufadnioe le¥f mesi <4, £ + .4 nebo splfvajf
8 ndkterfm sz tSchto Eisel. Tedy

flaeh, boky -fla, by = fEVA s ()4,

kde £ , 7 Jeou dva body s t¥mito vlastnostmi: u ka¥dého g nich prvni sou-
Fadnioe budto leXf mezi a/, a+4 nebo Je rovna ni¥kterému z td3chto 3isel;
druhé le¥{ budto mezi £, A+ X nebo Je rovna ndkterému z téochto Sisel. Po-
dobnd se postupuje u funkof{ v&tSfho podtu prom¥nnfoh; nap¥*. u funko{ t¥{ pro-
m¥nnfoh rozloZim

{(anA, Aok, o+ d) - £( w, 4, o) =
= [f(a,-t/,, bo iy o+ l) - f(a/, L+ Xk, c/+,6)_] +

+ [{(a/,»@«r‘,,c/a-[) -{(a/,‘-,c/q»,[)] +
+ E{(a/,,@,c/ + £) -/(a/,l',u)_] .

Vyslovim p¥{islul¥nou v&tu obeon¥ pro funkce . prom¥nnfoh; ddkez neprovi-
dim, postup by se okopiroval podle p¥fipadu A = 2 :

Véta 13, Budi¥ ¢ funkce A/ promdnnfoh, kterd mé v otevieném intervalu
Jcky, derivace f,, 4, s <2es f, . Budte [a,,ay, ..., n], [o,+4,,
G'z-o-»@, ceey Wy + //u’%] dva body £ J . Potom existuji body ;‘1 , fz »oeeer £
v J tak, Ze

v 7

f(w,w&,, ceer @ +44) - 4,0, o0, @) =
= £, (;4)’41*&({;)‘&* Y A AR

P¥itom - -td soufadnice kaZdého z bodd £ , ..., §, budto lef mesi a,,
@y * ﬁ«m nebo se rovad a, nebo a, +a,..

(Pro A~ =1 je vdta o n8co mén¥ dokonsld nef v¥ta o pF{rdstku funkoce;
nap¥. se existenoce derivace predpoklddd v otevieném intervalu, jen¥ obsahuje
body a,, a, + ﬂ., . Vita 13 by se oviem dala je5tS zdokonalit, ale nebudeme to

pot¥ebovat.)

Posnémka. Uvedme jeBt¥ jedno poufit{ véty o p¥{ristku funkce. Oznadme
/-v_g'f usedku v E,o o krajnioch bodech 4, Y . Lomenou &arou rozumime sjedno-
cen{ usedek

WD ffy afe s et P

¥{kdme, %e tato lomend 3éra spojuje bod #v s bodem 4, . MnoZinu Mc £,
nasjvdme oblasti, jestlife mé tyto dv¥ vlastnosti: 1) M je oteviend,

2) ka¥dé dva body £ M 1gze spojit lomenou 3arou leffof v M [a sloZenou
s uselek rovnodb¥Znfoh s osami soui‘ad.n:lo]. D4 se dokdzat, Ze dodatek v zdvor-
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kioh [ ] 1se vynechat, ani¥ se sm¥n{ smysl definice oblasti, ale nebudeme
to dokasovat. Plati pak

Vita. Budi¥ { funkoe x prom¥nnfoh; necht pro vechns « oblasti
McE, je

f,,:fz:...:fbao (pisi %&B{&,).

Potom ¢ Jje konstantni v M.

Dikag. Budi¥ /g isedka lekfof v M a rovnobdini s 4-tou osou sourad-
nic, tj. vBechny soufadnice s v§jimkou 4-t§ jsou na té usedce konstantnf,
tekZe f1g’ je mno¥ina viech boad [a;, ...,o4_,, x s W qr soer 2] , kde

@y Jeou urditd 3isla, « probihd Jist§ interval (U, ). Punkce jedné pro-
nénné

9/(“‘) 8{(“‘“ coe sy v X g Yo gy seey ay, )

mé v (l‘/ ,w> derivaci 9"(-1) = f&,(a’{s -o-oa"k_’a“' ' Vg pq9 coe ay) = 0

a tedy Je ¢ konstantn{ v (c/, d/} podle vdty o p¥{rfetku funkce. Tedy je
speoidln¥ 9g1(¢) = Hd) , 3. £(p) =¢(9) . Budte nyni @, ave body

g M ; npéme dokésat, Ze #(a) = 4(4) . Spojime tedy @ s £ lomenou Zarou
(12) (p, =a, 4, =4) leffcf v M, sloZenou s use¥ek rovnobi%nfch s osami
souradnic. Podle toho, 00 jsme prdv¥ dokédsali, Jje vskutku

;(a’) 3%(,"4) 3{(%’&) S e =f(/",..) ={(‘) .

§ 4. Totdln{ diferenocidl.

V5imndme sl napfed funko{ jedné prom¥nné. Co to snamend, Ze funkoce f nd
v bod¥ a derivaoi ¢#°(a) rovnou &fslu A ? 1) 7o gnamené, ¥e funkoe (pro-

ndnné 4 ) f‘“’*"’}l = #(2) .4 ga limitu (pro A >0) &fslo A , neboldl
e funkoe

(1) 7, 4) = ﬂ"'*"’b‘f"“’) - A

nd gza limitu nulu:

(2) A’é'/";l ’71 (-&) =0 N

(1) mi¥eme napsat také ve tvaru

(3) £(ash) - fla) = Ahs iy, (4 .

1) Rekli jsme jiZ v § 3, Ze slovem derivace (pop¥. parcidlni{ derivace) budeme
stdle rogumdét jen vlastni derivaoi.
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Tedy: funkoe f B4 v bodd @ derivaci tehdy a jen tehdy, jestlike existuje
5{slo A tak, Ee funkoe m4(R) , definovand pro £ #0 rovmiof (3) , splhu-
Je podminku (2); potom f’(a,) =A

8{slo A Jo, po p¥{pad¥ a¥ na gnaménko, rovno vsdélenosti bodd a/,
a+4h, Kkterd jo rovma lA| . saysl rovnice (3) bude trochu nésornsjs{, kdy%
do posledn{ho Slenu savedu 3initele lA] misto A .

Jo totil AN (A = lAl . 7(h) , xde 9(4) =%, (A pro £>0,
oL(A.) = -7, (A) pro h<0 Z¥e )n¥ znamend (2) toté¥ jako

(4) Lmn by =0 .

Tedy definitivnid:

Funkoce ‘f nd v bod¥ A derivaocl tehdy a jen tehdy, jestliZfe existuje
5islo A tak, ¥e funkce 7 , definovand pro /L# 0 rovnic{

(5) flash) -f(a) = Ahs LI 7 4y ,

splhuje podmfnku (4), nade¥ oviem A = #’(@) . Rovnice (5) a (4) ¥{kaj{ zhru-
ba asi toto: rosdfl f£(a+4) - f(a) je pro "mald” A “p¥idbliknd" dmdrng
3{slu A 3 Yohyba" | A .”'L(‘,) je pro "mald" A “"mnohokrdte mens{i" ne% |41 ,
tJ. neX vsdélenost obou bodd o , a , #

Zkusme vyjdd¥it n¥jakou podobnou vlastnost pro funkoe n¥kolika prom&nnych.
Pljde o rosdfl

(6) flags by oioyay s 4,) - fla,, ..oy ) .

Pro A =1 byl &len A4, 1ineérni formou v jedné prom&nné; pro vdts{ A gkus-
me tento viraz nahradit linedrn{ formou v & prom¥nnfoh 41, ceny ﬂw :

A10£11 + AZAIZ’ ese ¥ AA'A/D.
Zvolme tedy libovolnd ¥isla A,, coey A 4 @ napifme rovnici

‘f(a/1+ ’. ecey a’k'.'o‘,b) -¥(a{" ...,a,b) =

(7) ’A,A"-} ese ¥ AA,AA.:.. V A12+ seee ¥ /ﬂﬂ,z . '2("” ""AA) b

touto rovaniocf je tedy (pokud L&’ y ceey /%] $ [0 ) ssey 0_-) ) definovéna jistd
funkee 7 , totik

Q(.&

1’

...,X,,L) - VZ‘[, 1 — (f(az,-pﬂ,, coey a’4*‘£4) -{(w,, ceey @) -
; "

“Ahy - i - MY

a néds bude sajimat ten pi¥ipad, kdy
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Ao Ay ooy hy) =0,
(8) [hy comn b0t

Tomuto p¥{padu ddme svlditn{i nédcev.

Budeme ¥{kat, ¥e funkoe { mé totdln{ diferencidl v bod¥ o , Jjestli¥e exi-
Btuji éisla A{. sooy AL t‘k, !' IunkO'

"l(") 3"[('£1l’£2.0 °'°"£’/‘,)

(pi&i A = [zﬁ.,, coey ﬁg,,] ) , definovand rovnic{ (7), vyhovu)e podmince (8).
Funkce (prom$nn¥ch »ﬂ,, ...,ﬁw)

(9) A"&’* eee + AMA”

8e pak nagjvd totdlnim diferencidlem funkoe .{ v bod¥§ &« ; snali se d/f (a).

Smysl této definice je tFf¥, jako jeme jiZ% podotkli v p¥{padd A =7 : Na-
hradime-11 p¥irdstek {(aq + A'.,, N7 +ﬂ,b) -f(ay ...,2,) funkce §£ 1i-
nedrni formou 41 ﬂ, + eoe + A,,_A.M dopustime se chyby, kterd je "mnohokréte
menZi" neZ vgddlenost bodd [aq, coes Ay ]y [a/, + M,y eoey 4 +4, ), pokud
tato vzddlenost je "dostatedn® mald". V tom tkvi vfsnam totdlnfho diferencidlu:
levou stranu rovaice (7), kterd mi%e bt velmi slofitd, miZeme nahradit jedno-
duchou funkof .(9) s chybou, kterd je tak mald, Ze v mnohfoh uvahéch nerusi.

Pro ~ =1 gnamend existence totd&lnfho diferencidlu funkoce f v bodd @
toto: existuje 3fslo A tak, Ze je

flash) - f(a) =Ahy [hlyhy,

xde Lomp(d) =0, t3.
e&_'oq() J

. {(am-L) -J(aa) - A s Limntd y ) 2)
,éf"cf . 2 ey XA e A )
To véak znamend totéX, jako Ze existuje .f'(a,) = A . Tedys Pro funkce jedné
proménné plati: £ mé totdln{ diferencidl v bod¥ </ tehdy s jen tehdy, kdyk
{ mé v bod¥ @ derivaci (vlestnf). Uvid{te sa chvili, Ze pro funkce vice
proménnfoh to vypadd Jjinak.

Jest¥ je vhodno definici totdlnfho diferenoidlu pondkud upravit - je to
spiSe poletn¥ - technickd uprava: Je sfejmé, e

(10) ﬁ,z * oees +,£/sz Iﬁ,,l-r vee + 1B |5 & u,ﬂ cen + ,“_z .

2) Definuji Aynﬁg’/ pro A)O, bfwﬂn-'f pro A<0, A?nO-O

(%te se "signun” = gnameni).
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Protofe s virasenm lzk.,l * coe * .‘A‘,l se Sasto lépe politd neZ s odmooninou,
savedme novou funkci § rovnief

Vk,zi» cee + ‘;f”[("n ceesr #4) = (Mﬂ + eee + I‘ul) f(o‘,, ceey Ay)
( pokud [ﬁq, eeen 14 [0, ..., 0]) .

Podle (10) jJe
LRy eerdad | S 1§50 cory da) | Sl oo, A]

»&:/"V "r, ...,‘1 =0
b TR 4 SR A St

plat{ tehdy a jen tehdy, kdyk

Aoy Ay couy ) =20
(1) [A,,....A,_]—,{LO(...'.,OJ +

V definici totdlniho diferencidlu mi¥eme tedy misto (7) pedt rovnici

(12) f(w,+£,, cers @y 2 A - ey, L, ay) =
sA,A,+ cee + A‘,»&L-r (l&ds oo s 1A f(‘,, ey )

a misto podminky (8) podminku (1l1l). A jektd jednu upravu provedeme: Rovmice (12)
nedefinuje hodnotu {( 0,0, ..., 0) , nebot pro ,&1 = .. = A, =0 Je rovnioe
(12) spln&na, at volime §(0,0, ...,0) jakkoliv; volme tedy

£¢0,0, ..., 0) =0 1 potom rovnice (11) snamend, ¥e limita funkce § v bo-
a5 [0, ..., 0] 3je rovna hodnot¥ funkce v tomto bodd, tj. znamend, Ze § je
spojitd v bod¥ [0, coey O] . MNMi¥eme tedy vyslovitl tento druhy tvar definice
tot. diferencidlu:

R{xéme, Z%e funkoce { ( &+ promdnnfch) mé v bodd a = [a/,, ceey @] to-
tdln{ diferencidl, jestliZe existuji &isla Aq, ceey A;(, s touto vlastnost{:
definuji-1i § (4, ...,dn) pro [4,, ..., 4,0 # [0, ..., 0] rovatet (12)3)
avbvodd [0, ...,0] rovnief

(15) f(o' 00000)30 )
je funkce § spojité v bodd [o, ..., 0] .

Budeme ufivat nejlastdji tohoto tvaru; ndkdy misto spojitosti v bodd
[0, cony 0] budeme uZivat rovnice (11l), Jje¥ ovlem gze spojitosti a £ (13) plyne.

DokdZfeme n¥kolik vé&t o totdlnim diferencidlu.

Vita 14. Mé-11 { v bod¥ @ totdln{ diferencidl, je ¢ spojité v bo-
&8 .

3) Samog¥ejad: Jen pro ta »&1, coey ,LA_ » Ppro né% levd strana Jje definovéna.
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Dikag: 2 rovanioc (12), (11) plyne, Ze

( 4 ) eeey + - ) ooey = 0 ,
bm s o e a A~ )

Jaky Je vetah mezi totdlnim diferencidlem a parcidlnimi derivacemi?

1,...’

Véta 15. Mé-1i £ v bodd¥ a totdln{ diferemoidl A1£1+ cee + AL Ay,
existujf v bodd o parcidln{i derivace

[3'{(.:“ ,,,,xh)Jz AL oo, gl(x4i...,.z4_):]= A, .

o X
1 =@ » L=Q

Tedy: Existuje-li v @ totédlnf diferencidl, md nutnd tvar

) pow s -ﬂ_L,L

’3,:4

(lgi—:'l gnamenéd hodnotu parcidlni{ derivace podle prvni promdnné v bod¥ « ).
Dikag. V rovnici (12) poloZfm A, = ... =4, =0, A, 40, takie mén
(14) flay+ Ay ay, coiy @) - flay, cuey 3,) =
= AfIL,"' I*Aq, g(/&"’o p eeey O) .

Jeito §(4,, hyy ooy Ay) je spojitd v bodd [0,0, ...,0] , je funkce
g(&,,, 0, ..., 0) spojitd v bods ,L,, 20 ; tedy existuje

L.,.ég(/{,,o, ceey 0) =£(0,0, ...,0) =0,

D&1{n-11 (14) 8{slem A4, , mim

"4, 9 ooy - w’ ""w
f(a/.'*‘ 79 V2 w:'k)’ {( 1 h) =A1 +§(»ﬂ,, 0, sesy 0)/"?'"'& .

Tedy Je limita levé strany pro A >0 rovna A-y s Tl Zég)_ existuje a
rovnd se A1 . 1

Z existenoce tot. diferencidlu plyne tedy spojitost funkce a existence
parc. derivaci l.¥4du. U funko{ jedné promSnné znamend dokonoe existence to-
tdlnfho diferencidlu toté¥ jako existence derivace. Ale u funkof v&t3iho podtu

promdnnych tomu tak nen{. P¥{iklad: Budl¥ dén bod [a. ,ﬁ-J & volme f(-\f o £) =
=f(a,,Z) =0 , ale ,‘Z(.z,/y) =1 pro X}, 74:/' . Z¥e)m¥ existuji
%, 37 v bodd [_a/, '(;J y ale f nen{ v tomto bod¥ spojitd, a tedy v ndm
nemé podle vdty 14 totdln{ diferenoidl. V§sledek neni prekvapujic{: &isla

[lx. L% [ ) % gdvis{ jJen na hodnotéch funkoce na p¥imkdoh X =a/ a
9-

7-5 kde¥to totdln{ diferencidl popisuje chovén{ rozdflu f(a+4, 4 +4) -
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- «f("’.“') i pro y Ry 3 $ 0 .- Existuje dokonoe funkoe ./,( x,y) ’ ktox_'d
v urdit/m bodd [w,}] nd ob¥ derivace %f ’ % a je v tom bod¥ spojitd,
a plesio nemd v bod¥ [au ,LJ totdln{ Adiferencidl. Pr{klad:

2
flx,y) = ?2%?;—2 pro [+,47¢ [0,0], £(0,0)= 0. zFejms

{"(0,0)-0, {1(0,0).0, ddle Zl.!gl‘ix"+7z’, takZe
| 4 ,Iy)’% lxl , tek%e 4§ je spojité v bodd [o,0]. Kdyby m&la v tom-
to bod¥ totdlni diferencidl, bylo by (4 ,4L) =f(4 ,4) - £(0,0) =
s (LRI + RIYECA, L) , kdo _Lim E(A, L) =0 , t3.
Cals 1204 WAL N j

/&'/nv (’Lv")
(15) (4 2] — p,ojéuu YA

Ale nap¥. pro 4 a A& >0 Je '{(’f’ZL) = 2:;: % y ©00% je ve sporu s (15).

Bxistence paroidlnioh derivaol nestad{ tedy k existenci tot. diferencid-
lu. Ale existenoce a spojitost parcidlnioch derivaof u¥ stali:

V&ta 16, Budi® ¢ funkoe » promdnnfoh, o = [@y, ...,an]€E, .
Neoht paroidlni derivace -;—f— y seey —;£ Jsou epojité v bodd @/ . Potom f

4 'IN

nd v bodd§ a totdln{ diferencidl.

Dikag provedu pro 4 =2 , abych skrdtil psani. Neoh? tedy parocidlni
derivace f, (% ,%) , {,(%,a) funkce #(x,%) Jsou spojité v bodd

(o, 4], takie 4§,, §, existujf v jistém okol{ tohoto bodu. JestliZ%e bod
ash , bo &] 1e#{ v tomto okolf, mlfeme uZit vity 13 a dostaneme
K

(16) flas b, Lo k) -fla,b)=R{08 1)+ &L 0CE ,7,)

kde ;‘1 le%{ budto mesi @ ,a +A nebo je rovno @ nebo a +A4 ; podobn¥
£, 3 obdodnd 7, lek{ budto mesi 4, £+Kk nebo Je rovno 4 nebo £+4 ;
podobn¥ Na

N&5 ofl je tentos definujeme-1i funkei £(4,4) rovaiof
flavh, £+ k) -Lla,b) = f(a,B)had, (a,4)h+ (IAI+1R]) ECA, R ,
méme dokdsat, Ee

Loy ECA,R) 20,
[4, 4]~ (0,0
Srovndme-1i tuto rovniecl s (16), vidime, Ze
(a7 (1Al + 1A&]) f(,&,,&) =
= (fy Fp 1) -y (@ 8Yhe (L6, s ) - fla ) 4
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Budi¥ £>0 ; sge spojitosti funkef ¢, , ¢, v boad [a, 4] plyne, Ze exi-
stuje J - okolf Uy, (a,4) tak, ¥e pro [ ,7/]eud.( a,£) 3je

If.f (x '7’) "-/4(‘”9'&)’ E ’ ’%z("'y) -#z(al'l-)lﬁ &
Je-11i tedy lAl<d , lkl<d , je podle (17)

AL« 1A1Y 1ECA,L)E CLAL+ LA E .
Pokud nen{ 4 =4 2 0 , 1se a¥lit, a dostévéme
(18) I;(.&,&)I £ .

Tato nerovnost plat{ tedy v U(0,0) : Ke kaZfdénu £>0 existuje J >0
tak, Ze pro [A .L]e 'U/ (0,0) plati{ (18). Tedy vskutkun

(A, 4) =0
7% % AT ALl

Ti{m je v¥ta dokdsdna.
Tak¥e mdme toto sochema:

spojitost parcidlnich derivac{ =—> existence totdlniho diferencidlu —>
==>> existence parcidlnich derivac{ a spojitost funkce (viEe v urd3itém bods¥).

Bod, v n¥mE jsme vySetrovali totdlni diferencidl, jsem snadil pismenem
@ a [a/,, ceey@,] , abyste si stdle uvddomovali, Ze jde o pevnd svolenf bod.
Pfededl§ uvahy lse oviem provéast v ka¥dém bod¥ Y = [¥X,, ..., X, ] .

Tedy: Budil¥ déna funkce ¢ ( 4 promdnnfoh) a bod « = [¥,, «.0cp ] .
Mé-1l1i funkoe { mit v bod¥ «x totdlni diferenocidl, musf{ ve vsorei (12)

b
podle vity 15 b§t A = _3£ Ceees A,,,glﬁ.
du g 299,

Tedy: definujeme funkoi {(J(.,. ceey o@,) rovaio{
f“” ""&49 veey Yy *"b) '{(440 cregtp) =
1l
(9) 3(“ A ¥+ e0e '.'-&')'AI +(’£"+ o-o‘l”t‘ll)g("" ooo,"’h)

pro [ﬂdi LR | ,i,]* [o’ oo.'o] » g(o) ooo.o). 0.
Potom funkoe ¢ mé v bod¥ x totdln{ dif.tehdy a jen tehdy, kdyk § Jje spo-
jité v vods [0, ...,0] .

Osnadme snskem M,c [, mno¥inu t¥oh bodd x€f,, , v nichE funkoe ¢
pé totdln{ diferencidl. Pro kaldé xe M, jsme totdln{ diferencidl v bodd x
definovali jako tuto funkoi prom¥mnfoh £,, ..., 44 1

(20) Mﬂ,‘, * oo ’—)&ljlﬁo
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Je to tedy funkoe 2v proninnjo}; Xgy ooey Xy ,4, y eeey A4 , definované pro
viechns A,, cees »4/,., , kdyk [¥4, ..., ¥,) € M; . Definidnf obor této funkoe

Jo tedy M, x E, . Tato funkoe (20) 2» proménnfoh se nasfvd totdlni dife-
renoidl funkce { , a snadf se df .

Dosadim-1i sa « 1libovolnf§ pevanyf bod = !‘_'1, , dostanu g (20) funkoi pro-
ndnnych .ﬂ,, ooy A,., (linedrn{ formu), kterou jsme u¥ nasvali totdln{ diferen-
014l funkce / v bod¥§ * ; snad{ se d/(-x) nebo df(%, .c.,%v) , takie

24 (v) 24 (x)
(21) d/f(.l) -—%J{q* cos + n e

Je-11i funkoe / ddna konkrétn¥ néjakym vfirasem, ulivd se Jasto oné "ne-
ddslednosti”, o které jsme Jik mluvili: do symbolu d¢ (¥, ..., % ) se misto
f(-r,, ceey X4,) pilie ten viras. Nap¥. se pile

(22) d(a"y‘?* 3740»4,) = 3127}[’ (2.:37'0 ch‘m/m);&/-l» 37‘:05/:. w/

(misto ﬂ., ’ Az, /i'_, jsem psal VY ,I,,I $} eoxistence totdlniho diferemocidlu ply-
ne ade se spojitosti derivaof, vis vitu 16).

Poloime Gy Clgy X2y coaytn) = 44 ,

%(111"'2 ) sceg¥p ) = Ly

%‘(1,,12 p eoceyp -‘A) = ‘xbo

Potom
—;%a'l ’ bb.x; :...8%%30 ’
takXe
1233 {d,cp,(x) = 4, y ohdobnd
Ag(x) = Ay, ooy, d @ (x) = 4y, .

Lze tedy (21) peét

(24) dg(x) = l&ﬂ AG(X) + ouu + léx—‘:/‘l 4@, 2) .

Jekto GG (Lyy ceey 4) = Xg pie se Sasto se stejnou neddslednost{ jako
v (22) duay nmisto dg, (x) ,  takZe misto (24) se pile

(25) ey« B iy v e s %’-ab.zb.

lde dwy, ee., okt, nen{ nio jiného ne¥ nale AF{ivyji{ ‘q. ceny A',., } tedy
g (x) (%ot. diferencidl funkoe § Vv daném bod¥ x ) Je linedrni formou
v ’n.‘wm d-14 p oevocy d‘xbo

Symbelu dxg se ¥ssto Fikd *diferenciil 4£-té nesévisle promdnné”, proto-
ie Jo to diferencidl funkoe Fp kde q’é( Usy eoey Xp) = Xg o Prod3 jsem

014~4527



o tdchto"nedlslednostesh” tolik mluvil? Protoke se osnadeni (25) (d¢; misto
4y ) Basto uifvé,

Je5t¥ jednu posndnku. R{k& se, Ee funkce ¢ ( + prominnfoh) je staoio-
n‘rﬂi v bod¥ .[xl 9 ocoey "A.] » kd’l

(26) ‘&W ;(LJ" ’AJ—"’Jz *‘21 ...,1”4»4“,) -A“’l veey V) = 0.
[L.,,...,‘,J—-)[O.-.,-.,OJ I‘ql’ ,..Q’Aﬁ’

(Vime, Xe by se v¥snam této rovnice nesa¥nil, kdybychom ve jneﬁovatoli misto
lAde ooi o 1A,] pesli vsaklencss .JA2+ ... + 42 ). PLB1-11 tedy

f(-¥4 *‘q,xz ""z. ceey X ¢ "“,) -/('tfp cseny ‘xb) =
(27) s Uyl v oo s 1B L ECAy, ooy 4y) =
I0.£1+ vee ¢+ 0 od&b‘.' (l&,l * 000 ¢+ ‘x",')g('l‘" 000""‘,) ’

snamend (26) totéX Jako

(28) Loy ;(",, coey “’b) =0 ,
[A,,...,AA,J-’[O,-..,OJ

To vak podle definice tot. diferenciflu snamend, ¥e funkce £ m v bod¥d =
totdlnf diferencidl d/ (¢) , ddentiocky rovnf nule pro vieochns »L,, veey Hu

2(-!)_ = 2L (x)
(to snamend, Ze —%: _%,.,—L o) .

Tedy: funkce ¢ Je stsoiondrni v bed¥§ .« tehdy a jen tehdy, jsou-1i
eplni¥ny tyto dvd podminky:

1l) / nd v bodd «x totdlni diferencidl,

2) v bodd x 30—3&:...--{5.:&)-0.
A

?-‘1

Pognsmens jme, %6 k existenci totdlnfho diferencidlu nestald{ existence uvede-
nfoh parocidlnich deriveci, ale stali Jjejich spojitost v bod¥ «£ .

§ 5. Totdln{ diferenoidly a parcidlni derivace slolenfoh funkof.

UX jsme mluvili o spojitosti sloZenfoh funkoi{; nyn{ promluvime o jejioh
parcidlnich derivacich a totdlnieh diferencidlech.

P¥ipomenme, jak %0 bylo u funkof jedné pros¥nné. Byla ddna funkce ¢£(x) ,
do které se sa X dosadilo ¢(t) , &{im¥ vsnikla "slo¥ené funkoe® F , defi-
novand rovniof % (t) = £(p(t)) . Dokésali jsme: JestliZe ¢ md derivaoi
v bod¥ t, , a jestlille { nd derivaci v "pFisluilnéa” bodd «x, = ¢( te) ,
potom funkce 7 mé derivaci v bodd 1, 1

?"(to) = i'('x'o) o (f'(to) |
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Doké¥eme nyni{ obdobnou v¥tu pro funkoe ni¥kolika proménnfoh; pro jednodu-
chost sédpisu (abyoh se vyhnul mnoha indextim) se omesim na tento p¥ipad: jsou
dény dvd funkoe t¥{ prom¥anfoh (1t ,«,+) , yw(?,«,+) , které maj{ to-
$4ln{ diferencidl v bod¥ [?,,«,, #, ). Dédle je déna funkoe fCx, )
dvou promdnnfoh, majiof totdlni diferencidl v bod¥ [-lo ’ %] , kde

X, l?(tor“’o’%) Y 'V(top“ov"é) .

Sestrojim "slofenou funkci” % , definovanou rovaioi

g'(tv‘“’t”) "/(q(to“.”) ] y/(t,“,”)) . Dokdli. ge ?, md také totédl-
n{ diferencidl v bodd [‘to »“% 4 V5] & vypoStu paroidln{ derivace funkce ¥

v tomto bodJ.

Predpokledy Jjsou tedy tyto (derivace snadim indexy: f’, = —;{—, ﬁ = %{;
atd.):

1) funkoe ¢, ¥ maji totéln{ diferenoidl v bodd [%,«,, %] .
To snamend:

q(é,..ﬁ,a,, +A€,A’,+l) -q("'.,w,,,/l»;,)a
(1) ‘%('to.“/oo "o)“’*%(top“’o,'vb)ﬁ‘/*%(to,‘“’op’%)'e"‘
+ (1Al & I&] + 121) 7,('4,5,5) '

p(t, v hy gy, v A, vy +d) - y(to, iy 445 ) =
(2) "%(tc’!a’ov %)'K”Vz(tovwoo "’6)"’*1/’3({0:""0:”6 A+
+ (Al + L& +[L]) 'Qz(»ﬂ,&,l) .

P¥itom 7,, 7, Jsou spojité v bod¥ [0,0,0] , ’7,(0.0.0) =
-%(0,0,0)30 .
2) Ognadme X, = P(fo, a5, %) » Y =Yllo, 4, %) .
Potom ¢ mé totdlnf diferenciél v bod¥ [%, %] . To znamend
(3) fQxo +H, 5 +K) =%, %) = 4oy 4 ) H & filao, e DK + (IHL+ IKI).
- ECH LK)

kde & Jo spojitd v boa¥ [0,0] , §(0,0) =0 . Mime dokécat, ke ¥ nd
totdln{ diferencidl v bod¥ [to , 4o, ¥ ] . TJ. méme dokésat toto: Existujf
t¥4 51ada A, B, C tak, Ze

(4) F(t, o b, s+ hy w5 2 L) -F(t i, 7)) = AhaBha CL+R(AL, A, L),

xde RCA, AL, L) = (1Al+ &1+ 1E1) Z(A,4,4) , p¥i Send

: A, Ky L) =0 boli
— (4 -£J+£Zo'fo.01 ’ e
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(5) : RGAL, A, ) . )
(4,4,4]-(0,0,0) Al + &l + |£I

Déle méme vypolitat Je#t¥ Sisla A , B , ( (to budou derivace % , % , %
V b0d5 [to, “g » 'v'OJ ) °

Spotteme levou stranu v (4). Ta je rovna
(6) P Pt vy g s hy g v L), Ylt, +hy 4, +hy v +£)) -
-/(?(fo.uo,mo) , y_('to,ao,,.z)) .

Jo P(iy, 4 ,4) =X , Wb, ,4,,4) =2 ; levd strana v (1) je jistou
funkef H(A,&,L)

(1) HCA &, L) 2@l +hyu, +4,% +L) -«
a obdobn¥ levd strana v (2) je jistou funkei K(4£ ,4£,Z) :
(8) KCA &y &) 2y(to v Ay, + by w5 + L) -5
Dosadim-1i do (6), dostanu, %e levd strana v (4) je rovna
§(00 +HUL K, 2) , %+ K(A,&,L)) -f(% ,5,) ,

0o¥ se podle (3) rovanéd
1% G YVHCA L, L, L) + £, ) K(A L, L) +

* (JHCALA, L) + [KCA, £, 001) §(H(AA, L), K(L,4,4)).

zde Jo E(H(A,4,£)), K(A,R,L)) = Z(4A,4,L) jisté funkece. P¥iton
H , K Jjsou funkce spojité v bodd [0,0,0] a maj{ tem hodmotu 0 (to
plyne ze (7), (8), nebot @, ¥ jsou v bed¥ [t, «,, %] spojité, jeZto
tam majf totdln{ diferencidl). DAle funkce §( H,K) Je spojitd v bods
(0,0) , takZe sloZend funkce 2(4A,%&,f) je spojitd v vodd [0,0,0] 4
jeji limita v tomto bod¥ se tedy rovnd jJej{ hodnotd Z(0,0,0) =

=§(H( 0,0,0), K(0,0,0)) = §C0,0) = 0y

(10) Lmy 2CAh, 4, L) =0 .
th,4,£]1-(0,0,0]

(9)

Levé strana v (1) (pop¥ip. v (2)) je pravé H(A,4,L) , (pop¥ip. K(4,4,4L)).
Dosadim-1i tyto vyrazy do (9), dostdvdm, %e levd strana v (4) se rovnd

0w [Gltos e, %) A Ghe gla LRI+ L&) 4 14)) 9 (A, &, L) «

+ /2("0'%) [7’1[* ’v"z"g"" %'e* (&l + 1£] 4 1L]) '7,'('4""[)_] +
s (JHCA &, L) + [KCA &,L)]) Z(A, £,L) .

To lge psdt ve tvaru

ALb+Bh « CL + R(A &, 10) ,
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kde
A= f"x"’%)(ﬂ'( °’”)+{2< '70)1’1 01 oy Vo ) s

(11) 3"{1( 0'%)¢z(t°'“o- )+ 2k 3) Yl «, %),
C=/,(x,.%)%( slloy ) + 4, ,%)%(t,,%, )
RCA,£,0) _

(12) Tl 1A < 121 - /1(10,%)?11(14.&,1) + £2 (5%, %) 72('4,4@,[)4.

YTTUTRT AT e (£ ZEE R 2D

Médme JoBSt¥ dokdzat (5). Prvn{ dva dleny maj{ v bod# [0, 0 ,OJ limitu rovnou
nule, funkce Z rovnii.

Jde Je3td o podfl (13) [HCA, L, 4)1 + [K(A,£,2)] .
&l + &1+ L]

Je
H(A’v&wz) =

= Sp,('tov""oo”b)j’ + ?2(1'0"“09"5)"* Gl ytup 4 4 )’["‘
+ (Ll o LA« 12]). 71(16,/‘/,,5).

Zde (%, 4,4 ) (p=1,2,3) jsou konstanty; funkce 7,(4,£,£) nd
v bodd [0 0,0] 1limitu O, a tedy je v jistém jeho redukovaném okold

v absolutnf hodnotd mensf ne¥ 7 . Odtud plyne, %Ze v Jistém redukovaném okolf
boda [0,0,0] Je [H(A,&,L)] <C, Clhl+ &l + €] ), Xde C(, je ndja-
ké konstanta; podobnd pro K(£,£,£) . Tedy funkce (13) je omezens v ji-
stém redukovaném okol{ bodu [O, 0,0] , a tedy i tret{ s&itaneo v (12) mé
limitu 0 , takZe platf (5).

Zéroven jsme vypoSetli paroiélni derivace funkce 7 v bodd (to s 4 4 7]
(to jsou ¥fsla A, B ,C v (11)). Vyslovme to jako vdtus

Véta 17. Necht funkoe ¢ (7 ,« ,#) , ¥l t,4,~) maji totﬂni diferen-
0ldl v bodd ['tov‘“’o » %] 3 polo¥me xo=¢(tor“’ot ) Y 3 (to s 4597) &
Neoh{ funkce ¢ (x ,%) mé totdln{ diferenoidl v bodd [%,% ] . Poton funkoe
@ , definovand rovnioed

(14) Flt u,») s (gt ,u,n) , y(t yu,n))
né v bodd [7,, «,, #,] totdlni diferencidl.

Paroidlni derivace funkoe 7 v bod¥ [‘l‘., s A, 5 4] 3sous

3 ) p.)
(15) # 27y zt ’ E Sé’ig ?5—3?0
ﬁsgﬁl‘ﬁi'lﬁﬂo

v dx Dy o
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pJ y. P
P:itom;o derivace S5t O O

T 77/ se berou v bodé [.!,, ’ %] .

berou v bodd [?,, «, , ], derivace

Pravidlo pro derivovédn{ je podobné jako u funkof{ jedné prom¥nné. ObyZej-
ng se to pifie takto:

v Ix X v D
(16) i " ox ot T 777_3?’
&imZ se vpravo min{ toto: tim ~x je min&na funkoe / 3} tim x v derivaci

% Je minéna funkce ¢ a tim 4 v derivaoi —g-%ﬁ Je min¥na funkce 7% . To

Je Jedt& docela v poFfddku: neni zdvady, abychom vnit¥n{ funkce misto pismen
@,y oznadili pismeny x , v o3
x (1t ,u,n), 7’(*."“:’”’)

a vnd)8{ funkei misto f oznadili pismenem x : x (£ ,4) .

Pravd strana Jje tedy v pofddku, ogna¥ime-li vndjs{ funkoi « , vnit¥n{
funkce 4 , r S levou stranou je to horsf. —g—t'z-’- gnad{ derivaoci funkce =

"Jako¥to funkce €, 4« ,+" ; to gnamend: do a(x,4) dosadim podle rov-
nioc ¥ =x(t,wu,), 9 = 4(t yu,v) , a dostanu funkei t¥{ prom&nnfoh
(e (t,u, ), y(f »4 y#)) 3 to oviem nenf A(? ,«,s) , njbr% ndjakéd
jind funkoe A*(t,«,2) (je to pridvd ta "sloZend funkce"). A symbol

:—':' v (16) vlevo znamend prdvd parcidlni derivaci té funkce ~ ¥, takZe by~

[ .
chom vlevo m8li psdt "))_/:' . Ale &asto se u%{vd gplsobu psani (16), piilemZ

2’:’ nerozum{ parcidln{ derivace funkce x( X ,7/) » nfbri
parcidln{ derivace toho " & jakoZto funkece t , «w , 2+ " , +j. paroidln{
derivace funkce, kterou dostaneme, kdyZ do ~x(« ,7) dosadime x =x(t ,«,)

7=7("- g Uy, ) .

se prdavé symbolem

+
Zpo¥dtku budeme raddji uZivat vlevo znaku :—;”— , tedy
+
2m _ Ik X n 2 _
5% =S¢ S¢F + )7. —)':f . A% 81 na to zvyknete, budeme ti¥eba obZas uil
vat - pokud nen{ nebezpe¥{ nedorozum¥ni - toho nediisledného ognaden{ 3—’;’ .

Ale to miZfe n¥kdy vést k nedorozumdnim; nap¥. ve funkei « (X ,% ) nechme X
stdt, mfsto 4 tam pi%me x?+¢ ; tim dostaneme funkei a*(x,t) =
=alx ,x2+¢) .

wt _ pY.% .
Je Sx = dx ° 1 + D/y' 2x 3 kdybyste vlevo vynechali hvézdidku, vznikl

by zmatek (nebo by se to musilo zvld3t vysvdtlovat).

Sami jste ji%Z jist& poznali, Jak vypad4d obdobnd v8ta v obecném pripads,
kdy% do funkce £(%,, ..., ¥,) 4 prom¥nnjoh dosazuji za X,, ...,X; funk-
ce . promdnnjch ¢,(t,, .oy Ta) 4 ooy '%,(t,, ceeyty ) , &imZ vznikne
funkce # , definovand rovnost{
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?'(t:,. seey t‘é) 3{(%({.4, eceoy tb) P eeoy ?,b(t1’ ooo'-tb ))
(podrobns je v3ta 17 pro obeoné A~ , 4 dokésédna nap¥. v DII, vdta 189).

Vratme se jedtd jednou k p¥fpadu A = 2 , 4 =3 : méme funkoe
2t u,#) , 4(t ,u,») a funkoi «(x,s) . Do této funkce dosadme

(17) Jg-x(to‘“’v"") ’ 9"3’}’(1—0""1"") .
Dostévéme funkei ~«* t¥{ proménnfoh, definovanou rovniof
(18) P (t e, ) sa(x(t u,nr) , y(t,a,,m)) .

JeatliZe nyn{ funkce «x(7 ,.«, ) , 7(1‘ s4 , ) majf totdlni diferencidl

v Jistém bodd [f,w,ﬂ-_'] , @& jestlie funkoce ~a(x .y) mé totdln{ diferen-
0idl v "p¥{isludném" bod¥ [« ,y] , daném rovnicemi (17), potom funkoe

a* (t ,«,n) mé totdln{ diferencidl v bodd [7 ,«, ] & jejl paroidlnt
derivace v tomto bodd vypoiteme se vsoroce

Wm* 2 I da 2
TR YRR I T 2

wa¥. x dx Q2
(19) e - ox o 2y 3.?(:'

d92* 2 dx )""-2-%-
S "2z v’ Y o

P¥itom derivaoce ;F ) ;“_ » === 8@ berou v uvedeném bod¥ [t ,«,~], deri-

vaoe )?x ’ ;y v "p¥{sludném" bodd [1 ,y] y daném rovnioemi (17). Podle

vity 16 lze tohoto postupu ufit mj. v tom p¥ipad¥, kdy% funkce x (71 ,4«,) ,
4y (t ,4,4) ma)l spojité paroidln{ derivace 1l.¥édu v boad [t ,«, ] a
a0t ,4) npé spojité paroidlni derivace 1.F¥ddu v bod¥ [« ,7] , daném rovni-
oemi (17).

Pogndmka 1 (velmi d8leZitéd pro podetni praxi). V aplikaocich je nejSa-
st§)81 tento pifpad: Punkoe x(t ,«,») , %(7 ,«,#) maji epojité parcidl-
ni derivace a¥ do ¥ddu m (n% 71 ) v jisté otev¥ené mno¥ind Mc E.! a funkoe
al X ,7) md spojité parcidln{ derivace a¥ do ¥d4du ~ v jisté oteviené mno¥i-
n§ NcE, . NHeoht ddle pro ka¥df bod [t ,«,+]EM le%{ bod
[_g (t yu, ), 7(‘!’ y4 y #)] v mnoZind N x*(t,«,s) je funkoe (18).
Potom rovnioce (19) platf vude v M a gz vdty o spojitosti sloZenfoh funkod

Y Ad x*  at
plyne spojitost funkodi St 9 ' ou v M.
me2 existaji v M také derivace 2.¥ddu funkoe ~* a jsou v M spojité.

32m4
Dokaime to t¥eba pro >ow®

Tvrdim nyn{, %Ze v p¥ipadd

Jest podle (19) viude v M

wE Ix dx 2%
7 )t’)yzt .

(20)
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L ]
P¥itom, pod¥fitdm-1i %f'f"— v bodd [t,«,~] , Jje nutno -gﬁ-‘- ’ %’;,- bréit
v bodd [1 ,7/] » daném rovnicemi (17). Aby bylo vylouZeno nedorogumdni, ozna-
Sujme derivace indexy. Tedy (20) zapisi ve tvaru

1) Mt ) = m,(x (t,a,2), y(t ,u,0)) 4 (T, ,») +

+A'-2(J‘ (t ,u,~), 7(t ,a,m—)) %('t Ay ) .

Pravou stranu mém derivovat podle « , tj. podle druhé prom&nné. Jde o deri-
vacl soudtu dvou siitancl, a kaZdj siitanec je souZinem dvou &initeld. Deriva-
ce funkce X, pqdle 4 Je X4 , derivace funkoe 4, podle « Jo %, .
Déle jde o derivaci "sloZené funkoe™ & ( ¢ g Wy ) = 4,(-! (t,m,o),

7( t v“-.”)) podle « . Je¥to ~,(x,%) mnéd Jestd spojité derivace

mp (L yay)y 2,(%,%) , mnifeme derivovat podle vity 17 & dostaneme:

gz(fo'“"'") = Xy (‘x(-ts'“-p"")v 7(*;’“,”’)) lz(tg“,”') +
tr,, (J(tp'“-o”)’ ?(t a“"a”))yz(t gy )

Plsme to zase obvyklejEim zplisobem

2 2

I X A )%

b ‘2@*2_;)7'2.«/'
Podobnd se derivuje -;? a dostane se

2
P2 X > 2
3133.1. 34«, * 271 * ‘;% *

Tedy celkem

»?a¥ Y . 2n M) 3-:+ dx  x

M e \ 3.2 ° e dx 97' dw dx M dw
(22)
+( 22 2% . 507 _)_z)]_g:.._ dx/ »?
* YV AP) *

)/’/ ).X. da 972
a

Pritom derivace funkce x (podle X a4 ) 8se berou v bods

[.x (t,«, ), 7(1.' ,4,~)] , derivace funkof x , Y Al (podle © , «w ,
) v bodd [‘t‘ , 4, ] . Je%to derivace 2.¥ddu funkce (X .7/) jsou spoji-
té v N, je podle vity 12

‘bzm > )z/x.*
= 3 ddle je podle (22) S 5— spojitéd v M , tedy je

Yy dx TR
bza‘ _ )zm’
Qo t T ot du”’

Podobnd vypolteme ostatni derivace 2.¥ddu:

2 2 2 2
M2a®* 2% [ Y x> o [ 2 > 2%  dx 2
(23) ?éz-a.:z(Bt)+2'ax)7 Y3 af*>3(a¥)*a.x + = £

?2'/z”

= je podobné, jen misto Zt' se piSe 24« . Koneldn¥

PN
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L 2 2 2
at_ ¥a x Y (e Dy 2y ) o 24 dy | a Ok
ot 2« = 2x2 It u*az 37'('“‘ du * At 24« *3?3 ;:?. ;2/- Y% dow

2
v _ 9
* 3y S oa

Podobnd se vypodtou ony derivace 2.F¥d4du, v nichE se vyskytuje —;7 . Jestli-

e je m 23 , aajf se z (23) podobn¥ poiitat derivace t¥et{ho ¥ddu funkce
&%, a gjistl se jejich spojitost v M.

Pogndmka 2. Vyskytne-1li se n¥kde funkce jedné proménné, miZeme misto 2
paédt d . Nap¥. do funkoce m(x,y) dosadme x =x(t) , ,:y(t) 3} dosta-
neme funkoi A¥(t) -.wz(-x (t), 7(*)) jedné prom&nné, takZe za p¥isludnyfch
predpokladl Jje

da*t e du r d
dt " 2x & ' =%

m¥eme oviem té% pedt (™), x", &7,

Pogndmka 3. N8kdy se ndkteré prom&énné ve funkei ~x(«x,, ...,%: ) nechajf
beze zmény, za ostatni se dosazuj{ n¥jaké funkoe. Nap¥. do 4(¥, 4%, «) do-
sadme « = «(xX ,7) ; dostaneme a*(x ,y) s n:(x v ¥ a( X ,7)). JeZto

2x 2 _p 2 0o 2 1
: )m* L 2 b 72 dw
(24) YR Y * 30w !
w* Ia o d

)7/ = ??x * dw ° 2’/
(vynechdn{ hvé&zdidky vlevo by vedlo ke gzmatkim). Kdo by to chtdl mit i formédl-

n¥ shodné s v8tou 17, mohl by dosagovat: x =1t , w =+, «w=z«u(t,»), a
dostal by a*(t ,») = m(t y ¥, (Tt ,»)) , naZe%

%%  dx > . 2 2 dn dw _ dx , da duw
(25) 2t T dx >t*>7 a? e 9t - 3x ' ow ot !

P P 2
kde derivace % (a podobn& ,)—,,,.) se bere v bods [1' ,Af] ' 2 ? ’9" ' S

v bodd ['t ,zv;.a(f ,rv')] . Je to oviem toté¥ jako predesly vzorec, jen s pis-
meny t , »+ misto X , Y . (Pogndte to, kdyZ misto %"— pisete «, ,

ovisem :x,,(i‘,zv', alt ,M)) apod. (24) se prepiie na
m:'(x,/’/) = Ky (.1 s Yy “«(x ,7)) +A',J(-l ' ¥y aw (x ,?/)) . Ay (X .7/)
a (25) se pfepise na

m:'(t , ) ,¢’<t,m, ,u(t,m-)) +/x,3(f,m, A,(t,m)) o A (T ).

Oboj{ znamend ovsem toté%, je¥to X =t , 4 = 2 .) Ale snad je zbytelné za-
v4dét novd pismena pro x, Y kterd v "slo¥ené funkoi" slstdvajl beze zm¥-

ny.
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P¥i aplikaoioch vdty 17 se nejlastdji vyskytujl 3ty¥i p¥{pady (vezmeme
treba ~(x,q4) , kde tsx(t,w), yay(t,w) )

1. V8echny tyto funkce jsou explioite ddny, nap¥. ~(x ,4) = .xgr
x(t,a) s (tsa) , 4(t ,«) = 4cnw § sde nebudeme u¥ivat obeoné vlty,
nfbrZ dosadime:

a*(t,w) = (¢ +.a.)2 son? aw

a p¥{mo poditdme odtud paroidln{ derivace (nap¥. "myslim si" « konstantni a

*
poditédm -;—':— Jako derivaci funkce jedné prom¥nné; uXivédm oviem pravidla pro

derivovdni sloZenyjoh funke{ jedné prom¥nné).

2. Punkoe (X ,4) neni ddna, ale jsou ddny explioitn¥ funkce (7% ,«),
4 (T ,«) . TJ. hleddme vsorce, platné p¥i danfoh funkofoh =+ (t,«) ,
4(t ,4) pro vSechny funkce ~«(x ,s) , majfof jisté rosumné vlastnosti
(nap¥. spojitost paroidlnich derivaoi aZ% do Jjistého ¥ddu). Nap¥. bychom m¥li
¥o8it parcidln{ diferencidln{ rovniol

dx(x 4, a) a( x ) = '
(26) X ot 2 + 4y 37'L 0
Budeme hledat nap¥. jenom FeSeni majf{o{ epojité parc. derivace 1. ¥ddu v n¥-
jaké otev¥ené mnoZin§ Mc £, . Zkusime, zda ee rovnice nezjednodusi gzavede-
nin poldrnich soufadnio: x = ¢ cos ¢ » y=psng . Oznalme

(27) a(peosq ,prmg )= a*(p,¢) .

Musime vypo8itat levou stranu rovnice (26). J

an®  x 2/
(27a) D}D ", cos +W/:wq
p7.7 dx r Y Al
Nédsobime-1l1i [ vidim; e «x Szt Y ay:p W , takZe rovnici (26) lse

(pokud 0> 0 ) psdt ——— = 0 3 t3. Jestli¥e nEjakd usedka x =pcos ¢,

y=pasn g, (05 @0, <p <@, ) leifv M, jeo pani ~ konstantni. Zhru-
ba Fefeno: 2(X ,%) géviel jen na pomdru 4:x (bylo by nutno to rogebrat
kritidt&ji, ale mn¥ jde jenom o to, ukdzat, Ee tento 2.p¥ipad se vskutku Za-

sto vyskytuje).

Derivaoce vyéiiho ¥é4du poditém oviem g (278) zase uXitim vdty 17, napi'.l)
22“0 2
pry ( 3x29°”""")" +mayf oo—sy)w—.scf- rn g+ ,

2 n,

v (F Py » 3;9“*9’>""”’5" Yoy Y

atd.

1) Minim ovBem obeond funkci tvaru (27), nikoliv ¥FeZSeni rovnice (26).
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3. Punkoe x(x,4) je ddna , nejsou ddny «(t ,w) , %{(€,«) . Hap¥.
alx,y) = x? V4 - &2

/x"('t,,w)=.zz(i',,a) V4-.xz('t',a,) 72(#,a,) .

V tomto p¥iklad¥ nasi v&tu nepot¥eduji; myslim si nap¥. « = kowsd a pod&i-

tdnm ?m’(;t' p4) Jako derivacl sloZené funkoe jedné promdnné; vychdezi

2x 2
) 2t 5 vty S
V4 -.z"yz

P 2, 2
55V -x7

(coZ se dd jJeEts uprav-it); p¥itom «x , 4 znamenaj{ 1(t ,u), %(0,«).

4. Funkce (< ,2) nen{ déna, a aspon jedna gz funkei (1 ,«),
y(t y w) také neni ddna. Tedy pol{tdm parcidln{ derivace 1., 2., 3. ... Fddu
postupnfm uZivdnim vdty 17; u¥ivdm pi¥itom vfhod, plynoucich z toho, jestliZe
napf¥. jedna g funkedi « (f , ) , 3‘(1L y4) Jje ddna. Vezmdme tieba pf'ipad,z)
%e jde o funkce a(x ,y') » 4(x) , a Ze klademe

at(x) =a(x, 4 (x)) .

zd
° daXa) | x| 2n dy
dx =~ 2x = 2y d&’

dRx) _ % 2%
dx? = 912 +22x day d.l:. ( ) ‘

Predpoklady pro p¥{ipustnost td8chto operac{ ji% neopakuji.

Po_dotknéme jestd3, %e pro platnost vgorce o derivovani sloZenych funkci
ndkolika promdnnjoh sta¥i existence totdlnich diferencidld, ale nestadi exi-
stence parcidlnich derivaci. Napi. pro funkci

”‘("?)=Tz:72‘§3 pro [x,4] % [0,0], 2(0,0)=0
plat{ m(.x,O):m(O,y)z 0,
tedy /:1(0,0)=m(0,0)=0 .
Dosadme X =1 |, /7/ =1t . Dostaneme "sloZenou funkci"
at(t) = 22:.2 , t3. a®(t) =t (to platf 1 pro t =0 ) .

Pravidlo o derivovdani sloZenych funkc{ by dalo

(AP sy = 400,0) (22, +4,00,0) (FE),_, =0,

ele to nenf pravda, nebot (2*(t))" = 7 pro ka%dé ¢ . Jiet¥ tedy funkoce
a(x ,yf) nemé v bodd [0, 0] totdlni diferencisl.

2) 04liny od pFipadu 4 = x(X, %), A t,«) =a(x(t,a), g1, a)).
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§ 6. Implioitnf funkce.

Bapfed si objasnime probdlém, o kterf§ jde. Zadneme v [, ; budi¥ déna
n¥jaké funkoce dvou prom¥nnfch F (x ,gx) . Ozna&ime gnakem M mno%Zinu ondoh
voad [%,%4], pro které je F(x v4) =0 . Jestlife F(x ,4) mi tvar
4 -4(£) , je M npno¥ina on¥och bodd [x,%] , pro n¥% 4 =f£(x) , tj. M
je graf funkce { . To je oviem £vld¥t& jednoduchy p¥{pad. UZ nap¥. v p¥{pa-
as F(x ,'y/) = x% 7«2 -1 je mno¥ina M jednotkovéd kruZnice, a tedy M ne-
ni grafem %4dné funkce (nebot ke ka¥dé hodnotd X€ (-7,4) p¥isluBeji dv¥
hodnoty ?"" t )1 - x2 » @ ne jedna). Zkusme, zda by to neXlo aspon loké&ln¥:

vezmu ndjaky bod P na kru¥nioi a ptém se,
gzda existuje n¥jaké okolf{ % bdodu P tak,
U aby aspon prinik U N M, tj. ta Z4st mnoZi-
ny M , kterd le%f{ v U , byl grafem n¥-
jaké funkce. To je skutedn’ mo%né, kdy: P
Je na horni polokm!nioi;l) vigz obr. 17,
— kde mnoZina M n U je grafem funkce

V1 - x2 & definidnim oborem J ; podobn¥
pro bod P’ na doln{ polokruZnioci je

MnU° grefem funkce - F1-x% 8 defini¥-
nim oborem J°. Ale v okolf bodu
P = [4 , 0] to nejde provést: af volim
obr. 17. jakkoliv okolf bodu B | vZdy v ném exi-
stuj{ dvojice bodd [« ,7/] kruinice M
e tjm % , ale s dvdma rizngmi 4, totid [, J7T-x%), [x, - VT-57].
Pridvd tak selZe okol{ bodu B = [- 1, 0] . PodotknZme, ¥e pro nasi funkol

(% )
Q\
]
9
-0

N

F(¥.7)=-12+72 -1 je %:2& ,%:27 3} body kruZnice M , ve kte-

rfoh nd¥ pokus selhal, byly oba body 8 %= 0 , tj. ty body kruinice M ,

F _
pro které je ?—7- o .

Vezm&me 2a druhé F( x, 7) = 4x? - lyz } mnoZina M t5ch bodd [« » %]
pro n¥% F(x,4) = 0, se sklédd ge dvou p¥imek 4= 2x , = -2x . Opst

jo viddt (odbr. 18):

Zvolim-11 libovolnf bod PeM rieny od poddtku, existuje jeho okolf U
tak, 3¢ M n U je grafem jisté funkce ( 2x mbodu P, - 2x u bodu P" ).
Pokus selZe, kdy: za P gzvolime poddtek [0, 0) , ocoX je zase jedinf bod
mnoZiny M , ve kterém je 2F

oy

Body mno¥iny M , ve kterfoh je g—F—s , mohou tedy asi plsobit obti-
e a proto se jim prozatim vyhneme. hmxnjomo tedy nds ukol takto: Je déna

Zy’s o .

1) Remluvim zatim o bodech H = [4 ’ 0] ’ 75 = [- 1, OJ.
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funkoe F(x ,4) ; M budi% mno%ina t&ch bodd
[x,%], pro n¥% F(x,w) =0 . Zvolme
(a,4)€M (t3. F(a,4) = 0). Predpoklddej-
me, ¥e funkce F je v okolf bodu [a,4] "rogum-
nd", toti¥ %e tam md spojité parcidln{ derivace

F 2F 2F
EYIL ’3—,’, e %o [W]xgz $ 0 . 2a tschto pred-
pokladd dokdZeme, Ze existuje otevieny in-
terval (viz obr. 19).

J 3--71 X Jz ( [a/,z‘-JGJ, td. a’€‘71 ’ ‘ejz)

tak, ¢ M nJ je grafem n&jaké funkoce f 8 de-
finisnim oborem J;, , tj. %e ke ka¥dému x€J,
existuje v J, prévd jedno 4 (které potom ogzna-
3ime ¢#(x)), pro které je F(x ,%) = 0 . Budenme
potom ovem Jedtd vySetfovat vliastnosti této funk- Obr. 18.
ce - jeji spojitost a derivaci. Samog¥ejmd {(a) =4,
P¥itom nen{ podstatné, Ze x gnamend redlné 3islo;
mike snamenat také bod v £, , takZe jde o funkei
y g A +1 prom¥nngoh: F (x;, X3, eeey¥p,%) , nalel
- oviem bude J, x -rozmérnj interval, a $(x)  (tie
FeBen{ rovnice F(x, Yy ) =0, le¥fof v J, ) bude

y.i\*\ funke{ A prominngfoh.
% fa.b]

Za%nu s ddkazem, vysledek vyslovim jako vé&tu
aZ nakonec. PFedpoklady buldte tyto:

Je ddna funkce F (¥, ¥,, cees¥r, %) & bod
X [a,4] = (o, v, .cc,ay , £]  takov§, ke
Flay, a,, ...,o/,b.l}) = 0, Punkce F mé v jistém
okol{ bodu [a , &) spojité paroidlni derivace
l.¥4du

. 19, 2 2L 2F
Obr. 19 .5154-, ceer Sy, * g+ Déle vboas [a, 4] e

_gf. $# 0 (naBim oflem je nalészt intervaly J, c £, ,
Jyc by (aedy, bedy tZk, aby ke kaZXdému bodu [x,,x,, ..., x,]) €
existovalo v J, privd jedno 4 tak, Ze Flegy ¥y, eauytp, w)=0). M-
Zeme bez ujmy obecnosti predpoklddat, Ze v bodd [a, 4] je

% > 0 (Jjinak bychom misto F veali - F, arovaice -F =0 gnamend
totéZ jako F =0 .

[_
]
|
|

r_-___
Q

|

N T
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-4
Zvolme okol{ u: (a,4)2) tax (p¥1
ddkasu sledujte odr. 20), ¥e v n¥m

2F : pld oF
247 0t Ty 9y Jsou spojité, a EZe A +++!+++

|
(1) 2”(_;;3;) >0 pro visohna ¢ /"]
.xe'lt:’l( a,b) . 11 |

VySet¥ujme nyn{ funkoi F(a,f?/)' v in-
tervalun }-%§7§'4+—2—. Punkoe

F(a, 7) Jo v tomto intervalu spojitd a ; 3
podle (1) rostouocf. P¥itom F(a ,4) = 0,
tedy F(a,4 -4L)<o0, obr. 20.

Fla, 4 +2)>0 3,

Vermu ted funkoe F(ux, & - 2-) , F(<, 4 +-%) . To jsou funkoe
( ~ prom¥nnfch) spojité v % (2) . V bod¥ x=za je prvnl g nioh sépornk,
druhd kladnd. 2 jejioh spojitosti plyne: Bxistuje o >0 tak, ¥e je

(2) F(.:.,ﬁ-_g_).:o , F(x,}+%)>0

pro viooh.na X€ uf (a) . Volim hned Jd < A . Veszm¥me nyni urdit§ bod
xeud-(w) . P¥i tomto pevaém x je F(«x  y) funkci{ jedné proménné ¥ ,
kterd je v intervalu (& - —g- , 4o+ —%—) spojité, v bod¥ L£- —g— sdpornd
(vis (2)), v bodd 4+ % kladnd. Tedy existuje 76(1-%, l+—‘2’-) tak,
e F(x,y) =0 ; a takové 2 existuje jen jedno, pondvad¥ F(«x,4) Je
pfi daném x rostouof funkol o v (£ --4, 4+-3) podle (1). Tedy jeme
dokdzali toto:

T, + Ke ka¥déma xe [%,, ..., Xp] € u:(a/) existuje v intervalun
(4- 3,4+ %) prévé jedns hodnota 2 , pro kterou je F(x,y) =0 .
Osnadme tuto hodnotu 4 snakem ¢(%, ...,%,) =f(x) , takfe ¢ Je funkoe
&/ proménnfoh s definiinim oborem 'll;.' (a) .

?{n je FedSena nalie otdska: Osnadim-1i M mnoZinu t&ch bodd
[ coerdy ,IyJGEM,, » Dro které je F(x,, «ecyx,,4 ) =0 , a snadim-1i

'll“" = u;(aJ) x (4- -2— o 4+ -g-) (00X je jisté okol{ - obeon¥ ne J -okolfl -
bodu [a,4)), potom pronik M n U**? 4o grafem jisté funkoe, toti¥ funkoe
f( Lyy eoey¥p) 5, Jo& md definidn{i obor u;'(w) .

2) Budeme brdt okol{ v prostorech Ffu rizné dimense; proto budu pro lepii
pfehled psét ndkdy U (a) , XkdyE jde o bod ae€fy, & tedy o okoll v [y
podobnd d,ﬁ s Pg o .

3) Na obr. 20 je pfipsdno + (nedbe ~) u n¥kterfch bodd, v niohk je
F(x,4) >0 (nedo < 0), '
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Je s¥ejmé, ¥e f(a/) = £ (nevot F(a, 4) s 0 , a 4 je jediné hodnota
ye(4-2, 4+ %), prokterou Fla,y)=0),

DokéZeme ted, Ze

1,3 funkce ﬁ je spojitd v ’U; (2) .

Je to v podstatd opakovdni predeslého postupu (vis obr. 21). Zvolme bod
A
cell (@) . Hodnota £(c) le%f

bed v (—5‘-%, £ 25 ). Budeme dokagovat spoji-
fle)ec tost funkoe / v bodd ¢ . Budi¥ €& > 0
u 1__ s smime se omegit na tak mald § , Ze

fo-e 4L v E<b s B, L) - E>4 - 2.

{0,b] S=—t==
J Funkoe F( 0,7) Je rovna nule v bodd
, e #(e) , Je v int, </(¢/) -&,

! fle) + €D rostouc! (jeZto —gﬁ >0 ),

-3 | tedy F(ec,f(c) +&) >0,
! F(cx./(cz)-é)<0.
n. ¢ e Existuje tedy okolf u,’Z(r/) ( 7 >0) tak,
Be F(x,f(e)+E)>0,
Obr. 21. 4
F(.x.f(t‘/_) -€)< 0 pro ka¥%dé x€ uz(c/) .

Pro pevnd gvolené xeu"(a) Je funkce F( x » 4) funkce prom¥nné 4 spojité
a rostoucf{ v <{(c/) -&, .{(o) + £> , zépornd v bod¥ g£(c¢) -& , kladnd

v bodd ¢£(c) + & 3 tedy v intervalu ({(U) -&, () + £) existuje a
tak, ¢ F(x,%) = 0. Ale takové % v celém intervalu (F=- 8, £+ 4) e
Jen Jedno, toti¥ {(x) . Tedy toto 4 je prévd £(x) , tedy £(x)e€

(f () - &, () +E) pro vieohna xe'll,:'(v) . To v3ak snamené, fe /£ Je
spojité v bod¥ ¢ , cok byl libovolny bod £ ¥J(a) .

Doka¥me nyni, ke

T ﬁ mé spojité parcidlni derivace 1l.Frédu v Zt;(az) .

=3}
To je obti¥ndj8{. Pod{tejme t¥eda derivaocl podle «x, v ndjakém bod¥

Cm [¢), aaey 4 ]E Z(;:(w) . Osnadme 4 = (%, ..., %) =gf(e) . Jefto funk-
ce F mé v bodd [c, o] spojité paro. derivace 1l.¥4du, md tam i totdln{ dife-

rencidl, a je tedy

FCef +hy &y ouy Gy Ao k) =Fleg,% , ooy, 4) =

_ath‘/,aL) F (e,d)
= vy L+ Gy Le (A4 [£]) 01(‘.,46) ’

kde 7 Jje spojitd v bodd [0,0], '7(0,0)=0.4)

4) v definici tot.dif. stdla funkoe £(4,, ..., 4, &) , spojitd v bodd
[c,o, ...,01 , (0,0, ..., 0) =0, Nale funkoe (R, A) =
= SI(A,O,O, ceey 0, &) Je tedy spojité v bod¥ [0,0] a mé tam hodnotu O.
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Dosadme nyn{ gza o + & hodnotu (¢, + 4, &%y 200y C4) ,» take L Je ted
funkol A 1

AR = fley +h, ey, vy en) =4S, vaey i)

To je funkoce spojitd v bodd 4 =0 a je A(0) = 0 . Tedy
Q(A,A@.«(/t)) =Z2(4) je podle vity o spojitosti sloZenfoh funko{ spojité v bo-
a8 0 ;3 2(0) =%(0,4(0) =79(0,0) = 0 . ey ﬂzw) =0,

Mdame

F(U1 +£’az' seoey %1;(% “'A' Uz. ooo'%)) - F(a,‘.’yz, sv ey %,/(””.’%))8

‘A)F(U;{(y)) + R4) )F(U;f(")) + (-*-‘«t ‘J(A)) Z (A
1

(je totit 1Al =4 pro A20, |[Al= -4 pro A <0 , podobnd [A(A) ).
Ale levéd strana je 0, nebot F(¥, ...y, , {(x,, ceey¥y)) = 0. Tedy

A A (’F(;}f‘”’) v+ ZCA) = - A(ZELL Ny za)

1
Odtud pro 4 $ 0 (jefto v naSem oboru je %/ 3 0)

QF((/,ﬂ(/)) + (A
9-’1 =

M—Z——'&(k) = = tim .
A0 A0 FCe () , s
’J'y =
¥3. ?F(C/sf(v))
- (¢ +A,%, ooy i) =LLE5,05, cuey €4) _ dx
m'£ I vaj H—= e AT AC)

2y
Ale levd strana je pravé I J(;/) . Podobny dlkaz a visledek plati ovdem pro
Zé y sesey Eﬁ . JeXto ¢ byl libovolny bod = u"’(w) , vidime: pro kaZdé
3,12 ?Jc,‘, e
xeud’:(w) existujd

F ,

93¢ (x Saizf )

—fi—lg- E( X ) (431' ceey &)

X ' ¥
?y/ 78;('!)

derivace vpravo se berou v bodd « ,f(x) . Ddle: funkoe

aF(J‘-] eee xﬁ' ) 3F h*" -
”'2.x,‘,' I 2 5. Jeou spojité v U a do nich 2za 4 dosaguji spo

24 (% y 2
Jitou funkoi {/ } tedy -éal jsou spojité funkce A promdnnych v Zld, (@) .
T{m je dokézédno tvrzeni TB'

Shrnme (&{slo % ognadme ted d ) :

V&ta 18, Budif F(¥y, ..., %, y) funkce A +1 prom&nnfch. BudiZ

(e, 4] = [aj, ..., a4, 4] bod, v némE F(a,&£) = 0, 9”;‘;#) £0
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Neoht F & spojité paroifln{ derivace 1l.Fddu v jistés okolf boda [w, 4] .
Poton existujf ¥{sla >0, Jd;>0 s téiaito viastnostami:

1) Xe kafdému xeud-(a/) existuje v intervalu (£ -o;, £+ o) préve
jedno ¥fslo 4 takové, Ee F(rx ,%) = 0 . Osnadme toto 7 snaken
f(.r., s sees ¥y) = f(x) , takie f je funkce v oboru ﬂd-(¢)

2) Punkoe § mé v ud-(a) spojité pareidlni derivace 1l.¥ddu (tedy tam mé
totdln{ diferencidl a tedy tam je spojitd).

3) M&-11 F v intervelu %Ur(a) x (4-J;,4 +0;) spojité parcidint
derivace ak do ¥4dun v, md runkoo { v ‘I[”’ (a) spojité parcidlni derivace
af do ¥4du m .,

Tvrseni 3 jsme dosud nedokésali - dokakme je tedy. Osna¥me tu funkoi ¢
raddji snakenm ay 3 7(-1,, ceey¥4) « Dokésall jsme, Ee

<« ,v)
7.7,

Y
(3) ﬁ:'- 9F(.z,z) ’
Y
t 4

kde vpravo se derivace berou v bedd [x, 4 (x)] , takie se jevi jako "sloZe-
né funkoe” promamnfch X,, ..., ¥; . Predpoklddejme, ¥¢ F md v uvedeném in-
tervalu spojité derivace ak do 2.F¥ddu. Pokusme se derivovat (3) podle x., .
To snamend derivovat pravou stranu, tj. podfl. Jde o teo, sda se 44 derivovat
Sitateld

(4) A CIRTTE AT 1 C PR )

s podobn¥ jmenovatel. Funkos g mé podle pFedpokladu spojité pareidlni deri-
vace podle viech prosinnfeh, & vanisin{ funkce 4 také - podle vsorce (3). Te-
dy existuje pareiflni derivece slelené fumkoe (4) podle X, & rovnd se

F&vl ("‘1: seey Xy ’7(“‘“ u..-l,q,)) ’Fl,lud (-‘1,...,-1,“ 7(-1,,...,'-5‘)) .

fop uuxb)
?".t

e podobn¥ se dfé derivovat jmedevatel. Tedy existuje

2%F (x 7F(«, 94 7F (%, 22 (x 7R, (x,
2% (7'—(7.?22+ 4)—7'7:'&- 7321’&-72077— ‘y).'ag: =

(5)

%y 46 | (QF(J‘ ?))

Ypravo se derivace funkee F (2 ,y) berou v bod¥ [-! ', 7(1)] s Jovi se tedy
jako slolené funkoe X,, ...,y , ste)md spojité v Uz(a) . Tim Je tvrsen{
3 dekdséno pro m =2 . I formule (5) anslogioky destaneme: Mé-1i F

v UMa) x (£-d; , 4 + ;) Jedtd spojité derivace tFet{ho Fédu, mileme

v (5) Jedité derivovai slokené funkoe Chis atd. s oviem také —f— , @
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vyjde existence a spojitost derivac{ t¥et{ho ¥4du funkce '?(x) . Obecn¥ se
dikaz vede indukcf podle m (viz v DI dlkaz vdty 179 pro 2~ =4 - pro
obecné ~ je postup zcela obdobny). Nebudu ho provadsdt.

Pogndmka 1. Punkci y(-!q, veey Xy ) (nebo £(X, , & , ooy X)), kterd
podle vty 18 vyhovuje v okolf jistého bodu [hg, ceey @] rovnioci

F(‘xf’ ""xﬁ,';('z{, oo.,&")>= 0 ’

se ¥ikd "implicitn{ funkce" definovand rovanioci{ F(«,, veerkpyy) = 0. Je
snad lépe ¥{kat, Ze funkce {(x,,, esey Xy ) Jje touto rovnicf implicitn¥ defi-
novéna. Nebot kaZdou funkeci £y ee.yy, ) Je moZno "implicitnd" definovat
nap¥. rovnici

7 'f(xi ,Jtz 9 cesy ‘x,i,) =0

nebo rovanici{

Ly_lﬂxlv coey iy ) = 0

nebo rovaniod
?2 - 27%(“4, '.""b) +{2(~t" ...'JA) = 0;

kaZdd z t&chto rovanic je toti% spln&na tehdy a jen tehdy, je-1i

Y =4(%, ..., % ) . Slova "implicitn{ funkoce" se tedy netfkaji podstaty
funkce, nybrZ pouze zpisobu, jakym je ndm tato funkce p¥edloZena. Slova "im-
plicitn{ funkce" nejsou matematiokym pojmem (na rozdil od pojmd "p¥irozené
8{slo", "funkce spojitd v bod¥ c¢ "), ale jsou uZitednym dorozumivacim pro-
stfedkem. Zrovna tak jako vyrok: "vdta o p¥{rdstku funkce je zadkladn{ vdtou
diferencidlniho podtu" nen{ matematickou v&tou (teorémem), ale je to didleZité
upozorndni: kdo si neuvédomi vyznam vdty o pFirdstku funkce, nepochopi dob¥e
strukturu diferencidlniho pol&tu.

Pogndmka 2 (velmi dldleZit4d pro pofetni{ praxi). Ukédezali jsme, Jjak lge
po&{itat parcidlni derivace implicitn{ funkoe:

IF(x , 4)
Je WL

a dal3f derivace se da}{ politat (soulasnd jsme tim dokdszall jejich existenci)
derivovédnim pod{filu na pravé stran¥. Ale to by byl nepohodlny gplsodb (uZ rov-
nice (5) pro derivace 2.¥ddu byla dost slo%itd). Proto se p¥i praktiockfch vy-
podtech tdchto derivaci postupuje jinfm zpisobem, kter§ ted vyloZim. Neoht
t¥eba F(ux s, ) Je funkece, kterd md spojité parcidlni derivace do 3.¥ddu
v okolf jistého bodu [a,#,¢) , pFiSem:

F(a,,ﬁ,u).-.O, [7F(J9Ly'a) *0 *
0 7

XN &
"oy
NRXS
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Potom, jek vime, existuj{ O >0 , J;>0 +tak, Ze ke kakdému bodu

(«.4] € (a-;-f, asd)x (b=, $+0) = u;: (a, 4)
existuje v intervalu (¢ -d), ¢ + J;) privi jedno 3islo ~ tak, e
F(x,94,2) =0 toto 81slo ~ osnalme x(x,y) , ¥isla O, of volme tak
salé, ¥e %-1.0 v 'lldf(a/,.é) x (v=0), ¢+ dy) a Ze paro. derivace

funkoe [ al de 3.¥ddu tam jsou spejité. Vime, Me funkce 2 mév U (a,s)
spojité pu-o. derivace &0 3.rddu. Pol{tejme je. Pro viechny body
[x,4] € 'lld- (2, 4) plat{ rovaost

F(.z " ¥ x(%,y4)) = 0 .

Tedy také viuhny parciflnf derivace (vHeoh ¥édd) funkoe F(x ,%,x (x 'y ))
jeou v Us 2C @, 4) rovny nule; jekte vn¥js{ fumkce F 1 vnitfn{ funkce 2 ma-
P ¢ epojit‘ parc. derivaee 4o 3.¥ddu, lse tyto derivace po¥itat podle pravidel

o derivéni slodenfoh funkec{, § 5, pozn. 1. Napidme tedy rovnici

FCx ,oy,ﬂ.,) = 0 (kde oviem ~ sznamend funkoi (X ,y)) a derivu jme :

9F IF da 2F  IF
’)a’?w-axto' ?7*?4:.9,7’0'
2 2 2 2
°F+2. I°F a 2F(2a.) aFaa,o’
2x? 2x I 2x da, Ax?
*F  EF 9a, 3PF 2n 9% 0m da, 3F %2 _
x 97« 2x 9y/ L2 7? dx In? 2x 2}« n 22 2y ’
2 2 z
772 * 77 r27 ( 72 *
Jekto i 0 A 1se s prvaich dvou rovnioc vypolitat I/ ’ g" » potonm
22’4, 2% 2% o 4
s dall:;:h t34 -g—!-, 7z 95 = S ! 77 ;} saml sl sestavtie _napi'. rovaiol
2 r 2%
pro m . Hodnety derivaoi Sx atd. v urditém bodd [.z ,7] dostanu

s t¥ohto revaic tak, ¥e do derivae{ ’—”—%’;M—) , 7"-("54”” 2) |

g
2F( x).’;?/. %) . atd. desadin sa 4 hodmotu =(x,%) - tj. k vfpostu deri-

vaol "implioitnf funkoe” L .7) v urditém bodd [« , y] musim gndt hodne-
tu této funkee ~ v bed¥ [x, ) .

Preste, Ze tento splsod vfipodtu je Jjednodulsi{ ne¥ zpisob, kterého jmme
ufili v d8kesu vty 18, nedyl onen dikas sbytednj: nebot funkei
F(x ' Yo a-(-!..y)) nesnim m-kréte derivovat podle pravidla o derivovédni
slofenfoh funkci, dokud jesem nedokésal, Xe vanit¥n{i funkce ~(.ux, 7) md spo-
jité parocidlni derivace ~m-tého Fddu. Je

F("’ Y (2 07’)) =0
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pro v3echna «x 4 Jistého okolf bodu [a, l—] y tedy vSeohny derivace slo-
Zené funkce vlevo Jsou identicky rovny nule. Ale nev¥d3li bychom, zda derivace

levé strany podle x je F , I
dx oo ° dx !

kdybychom uZ nap¥ed nevddsli, Ze
-g-f-exiatujo. Vezmdme
varovny priklad:

{ pro raciondln{ x
Budi® g ) = < ; ’

pro iraociondlnf .« .

Punkce § nen{ v Z4dném bodd spojitd a nikde neméd derivaci (ani nevlastni).
Sestrojme sloZenou funkei F(x) =¢£(# (x)). Pro raciondlnf « je

F(x) .-..f(,’, (x)) =¢(4) =1 , pro iracionflnt x Je F(x) =£(£(x)) =
={(0) =4 ; tedy F(x) =71 pro vSechna &« , funkce F mé derivace viech
F4d8 vude rovné nule. Ale nesmime ovdem psdt F'(x) = £ (Hx)) . £'(x) , pro-
to¥e pravéd strana nemd smysl (tj. funkei F , a& méd derivaci, nesmime deri-
vovat podle pravidla o derivovdn{ sloZenjch funkci).

P¥{klad 1. Budil F(x,4) =<7 - dulys (224 7) 57, 2de ge

%-;-_- - 32?2+ 5(x?4 1) 7"‘ . Hleddme "implioitni funkei" 4(¥) , vyhovujief
rovnici
(6) 13 - 3.12/’/.; (xz +1) 7"'= 0

(pro ka%2dé x je to rovnice 5.stupné!).

Vezmdme n¥kter§ bod [a ,4], ve kterém jJe F(a,&) =0 , ale
2F( a
9y
stém dostate®néd malém okol{ bodu &, pro kterou y(a) = A4 . Tato funkce mé
v okolf bodu a derivace v3ech F4dd, které budeme znaZit 4, ¢~ , 4" ...
(7(.1) je funkce jedné prom3nné). Dostanu je derivovAnim rovnice F(x ,-,) =0;
je2to funkce F je explicitn® déna, nebudu podftat podle obeonjch vzorot,

nybri p¥{mo z rovnioce (6):

» &) 34 0 a sestrojme p¥f{sludnou impliocitn{ funkeci ry(.x) spojitou v ji-

3x2- 6'1,?'- ..312'7" + Z.xy’-r Stu?+1 )74'7' =0 ,
’ ’ 2 ~ 5 4 » Y »
6x - 57-6'1?- - 6‘.:?/ - Jx o+ Zg. + 40..:7?' + 40497 +
+200x%*+ 1) 93(7')2 + 5@t 1) ?l"y’” =0

atd. 2Z prvni{ rovnice vypodtu 7' pomoof «x, % ; dosadim do druhé rovnioe
za '7" vypo&tenou hodnotu a vypo&tu g«" pomoci «x, 2y atd. Nap¥. pro
*x=%-= 1 Je F=0, _g_F_= ¥ +0 ; tedy dovedu pro "implioitn{ funkci”
7(.:) , bro kterou %(7) =1 , po¥fitat y'(4) R y"(’/) R
194

3

5 (1) =1L 4" (1) = - atd.

X
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Nap¥. umime stanovit tednu ke k¥ivoe 4=4(x) vbodd [1,7]; je to pfimka

y-—;-(.z -1) +1 a—qt.x + 5 (a3 jeme zjistili jen jeden bod [7, 1] té

k¥ivky). ?

Priklad 2. Rovnioe +°+ 3% -7 = 0 (kruknice) mhk Fedent u=* M -7
pro 162 -1, 45 . Derivace funkof /4 -2 , - )1 -x2 v (-4,41) 1lge podi-
tat p¥imo. Ale pohodln3ji se pod3ftajf jako derivace implioitnich funkoi:

-Z*yy'ao ’ 4-0-7'2-}7/7"30 ’

37070 + 7/?,0:0 = 0 , 4?07000 +3<7’~ )z + 77(#) = O
atd; p¥itom oviem 7 sznamené funkoi V1 -4% nevo - V1-x%. Nap¥. pro
x-o,yt'f vylde ?/‘ao, 7”8-4. 7/‘"-0, 9«(")8-3 atd.

Ve v&t¥ 18 jsme "Fed1li" jednu rovnioi F(ux,, ..., ux, »%) =0 "podle 4°.
Vezmime ted 4 takovfch rovnio '

EI(-!" seey Jh,% p ecey y’b) = 0

(7) Cecececsseccscscesecssansone

F,;(J.',,,‘ .-o.x/", %, ...,.%) =z 0

a budeme je "FeSit podle Yar co0r Y ®. Uvedu hned p¥{slulnou vétu, napFed
viak savedu tento pojem:

BudiX déno 4 funkoi A +A prom¥nnfoh
E"('Zq. O..’Jb.%. ceey %) (tlfl i,2, ceeg A ) o
Determinant

25 25
9 oscoey

7 A

2k 5

%5 25
9% . .0.’ 7%

nagfvéme Jaoobiovim determinantem nebo Jacodbidnem funkof F, s eeey Fy podle
Upr soor Yy o Znadivé se nfkdy

9 (Ff. p eeeoy fb )

g (74 ? ecey % )

(to ovienm nen{ ¥ddn¥ podfl, nfdrk ned¥litelnf symbol). Je to funkoe 4L +.4 pro-
n¥nnfch.

Progredim, Z%e podminka —,‘3-{:~¢ 0. £ véty 18 (p¥i jedné rovnici, tj. pro

g7
4 = 1) bdude nyn{ nahrasena p%dminkou, Ze Jaoobidn (8) nen{ roven nule.

(8)
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Vita 19. Budte
F{(-lf' ooo'-tag %’ eeey 7&) »
Q(.!,,, ...,.!4,%, ....7’6) ’

&(.x,, coer Ly s Y ...,7;6)

funkce 4 +4 prom¥nnjoh (pi¥eme také Fg(x ,2) . Budiz [a/, 4]=
=['a/,, ...,a/,‘,"fy, ....,ﬁ] bod, pro n¥jZ plat{
F1(w,")=-oo=€6(a/’j')=o.

Necht funkee Ff; , ..., f majf v okolf bodu [a , #] spojité parcidln{ deri-
vace l.¥4du.

Neoht Jacobién
9CH, ....5)

9(%’ seey y’,s)

je v bod¥& [a/, 4'_] rignf od nuly. Potom existujf &fsla d >0, d; >0 s t&-
mito vlastnostmi:

1) Ke ka%dému bodu X = [x,, ceey Xy ] E ud,.'.'(w) existuje v Zldf (#) pré-
v8 Jeden bod y:[%, ceey %] tak, Ze je 1

F (% ,7)-_-0, ....,Q(.x,y)= o .

Sou¥adnice Ypo eces Y jsou tedy jisté funkoe %-f,,(—t,, coey Xy ) y ceny
és (£, eeeyty ) 2 definidnim oborem 71 (@) .

2) PFunkoce é& (A€='/. cses ) maji v Zld.(a/) spojité parc. derivace
1.¥%44u.

3) Maji-1i funkce F,, ..., F, v 'l( (w) x Zld- (H spojité pé.rciélni deri-
vace aZ do ¥4du m-tého, maj{ také funkoe ﬁ s eeep /b v ﬂ;(w) spojité par-
cidln{ derivace aZ do ¥ddu m-tého.

Dikaz. Pro A =1 je to vita 18. Dikaz se provddi uplnou induke{ podle
A o Provedu jenom p¥echod od 4 =71 k WA=2 ; z4klaini myS3lenku indukoe
bude z n&ho vid&t, a nebude formdln¥ tak sloZity jako obecny krok z 4
k 4+1 . Jsou tedy ddny dvE funkoe

(9) El(‘xqi ""JA’%’%) ’

F2.. (va vooy Xy ’% v%) ’
bod [aq y coey @,y zé, ’ /‘2] =[¢/,'44 ’ 12] , ve kterém tyto funkce Jjsou rovny
nule; nechi jsou spln&ny podminky v&ty. V bodd [a,4; , 4] je Jacobidn

(10) 26 o _ &
9% ?,72 9% 7%
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7 E,
rignf od nuly. Tedy ndkterd g derivaoci ;_9‘1'- R %?; Je rldegnd od nuly v bodd
’ 1 1 5
[“’o "6 ’ "z] 4} budiZ to (bez ujmy obeonosti) t¥eda -?TFL « Potom miZeme na
rovinicl 7

(11) 5(-’-1' veoy Xy ,% ,%)zo

u{t vdty 18: existujf 3fsla JI’'>0 , dY >~ "  tak, %e ke kafdému bodu

[119 veey Xy, 7’2]671‘;*4 (o, '&z) existuje v intervalu (4, -dy, /4, + d))

privd jedno 3d1islo 1, tak, Ze plati (11). Toto y, Je Jistou funko{
1” ooo’x"' 7’2 H

B3Py censtn ) =P(x ) (Pla,b)=4),

kterd mé pro d(a,x) < d’, '% -le<d" spojité parcidlni derivace
l.¥ddu, po p¥ipad¥ m-tého ¥ddu (gza pFedpokladu, ¥e F mé spojité parc.
derivace m-tého ¥4du).

Pro

dla &) < o7, ,%-éléd‘" ’% ..,&,/cd;’

Jsou tedy rovnioe .

(12 a) Flx sy ,95) = 0,

(12 b) 5(&,%,%)=0
splndny tehdy a jen tehdy, je-1li

(13 a) Yy s PlL,35)

(13 b) h(x yP(x, 2 ),2,) = 0.

3fela d7°, J mohu jed#td libovoln¥ smenbit. Pou¥iji nyn{ vdty 18 na rov-
nici (13 b). K tomu ofli muesim ov¥¥it podminku, ¥e sloZend funkoe

(14) R P(x, ), 9) =H(x, )

(prom¥nngoh X,, ...y Xy, %) Je v Dodd [a/, .‘2] rovna nule a Ze derivace
funkee H podle 4, je v bod¥ [w, 4] risné od maly. Vskutku Je

H(woéz) = Fé(w,q(w,ﬂz )y é) =Fz(w"£qv'ﬂz) a0

2 pravidla o derivovédni sloZenfch funko{ plyne, Ze funkce (14) mé spojité
parcidln{ derivace l.¥ddu (pop¥{p. m-tého ¥ddu) v okoli tohoto bodu. V ji-
stén okolf bodu [, £,] e
H_ 25 o9 Ik
= *
% 2 %

5) Jinak by sta¥ilo pre3islovat funkece F;, F, .
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P,
Jak se vypodte T';’;L' vime 2 ddkazu v3ty 18 a pogn. 2. Ale provedme to. Pro

vioohnaxeﬂ,‘,(a,) , %e(é-d",é-rd") je ﬁ(x,y(x,%),%)go,

tedy >, )¢ 25

. =0
% " o %
a odtud (JjeZto $4 0) DF,'
3%

37«

takZe

M4 (3w 2% 2m > )#0
9" 2\ O Oy g o '
2y;

jestliZe d’, J7° byla gvolena dostatednd malé (tady vidite viznam p¥edpokla-
du, %e Jaoobidn je rteny od nuly). Podle véty 18 existujf tedy d =0 ,
d;” >0 tak, ¥e ke ka¥dému x€ US(a) existuje v intervalu (4 - of ",
1}z+ d; ") prévé jedno 4, tak, Ze HCxyay) =0 , tJ.

Ea(ly¢(‘x » %2 )’%) = oi

ognadme %, =¢, (%) = £ (¥, .oy %), §(a) =4 ; tato funkce mé v %, (a)
spojité paro. derivace 1l.Fddu (pop¥fp. m-tého ¥4du). Pokud se tedy omezim na
body [x, Y, 4 4] » Xteré splnuji viechny podminky

d(x ,a)<d”’, loy - 41 < o, l%-,ﬁ:,féd;',
d(x ,) <d"”", I%"ﬁjléd‘;"'
jsou rovnice (128), (12P) splnény tehdy a jen tehdy, Jje-li

=gy (X) , G =Pla,am) =@(x, £ X)) .

Posledni "sloZenou funkci" ognalime 4, (x) ;3 mé v jistém okolf bodu o/ spoji-
té parc. derivace 1l.¥4du (pop¥{p. m-tého ¥ddu). Poznamenali jesme, Ze

{z(a’)""% ’ ﬁf(w)=¢<wvfz(a’)) =¢(w"é)=ﬂ1 .

JeXto funkce ¢, , f, Jsou spojité v bodd @, 1lge zvolit J' >0, I < J7,
d < " tak mald, Ze pro d(« ,a) <0 budou epln¥ny vBechny podmfnky

Iy %) - &y l< Mem (T, ', o™
[4,(x) = b l< Mim (", o', ;")

PoloZme d; = Mn(d”,d)’, ") , takfe pro kaZdé xéud-(a/) méme gzarufeno, Ze
bod [¢(2) , ¢, (x)] bude leZet v ’Zld-(/;, ,& ) « TJ. vekutku: JestliZe «
je libovolny bod v ud-(a) , ©existuje v Zt }‘ lz) prdvé jeden bod
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[t% » 4 ] » splnujfc{ rovnice (12%), (12°), totiz pravd bod [/, (), & ()] .
Vime ddle, Ze funkoe f, ’ fz majf v jistém okol{ bodu o s8pojité parc. deri-
vace l.¥ddu (pop¥{ip. m-tého ¥édu). Zmen¥im-1i jedtd J°, mohu dooflit toho, Ze
tyto parocidlni derivace jsou spojité v celém okolf ’M;(w) .

T{m je v&ta dokdzéna pro 4 =2 . Vidite, ¥e dikaz je v podstatd jedno-
duchy (prvni rovnice se "¥eS{" podle 4; , dosad{ se za <, do druhé rovnice,
e ta se "Fe3{" podle 4; ). Jenom sprdvné vybalansovdni riznjoh ¥{sel J° tvo-
¥{ obt{i¥, kterd je viak jen formdlniho rézu.

Pozndmka 3 (velmi dlleXitd pro poletni praxi). M&jme systém rovnic

(15) RCX , %y ceesiy) = 0, (x=[x, .., ])

ﬁ(-‘ '%’ ooo’%) = 0

vybovujic{i pFedpokladdm vdty 19. "Implicitn{ funkce" /, (X)) eeey ﬁ (x) g této
vity oznadme 4 (X)) ooy %(J). Parcidln{ derivace tdchto funkc{ se po&itaji
podobns jako pro jednu rovnioi F(x,4) = 0 . Rovnice (15) jsou eplndny pro
v8eohna .xe’lld."(a/) » JestliZe ga 4, ..., Vs dosadim funkoce

%(J)’ cesyp %(x) 3
(16)  F(x,% (£), coey % x)) = 0 (A=1, ..., s) .

Tedy i vSeohny parcidln{ derivace tdchto “"slofenyoh funkci” (je¥ stoj{ v (16)
vlevo) jsou rovany nule v u;(w) . Derivujeme tedy (16) podle pravidla o deri-
vovéni sloZenfch funkei t¥eba podle «X; . Dostaneme viude v 'Zl;'-(w)

25 oy M 24
(amn dag Vg Ey ' T Ay

ok, 2% 24 , ... .25 _;’22,0
?x" 3% Dx‘e 77
Choi-1i poditat 24 ;ﬂ- istém bodd [¥ X ) dostdvdm =zd
- po a )x"l 9 eocoey x‘IVJ 49 ooy A '] zde

pro n&§ soustavu 4 linedrnich rovnic, kde determinant soustavy je prdvd Jaco-

blén D(F, ooy o) # 0 , takZfe soustava mé FeSeni a to jediné.
Doy eoer up )

2

2 2
- 2 ¥ = P _
Choi-11i po&itat 77 3xl ) ececy DJ% ?J% s, derivuji ddle podle X, . De

2E;
rivovdnim funkoce 7—&— dostanu

2 . .
25 . X 25 O%m |
).14’ %y m=1 xp o8, Idxg

oF, £y
__oo¥ jsou veliliny ji% "znémé"; podobnd pri derivovdn{ funkoi -)—;/—, coey —;‘7—- .
1 ¥ 7
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6 2 dE; 2
KdyZ vSak v soufinu 31——ﬁ derivuji druhého 3initele, dostanu —*— 2oy .
Ym 2%, I%m 2%, 2y
Je tedy vid&t, Ze derivovdnim rovaic (17) dostanu rowvnioce

2 2
Abe 282, 28 2% o0

?% X 7} a.xl ?% 3.:1 21’( ’
(18) .............z....
A + 26 2 1 * ocee *+ )’/; 229/4_ = 0
47 dayy g Ay oy uy 2y ’

kde A,,, cesy A,g obsahuj{ jednak derivace funko{ E, , eeep & druhého ¥4du,
jednak derivace funkc{ Yiv ooor Wa prvaiho ¥4du podle Yy (ktoré lze vypo-
titat ge (17)) a podle &, . Soustave (18) je tedy soustavou 4 linedrnfoh

rovanic pro 4 hodnot
2 2
2% A /%
2 2y T T g (pfi danfoh £, £ )

determinant soustavy je op8t nds Jacobidn, tedy &iselo rfené od nuly. Podobns
pro derivace 3.¥ddu atd.
P¥{klad 3. M&jme dvd funkce F , G t¥{ promnnfch; rovnice
F(x,4,m) = G(x Ay %) = 0 urduji{ za predpokladd vty 19 “impli-
oitni" funkce Jjedné prom&nné 7(1), «(x) . Jejich derivace poditdme z rovnio

)F )F 4 aF ’ ) 3 [ 4 2 [ 4
Tt 0 Tl e =0
PE  PRFE . Y PR A T T . 2

*)/:L)ya' +>a.5( ) 24y 'Y 2 0
neboli
2 2 2 2 2 2
YF I°F P ] XF o2 IF ’ > ’ I F )’
”~,
2;2*37( ) * 52 (2) +2> Y 4 T T +227>¢7 +

a obdobné rowvnice pro &6 ; atd.

1014-4527



		webmaster@dml.cz
	2013-08-26T10:59:36+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




