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K a p i t o l a 17. 

ZOBRAZENÍ Z B^ DO E* . 

} 1. Doplňky « obeoné tooria množin a zobrazeni množin. 

Známe význam symbolů: a,č M, Mc/V , M * N ^ t 0 (prázdná množina). 
Dále sjednooení ÁuB , průnik AnB , rozdíl A - B . Je-li B^A , 
nazývá ee 4 - B také Saato doplňkem množiny S vzhledem k 4 . Také známe 
pojem ejednooení m, množin , A% , ^ j píšeme A1 u u . . . u A/*, fv 
nebo U h : podobnš průnik 11 np . Pro rti s 4 je ovšem 

Á=4 * Á=1 * 
A 4 

JI . u L = A, . Obdobně: Je-li dána nekonešná posloupnost množin 
1*4 ^ 

A„A Ž mluvíme o jejich ejednooení U ty (to je množina tšoh Á*4 
prvků, které leží aspoň v jedné množině ) a o jejioh průniku 
oo 

J® množina těoh prvků, které leží ve věeoh množinách ^ ). Je-

štš obeoněji: Budiž dána Jakákoliv množina (neprázdná) J ; každému ý ^ J 
budiž přiřazena nějaká množina A^ . Potom definujeme sjednooení S *, UAi . o A €j v 
průnik P * f) ký takto: 

feD * 

S je množina těoh prvků, které leží v kj. aspoň pro jedno ýtO , 
P Je množina těoh prvků, které leží v ký pro všeohna ýčJ 

Důležité jaou tyto vztahy (de Morganovy): 

(1) A - U m 0 (A - Bv) , 

(2) a - n iu • u (h - & ) . 
¿éj ' jed * 

(Jéstliže i^cA pro všeohna , lze (1), (2) číst takto: Doplněk 
ajednooení je průnikem doplňků, doplněk průniku je ajednooením doplňků - ověem 
my nepředpokládáme B ^ c A ). Dokažme (1). Položme M * A * 
N * í) ( A - ¿v) . uáme dokázat, že každý prvek z M leží v /V , a každý jtJ £ _ 

^ Vždy Je Mc M * Je-li M c N , M é N f nazývá ae M pravou ěáatí mno-
žiny N . 
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prvek z N lešl v M . Budiž tedy předně xéM . Potom pro každé ¿¿J je 
pravda, že jc neleží v t ale leží v A , tedy leží v A - "bj pro kaž-
dé ý e j , tedy je * é N . Budiž nyní ta drahé xeN . Pro každé /^J 
je pravda, že JL leží v A - t tj. leži v A a neleží v . Tedy ^ 
loži v A , ale neleží v JJ fy , tedy ¿¿/W . 

Podobně ei eaai dokážete vzoreo (2). 

Důležitý je pojen zobrazení. o kterén jame už také přlležitoetně mluvili. 
Mějme dvě libovolné množiny M + Č , N . Heoht každému xeM je přiřazen 
určitý jediný prvek yeN (takže je jletě také /V ý p ). Potom říkáme, že 
je dáno zobrazeni množiny M do N | prvek Y , přiřazený prvku JÍ , ee 
nazývá obrazem prvku J . Množina M ee nazývá oborem nebo také definičním 
oborem tohoto zobrazeni. Značíme-li dané zobrazení např. písmenem / , zna-
číme obraz prvku 4 znakem /(OÍ) • Vidíte, že to není nic jiného než zoela 
obeoně pojatý pojem funkoe. Také ee mÍBto "zobrazení" čaeto říká "funkce", 
místo "obraz prvku JÍ " ee říká "hodnota funkoe v bodě JC " apod. 

Příklad 1.« Budiž M* , N u B1 » každému xeM přiřaáme 
číslo cwtAiw x . To je zobrazeni množiny M do Ef . 

Je-li P nějaká 
množina, jež je čáetí oboru M zobrazení » značíme 

znakem / (P) množinu věech /(.*) pro věeolma JKČP ; je to tzv. obraz 
množiny P (při zobrazení / ). Je-li / zobrazení množiny M do M , je 
/<M) c N . Jestliže f{N) = N v říkáme, že /.je zobrazení množiny W 
na N . To tedy znamená, že každý prvek z N je obrazem některého (aspoň 
jednoho) prvku z M . Zobrazeni z příkl. 1 (Ha /(jc) = 
a CUTFAI/N/JC ) je tedy zobrazení intervalu na interval « Neohi konečně je / nějaké zobrazeni, jehož definiční obor 
je části množiny Q, * potom říkáme, že / je zobrazení z množiny CL . 
Např. naše zobrazeni z příkl. 1 je zobrazení ̂z E1 do * současně je to 
zobrazení z_ B1 na , dále - jak jeme již řekli - je to zobra-
zení množiny (boa z!) do B1 a zobrazení množiny 4 9iy na 

— /• Např. zobrazení z do není nic jiného, než reálná 
funkoe Ji> reálných proměnnýoh. Každé zobrazení / množiny W do /V je 
zobrazením množiny M na /(̂ f) • 

Mám-li zobrazeni množiny A do 3 a zobrazení y množiny 3 do č f 
mohu každému JÍČA přiřadit prvek A(JC) • tím doetanu zobra-
zení A množiny A do C i mluvíme o zobrazení složeném ze zobrazení Ý a 
f • 

Zobrazení ^ množiny M do N se nasývá prosté, jestliže dva růsné 
prvky množiny M mají vždy různé obrazy, tj. jeetliže platí 
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J M fÍM i* * r * ř<Ý» • 

Hapř. «obratení fa : fa(x) u xz 0 obořen (-<», • <») není prosté) sobrasení 
fa 1 faix) s xz 0 obořen (01 +«,) je prosté. 

Zobrazení složené ze dvou proetýoh zobrazení f % f jo prosté. Důkaz: 
Budiž Aix) w f ( f i x ) ) i Je-li * x2 t je ) + f>ix2) , tedy 
ý^C^f)) ff(,((x2)) , tj. + Á(x2) • Velni Jednoduohé zobrazení ^ 
množiny M na sebe Je zobrazení / dané rovnloi f(x)mx j říkáno mu 
identioké zobrazení anožiny M . je ovšem prosté. 

Budiž l' prosté zobrazeni množiny M na A/. Každý prvek y^Af je te-
dy obrazem Jediného prvku x é M (tj. fix) « Tento prvek nazvu vzorem 
prvku y při zobrazení fa . Mohu nyní sestrojit zobrazení <f množiny N 
na M tak, že naopak každému prvku Jako jeho obraz při zobrazení <f 
přiřadím jeho vzor x při zobrazení fa (tj. <f(ý) je ono x , pro něž 
f(x) m y ) . Zobrazení (p ee nazývá inverzní k fa . Jinými slovy: y- • faix) 
platí tehdy a jen tehdy, je-li x s <fiý) . Při inversním zobrazeni se tedy 
vymění úloha obrazu a vzoru. Zřejmě je <p prosté zobrazení N na M . pro 
všeohna xíH je cf>(ý(x)) nx , pro všeohna N Je fififí) • TJ. 
<f(faix)) je identioké zobrazení M na M 1 f ( f f ( f ) ^ j® identioké zobrazení 
N na N . Inversní sobrazeni k (f je opět fa . 

Dokažte si sami toto: Budiž fa4 prosté zobrazení M na N , fz pro-
sté zobrazení N na P . Budiž fa složené sobrazeni: /(x) u f2 (f<ix)) 
pro x á M . Potom ^ je prosté zobrazení M na P . Bu&te cfi 9 cf2 9 cf 
zobrazení inversní k fa * fa % fa • Potom je 

<jp(*> » % (Ji<*>) P W /x,£ R , 

Přecházíme k důležitému pojmu ekvivalenoe dvou množin. Mám-li dvě konoč-
né neprázdné množiny M f N , kdy mají atejný počet prvků? Tehdy a jen 
tehdy, exiatuje-li prosté zobrazení množiny M na N . Tento pojem Je možno 
zobeonit i na nekonečné množiny. 

Definioe. Množina M se nazývá ekvivalentní e množinou N , Jestliže 
bucLto existuje prosté zobrazení anožiny M + 0 na N nebo Je N a N * 0• 
(Kdybych zavedl také zobrazeni s prázdnýa definičním oborem, mohl bych oba 
případy shrnout v Jsden.) Pišme na okamžik M ~ N , jeetliže M je ekvi-
valentní s N . Platí toto: 

1) M ~ M tj.: Každá množina je ekvivalentní sama sobě. Důkaz (o prázd-
nou množinu se už nemusíme etarat): Je-li 0 , je identioké zobrazení 
(fix) sjc (xeM) prosté zobrazení M na M . 

2) Je-li M ~ N t je N ~ M . Důkaz: Je-li ^ prosté zobrazeni 
M na N , je inversní zobrazeni proatým zobrazením N na. M . Proto ne-
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musíme romliioTat výroky " M je ekvivalentní a N " a "IVje ekvivalentní 
• M m a můžeme prostě říkat " M , N jeou ekvivalentní". 

3) Je-li M~»Nt N ™ P § íe ixfcaz: Je-li .f proeté 
sobrasení M na N , f proeté zobrazeni N na P , dostaneme jejloh slože-
ním prosté sobrasení M na P . 

Je zřejné, že prázdná množina není ekvivalentní s žádnou neprázdnou mno-
žinou} víte, že konečné množiny jeou ekvivalentní tehdy a jen tehdy, když mají 
etejný poěet prvků, že koneěná množina nemůže být ekvivalentní s nekonečnou 
množinou. (Tyto dvě věol by vyžadovaly při přesnéa zdůvodnění např. podrobného 
studia množiny přirozených číeel.) 

Obrátíme ee k ekvivalenoi nekoneěnýoh množin. Hejjednoduělí je množina 2*0 
vieoh přirozených číeel; 4 9 2 t 3 , ... Co znamená nyní výrok, Že nějaká 
množina M je ekvivalentní e To anamená, že exietuje prosté sobrazení PC/ 
na M . Označía-li obraz čiala /n, znakem x^ , je patrno, že M tehdy 
a jen tehdy, lze-li prvky množiny M nepořádat v proatou nekonečnou poeloup-
noet 

• • "*J 9 * * • 

( ̂ vn, je obrasea ěíala /* j poaloupnoet se nasývá ověem prosté, jestliže pro 
* + je x ^ + x ^ ) . 

Množiny, ekvivalentní e ¥C/ , naavene nekonečné spočetné množiny» koneč-
ným množinám a nekonečným spočetným množinám dáme společný násev spočetné 
množiny. Při ětení literatury dávejte pozor1 lěkteřl autoři označují slovem 
"apoietná množina" pouze nekonečné spočetné množiny, a množinám konečným a ne-
konečným epoěetným dávají náaev nejvýio spočetné množiny. 

Přikladl Množina M vieoh audýoh kladných číeel je epočetná. Stačí to-
tiž oeatrojit proeté zobrazení ^ rovnioí ý(x ) m 2x | to zobrazuje na 
M t 

* I 1 2 3 h ... 

fix) I 2 ^ 6 í 

Setkáváme se aůe o jevem, který není možný u konečných množin: množina je 
ekvivalentní oe avou pravou čáetí. Množina přiroaenýoh číeel a množina věeoh 
audýoh kladnýoh čísel vypadají dost podobně, takže jejich ekvivalenoe nepřekva-
pí. Tíce překvapí tato věts: 

Množina vieoh raolonálnloh číeel jo epočetná. 

Důkaz: laldé raoionální číslo lze práv£ jedním způsobem napsat v tzv.základ-
ním tvaru, tj. ve tvaru aloaku , kde f-, y jeou oelá a nesoudělná, 
cy >0. r 
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Jde tedy o to, srovnat tyto zlomky v prostou posloupnost. Nasvu výškou 

slomku číslo Ifui + cy. Zlomky srovnám podle výšky, slomky téše výšky 
podle klesajloího čitatele: 

Výška 1 : 

Výška 2 : 

Výška 3 i 

Výška 4 s 

Výška 5 s 

0 

A 
2 
1 

± A 

zl 
A 
A 
Z 

A 

3 

3 
Z 

-4 
Z 

-A 

3 

Z 
3 

-2 
A 

A ( 
Z± 

±2 
Z nemá sákladní tvar)* 

-Z 
3 

-3 
2 

Z± 
A 

atd. Zřejmě posloupnost takto sestrojená 

— — -=i- -i- J _ JlL ~ Z 3 4 -3 
* f 1 9 * % * % Z t Z f A 9 A » j

 f
 3 9 A •••• 

je prostá a obsahuje všechna raoionálni čísla. 

Dokážeme několik vfit o spočetných množinách; 

Věta. Každá část spočetné množiny je spočetná. 

Důkaz: Budiž M spočetná, N její část. Je-li N konečná, je spočet-
ná podle definice* Je-li N nekonečná, je téš M nekonečná, takže její prvky 
lee srovnat v prostou posloupnost: 

(3) M i , a/t ř o* f ... 

Neohl Aj^ je nejmenší index, pro který é N $ neohí je nejmen-
ší index > JLj , pro který íi^ é. N , atd* Zřejmt jsou tím prvky mnošiny N 

uspořádány v posloupnost , a ^ , ... vybranou % (3), a tedy je tato po-
sloupnost prostá, N je spočetná. 

Je vám jistě jasno, 00 budu nasývat "množinou všech členů posloupnosti11. 
Např. množina všeoh členů posloupnosti 2 f h t

 6
 ř
 i

 9
 .... ( m-tý člen je 

Zm) je množina všeoh sudých kladných čísel; množina všech Členů posloupno-
sti o/, a/ , cl/ 9 a/ , .... (všeohny členy jsou a/ ) se skládá % Jedi-
ného prvku & \ množina všech členů posloupnosti - ' 
{nv -tý člen ( - A )

m

 ~ ) se skládá se dvou prvků 4
 9
 - A . 

Věta. Množina M všeoh členů posloupnosti ^ , ^ , % , ... je spočet-
ná. 

Důkaz: Když M je konečná, je to pravda. Když M je nekonečná, polož-
ae * 4 i budiž ^ nejmenší index X , pro který ^ a^ j badiž 
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A3 nejmeněí index X t pro který * a/^ , o^ * a 4 , atd. Zřejmě Je 
t t ••• proetá posloupnost, obsahující viechny prvky s M . 

7 

Věta. Obras spočetné množiny M při libovolném sobrasení Je spo-
Setná množina. 

Důkaz. Když M Je konečná, Je ^(M) konečná. Když prvky množiny M 
Jsou srovnány v prostou posloupnost , 4é2 » • • • > Je fW zteJmě množina 
vteoh členů posloupnosti f(^), .... tedy Je spočetná podle předeělé 
věty. 

Věta. SJednooení spočetného systému spočetných množin Je spočetná množi-
na* Podrobně řečeno i Mějme spočetnou množinu spočetných množin. Tu tedy mohu 
srovnat v posloupnost (konečnou nebo nekonečnou) 

U ) M 1 , Mz9 MJf ... | 

každé ty Je spočetná množina. Mám dokázat, že LJ je spočetná množina. 

Moha předně vyneohat prázdné množiny . Mohu předpokládat, že (4) Je 
nekonečná posloupnost * Je-li totiž konečná o m, členech, mohu poslední člen 
opakovat: M^ , M29 ..., M/k9 ^ t M/Kt ... - sJednooení se nesmění.2^ Prvky 
každé množiny M^ mohu srovnat v nekonečnou posloupnost f̂j* • •• 
(kdyby byla ^ konečná, opakuji poslední člen). Tedy U M^ je množina 

Aj 
všeoh prvků, vyskytujíoíoh se ve sohsmatu 

"jí "ji V 

Tyto prvky mohu "podle úhlopříček" srovnat v posloupnost (obeoně ne prostou!) 

t " U f
 a /

2<1 » ^13 » f ^ t ^ i ••• I 
^ A/̂  je množina všeoh členů této posloupnosti - tedv Je spočetná. 

Těta. Budiž Ai , Az f i 4 ) konečná posloupnost spočetnýoh 
množin (Jež nemusí být navsájem růsné). Potom množina viech uspořádaných 
/n-tio (nebo-li konečných posloupností) [áý , ..., a^] , kde a^é Aj 9  

6 , ... , a^ e A^ 9 je spočetná. 

Důkaa indukoí podle /n, . 
1) Budiž nu ml . Přiřadím-li každému a/jtAi Jednočlennou posloupnost 

2 ) Kdyby věeohny M^ byly prásdné, bylo by i U M^ s 0 . 
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je to zřejmě prosté sobrasení spočetné množiny Aj na množina těoh 

j edno členných po sloapnost í. 

2) Budiž to pravda pro jisté /» = 4 . Pro každou /n -tioi 
[(V,, ..., OfcJ ( a^éA*) budiž množina těoh Lf̂  » • • •» Sh J 

)-tio . . . 3 , kde • Množina věsoh 
0*,. •••» ̂ j e ejednooenim spočetných množin Hr. f a množina 
těoh Dty > • ••» to/K^ jo podle indukčního předpokladu spočetná. Tedy je množi-
na věeoh [fy, ..., spočetná podle předeělé věty. 

Např. množina věeoh " racionální oh bodů" v Ex , tj. věeoh bodů 
[â  , . a / j J ] e raoionálními souřadnioemi, je spočetná (sde A 4 a Az • ••• • 
a A*, je množina věeoh raoionálnloh čísel). Dále množina věeoh Intervalů 

i^t^í) x («it^) x X 
s racionálními fl^, ̂  je spočetná (js totiž ekvivalentní s množinou věeoh 
Zh,-tle (fy9 t tty f ¿z • • • •» ̂  » A/) s racionálními ^ • kde ^ • 

Existují vůbec množiny, které nejsou spočetné? Odpověď je kladná: 

Věta. Množina věech čísel Intervalu ( 0 f 4 ) není spočetná. 

Důkaz. Každé číslo intervalu ( 0,4) lze psát ve tvaru nekonečného de-
setinného zlomku 0 , a/4 a/z a/3 ..., a naopak každý takový nekonečný desetinný 
zlomek dává číslo z {0,4) - 8 výjimkou zlomků 0 9 000 ... - O a 

0,999... a 4 . Dva zlomky, lišící se na některém místě, mohou dávat totéž 
číslo jen tehdy, když jeden končí samými nulami, druhý samými devítkami» 
např' = 0,21*80000 ... , 0,2479999... 

Máme dokázat, že čísla intervalu ( ) (kterých je zřejmě nekonečně mnoho) 
nelze arovnat v posloupnost. Jinými slovy: máme dokázat, že žádná posloupnost 
čísel intervalu ( 0 ,4 ) neobsahuje věechna čísla tohoto intervalu. Budiž 
tedy a/4 , &Z • • ••• nějaká posloupnost čísel intervalu ( 0 9i ) j nafiím 
oílem je sestrojit číelo Je 

( 0,4 ), které se nerovná žádnému a^ . Rozviň-
me člela cuĵ  v desetinné zlomky: 

a f = 0 f a/1z O^ ... , 

"z = 0 » • • • » 

«4» ^ "áu ••• 
Číslo = o , A, ... sestrojíme takto: je-li a/41 t 4 , volíme 

a 4 i je-li 0̂44 - ̂  , volíme , takže ^ i &11 • Je-li * 4 , 
volíme ^ a ̂  1 je-li a/zz * 4 9 volíme ^ 3 l , takže ¿ z f a/2l . 
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Ob«oné volíme taktox Je-li a/^ 4 4 , volíme ^ ) Je-li 
q/j^I ® 4 , volíme ^ 3 2 9 takže fy i a^X pro každé X . Číelo & je 
rozvinuto v desetinný sloaek e ciframi 4 * 2 - tedy ee dá rozvinout jen 
jedním způsobem v desetinný zlomek, tj. každý deootlnný slomek, který se na 
některém mleté liší od 0 , A A • • • • d á T* ěielo různé od £ . Ale zlomek 
pro /£ se llšl od zlomku pro a/, na 4. deolmále, od 4 na ¿.decinále, 
obeonš od a^ na X-té deolmále* Tedy je & růané ode všeoh čísel posloupno-
sti a/y , a/z , , ... Tím je důkaz hotov. Jeho myšlenka je etejně jednoduohá 
jako dnohaplná (poohází od Cantora)i Oísla ¿4 , , ̂  , Jt-h, ... volíme tak, 
aby ee lišila od "stejnolehlých" členů "diagonály" a/^ , a/2z 9 a/33 9 a/̂ 9 ... 
Proto mlnvlme o "diagonálním postupu". 

Množina, která není spočetná, nazýváme neepošetnoa. Ježto Interval 
( 0 9 i ) lze zobrazením f(jc) » Q/ • ( ̂  - a/)x zobrazit proatš na každý omezený 
interval ( , je každý takový Interval nespočetná množina. 

Ježto množina raolonálnloh dísel intervalu (a/,/) je spočetná, Je mno-
žina všeoh Iracionálních číeel Intervalu nespočetná (jinak by i mno-
žina všeoh číeel Intervalu (a/9J^) byla epočetná). Té je výeledek, který se 
jevil velmi překvapujíoí, když jej Oantor objevili Množina všeoh přirozených 
číael a množina všeoh raolonálnloh číael vypadají na pohled "velal nepodobné", 
a přeoe jaou ekvivalentní) kdežto množina všeoh raolonálnloh čleel a množina 
všeoh lraolonálníoh číael vypadají "n* první pohled" podobně, a přeoe nejeou 
ekvivalentní - to ukaauje na velmi hluboké rozdíly mezi těmito dvěma množina-
mi. Populárně řečeno, množina všeoh lraolonálníoh čleel Je nearovnatelně "bo-
hatší" než množina všech racionálních číael. 

Věty tohoto paragrafu Jaou velni důležité) nečísloval jssm je, protože 
jsou velmi jednoduohé a každý by je měl mít vždy pohotově. 

$ 2. Množiny v fy • 

Ex, je množina všeoh bodů Jt » [J^ , ...»¿¿J » kde xi9 ...,4^, jaou 
reálná čísla (neboli body z Bi ). Je-li y * [7$, rovněž bod 
* • Jo Jejich eukleldoveká vzdálenost 

p (* , y> • fA,( , f) • U (Jř* " ^ ) Z 

r 
A r - W • 

Yedle této vsdálenaetl jsms zavedli v kap. II, $ 1 Ještě "vsdálenoati' 

cU * ' ^ ( X 9 Y ) * TKOJC Uj-Týl , 
* 4Ř A/ 

7 9 ý 9 A 
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Zjistili jsme, že 

d{ x = jí = cb\ x 9y) tXscbÍJL , y) » 

proto v otázkách limity a spojitosti (kde jde o to - shruba řečeno - sda lae 
jistou vzdálenost učinit sa jistých okolnosti libovolně malou) je jedno, kte-
ré s těchto vzdálenosti užíváme. Budeme užívat vsdálenostl , se kterou se 
nejpohodlněji pracuje. 

Je-li ď^ít , <f =* 0 , nazvali jsme cf-okolím bodu a/ množinu těch bo-
dů x , pro něž M a/ 9 JL ) -s ď j ®nak U^a) nebo Uj(cu) . 

Definice, ¿lkáme, že poaloupnost bodů JĈ  , ... z má limitu 
Jí € £a9 Jestliže 

(1) lun, cL^x ) s 0 . /n. -* oo 

Vzorec (1) se týká limity poeloupnosti reálných číeel cC^x^x ) - jeho emyel 
tedy známe. 

Posloupnost, která má libitu, se nazývá konvergentní. Poeloupnost 
> » ••• ^odů v má nejvýěe jednu limitu. Důkazt Neohi dva různé bo-

dy Jt + ̂  jsou limitami této posloupnosti» z toho odvodíme epor. Je 
d( J t f) > 0 Zvolme í x 9 . Podle (1) a podle rovnioe 
z&žm^Cj^, /y) * 0 existuje přirozené tak, že pro věechna přirozená <*> = /*v-*oo a 

je d{x^x ) -e £ 9 dix^f y) < £ . To tedy platí např. pro . Ále po-
tom dostáváme 

d/K * 9 ty) • t Jý»tD) • d\*/n.9* /y) < ZS » U(x 9y) , 

což je hledaný spor. 

Okolnost, žs bod Jt je limitou posloupnosti bodů x4 , , zapisu-
jeme opět symbolom 

£úm, x^ s J: . /n, oo 
Této dsfinice limity lae užiti v každém metrickém prostoru, nejenon v Ejo^ • 
Řada vět této kapitoly platí v jakémkoliv metrlokém prostoru, jiné jsou speol-
floké pro . Čtenáři, který by ee zajímal o to, které věty platí v každém 
metrickém proetoru, pomůže toto opatřeni i Yěty, které platí v každém metrickém 
prostoru, označíms hvězdičkou» jestliže také důkaz uvedený v textu lze provést 
týmž způsobem pro každý metrloký prostor, označím i důkaz hvězdičkou. Tak do-
stane čtenář jakýsi (značně nsúplný) obrázek o teorii metrických prostorů. 

^ Co je to metrický proetor bylo řečeno v kap. II, $ 1. <f-okolí bodu of 
v metrickém prostoru P je opět množina těch bodů JC e ~P , pro něž je 
F>( JI , A/) < o . Přitom P znamená metriku proetoru "P . 
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59. Bodiž , .i. poeloupnoat bodů t E^ » ^ = 

* »^^» • • •» Jt/n*/3 • 
Bod x * fjtj , ..., JÍJJ jo limitou této posloupnosti tehdy a Jen tehdy, 

/ / ^ížm/Jí^ a Jt, , ZvrrvXnk,* • 
H-* OO M,-+00 

Důkaz; Bo vnést (1) říká, že 

Ásm/ /rtvax, I Jfaj- a 0 
f 

to platí tehdy a jen tehdy, kdyl pro každé ,2,..*, A/) je 

m-+oo á a /tv^oo ď o 

Množinu M c E^ jsme jiš v kap. II naSTali oaesenou, jestliže existuje 
K > 0 tak, že abaolutni hodnoty TŽeeh eouřadnio TŽeoh bodů s M Jeou aenší i/ 2) 
než K • ' Poaloupnoat se nazývá oaesená, Jestliže množina jejíoh členů je 
omezená. 

Plati paki 1) Každé konvergentní poeloupnoat je oaesená. 
2)* Má-li poaloupnoet limitu JÍ , má každá její vybraná po-

aloupnoat liaitu JÍ • 
Důkasy nebudu provádět. Dají se buíto pomocí věty 59 převést na obdobné vity 
v Ej (tj. pro posloupnost reálnýoh číeel) nebo ee dají dokásat z naši defi-
nioe limity. 

5) (podmínka B. - 0 )• Poaloupnoat bodů JT, , -x2 , ... pro-
storu E^ je konvergentní tehdy a jen tehdy, je-li splněna tato podmínka: Ke 
každému £> 0 existuje přirozené /«$> tak, že pro vieohna přirozená f^ je 
¿¿U/n-o* t x*k0 ) » t • Hovnooenaá je tato podmínka: Ke každému £ > 0 exi-
atuje přirosené tak, že pro všechna přirozená /m,a /n,„ , m. « je 
<&*>*,•*/*,) ̂  £ • Pomooí věty 59 lze tuto větu dokázat tím, že použijeme pod-
mínky B.O. (tj* věty 21*) pro jednotlivé souřadnioe bodů. 

Těta 60* (Bolzano a Teieratraaa)• 

Každá omezená poeloupnoat v E^ obsahuje vybranou posloupnost konver-
gentní • 

Důkaz. Větu jeme dokázali ve větě 21 pro E4 , tj. pro poeloupnosti 
reálnýoh čísel (dokonoe i pro poeloupnoeti kemplexníoh číeel). Odtud již 

Ekvivalentní definice je tato: M se nazývá omezená, když existuje 
L O tak, že pro všeohna M , y eM je <M jc 9 y) < L . y této for mě lse definioe užít pro každý aetrioký prostor ( ci znamená metriku 
tohoto proatoru). 
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snadno odvodíme věta 60 pro takto: 

Budíš x19 xZ9 x3 9 ... omesená posloupnost v i pišme 
•*/n = í*»1 * » •••» D • Kašdá a A/ posloupností 

» » » • • • 

• . < 

• . • • • 

'ZA/ t » -̂J/t/ t ••• 
jo omesená. Hyní budeme ošívat opětovně věty 21. Z posloupnosti 19 Z93 9 ... 
vybereme posloapnost 

(2) Á/1 < Á/z •< < . . . . 

tak, aby posloapnost prvníoh souřadnic 

( 2 ' ° • » • • • • 

byla konvergentní. Z posloupnosti (2) vyberu posloupnost 

(3) /»v, nm/% /Wj < . . . 

tak, aby posloupnost druhých souřadnic 

(3 ) jí/TK1Z » ^/m^z » » ••• 

byla konvsrgsntníi posloupnost prvníoh souřadnic 
xnwi i » ^/^zý * ^/tťg 1 t • • • 

(vybraná s (2')) sůetane ověem konvergentní. Z (3) vyberu poeloupnoet 

(4) fa ^ ^ fa ^ • - -

tak, aby posloupnost třetích souřadnic byla konvergentní atd. Po n/ krooleh 
dojdu k oíli, tj. k vybrané posloupnosti, u niš posloupnost prvních, druhých,., 

A^-tých souřadnic jsou vssměs konvergentní. 

Dokážeme jeětě tuto větu: 

*Yěta 61. Buite x4 , Xz, ... body z t^ a budiž x bod a E^ , jenž 
není limitou posloupnosti x4 , xz , ... Potom sxistuje číslo £ » 0 a vybraná 
posloupnost x£ * xk z » ••• 5,1 £ P*0 všechna . 

*Dftkas. Podle předpokladu je 
/ncn/ 

tj. 
i V 3 $>¿(4^,*) s e )] L č >0 ^é^t- -J 

3 F V J jlL ct,íxm9 x)>e )} . 
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Vezměme takové í > 0 f 2e platí { • • • ) • Volae /n0 a 4 existuje 

% 4 tak, še M * ^ , Jt ) ** E (mohu vzít třeba neJmenší takové A, ). Vol-
no /»t0 * Á, • 1 | existuje Az > X, tak, še • ) » £ í volme 
^o • + ^ i exietuje ¿>$">¿>1 tak, še ¿i (-«4, atd. Úplnou induk-
ol dostaneme žádanou vybranou poeloupnost. 

Tolik sátím o posloupnostech bodů v EA . 

Zopakujme a doplňme nyní některé věoi o množlnáoh v E^ (vis kap. II, 
$ 1)* 

Budiž M c Ex, . Bod o/eE^ nasývámjrnitřním bodem množiny M , jestli-
že existuje (f -okolí bodu os, obsažené v M : 

^f(^) c M (potom ověsm cuč M ). 

Bod QsG. nasvu vnějěim bodem množiny M (nebo snad lépe bodem vnějším 
vzhledem k M ), jestliže existuje ď-okolí bodu a/ , jež nemá společnýoh 
bodů s M s Uj-icu) <=• Ex, - M . Body prostoru E^ , jež nejeou ani vnitřní ani 
vnější, se nazývají hraničními body množiny M • Množina všech hraničních bodů 
množiny M se nazývá hránioe množiny M i anak N(M) . Bod je tedy 
hraničním bodem množiny M tehdy a jen tehdy, jestliže každé <f -okolí bodu o/ 
obsahuje aspoň jeden bod z M a aspoň jsden bod z E^ - M . Z této symetrie 
je vidět, že H (M ) = H( E^ - M). M se nasývá otevřená, když všeohny jejl 
body jsou vnitřní, tj. když M n H ( M ) « 0 (neboli Ex - M). Mno-
žina M ee nasývá uzavřená, když H ( M ) c M (neboli H(M) n (B^- M) * J* ). 
Odtud je vidět: M je otevřená tehdy a jen tehdy, když EA - M je uzavřená) 
M je uzavřená tehdy a jen tehdy, když EA - M je otevřená. 

"Věta 62. Sjednocení Jakéhokoliv aystému otevřených množin Je otevřená 
množina. Průnik konečného systému otevřených množin je otevřená množina. 

* Důkaz. 1) Buclte dány otevřené množiny Mý, kde ^ probíhá jistou 
množinu J t označme M s U Mý . Budiž O/č M . Existuje ^ tak, že 

¿éj ' ' 
a / e Mý . Ježto je otevřená, exietuje c/V 0 tak, že Uď(a/) ^ Mj , a 
tedy Ufía/) c M . Bod ¿1/ (libovolný bod množiny M ) je vnitřním bodem mno-
žiny M * tedy je M otevřená. 

2) Budiž dán konečný systém otevřenýoh množin Mft M z, ..., H^. 
/n. 

Označme f) Mj . Budiž . Máme dokázat, že a/ je vnitřním bodem 

M . Pro každé Je ou ů Mj. Ježto Je otevřená, existu-
je pro každé j číslo > 0 tak, že Itya,) c Mj, . Položme 
cTa 7)fon,{ cCj 9 <f% , ..., ď^). Potom Uj-ia) a Mý pro všechna 4 , 2 , 
tj. <= M . Důkaa Je hotov. 
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Porno oí de Morganovýoh vzorců 

< 5 ) ^ * £ j • 

(6) E* - f) My - U - M A 
j e j ' jéJ ' 

dostaneme z pře de 51 ó věty tato větut 
* VStfit 65» Průnik libovolného systému uzavřonýoh mnolln je uzavřený. 

Sjednooení konečného počta uzavřených mnolin je uzavřené. 

* Důkaz. Neoht množiny ^ - ( ^ e j ) Jsou uzavřené, tedy E\ - Mj otevře-
né, tedy (vita 62) U - MA otevřená, tedy podle (6) je 

ý>éJ ' 
EA - f) Nv otevřená, tedy O asavřená. Drahou část dokáže čtenář 

i jto r 
sám obdobné se vsoroe (5). 

* Důsledky vét 62, 63* Je-li M otevřená, N asavřená, jo M - N 
otevřená» je-li M asavřená, N otevřená, je M - N uzavřená. 

* Důkaz. M - N » M n ( E^- N ) i v prvnim případ« jsou M , E*, ~ N 
otevřené, tedy jejioh průnik je otevřený. Podobně v druhém případě. 

Jeětě jednu větu o kartézském součinu^. 

*Yěta 64. Budiž M ^ EK , N c Ej, . Jaou-li M , N otevřené, je 
M * N otevřená. Jeou-11 M , N uzavřené, je M x N uzavřená. 

* Důkaz; 1) Buáte M , /V otevřené. Budiž [a, ¿J é M x N , tj. 
a,é M , /£ 6 /V . Máme dokázat, že existuje okolí 

(a/9l) = * UfiJh t ležící v M x N . Existuje okolí 
( ^ c M , U Í (¿) N j etačí položit <f = flí^K, <íx ) . 

2) Buáte M , /V uaavřoné. Je - Mx N » 
* (<fA. -M)x EA) U (Ea x ( Eh - /V)) . Podle bodu 1 je pravá atrana otevřená 
množina, tedy E. .. -MxN je otevřená, MxN uzavřená. 

Obeoněi Jaou-li ^ , metrioké prostory s metrikami ^ , vytvoří 
se z kartézského součinu x ̂  metrický prootor tak, že se v něm defi-
nuje metrika H l • . 7*]) « ̂  U* . ) • d* (xz, ) . 
Pro naěe účely (limita, vnitřní, vnějěí a hraniční body atd.) je tato 
metrika rovnooenná o metrikou 

< [•«#»** U »Cyf.yi]) • • )F°CJLTJÍI*N >) • 
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¿•Sto intervaly jeou otevřené mnošiny, intervaly (ov * b^} jeou 

uzavřené množiny, je "otevřený Interval" x ... otevřená 
množina, "uzavřený interval" , ̂ ^ x ... x ¿Ay uzavřená množina. 

Budiž M nějaká množina v EK . Sjednooení všeoh otevřenýoh množin 
je otevřená množina M° c M , nazývaná vnltřken nebo otevřeným jádrem 

množiny M . 

Průnik věeoh uzavřených množin F => M je uzavřená množina M 3 M , nazý-
vaná juávěren nebo uzavřeným obalem množiny M 

je množina všech vnltřnloh bodů množiny M . 

* Důkaz» 1) Každý bod z M° muei být vnitřním boden M° , tedy tím spí-
še vnitřním bodem M . 

2) Každý vnitřní bod cu množiny M má okolí ^(a,) <= M . 
Vjicu) je otevřená množina, tedy je ěáeti M ° , tedy epeolálně a,eM° . Od-
tud je vidětt víme, že M je otevřená tehdy a jen tehdy, když věeohny její 
body jeou vnitřní. 
Tedy» N je otevřená tehdy a jen tehdy, když Ma M° . 

Jak popíěeme uzávěr M ? Jestliže F je uzavřená 3 M, je E^ - F = G 
otevřená c E^ - Aí a naopak. Jeatliže tedy F probíhá věechny uzavřené mno-
žiny ^ M a G věeohny otevřené množiny c EA - M 9 je 

Mm f) ř m n (Pjt-G) « u G • ÍEK-M)° . 

Tedy N je doplňkem množiny ( E^ - • Tato množina obsahuje právě věeohny 
vnitřní body doplňku E^ - M , tj. věeohny vnějěí body mnošiny M . Tedy M 
obaahuje věeohny oetatní body proetoru E^ tj. M » M° u H(M) . Ale dá ee 
Peát též R . M U H ( M ) . ProěT Předevěím je M°uH(M) <= MuH(M) » 
za druhé je N c f i , tedy M u H ( M ) c M u H ( M ) *M°uH(M) . Budeme užívat 
vzoroe 

(7) M » MUH(M) . 

Time, že M je uzavřená tehdy a jen tehdy, když H(M)c. M . Podle (7) to 
naetane tehdy a jen tehdy, když M • M . Tedys 

M Jo uaavřoná tehdy a jen tehdy, když M » M . 

Je možno oharakterieovat M také ponooí posloupností; 

^ Čaato ae pro uzavřené (formé) anošlny ušívá piernona P* , pro otevřené 
(starší název fteblet) piernona d . (Nyní ee olova Geblet užívá zpravidla 
jen pro tav. aouvialé otevřené mnošiny.) 

1014-4527 



- 202 -
* Věta 65. Bod jř é loíl v M tehdy a Jen tehdy, jestliže existuje 

posloupnost JÍ4, ... bodů s M , která má limitu x (nemusí to být pro-
stá posloupnost!)* Sedy« M je množina všeoh limit všech konvergentních po-
sloupností bodů z M • 

*Důkaz: Je-li x 6 M , Je JC limitou posloupnosti X , x , x 9 X , ... . 
Je-li x t H ( M ) , existuje • každém okolí U± (x) (/*,« 4 , Z 9 ...) aspoň 
Jeden bod x^ e M . ^ 

Vyberu-li pro každé přirozoné /n, jeden takový bod x^ , dostanu posloup-
nost x1txlt . b o d ů z M takovou, že ol/(x/ttfx)<4r * ¿oni/X,*** . 
Jeatliže konečně x neleží v M , Je x vně jilm boťem M , tedy exlatuje 
</> 0 tak, že Vj-ix) c EK - M % pro věechny body y é W je tedy cCíx 5 
takže x nemůže být limitou posloupnosti bodů a M • 

Velmi důležitý je pojem kompaktní množiny: 

Definice. Množina M c f^ se naaývá kompaktní, jestliže každá posloup-
nost bodů z M obsahuje konvergentní vybranou posloupnost, jejíž limita lsží 
v M . 

V E^ (ale ne v obeonýoh metrickýoh prostorech!) lse kompaktní množiny 
oharakterisovat takto: 

Věta 66. Množina M c E^ js kompaktní tehdy a jen tehdy, je-li uzavřená 
a omezená. 

Důkaz: 1) Heohi M není omezená. To znamená, že ke každému m * 
a 4 , 2 , 3 , ... můžeme vybrat bod x ^ * • • • •» */rv/t,J 6 M 
Wkufrí ' • • •» ' ̂ /k^I) > • Z posloupnosti x^ , x19 ... nelze vybrat žád-
nou posloupnost omezenou, tedy ani konvergentní. M není kompaktní. 

2) Heohi není M uzavřená, tj. existuje bod xé M - M . Ježto 
x 6 ff 9 existuje (podle věty 65) posloupnost bodů x^ 9 x2 , ... z M , pro 
nik sfc»*.r̂ s Ĵ  • Každá vybraná poaloupnost má limitu x v tj. nemůže mít 

nx 
limitu v M , tedy M není kompaktní. 

3) Má-li být M kompaktní, muaí být uzavřená a omezená. Ukáže-
me, že to také staěí. Budiž M omezená a uzavřená. Budiž Jrř, xz , ... po-
aloupnost bodů z M . Tedy je omezená a podle věty 60 obaahuje konvergentní 
vybranou poaloupnost * "**' ^/»v * ** * Máme ještě dokáaat, Že 
x € M . Ale podle věty 65 jo x t R , a ježto M je uzavřená, je M = M , 
tedy x e M . 

nerostoucí posloupnost neprázdnýoh množin může mít prázdný průnik, např. 
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Je sYrohovaně důležité, že a kompaktních množin tento případ nemůže naetat: 

*Věta 67 (Cantor) Herostonoí poeloapnost 

M,=>M2=> = ... 
oo 

neprázdných kompaktníoh množin má neprázdný průnik: í) ^ 4 ̂  . 
/*i mJ 

*Důkaz. V každé množině M ^ zvolím bod ^ • Ježto všechna x^ leží 
v kompaktní , exietuje vybraná posloupnost 

x M) 
jež je konvergentní: ZiAn/Xi • x . Tvrdím, že xé í) M ^ (tím bude věta 

/yv+OO fo /n, 
dokázána). Uvažme, že A 1 < X Z < ... , tedy X^s/w. Vezměme libovolné 
přirozené /»v . Je-li /w«/^ , je Jfr^ é M ^ c M ^ c M ^ tedy věechny 
dleny posloupnosti (8) od ^t-tého Sienu počínaje leží v M ^ (na prvních 
/n> - 4 členech pro otázky konvergenoe a limity nezáleží). Ježto M^ je kom-
paktní, exietuje v (8) vybraná poeloupnoet, mající limitu v M^ . Ježto věak 
celá posloupnost (8) má limitu x , má i ta vybraná posloupnost limitu x , 
tedy Jř e Mfc • To platí pro každé 4 , Z , tedy 

oo 
x č D M„ . OOŽ bylo třeba dokázat. 

Druhá důležitá věta o kompaktních množinách ee týká pokrývání množiny 
eystémem množin. Neoht každému je přiřazena nějaká množina Mý . Ří-
káme, že ayetém množin Mp ( j, e 0 ) pokrývá množinu M , jestliže 
M c. U A7v. ' ' 

i 

*Věta 68 (Borel). Heoht systém otevřených množin Mj,( j, 6 J ) , 
Mý <z - pokrývá kompaktní množinu K . potom exietuje konečný podsystém to-
hoto systému, jenž pokrývá K (tj. exietuje konečný počet "indexů" 

f z ' • • • » ýtK E J * e 

Ka (M^u MjzuMj9u-...u MjJ). 

Důkaz. Bez ujmy obeonosti budiž Hazvu racionálním intervalem 
každý otevřený interval 

(a/j. Ůf ) X ) X ... X (0£, Jfr) , 

kde jeou racionální čísla. Víme, že systém věeoh racionálních inter-
valů je spočetný. Vezměme systém věech racionálních Intervalů 

(9) I 1 t IZt Ijt ••• » které Jsou obsažsny 

v některém (tj* racionální interval I patří do tohoto systému tehdy a 
jen tehdy, když existuje ^ é J tak, že I c ^ ). Že ty intervaly lze 
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srovnat v posloupnost, je jasné. Budil Jt € K , tedy x é Mj, pro něktsré 
ý t J . Ježto Mý je otevřená, existuje okolí U j - W c M j , a tedy zřejmě i 
raoionálni interval, obaahujíoi bod x a obsažený v Mj, tj. některý s in-
tervalů 

J4f I z, ... obsahuje bod x . 

Tedy: každý bod x č K leží v některém intervalu (9)« tj. posloupnost 
Intervalů (9) pokrývá K . Tvrdla nyní: Bxletuje přirozené tak, že už 
konečná posloupnost 

* 

(10) I At 

pokrývá K . To je zřejmé, když (9) je konečná posloupnoeť^ (potom sa (10) 
atačí vsít (9))* Heoht tedy (9) je nekonečná posloupnost a neeht žádná po-
aloupnoet (10) (pro žádné přirosené ^ ) nepokrývá K . z toho odvodíme 
spor. Pro každé přirosené nx je podle předpokladu 

i - t - J L 1 * * ? -

Zřejmě je T> =» \ => ?3 => ... | dále jsou ^ omesené (leží v K ) a 
uzavřené (jsou tvaru "uzavřená minus otevřená"), tedy kompaktní. Podle Gauto-
rovy věty js tedy H \ i ^ » neboli K - U Ij^ + fi , oož je ve spo-

/»ts 4 Ji s i 
ru s tím, žs (9) pokrývají K . Tedy vskutku existujs nv tak, že 
K c U Ijl . Ale každé J ^ je obaaženo v některém Af^ (pro každé 

i-« ̂  , jedno takové vyberu), tedy vakutku 

: u Hj, . « 

§ 3« Zobrazeni a do . 

Budiž dáno zobrazení fa z ^ do • *o znamená toto: Je dána ji-
stá neprázdná množina M c f ^ - obor tohoto zobrazení, a každému bodu 
* • L44» 3® Přiřazen určitý bod J * ..., j^s] , který 
značíme fatx) . Každému x 6 M je tedy přiřazeno určité číalo ^ , určité 
číslo ^ , ..., určité číslo y A . Tato číala jsou tedy jisté reálné funkoe 
v oboru M i 

Yi » fi < * > s f< ( * < . . . 
ý* = fat W • • •» ) » 

snadno se oetatně dokáže, že tento případ nemůže naatat. 
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faix) Je tedy bod o souřadnloíoh fa U), /¿U) . Tedyi dát sobrazení 
^ anošlny M c fA d o £h Enaaaná dát /> reálných funkci ft , ..., 
v oboru M j pro každé * € M je pak 

(1) f U ) » [¿U), • 

Zobraaenl s do f^ se velmi často vyskytují. Hapř. sobrassní s do 
js prostě reálná funkoe A/ reálných proměnných. Za druhé: Pohybuje-11 se 

bod v prostoru £3 , potom v každém okamžiku t má tonto bod určité souřad-
nice JC(t)py4t), /sc(t), tj. každé hodnotě t (to je reálné číslo) je přiřazen 
b o d [¿(t), f<t)9/t(t)] e F3 j máme sde tedy zobrazení z do t3 . 
Tohoto zobrazeni se často užívá také v geometrii při tzv. parametriokém vy-
jádření prostorové křivky) při rovinné křivce jde o zobrazení z do Bz . 
Podobně se v geometrii často užívá parametriokého vyjádřeni ploohy v prostoru 
B3 . Hapř. Je-li pevné číslo, a problhajl-li <f , & věeohna reálná 
čísla, probíhá bod o souřadnloloh 

JC s A/ ¿¿m, & cj> , 

(2) f = A/Avrv fl ¿¿n,(f> , 
/t 3 Jv $ 

právě všeohny body kulové ploohy o polo-
měru A/ a. o atředu v počátku (každému 
IčfCf] č Bz je rovnicemi (2) přiřazen 
bod [jc , y>, 6 B3 - viz obr. 34). 
Zobrazení z B^ do (táž dimense!) se 
užívá při zaváděni nového systému souřad-
nic. Ylte např., že je často užitečné 
oharakterisovat bod v rovině tzv. polárními 
souřadnioeml ^ , (f , jež jsou s pravo-
úhlými souřadnioeml JC , y vázány vztahy 

4 , f ^ ¥ • 

Tedy každé dvojici [p , je přiřazena dvojice [j f y ] - tedy jde o 
zobrazeni z do . Hebudu ss pouštět do detailů} jde mně jenom o to, 
ukázat, že se zobrazení z do Bh často vyskytují (podobně se ověem vy-
skytují také obeoněji zobrazení z jednoho metrického prostoru do druhého). 

Definujme nyní spojitost zobrazeni. 

Definloe. Budiž M c. B^ 9 c/é M 9 fa* zobrazení z £4, do BA . Ří-
káme, Že zobraaenl fa je spojité v bodě cx vzhledem k množině M , jest-
liže ke každému £>0 existuje ď => O tak, že pro všeohna x * lífiic/) n M 
i9 d(fa(x)9 faits))* £ (neboli fa(x) é ¡¿¿(faM)). 

Uvážíte-li, že při označení (1) znamená d(f(x)9 fa{c)) í totéž jako 
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ÍJt) ~fi ( c /) l < t • •••» Z/^-*) » •itfte toto» Zobrazení ^ 

je spojité v c vzhledem k M tehdy a jen tehdy» jsou-li všeohny reálné 
funkoe ^ , ..., ̂  spojité v c/ Tshledea k M . Zároveň je vidět, Se pro 
* • i je nafto deflnloe v souladu s definicí v kap. III, 5 4. Jeatlile sobra-
ssni ý je v každém bodé množiny M epojité vzhledem k M , říkáme krátoe, 
že ^ Je spojité v M . Dokážeme větu o spojitosti složených sobraaení: 

*Věta 69. Neoht % 1* aobrasenl a do , epojité v M . Heofef 
<y je aobrasenl s do fy, , epojité v N . Heohi ¿ ( M ) e N . Potom 
zobrazeni definované pro J Í É M rovnicí A{JÍ) mf({(<*)) » je epojité 
v M . 

* Důkaz. Symbol f^ýi*)) ná zřejaé smysl pro každé Jf é M . Budil 
(/ 6 M ) máme dokázat, že A je spojité v c vzhledem k M . Oznaěme 
ýM = f \ J* ovšem f e N . Budiž t > O » existuje ^ > O tak, žs pro 
všeohna y é (p n N je 

(3) f i f e u i í f W ) . 

Z Síelu % existuje <f» O tak, še pro všeohna Jtč n M je 

a ovšem f U ) é N . 

Pro každé ¿.Č U f ^ n M smíme tedy do (3) doaadlt ^ U ) a máme 

u » * ^ ( f «/>» - u£ ( r í ( M ) ) . 

neboli ^ (A<c>) » to platí pro všeohna JK é 0 M » tedy 
vakutku zobrazení A je epojité v bodě c/ vahledem k M • 

Ukážeme nyní, že epojitoet zobrazení lze převéet na pojem limity poaleup-
noeti. 

*Věta 70. Budíš M c. f c/€ M , / zobrazení i do ^ • Potom 
l J* spojitá v t/ vzhledem k M tehdy a jen tehdy, jeetlišo je aplnšna ta-
to podmínka» Pro každou poeloupnoet bodů Ĵ  , Xj , výhovu jí oí podmínkám 

(4) M , */k « v » 
/tu+eo 

j® 
(5) Xunu /U/*) • 

nvpoo 

Důkaz* 1) Neohi $ je epojité v c vzhledem k M a neoht 
. *t » ••• splňují podmínku (4). Budíš ¿>0 i existuje f> 0 tak, še 

pro všeohna <* 6 V-ji*) « M je cl(ý(x)9 ¿(e/))< £ . I tomuto <f exietu-
je přirozené ma tak, še pro všeohna přiroaená ^ /k0 je ¿(jc^, es) ď a 
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ovlem • tedy JĈ é n M , tedy ^ ( / ) , ^ <5 . 

Xe každému č> 0 existuje tedy tak, le pro vlechna • je 
f • *ody je Ijvr. cOifis^.fiO) . 0 f u^) 

tj. platí (5) A /n> oo 

8) ••ohi f není spojitá • bodě e/ vshledea k M . Máma dokásat, še 
male podmínka neaí splněna, tj. le exietnje posloupnost JCí , 4ř2 , .... pro 
kterou platí (4), ale neplatí (5). Předpoklad je tedyi 

¿>0 ¿>o xe B^ 0 J 

( j o x / f ^^ UfMnM^ (<**n(cL{fa{*),faM)^t ))jJ («> 3 i.V J U e lí^Mn M ))Jl 

Veamime nějaké £ > O , pro ni i platí výrok v { J , a doaasujae 
<Tn-j- , -j- , -j-, ... . Pro kaldou hodnotu </*• existuje podle (ě) ně-
jaké Jř € FTF (C/) O M , pro které není d(fa (JÍ), ¿(C)) «C £ . Tyberae jedno 
takové Jí a označme je Jt^ . Potoa je ¿K*^, c/) < -1 , tedy «r̂  = c 

a ovlem M , takle (4) je splněno. Ale při na len £ není pro ládné 
"i aplněna nerovnost <t(ý {<*/*), f M ) < £ » takle nemůže platit (5). Tin je 
důkas hotov. 

Pesnáaka 1. V důkaau jsme ulili této úvahy» Pro kašdé (přirosené) /n, 
je analina M^ těeh bodů Jfé VU") O M , pro ně I není ¿(/(-O, ^ £ 
nepráadnái vyberu-li s kaldé anoliny M^ jeden prvek ^ » dostanu posloup-
nost , ...» kterou jase dále vyletřovali. "Maivnl" řečeno i aasili 
jsae provést "současně" nekonečně nnoho výblrůi x1 s M^ , J<2 % Mz , 
abyohoa dostali posloupnost x1 , Jfx, .... Tonuto úsudku se (v obe oné formu-
laoi) říká axiom výběru. Zni takte» Je-li dán nějaký ayatéa neprázdných 
ano lín, potoa "l»e se vlsoh anolin systéau vybrat po jednoa prvku"* přesni ji 
řoienoi Bxistuje sobraaení fa , které kaldé anelinl W systéau přifasu-
je jistý prvek anoliny M tj. ) e M . Matematikové dlouho ulívali in-
atinktivně tohoto spůeebu uvalování » toprve při hlubokých úvahách s obeoné 
teorie anolin na počátku 20.otol. ei uvědomili svláětní oharakter tohoto axio-
mu výběru» toto posnání přispělo k hlubokému vyletřování základů matematiky, 
které ae rosvinalo v nalom století. Podotýkám totot dovedu-li udat předpis, 
kterým kaldé mneiině M eystémii Ot je jednosnačně přiřasen prvek 
faiH) é M , je tím určitý výběr definován, a tedy axiom výběru nepotřebuji. 
Axiom výběru je tedy potřebný jen tehdy» nedovedu-li iádné takové aebraaení 
určit. Proto úvahy, užívající axioju výběru, aaji v jistém smyslu "mokonotruk-

^ Ystah ourx Cd (ý{x)t l («•)) 6 ) znamená: buito není definováno 
nebo fa (v) nebo je (JO , faM) ? S . 
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tlvní charakter". Čtenář, kterého snad tato náanaková posnáaka smátla, nůše ji 
raději zapomenout. 7 dalSin budeme v případě potřeby azloan výběm boa reapaků 
ošívat. 

Vine, še posloupnost je vlaetně funkoe, jejínš obořen je velni jednoduchá 
množina, totiš množina všeoh přlrozenýoh ěíeel. Poslední věta nám umožnaJe pře-
vést studium spojitosti jakékoliv funkoe na studium posloupnosti f (•**)» 

$ { * • •• • Toto zjednodušení je ovšem vyváženo na druhé straně jistou 
komplikaoís neetaěi vyšetřovat Jednu takovou poeloupnost9 nýbrš je nutno vaít 
v úvahu vše ohny posloupnosti ), {(Xj), ..., kde JÍ, , x2 , ... vyhovují 
podmínoe (4). Přesto je věta 70 ěaeto užitečná. 

Odvodíme nyní několik vět o epojitýoh zobrazeních kompaktních množin. 

*Těta 71» Spojitý obrae kompaktní množiny je kompaktní množina. Podrob-
ně» Budiž ^ zobrazeni z do , epojité v kompaktní nnošině M c f ^ , 
Potom ^(M) je kompaktní mnošina. 

*Důkaz_. Budiž j^é pro /* = 4 , 2 , ...; máme dokázat, že po-
eloupnoat 

obsahuje konvergentní vybranou poeloupnoet, jejíž limita leží v /(A/) • Ježto 
Y+, éf(M) , lze vybrat takové Jr̂ é M , že . Tím doetáváme po-
sloupnost Jř̂ .Jř̂  , ... bodů z M . Jošto M je kompaktní, existuje vybraná 
posloupnost 

i/ t i, , • •. tak, že Xúnu jc* s jt , i f M . 
Ježto ý je epojité v M . platí podle věty 70 

J ^ J ^ A ^ • / CO i ověen ^ U ) * ji . 

Ale fVji^) » T«ůy exietuje é M) . 

Odvolme z této věty snadný důsledeki sle napřed provezme jednoduchou po-
moonou úvahu. Budiž M neprázdná, shora omozsná množina reálných čleelf 
označme G = M . Tvrdím, že deH(Aí) (jestliže tedy M je usavřená, 
je 6 £ M , tj. 6 je největším číslem mnošlny M). Důkaz: Budiž ď > 0 j 
(/-okolí bodu G je interval (G-/, 6 . Tento interval obeahuje body 
z E4 - M (to jeou např. všechna čísla Intervalu ( G , 6 • </") • Dále 
6» - ¿F «C G , tedy existuje aepoň jeden bod JÍ e M takový, še <* > G - ď a 
ovšem JT t a , takže Jt e (G - G • ¿0. Tedy vakutku GÉ H (/W) . 

*Důelodek věty 71. Budiž ^ reálná funkoe, spojité v kompaktní nepráadné 
množině M c BK . Potom meal hodnotami , JC e M , je jedna největěí a 
jedna nejmeněí. 
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*D&kas. ty(M) je koapaktní ano lina reálných čísel, tady oaeeená, 

uzavřená a ověen neprázdná. Tady její supremum 6 loži w tyiM) 9 tj. existu-
je es 6 M tak, Se • G , tj. ty{e/) je největěi se věeoh hodnot funkoe 
^ v množině Af . Podobně pro nejmeněl hodnotu. 

*Těta_72L Budiž ty proeté sobraseni kompaktní množiny M c ^ na množi-
nu ty (M ) • N c . Budiž ^ epo jité v M . Potom inverení sobraseni f 
je epojité y N . 

*Bdkazt Předpokládejme, že y jistém bodě % * H není <f epojité vzhle-
dem k N i a toho máme odvodit spor. Pololmo £ » (f ty) , naěež ^ » . 
Podle věty 70 exletuje poeloupnoet tyz* ••• tak» je ^ e tf , 

» ale není Xúm, q> (y^) . Položne J^ * CfKy^ j tedy není 
ZúhvJt^* ® * Bodle věty 61 exietuje £ >• 0 a vybraná posloupnost 

(7) » » • • • tak, že pro věeohna /n, Je 
• JL 

(8) ¿^l^V • 

Ale body l®ší v kompaktní množině M j tedy exietuje v posloupnosti (7) 
vybraná posloupnost 

(9) ¿fa , ... 

která má limitu v M i 

(10) ¿ti/nv n t' €. M . 

Podle (8) však muei být f + $ • 

•a druhé etraně je Hfc^- f ' M • tedJ P o d l e *8ty J ^ J ' ^ ^ >» 

ale (vybraná p o s l o u p n o s t " ^ ( f ) » tsdy ^(f) » • ačkoliv 
| f To jo ve sporu s předpokladem, že ^ je proetá. 

Zaveďme jeětě pojem etejnoměrné spojitosti. Budiž ty sobraseni s ¿"A, do 
» definované v množině M c Yýrok " ̂  je epo jitá v M " znamená: 

Pro každé e/£ M je ^ epo jitá v C vshledem k M . 

To tedy snamenát Yesmu-11 jakékoliv e/ é M , a potom jakékoliv ¿7* O , 
exietuje <Ť>0 tak, že 

í é F V [(* 6 M tbchx ,<y)<cí) ct(ý(jc),tyM) ^ e ] . 

Je vidět, že cf aávlel, obeoně vsáto, na £ a na c/ . Jeetllže lae cf vo-
lit - při daném £ > 0 - nesávlele na c (tj. totéž pro věeohna c/é AI ), 
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říkáme, Se fa Je stejnoměrně spojitá v M . Vyslovme to oběirně (píiíoe 
pro větii symetrii x' místo (/ ). 

Dofinloe. Zobrasenl f z ^ do se nazývá stsjnoměrně spojité 
v M c Eto, jeetliže platí toto: ke každému existuje o 8 touto 
vlaatností: Pro každou dvojlol bodů x e M t x'e M , splňujíoí podmínku 

, * ') < <f , je cCCýi X), fix')) < 6 . V symbolech» 

V 3 V V [(.* é M ^ x eMJ,ol(x ,jc ') ^ ^ ¿ ( / C O . / U O W ] . 
£>0 <f> 0 JÍ € f̂  

Snadno nahlédnete: Přesunete-li kvantifikátor y na první místo, doota-

nete definici spojitosti v M (a ne stejnoměrné spojitosti). 

Honí pravda, že by každé zobrazeni apojlté v M bylo atejnoměrně spoji-
té v M . lapř. funkoe l(x) • -i- je spojitá v ( 0 , 4 ) , ale není tam 
atejnoměrně epojitá, jak snadno nahlédnete Ale pro kompaktní M taková 
věta platí: 

*Věta 73. Budiž fa zobrazeni z do EÁ . Budiž M c f ^ kompaktní, 
fa apojlté v M . Potom je ^ stejnoměrně spojité v M • 

*Důkaz. Předpokládejme, že ^ je spojité v M , ale není stejnoměrně 
spojité v . Z toho odvodíme spor. Platí negace výroku z deflniee, tj. 

3 / V 3 3 UeM ¿¿¿'eM oUx t x S e l oC(Ax),JM) Z£)f 
¿>0 [cí»0 xét^ J 

(ježto pro x £ M , x'e M je cC(fa (x), fa(x')) definováno a nemá být i , 
je š t ). Vezměme tedy nějaké £ > 0 , pro které platí výrok v { ] • Do~ 

/» 4 4 4 4 j* 4 aazujeme postupně o « -j- , -j- , -j- , ..., — , ... . K číslu <7 » exl-

(11) , j ^ é M , d U ^ J C ^ X - L , - í • 

Když pro každé přirozené /n- jeden takový pár jr̂ , xj^ vybereme, dostaneme 
dvě poeloupnoati bodů z M i 

» # > » » -*3 » • • • l , t » • • • 
Jeito M je kompaktní, exlatuje vybraná poaloupnoat jr̂  , xĵ  , ...» pro 
kterou exlstujs limita 1 Z 

2 ) lá torně» Je-li JC> 0 "velmi malé", JR' - , je X , JC ') . 
• { * -velmi mulé", d(fa (x), /U'))* \-±-- -L-\ . • 

= -j- "velmi velké". Proveite odtud formálně důkaa toho, že 
spojitost v (0,4) není stejnoměrná. 
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(lt) 

/K -m 
Jbn, JL£ • ^ , £ 6 M 
^ OO 

*e«to I) i d i J ^ , * ^ ) • ¿(.r^, f ) a j.ito pravá 
/*,-+<*> podle (11), (12) limita 0 , jo také 

¿m, J / « | . 

strana má pro 

(13) /»i. 

Podle Těty 70 Jo tedy (jelto ty Je spojitá v bodě | vahledon k M ) 

(14) ¿mvtyí*i ) *tyi$) , XúnvtyUij[ ) «/(£) i 
/TL-+0O 

a . d(íl*Á/K), f i x i j ) t d i f u x j , f i p ) / i * 4 j ) 

a tedy podle (14) 

•le to Je TO opora a poelední neroYnoetl v (11)» podle které je 
d (ty ) t ty^jl )) ̂  £ pro všechna přirozená m, . 

i 4» Regglární zobrazení. 

Badii nyní ty zobrazení otevřené množiny McF^ do (táž dimenee!)} 
tedy pro JÍ « , Jfyj č N je 

(1) tyW • Jfc). . . . f f r i J t i t ....-̂ t)] 1) 

kde ^ » •••» ̂ t á•0tt r*álné funkee • M . Předpokládejme, že pro každé 
jc 6 M existají parolální derivace ^ * 

Pote« Jaooblán ^ 

^ » • • •» 

• • • » 

A! 
T * 

*Jt4 

V* 
hs 

^ Pedebně plši dále •••.^k,). ••••^t^» • ••tJřfcjJ at* 
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nazýváme determinantem zobrazeni fa a označujeme jej (je to reálná funk-
ce fu proměnnýoh, její hodnotu v bodě x značíme tedj (-*))• 

Předpokládejme, že zobrazení fa (z ^ do B^) má v otevřené množině 
M spojité paroiální derivaoe a *e «obražení p (z B^ do B^ ) má 
v otevřené množině N také apojlté paroiální derivaoe. Heohi ý(M)c. N . 

Sestrojme "eložené zobrazení" X » 

¿ U ) »?</(*)) . [ p (fa(x)), pro J f é M . 

Píěi-li oběírně 
Vity mŤ* 9 

je tedy 
X U ) »[^Cj^, . . . 9 f o ) f fa^Ví • • • • » ^ t • 

kde 
W *fat • • ••••**/)» • • •» " t • • •. ̂ A/) • 

Píěi-li tedy opět Xl*) • , ..., ̂ (J)] • je 

' M e Y»*mfmS>**' • • • » ) • 
Odtud podle pravidla o derivováni eloženýoh funkol dostáváme 

H/ 
(2) ¿¿ýíx) _ £ ^ t 

Odtud je podle pravidla o násobení determinantů vidět, že pro složené mobra-
zenl A, platí 

(3) (jí) .2yU) , kde ywfa{x) 

(tedy totéž pravidlo jako pro derivování aložené funkce jedné proměnné). Zá-
roveň je vidět z (2) a z věty 69 o spojitosti složenýoh funkol, že ^ 
jsou spojité v M . ^ 

Pamatujme s když I ň Jsou spojité v otevřené množině M , když 
9 ^^ Jsou spojité v otevřené množině N f a když N t potom * ^ 
jsou spojité v M a platí (3). 

Poznamenejme jeětě, že pro ldentioké zobrazení ^ otevřené množiny M 
(tj. ^ = je 

»f U ) 

4 0 0 
0 4 0 

O O O 

. . .• 

. . . 

O o 
o O 

O 4 
4 (pro jc á N ) . 
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lobraseni ty a lK do B^ mýréJH regulární v M C když plati: 

# 

1« M jo otevřená. 
2. jeou spojité v M . 

U ) + 0 pro vžeohna jce M . 

Vás 
bidla hlavni najímat sobrasenl regulární a prostá i M (tj* pro x6 M , 
M , JŘ Ý JÍ' jo ^(JT) F tyi*')). Jolto nás aajíaajl jsn body x e M t bude-

me (boa ujmy oboonoati) předpokládat, le M Jo definičním oborem sobraseal 
^ , tJ. že ^ Je sobraseal množiny M c B^ do ^ • Je-li ^ sobrasenl 
maoiixiy M c F^ , regulární a prosté v M , a Je-li y aobrasonl množiny 
H •ty^M) , regulární a prosté v N , Js slošoné sobrasenl X (X(Jr) « 
* (*))) regulární a prosté v M • To Jo sřejné s (2), (3) * * toho, že 
složenin prostýoh sobrsssní Tsnlká prosté sobraseal. 

Tita 74. Budiž ^ sobraseal nnollny W c ^ do » které je regulár-
ní a proaté • M • Potem inversní sobrasenl f je regulární s prosté 
• N *ty(M) . Platí pak 

(4) ityU) .Ttíftym* , W o x á M , y.tyix) 

(neboli y ó N , jc *<f{y))m 

Důkasi Pilno aaao 

ýUf ••• t ) • C^/f^f • •••»JřAr)t •••• 9 •••»JrA/)J » 
<piy49 ...•y^) • Cf* • •••• • • 

Time, le y jo praaté sobraaenl A/ na M . 

Bovnloo ymty(x) (jcé M) sňali totéž jako 

- # - 0 

(5) 
....jí/U) - - 0 . 

To Tlak anall totéž jako x a f (y) i N) tj. totéž jako 
• Vt IT1 • 

(6) .... 
% ty* ••••3^) • 

láme dokáaati 1) «o # je otevřená, 

2) le Jeea spojité * N , 

3) le Dy, (y) 4 0 pro vleehaa y é N , 
4) že ylatl (4). 
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Zvolme libovolný bod / é N * položme 4/*<?(£) , tj. £ = 
l ¿4 a fa Ifyt • ...» A ^ / l ^ í » • ••tafc) )• Hovnioe <5) jsou tedy 
splněny v bodě [a,, . Dále mají levé etrany v (5) v okolí bodu (ó/, ¿-J 
spojité paroiálnl derlvaoe podle vieob proměnných JÍ, , •••» 
Konečně Jaoobián levýoh stran podle JC4 , ..., jr̂  je 

i> » • • •» /A, ) -T—11 » JZ U ) + 0 pro Ji€M 
J> U,, ..., Jr^) r 

Podle věty 19 o implioitníoh funkcích (posor! úloha písmen JK , y je 
vyměněna) existuji dvě čísla <f> O 9 > 0 s těmito vlastnostmi: Ke každé-
mu bodu y « , y ^ ] £ Uj-ít) existuje v okolí (<*,) právě jeden 
bod X s , . , pro který jsou splněny rovnios (5)) eouřadnioe 
Jt̂  , . t o h o t o bodu jsou tsdy jisté funkoe proměnných ^ , , 
o niohž podle věty o implioitníoh funkoich víme, že mají v Ur (/) spojité 
parciální derivace 1. řádu. Protože viak (5) jsou splněny jen tehdy, když pla-
tí (6), jsou tyto funkoe v ^(Pi totožné s funkoe mi ,a ro o 71 7/u • 

Tedy máme tyto výsledky: 

Bod Jr byl libovolný bod s N a zjistili jsme, že ke každému 
existuje JL tak, že platí (5) tj. y . Tedy c. ý (M) * N . 
Tedy je /£ vnitřní bod A/ - tedy je N otevřená. Dále jBme zjistili, že 
paroiálnl derlvaoe l.řádu funkci % , jsou spojité v (P) , tedy 
speciálně v bodě & , tj. v každém bodě množiny N . Dále je ^ {fa M) = jr 
pro každé x 6 M

 f
 tedy ]>y (?) . 9 4 , kde y = fa(x) (neboli 

* )* to je vzoreo (4). Odtud plyne (y) t 0 P*o každé é N . 
Tím je věta úplně dokázána. 
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