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Kapitola 1Iv.

ZOBRAZENL z E,, DO E, .

§ 1. Doplnky & obeoné teorie mnofin a sobraseni mnoin.

Znédme v¥znam symbold: a € M, McN , Ma Nl). 7] (prdzdnd mnoZina).
Déle sjednocenf AU B , prinik AnB , rozdfl A-B . Je-1i Bc<cA ,
nagjvd se A -B také Sasto doplnkem mno¥iny B vzhledem k A . Také gnédme
pojen aj:vdnooenf. m mno¥in A,, ,4,2 s eeey Ay 3 plieme A uld,u ...uAp

nebo "U A,L $ podobnd prinik 104 AL . Pro m=1 je oviem

éﬂfl = U A,& = A + Obdobn¥: Je-li déna nekonednd posloupnost mnoZin
=

A, Az y sesy mluvime o jejich sjednoceni ,@,U4 AL (to je mnoZina t¥ch
prvkd, které lei{ aspon v jedné mno¥ind A£ ) & o Jejich priniku
04 AL (to je mnoZina t&ch prvkfi, které leXi ve viech mno¥indch A‘, ). Je-

5t8 obeondji: Budif déna jakdkoliv mnofina (meprdzdnd) J i kafdému j' €J
budiX pFirazena ndjakd mnoZina Aj . Potom definujeme sjednooceni S =

pranik P = nA] takto:
763

;éJ J

S Jje mnok¥ina t¥oh prvkd, které leif v A} aspoh pro jedno s&J
P Jje mnoZina t¥ch prvkd, které leZf v AJ' pro viechna 756.7 .

DileEité Jjsou tyto vstahy (de Morganovy):

(1) A - U B; = N (A'BJ) ’
Jed jeJ

2 A - n -B b U (A - B') °

( ) ;GJ J’ 76.7 7

(Jostlide B}, cA pro vBechna p€J , 1lze (1), (2) ¥fst takto: Doplndk
sjednooceni je prinikem doplnkid, dopln¥k priniku je sjednoocenim doplnkd - oviem
my nep¥edpokldddme B, < A ). DokaZme (1). PoloZme M = A "-eleBJ .

V
N:,ﬂ‘7 (A- Bj) . Méme dokézat, Ze kaZdf prvek £ M 1le¥f v N , a kaldf
Iy
1)

VEdy Je Mc M ; Je-1i McN, M3# N, nasjvi se M pravou 3dsti mno-
¥iny N .
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prvek £ N le¥f v M ., Buail tedy predn¥ «¢M ., Potom pro kaf¥dé jéJ Je
pravda, e x nele¥f{ v B, , ale le¥f v A , tedy le¥{ v A -3; pro kai-
dé gj€J , tedy Je « €N . Budi¥ nyn{ za druhé xeN ., Pro ka¥dé je€J
Je pravda, ¥e x le¥f v A -B; , tj. ledf v A aneledf v B; . Tedy
lef{ v A , ale nelei{ vﬂUﬁJ , tedy xeM

Podobnd si sami dokdZete vzorec (2).

Dile¥ity je pojem gobrageni, o kterém jame uf také pFfleEitostnd mluvili.
MSjme dv¥ libovolné mno¥iny M4 &, N . KNeohl kaZdému xeM je pFiFazen
urdity jedinf prvek a4 cN (take je jistd také N $ Z ). Potom Ffkéme, Ze
Je déno gobraten{ mno¥iny M do N ; prvek 4 , pfifasgenf prvku = , se
nazfvd obragem prvku X . Mno¥ina M ge nasfvd oborem nebo také definidnim
oborem tohoto zobrazeni. Zna¥ime-1i dané zobrazen{ nap¥. pismenem ¢ , sna-
8ime obrag prvku & gnakenm ¢(x) . Vidite, Ze to nen{ nic jiného neZ zoela
obecnd pojaty pojem funkce. Také se misto "zobrageni" Jasto ¥{fk4 "funkce"”,
misto "obrag prvku & " se ¥{ké "hodnota funkce v bod¥ «x " apod.

PFiklad 1.: Budi¥ M= (-1,1) , N aF ; ke¥dému veM pFi¥adme
8{8lo axsewx ., To je zobrazen{ mno¥iny M do €; .

Je-1i P n¥jeké mno¥ina, jek je 84st{i oboru M gobrageni 4 , znadime
gnakem f (P) ono¥inu viech ¢ (x) pro viechna x¢P ; Je to tzv. obras
mnokiny P (p¥i sobrageni ¢ ). Je-1i ¢ szobrazeni mnoZiny M do N , Je
M) c N . Jestlike £(M) = N, ¥ikéme, Ze ¢ . je gobragzeni mno¥iny ™
na N . To tedy znamené, e kaZd§ prvek £ N je obrasem n¥kterého (aspon
jednoho) prvku £ M . Zobragenf r p¥ikl. 1 (Mw (-1,1) , f(x) =
= aMAinu.t ) Je tedy zobraseni intervalu ¢-7,7) na interval

< > 2 o Neoh{ koneZn¥ je ¢ n¥jaké zobraszeni, jeho¥ defini¥n{ obor

je 86stf mnoZiny Q ; potom ¥{kéme, %e 4§ Je zobragen{ gz mnofiny Q .

Nap¥. naBe gzobrageni g piikl. 1 je gobrazeni & £, do £, ; soudasn¥ je to

gobragzenf & [, na < f ’ f y ddle - Jjak jeme Ji¥ Fekli - je to zobra-

geni mnofiny (bes g!) (-4,4) do E, a gobrazen{ mnoZiny <— 4.’)
<_%l‘ ’ %). Nap¥. sobragen{ ¢ £, do £, nenf nic jiného, neZ redlnd

funkce A redlnfch prom¥nnfch. Ketdé gobrazeni § mno¥iny M do N jJe
gobragenim mnoZiny M na £(M) .

Mém-1i gobraseni ¢ mno¥iny A do B a gobragen{ ¢/ mno¥iny 3 do c,
mohu ka¥dému xed prifedit prvek A(x) = 9/(#(-!))6 C , tim dostanu gobra-
gon{ A mno¥iny A do C ; mluvime o zobrazeni sloZeném ze zobrazeni f a

g -
Zobragen{ f mno¥iny M do N se nasfvé prosté, jestlile dva rfizné
prvky mno%iny M majf vEdy rdsné obrary, tj. jestlilie plat{
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“VH y!M (x $ay > L) $ £(y)
Hapf. szobrazeni ¢ : {(x) =x? 5 oborem (=0, +x) nen{ prosté; zobrageni
# : {/(.x) = x2 g oborem (0, +o) Jje prosté.

Zobrageni sloZené ge dvou prostjch zobrazeni 4, ¢ Je prosté. Dlkas:
Budi? A(x) = 7(f (%)) 3 Jo-11 ¥ $x, Jo [J(x)  f(x2) , tedy
9({(-!1 )) #7({(-‘2 )) » t3. Al¥y) $ A(4,) . Velmi jednoduché sobrasent 4
mnoZiny M na sebe je zobrazeni ¢ dané rovniof #(«) sx ; Flkéme mu
identické sobrageni mmo¥iny M . Je oviem prosté.

Budi¥ { prosté zobrazenf mnokiny M na N. Ex¥df prvek 4€N je te-
dy obragem jediného prvku €M (tj. {{x) =4 ). TPento prvek nasvu vsorem
prvku 4 pFi zobrasent {4 . Mohu nyni sestrojit sobrazen{ ¢ mno¥iny N
na M tak, Ze naopak ke¥dému prvku 'yé/V jako jeho obras p¥i zobrageni ¢
p¥ifadim jeho vegor & p¥i zobraseni f (+3. ¥(4) Je ono x , pro ndk
§(x) = 2 ). Zobrezen{ ¢ se narfvd inversni k £ . Jinfmi slovy: % = £(x)
plati tehdy a jen tehdy, je-1li x =¢(4) . PFi inversnim zodrazeni se tedy
vynénf uloha obragu a vzoru. 2¥ejm¥ je ¢ prosté zobragemi{ N na M., Pro
viechna xeM je @(f(x)) =« , pro vBechna ~eN jo f(9(%) =4 . 12].
(f(f(x)) je identioké zobrasent M na M; £(¥(%)) Je identické zobrazeni
N na N . Inversnf gobragzeni k ¢ Je op¥t ¢ .

DokaZte si sami toto: Budik f,, prosté zobragen{ M na N, fz pro-
sté zobrazenf N na P . Budil ¢ seloZené zobrazeni: £(x) = 4, (£ (x))
pro xéM ., Potom ¢ Je prosté gobrasen{ M na P . Budte ¢, 4, ¢
gobragen{ inversni k ¢, , ¢, , ¢ . Potom je

¢ (%) a ¢, (f(x)) pro ~€R,

PPechézime k dfleEitému pojmu ekvivalence dvou mnoZin. Mém-1li dvd koned-
né neprésdné mmo¥iny M, N , kdy majf stejnf poZet prvkd? Tehdy a jen
tehdy, existuje-1i prosté zobrazen{ mno¥iny M na N . Tento pojem je mo¥no
gobecnit 1 na nekonedné mnoZiny.

Definice. MnoXina M se nazfvéd ekvivalentn{ s mno¥inou N , jestlile
budto existuje prosté zobrazen{ mno¥iny M 3 & na N nebo je M= N = &,
(Kdybych zavedl také zobrasen{ s prdsdn¥m defini¥nim oborem, mohl bych oba
p¥ipady shrmout v jeden.) Pilme na okam¥ik M ~ N , jestlife M je ekvi-
valentni 8 N ., Plat{ toto:

1) M~ M ¢3.: EKeldé mnokina je ekvivalentni sama sobd. Dikagz (o préed-
nou mno¥inu se uf nemusime starat): Je-li M4 & , je identické zodbrazent
Plx) =x (xre€M) prosté zobragen{f M na M .

2) Je-11 M ~ N, g N ~ M, Dikaz: Je-1i { prosté sobrageni
M na N, je inversni szobrasen{ prostfm gobrasenim N na M . Proto ne-
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musi{me rosliovat viroky * M je ekvivalentni 8 N " g " N je ekvivalentn{
8 M*" a mileme prost¥ ¥{fkat " M , N jeou ekvivalentni".

3) Je-lt M~N_  N~P | 49 M~P, Dikag: Je-1i 4 prosté
gobrasen{ M na N, Y presté zobragen{ N na P , dostaneme jejich slofe-
nim prosté zobragen{ M na P .

Jo s¥ejmé, fe prdzdnd mnefina nen{ ekvivalentn{ s Eddnou neprégdnou mno-
¥inou; vite, #e koneZné mnoEiny jeou ekvivalentn{ tehdy a jen tehdy, kdyZ maj{
stejny poelet prvkld, ¥e kone¥nd mnokina nemti¥e bft ekvivalentn{ s nekoneZnou
mno¥inou., (Pyto dvé véci by vyladovaly p¥i presném sdévodnén{ nap¥. podrobného
studia mnoZfiny pFirosenfoh &isel.)

Obrdtime se k ekvivalenci nekoneénfoh mnofin. Nejjednodudd{ je mnofina ¢
viech pFirosenfch 3f{sel: 1, 2 ,3 , .,. Co snamend nyn{ vfrok, ¥e n¥jaké
mnoZina M je ekvivalentni s ¥ ? To snamend, Ee existuje prosté sobrazeni{ ¢
ng M . OznaSim-11 obraz 5{sla m snakem ¥, , je patrno, Ze M ~7T tehdy
a Jjen tehdy, lse-1li prvky mne¥iny M uspo¥ddat v prostou nekonednou posloup-

nost
14.12. -!3, LI

(X, je obrazem &isla m ; posloupnost se nasfvéd oviem prostd, jestlife pro
mgm jJe X, X, ) .

MnoZiny, ekvivalental @ 7T, nasveme nekone3né spo¥etné mnoEiny; koned-
nfs mnoeiindm a nekenednga spodetnim mnokindm ddme spoledny ndsev spoletné
sno¥iny. P¥i ¥teni literatury dévejte posor! Niktefi autofi osnadujf slovem
"spoletnd mnefina”™ pouse nekonedné spoletné mno¥iny, a mnoZindim konednym a ne-

konednym spoletnfm dédvaj{ ndsev nejvflie spoletné mnofiny.

PFiklad: MnoZina M vieoh sudfch kladnfoh Eisel je spoletnid. Stadf to-

$if sestrojit prosté sobrazeni ¢4 rovaiofl £(x) = 2x ; to zobrasuje ¥ na
M

x |12 3 4. ..
gl 246 8.

Setkdivdme se sde s jevem, kterf nen{ moinf u keneinfch mno¥in: mnoZina 7* je
ekvivalentni se svou pravou Sdeti{. MNnokina pFirosenjoh &{sel a mnoZina viech
sudfeh kladnfch 8isel vypadaj{ dost podobn¥, takle jejich ekvivalence nepfekva-
pi. Yioe prekvapi tato vita:

NMno¥ina viech racionélnich ¥isel Je spoletnd.

Dikaz: Kaldé raciondlnf ¥{slo lse prdv: jednim spligodbem napsat v tzv.sdklad-
nim tvaru, tj. ve tvaru slomku -qi:— v kde 4,9 Jsou celé a nesouddlnd,

q/>0.
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Jde tedy o to, srovnat tyto glomky v prostou posloupnost. Kazvu vjskou

/ [}
slomku -g’;- 818l inl + g/, Zlomky srovném podle v§sky, zlomky té¥e visky
podle klesajiciho &itatele:

a
Viska 1 : wal!
-4
Viska 2 : —;—- S |
2 1 -1 -2
V§dka 3 My T2 s T2 s T4
3 1 -1 - +-
Vi&ka 4 T v T3 v T3 —,,*3— ( ":‘:22— nemd gdkladni tvar);
b 3 2 1 1 -2 -3 -4
Vilka 5 4 ’ 2 ’ 3 ’ 4 y 4 ) 3 1) 2 y 1

atd. Z¥ejm& posloupnost takto sestrojend
0 1 -1 2 1 -1 -2 3 1 -4 -3

"’ 1 ’ 1 ’ 1 ’ 2 ’ 2 ) 4 ’ 4 y 3 » 3 v 4 e

Je prostd a obsahuje vSechna raciondln{ &{sla.
Dokéd¥eme n&kolik v&t o spodetnych mnoXindch:
Vota. Kafdd &dst spoletné mno%iny je spodetnd.

Dikag: Budi¥ M spoSetnd, N jeji ddet. Je-1i N konednd, je spodet-
néd podle definice. Je-11 N nekoneZnd, je té% ™M nekonednéd, tak¥e jeji prvky
lge srovnat v prostou posloupnost:

(3) M ay, ap, ay, ...

Necht 4, je nejmendf index, pro kter§ ag €N ; neoht 4, je nejmen-
8{ index >4, , pro ktery C%zéN , atd. 2Fejmd jsou tim prvky mno¥iny N
uspo¥dddny v posloupnost ay_, Af,r oo vybranou £z (3), 8 tedy je tato po-
sloupnost prostd, N je spodetnd.

Je vdm jist® jasno, co budu nagfvat "mnoZinou viech 3lend posloupnosti”.
Nap#. mnoZina v¥ech %lenl posloupmosti 2,%,6 ,8, .... ( m-tf 8len je
2m) je mnoiina vieoh sudfch kladnjch Z{ieel; mnoZina vdech Slenl posloupno-
eti &, @ , oo, & , ..., (vBechny Sleny jsou @ ) se sklédd = jedi-
ného prvku a ; mnofina v¥ech &lend posloupnosti 1, -1, 1 | -1, ...

(m -ty &len (-1 )m"i) se sklddd ge dvou prvkd 1, -1

V&ta. Mno¥ina ™M vEech Zlend posloupnosti a4, 4, , 25, .,. Jje spoSet-
na.

Ddkas: Kdyf ™M je konednd, je to pravda. KdyE M je nekonednd, polol-
me K, =1 ; budil /5,-2 nejmendf index 4 , pro ktery ag # az’ } budil
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A, nejmend{ index 4 , pro kterj a; % Vg, » Vg ¥ ag, , etd. ZFejad Je
g v U, b e prosté posloupnost, obsahujfc{ vi¥echny prvky s ™ .

Vita. Obras ( (M) spoSetnd mnoZiny M p¥i libovolném sobraseni je spo-
Setnd mnoZina.

Dikaz. Kdy¥ ™M Je konednd, je {(M) kone¥nd. KdyZ prvky mno¥iny M
jsou srovndny v prostou posloupnost Liy X3, voey Je (M) o¥ejmd mnoZina
viech ¥lenl posloupnosti f(.r, ), f(.xz), eesy tedy je spoletnd podle prededlé
véty.

Véta. S3Sjednocen{ spoletného systému spodetnfch mnoZin je spoletnd mnoZi-
na. Podrobn¥ redeno: M&jme spofetnou mnoZinu spodetnfch mno%in. Tu tedy mohu
srovaat v posloupnost (kone&nou nebo nekone&nou)

(4) M,oMz’ MJ’ cee §

ka¥dé M; Je spo¥etnd mnoXina. Mém dokézat, Ze % Mg Je spoletné mnoZina.

Mohu pFfedn¥ vynechat prdzdné mnoZiny Mg . Mohu predpokléddat, Ze (4) Je
nekonednd pesloupnost; je~li toti¥ kone&dnd o m ¢&lenech, mohu posledn{ &Zlen
opakovat: ™, , M, ..., M., MMy, ... - sjednoceni se nesméni.2) Prvky
kaldé mnoZiny M,Q mohu srovnat v nekoneZnou posloupnost agq, Ag,, Y3y s

(kdydy byla M; konednd, opakuji posledni Xlen). Tedy i/ My je mnoZina
vBech prvkid, vyskytujicioh se ve schematu

. Y 13 Yy e

?yto prvky mohu “"podle uhlop¥{¥ek” srovnat v posloupnost (obecnZ ne prostou!)
Qyyy V2 9 Faqy Y3 4 A2 3 gy YVap 4 e
% Mg je mno3ina vlech &lend tétc posloupnosti - tedy je spodetnd.

Vita. Budi¥ A, , A2, ..., Aw (m 31 ) Kkonednd posloupncst spoZetnfch
mno¥in (jef nemus{ bft navedjem rdgné). Potom mnoZina viéech uspo¥ddanych
m-tic (nebo-l1i kone3nfoh posloupnmosti) [a,, 45, ..., a,] , kde a,c Ay,
a, €Ay, ...y a,€Ah,, Je spoletns.

Dikag indukof{ podle m .
1) Budi¥ masf . Piifadim-1i kafdému a,€A; jedno¥lennou posloupnost

2) Kdyby viechny M}, byly prdzdné, bylo by 1 %MA o
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[0/4] y Je to gfejm& prosté gobragen{ spo¥etné mnoZ¥iny A, ne mnoZinu t&ch
Jednodlennfch posloupnost{.

2) BudiZ to pravda pro jisté m 21 . Pro ka¥dou m -tici
[0/4. veey a/m.J ( W,C-Af. WméA/n) budi% M[a/,, ooy 3] mnoZina t&ch

(m+1)-tio [aq. coer @, 2], kde .xéAm*,, . MnoZina v&ech

(@1, «cey @ 4] Je sjednocenim spoSetnfoh mno¥in M 8 mno¥ina

[4s coey» amdT °
tsoh [2y, ..., an) Je podle indukZniho pfedpokladu spoletni. Tedy je mno%i-
na vlech [a4, 22, ..., 4 ,] spofetni podle prededlé vity.

Nap¥. mnoZina v3ech "raciondlnfch bodd" v £; , tj. v¥ech bodd
[a;s ¢eey an] 8 raciondlnimi soufadnicemi, je spoSetnd (gde A, = A, = ... =
= Ay, je mno¥ina vBech raciondlnich ¥{sel). Déle mnoZina viech intervald

(a/,,:ﬁ:,) x (Q/z.l‘z) X ese X (ah’ '&,)

s raciondlnimi ay, £y Jje spoletnd (Jje totik ekvivalentn{ s mnoZinou viech
2r-tic (a4, Ay, 4, /@, 9 ceey 4, 4/.,) 8 raciondlnimi ayg, 11 y» kde ay < & .

Existuj{ vibec mnoZfiny, které nejsou spodetné? Odpovdd je kladnd:
V&ta. Mno%ina vSech &fsel intervalu (0,7 ) neni epoSetni.

Dikaz. Ka3dé %{slo intervalu (0,7 ) 1lsze pedt ve tvaru nekoneiného de-
setinného glomku O, a4 a, a4 ..., a naopak kaZdj takovf nekonenj desetinny
glomek dévd ¥f{slo z (0,71) - s vfjimkou glomkd 0,000 ,,,6 =0 g4
0,999 ... a1 . Dva zlomky, 1li%iof se na n¥kterém mi{sts, mohou dévat totéZ
&islo jen tehdy, kdyZ jeden konZ{ samfmi nulami, druh§ samfmi devitkami;

f.
nap 0,248 = 0,2480000 .., = 0,24799499...

Méme dokédzat, %e &f{ela intervalu (0,7 ) (kterfch je z¥ejm3 nekonednd mnoho)
nelze srovanat v posloupnost. Jinymi slovy: méme dokédzat, %e Zddnd posloupnost
&{sel intervalu (O ,7 ) neobsahuje vdechna &{sla tohoto intervalu. Budi¥
tedy a4,2 ,%; , ... n8jakéd posloupnost ¥isel intervalu (0,7 ) ; nadim
cflem je sestrojit &fslo 4£€(0,1), které se nerovnd ¥ddnému ay . Rogvii-
me 8isla ajy v desetinné zlomky:

a"= o.wq., a”z% %ooo »

ag= 0, a7, ap; ag, ...

8islo 4= 0 ,4 /4'2 /53 xr sestrojime takto: je-1i a, % 7 , volime
b 21 ; jJe-11 ay =71 , volime A a2 , tekle 4 $ay . Je=li a,, #1 ,
volime }z =1 ; je-1i ,, = 1, volime ’&zz =1 , takZe ";z $ Ay, .
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Obeon¥ volime 4; takto: Je-11 a;, %4 , volime 4 =/ ; Je-1i

agg =1, volime /&32 » tak¥e 4 % ayy pro kakdé 4. UBislo 4 je
rosvinuto v desetinnf zlomek s ciframi / a 2 - tedy se d4 roevinout jen
Jednim splsobem v desetinnf slomek, tj. kakdf desetinny slomek, kter§ se na
nikterém mistd 118{ oa O .JH J& eee, dévé 81i8lo rdené od 4 . Ale glomek
pro 4 se 11¥{ od zlomku pro a, na 1. decimdle, od a, na Z.decimdle,
obeond od a4y na £-t6 deoimdle. Tedy je 4 rdsné ede viech 3isel posloupno-
eti 2,,0,, 9, ... Tim je dikaz hotov. Jeho mySlenka je ste)nd¥ jednoduchd
jako ducheplné (pochée{ od Cantora): 8isla 4, 4, ,4 ,4,, ... volime tak,
aby se lisila od "stejnolehljoch™ 3lend "diegondly” a,, , @, , @39 Vi see
Proto mluvime o "diagondlnim postupu”.

MnoZinu, kterd nen{ spoletnd, nasfvdme nespodetnou. Jeito interval
(0,1) 1lse zobrazenim ,‘5(1) s a+ ('&- a)x sebrazit prostd na kaldf omeszeny
interval (a, ,4) » Je kakdf takovf interval nespolietnd mno¥ina.

Je%to mnoXiina raciondlnioh 3{sel intervalu (a/,£) je spoletné, je mno-
Eina vBech iraciondlnich ¥{sel intervalu (4a/,4) nespoSetni (jinsk by i mno-
Eina viech 3isel intervalu (a,4) byla spoSetnd). To je vfsledek, kterf se
Jjovil velmi piekvapujfoci, kdy: jej Cantor objevil: MNnolina vilech p¥iroszenfch
8{sel a mno¥ina vi#ech raciondlnich 3{sel vypadaj{ na pohled "velmi nepodobné",
s p¥ece jsou ekvivalentni; kdefto mnoZXina viech raciondlnioch 3isel a mnoZina
viech iraciondlnfch %{sel vypadaji "na prvan{ pohled" podobnd¥, a p¥ece nejsou
ekvivalentn{ - to ukasuje na velmi hluboké rosdily meszi tdmito dvéma mnoZina-
mi. Populdrn¥ FeSeno, mno¥ina vilech iraciondlnich 3isel je nesrovanatelnd "bo-
hat3{” neZ mnoZina viech raciondlnich 3{sel.

Vity tohoto paragrafu jsou velmi dlleEité; ne3fisloval jsem je, protole
Jeou velmi jednoduché a kafdf by je mdl mi{t vEdy pohotovs.

§ 2. Mno¥iny v Ey .

Eh J. Inﬂiinl V'.Oh bo@ﬂ X E [-n‘ 9 *o0o0oy xb] ) kd° 11’ [N W] -IA/ JBO\I
redlnd 3fsla (neboli body s £, ). Je-1i y = [74, coes 7/4,] rovnsZ bod
s [, 4 Je Jejich eukleidoveké vidélenost

.2
, 2
Plx,4) np, (s .7/) = V7,5_;4 (25 - %) .
Yedle této vedélenosti jeme zavedli v kap. II, § 1 JeBts "vsddlenosti”

s =d, » 27”0,5’1'- l y
ALry) =lasy) 15560 7 7

A« ,7/) = dL(J,g/) ;i'%#,tlxj-lyfl .
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Z3istill jJeme, Ze
dlx,a) So(x,a) =d(,y) Srdls v %) §

proto v otdzkdch limity a spojitosti (kde jde o to - ghruba ¥efeno - zda lse
Jistou vgddlenost uZinit za jistfoh okolnost{ libovoln¥ malou) je jedno, kte-
ré 2 téchto vsddlenosti uXivéme. Budeme ulfvat vgddlenosti o', se kterou se
nejpohodln¥ji pracuje.

Je-11 a€§, d=>0 » nagvalli jsme J -okolf{m bodu a mno¥inu t&ch bo-
ad &, pro né% d(a,1)<d; szoak U(a) nebo U (a) .

Definice. HRikédme, Ze posloupnost bodd «£,, X,, ... 2 £, mé limitu
JestliZe

rek,

(1) bim d (5, %) = 0,

m -» 0o

Veorec (1) se tfké limity posloupnosti redlnfch &isel d(-rm, X) - Jjeho smysl
tedy sndme.

Poaloupnost, kterd méd limitu, se nagjyvéd konvergentni{i. Posloupnost
Xy ¥y, «oo bodd v [, mé nejvyse jJednu limitu. Ddkaz: KNecht dva rfizné bo-
dy «x #y Jeou limitami této posloupnosti; £ toho odvodime spor. Je
d( x , ry) >0 . Zvolme €& --2— d(x » %) . Podle (1) a podle rovnice
Lom d(x,, , ) = 0 existule pFirogené =, tak, ¥e pro viechna p¥irozend =2 =,

M OO

jJe d(u,,x)<¢§ , al(xm,?/) < £ . To tedy plat{ nap¥. pro m=m, . Ale po-
tom dostdvéme

Al s yap) =dlx , tm ) + Aty a) < 262 dlx,y) ,
coZ je hledany spor.

Okolnost, %e bod &« Jje limitou posloupnosti bodd «,, ¥, ..., szapisu-
Jeme opdt symbolem
ﬁ'/m, I d .

”m ~» oo

Péto definice limity lse uifti v kaZdém metriockém prostoru, nejenom v E},l).

Rada vdt této kapitoly plat{ v jakémkoliv metriokém prestoru, jiné jJsou speci-
fioké pro £, . Otend¥i, kterf by se zajimal o to, které vdty plat{ v ka¥dém

metrickém prostoru, poml¥e toto opatfeni: V¥ty, které plati v kaZdém metrickém
prostoru, ognadime hviézgdilkou; jestlife také dlkaz uvedenf v textu lse provést
tymZ gpieobem pro kaZd§ metriocky prostor, osnadim i dikes hv¥sdi¥kou. Tak do-

stane 3teni¥ jakfsi (znadn¥ neuplny) obrézek o teerii metrickjoch prostord.

1) Co je to metrickf prostor bylo FeZeno v kap. I1I, 1. d-okolf bodu @
v metrickém prostoru P je op¥t mno¥ina t3ch bodd x€¢ P , pro n¥% jJe
ple,) < d. Pfitom @ gnamend metriku prostoru P .
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Véta 59. Bpdik X,, ¥, , ... pesleupnest dodd s £, ; x, =
= [‘In;‘fn‘!m'Z’ ceoy “!'.’t”]°

Bod x = [.z, y coeey Jt,g,] Je limitou této posloupnosti tehdy a jen tehdy,
/&ﬂrux,,” 8 Xy 4, ceey A'nw.t,,u,: Xy

-t -» oo m »oo

Jo-11

Dikas: Rovnost (1) F{ké, Ze
/Z.'nrvm,bl-x,,,,'- J”: 0;

Mmoo {8430 4

to plat{ tehdy a jen tehdy, kdyk pro kaXdé pUl=1,2, ey v) o
domly, =x;1a 0, %3. bimw, =ty

m oo m » oo

Mno¥inu M c £, jsme Ji¥ v kap. II nasvali omezenou, jestlile existuje
K >0 tak, ¥e absolutn{ hednoty viech soufadnic vlech bodd s ™M jsou meni{
ne¥ K .2) Posloupnost se nasfvd omezend, jestlile mnoZina jej{ioh &lend je
omegend.

Plat{ pak: 1)™ EKalaé kenvergentni posloupnost je omezend.

2)* M4é-11 posloupnest limitu x , mé kaldd jej{ vybrani po-
sloupnost limitu x .
Dlkasy nebudu provdddt. Daji se budto pomoci{ vity 59 prevést na obdobné vty
v £, (tj. pro posloupnost reélnfoh 3{sel) nebo se daji dokézat r na3{ defi-
nice limity.

3) (podminka B. - O ). Posloupnost bedd x, , x,, ... pro-
storu E,b je konvergentn{ tehdy a jen tehdy, je-1i splndna tato podminka: Ke
ka¥dému E>0 existuje pFfirogené m, tak, ¥e pro viechna prirozeni A jJe
d(Xm, s o » *m, ) 8 . Rovnooenad je tato podminka: Ke kaZdému & >0 exi-
stuje p¥iregsené m, tak, ¥e pro viechna p¥irogend m = mn, , m T m, Je
dxpsitn) < &€ . Pomeof vity 59 1lse tuto vitu dokdzat tim, Ee pou¥fijeme pod-
minky B.0., (tj. vity 21") pro jednotlivé soufadniee bdodd.

Yéta 60. (Bolzano a Velerstrass).

EKa¥dd omesend poaloupnos.t v Ek obsahuje vybramou posloupnost konver-
gentni.

Plkas. V¥ty Jjeme dokdsali ve v¥ts 21 pro [, , tJ. pro posloupnesti
redlnfoh ¥isel (dokenee i pro posloupnosti kemplexnfch 3{sel). Odtud ji¥

2) Bkvivalentn{ definice je tato: M se nasfvéd omesend, kdyl oxiatuio
L >0 tak, ¥e pre viechna xcM, w €M Jeo d,(.z,.,,)<L V této for-
md lze definice uift pro kaiidf metricky prostor ( o snamend metriku
tohoto prostoru).
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snadno odvodime v3tu 60 pro £, takto:

Budi¥ X, ¥,, ¥;, ... omezend posloupnoet v [, ; pidme
X, = [xmf,-",,,,z, eoey Jt,,.,,,,] . Ksldéd 5 1 posloupnosti

Ygg » ¥y 9 L3 9 eee

X 0 L35 o X32 5 see

[ N N I I ]
Larn 9 Xan o %30 9 see

Jo omegend. Hyn{ budeme uiivat opdtovnd vty 21. £ posloupnosti 7,2,3, ...
vybereme posloupnost

(2) Ry < hy < Ay < ....

tak, aby posloupnost prvanich soui¥adniec
(2" N 2 . 4 X se e
) Ayt * Ryt 0 Tyt
byla konvergentni. Z posloupnosti (2) vyberu posloupnost
(3) nw4<,m/z</m/3<,
tak, aby posloupnost druhych souradnic
(37) Xm, 2 » Ymy,2 1 -‘m_,z ? oo
byla konvergentni; posloupnost prvnich soufadnic
xm,’" ’ sz4 ? 'x/”llaf P oo
(vybrand g (2°)) glstane ovEem konvergentnf{. 2 (3) vyberu posloupnost

(4) Py < P < 3 < ...

tak, aby posloupnost tfet{ich soufadnic byla konvergentn{ atd. Po ~ krocich
dojdu k ofli, tj. k vybrané posloupnosti, u n{¥ posloupnest prvnich, druhfch,..
ey A-t§ch soufadnic jsou vesm&s konvergentni.

DokédZeme jJoBtE& tuto vdtu:

*vy&ta 61. Budte x,, X3, ... body 2 £, a budiZ « bed s £, , JenZ
nen{ limitou posloupnosti «,, ¥, , ... Potom existuje ¥islo =0 a vybrand
posloupnost "L., v Xk, v oo tak, %e od(x ,.x‘_m) > £ pro viSechna m .

*Dikaz. Podle predpoklada je

4 v >
mon P m,e%f/ mem(m_ m, Dd (x,,x) & € )J

tl- 3 { v P| (.mﬁmowab(.x,,,,xpf)} .
E>0 Lme?l med?
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Vesméme takové € >0, e platf {...] . Volme m, =1 : existuje

,{4 21 tak, ¥e oﬂ(-u, »¥ ) > & (mohu veit t¥eba nejmend{ takové £, ). Vol-
me m, = £, + 1 3 existuje A, >4, tak, Ee d(+g, ,2)> & 3 volme

m,s A, +1 ; existuje ,Ls >4, tak, fe d(-r‘g yx)>¢& atd. Uplnou induk-
cf dostaneme Zddanou vybranmou posloupnost.

Tolik szatim o posloupnostech bodd v £, .

Zopakujme a doplnme nyn{ ndkteré vdci o mno¥indch v £, (vis kap. II,
$ 1).

Budi¥ McE, . Bod ae€fy, nasfvin vnit¥nim bodem mnokiny M , jestli-
Ze existuje o -okolf bodu a’, obsafené v ™M ;

ud‘(w) <M (potom ovlem a€M ),

Bod @€ &, nagvu vn§j5im bodem mno¥iny ™M (nebo snad lépe bodem vndjbim
vzhledem k M ), jestliZe existuje ¢ -okolf bodu a/, je¥ nemé spole&njoh
bodt 8 M: Us(a) c Ex, - M. Bedy prostoru £, , Jef nejsou ani vnit¥n{ ani
va§ )81, se nagfvaji hrani¥nimi body mno¥iny ™M . Mno¥ina viech hranidnich bodd
mno%iny M se nasyvéd hranioce mno¥iny M ; snak H(M) . Bod @weE, je tedy
hrani¥nim bodem mnoZiny M tehdy a jen tehdy, JestliZe kaZdé d -okoli bodu «
obsahuje aspon jeden bod £ M a aspon jeden bod z £, - M. % této symetrie
je vidst, 2e¢ H (M) = H(E, - M). M se nagfvé otev¥end, kdyZ vlechny jejf
body jsou vnit¥nf, tj. kdyz Mn H(M) = &g (nebold H(M)c E, - M). Mno-
fina M se nasfvd uzgaviend, kdy¥ H(M)< M (neboli H(M) n (EL - M) = g).
Odtud je vidst: M je oteviend tehdy a jen tehdy, kdy% £, - M je usaviend;

M je usav¥end tehdy a jen tehdy, kdy¥ £, - M je otev¥end.

"Véta 62. Sjednocent jakéhokoliv systému otevienych mnoZin Je otev¥end
mno%ina. Priinik kone¥ného systému otevienfch mnoZin je oteviend mnoZina.

*Dikag. 1) Budte dény otev¥ené mno¥iny My, kde 5 probfhé jistou

mno¥ina J ; oznadme Mz'el.J]M'. Budi¥ aeM . Existuje p tak, He

7
veM; . Jekto M; je otevfens, existuje J>0 tak, ke Ua)s My, a
tedy Ug(a)cM . Bod &/ (libovoln§ bod mnoZiny M) Je vnit¥nim bodem mno-

Einy M ; <tedy je M oteviend.

2) Budi¥ din konednf§ systém otevienyoh mno¥in M, M,, ..., M,.
Ognadme M= ﬁ M; . Budi¥ ac¢M . Médme dokdzat, %e 4 je vnit¥nim bodem
7=1 .
M . Pro kafdé¢ 7 = 1, veepm Jo a € Mj. Je¥to Mj je oteviens, existu-
jo pro kaZdé ; &slo J; >0  tak, fe Uga)< Mz; . Poleime
d a Min d:, , cfz y sses di). Potom Us(a) < M;: pro viechna }'a 1 32, cagm,

tj. Up(a) <M . Dikas je hotov.
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Pomoci de Morganovfch vsorcld

E - U M = - ,
(5) v - )_QJ (Ep - M),
(6) Er, = N ;= U_ (g, - Mj)

j€d j€J

dostaneme g pFededlé vty tuto vitu:

*y&ta 63. Prinik libovolného systému usavienfoh mnokin je usavieny.
Sjednooeni konedného podtu usav¥enfoch mno¥in je usaviené.

*Dikaz. Neoht mnoXiny Mj(;leJ) jeou uzav¥end, tedy E, - Mj otev¥e-
né, tedy (vita 62) .é/J (E, - )-) otev¥end, tedy podle (6) je
7
E, = N M; otevfens, tedy | M;  usaviend. Druhou Sést dokéZe tendr
7€ J€J
sdm obdobnd se vzorece (5).

’Dﬁaledkz vét 62, 63. Je-l1 M oteviend, N usav¥end, je M- N
otev¥end; je-1li M uzav¥end, N otev¥end, je M - N usav¥ensd.

*pikag. M-Na2Mnn (E.-N); v prenim p¥{padd jsou M , F, - N
oteviend, tedy jJejich prinik je otev¥enj. Podobnd v druhém p¥r{ipads.

Jeit§ Jjednu vitu o kartézském souliinu”.

*ysta 64. Budi¥ M<cE,, Ncfy . Jeou-11 M , N otevrené, je
M x N oteviené. Jeou-11 M, N usaviené, je Mx N usaviensd.

*Dikaz: 1) Budte M, N oteviené. Budif [a, "'J € MxN, tj3.
aeM, 4 €N . Méne dokésat, ¥e existuje okolf

UMA(a,b) = U @) x UL , le¥felv MxN. Existuje okolf
ud’-': (@) e M, ufi (LYe N ; stadf polo¥it d = Min(d;,d; ) .

2) Budte M, N usaviené. Je l"‘_*4 - MxN =

= ((Ex -M)x Ey) U (Ey x (E, - N)) . Podle bodu'l je pravé strana oteviend

mno¥ins, tedy E, . - MxN Je oteviend, M xN nuszaviend.

3) oObeons: Jmou-11 P, B. metrioké prostory s metrikami o, d,, vytvoit
se £ kartézského soudinu P, x §, metrick§ proster tak, ¥e se v n¥m defi-

nuje metrika @ ([¥, X1], ['y,. %,]) = Vd‘;" (£ 9%5) + df(-{fz.%) .

Pro nade udely (limita, vnit¥n{, vn3jsi a hranidnf body atd.) je tato
metrika rovnooennd s metrikou

o‘([-!,, "l] ’ [7‘1 ’ %]) = mﬁt(d,(-‘,,% )96‘1("1’% ))' .
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Jeito intervaly (a,4) jsou oteviené mnokiny, intervaly (as4) json
usaviené mno¥iny, Je "otev¥eny interval™ (a,, £) x eee x (ay, 4, ) oteviend
ano¥ina, “ugavienj interval® (a4, 4 ) x ... x(a,,4,) usaviens mnoina.

Budi¥ M n¥jakéd mnokina v E, . Sjednoceni viech otevienfoh mnoin
G <M je oteviend mnoZina M°c M , nagfvand vnitfkem nebo otevFenfm jédrem
mno¥iny M .

Prinik videch usav¥enfch mnoZiin F > M je¢ usaviend mnoZina M > M, nagy-
vand usdvirem nebo uzavienfm obalem mno¥iny M .4)

*, 0
M” je mno¥ina v¥ech vnit¥nich bodd mno¥iny M .

* Dikas: 1) Kafdf bod £ M° mus{ bft vaitinim bodem M™°, tedy tim spi-
8¢ vnitf¥nim bodem M .,

2) Ke¥d§ vnitinf bod @/ mnokiny M m4 okoll Us(a)ec M,
ULa) Je oteviens mnoXina, tedy je 3dst{ M® , tedy specidlnd a & M° ., O0a-
tud je viddt: vime, e M je oteviend tehdy a jen tehdy, kdy% vdechny jej{
body jsou vnit¥n{i.

Tedy: *M je oteviend tehdy a jen tehdy, kdyZ Ma M°,

Jak popiBeme uzdvér M ? JestliZe F je uzaviend > ™M, je EL-F =G
otevrend < £, - M a naopak. JestliZfe tedy F probihd viechny usav¥ené mno-
finy >M a QG vi#echny oteviené mnokiny < £, - M, je

M -FgMF * s cfz_h_M(E,,,-G) = E, -Gctéh_g s E, - (E, -M) .
Tedy M Je doplnkem mno¥iny (£, - M)’ . Tato mnolina obsahuje prdvd viechny
vait¥nf body doplnku E,- M, tj. viechny vadj¥f body mno¥iny M. Tedy M
obsahuje vSechny ostatni{ body prostoru £, tjJ. Mas M°UH(M . Ale d4 se
padt téZ MsMu H(M) . Pro3? Predeviim je M°uU H(M) ¢ MuUH(M) ;
ga drubhé je Mc M, tedy Mu H(M)cMuH(M) = M°0H(M) . Budeme u¥fvat
vsoroe

(7) M = MUH(M) .

Vime, Ze M je usaviend tehdy a jen tehdy, kdyk H(M)c M . Podle (7) to
nastane tehdy a jen tehdy, kdyk M= M, Tedy:

*Mjo usaviend tehdy a jen tehdy, kdy# Mas M,

Je mo¥no charakterisovat M také pomooi posloupnosti:

4) Casto se pro usaviené (fermé) mnok uf{ivd pismena F, pro oteviend
(starii ey Gebiet) pismena G . (Nyn{ se slova Gebiet uZXf{vd zpravidla

jen pro tsv. souvislé oteviené mnoliny.)
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* véta 65. Bod w €E le¥f v M tehdy a jen tehdy, jestliZe existuje
posloupnost X,, ¥, «.. bodd 8 M, kterd méd limitu x (nemus{ to bft pro-

st4 posloupnost!). Tedys M Jje mnoZina vSech limit vlech konvergentni{ch po-
sloupnost{ bodd g ™M ,

*Dikee: Je-11 X €M, je x limitou posloupnosti X, X , X , X , eeo
Je-11 x € H(M) , existuje v kal¥dém okolf U4 (¥) (m= 1 ,2, ...) aspon
Jeden bod x, e M . "

Vyberu-11i pro ka%¥dé pfirosoné m Jeden takovy bod ¥, , dostanu posloup-
nost X, %,, ... bodd g M takovou, Ze ol/(xm,.r)< -}-b } tedy Mdmsx .
l e -]

Jestlifie konednd x nele¥f v M, je x vndj¥im bodem M, tedy existuje
Jd>0 tak, ¥e Uys(x) € E, - M; pro viechny body ty/éM Jo tedy d(wx '?’) 2 d,
takfe x nemlZe bft limitou posloupnosti bodd s M .

Velmi dfleXit§ je pojem kompaktni mnoZiny:

Definice. Mno¥ina M c E, se nasfvd kompaktni, jestlife ka¥dd posloup-

nost bodd £ M obsahuje konvergentni vybranou posloupnost, jeji% limita lei{
v M.

vV E, (ale ne v obecnfch metrickfch prostorech!) lse kompaktni mno¥iny
charakterisovat takto:

Véta 66. Mnokina Mc E,, Je kompaktn{ tehdy a jen tehdy, je-1i usaviend
a omegend.

Dikag: 1) Necht M nen{ omezend. To snamené, %e ke kaZdému m=
=41,2,3, ... nmifems vybrat bod X, = r_-k,,,,,, ceey X €M tak, Ze
Maxl! Xpqly ooo, [xppl) >m . 2 posloupnosti X,, ¥, , ... nelge vybrat Edd-
nou posloupnost omegenou, tedy ani konvergentnf. M nen{ kompaktn{i.

2) Neoht nenf M nusgaviend, tj. existuje bod x€ M- M. Jekto
x ¢ M, existuje (podle vdty 65) posloupnost bodd X,, ¥,, ... £ M , pro
n¥¥ Aim I, =X . Kaldé vybrand posloupnost mé limitu x , tj. nemldle mit

m -» 60

limita v M, tedy ™M nen{ kompaktnf.

3) Mé-11 bt M kompaktni, mus{ bft uzaviendi a omesend. Ukdke-
me, 2e to také stad{. Budif¥ M omesend a uzaviend. Budi¥ Lt,, Y, , ... po-
sloupnost bodd ¢ M . Tedy je omeszend a podle vty 60 obsahuje konvergentni
vybranou posloupnost Xg_, LG, v ees Acm £y, = &L . Mime JoBt¥ dokésat, Ze

m ~» oo

X €M . Ale podle vty 65 je x € M » 8 jekto M je usaviend, Jje MaM,
tedy X éM.

Nerostouci posloupnost neprézdnfoh mnoZin mife mit prdszdny prinik, napf.

o0 Q@

n (o,ﬁ):/d, m./-)4<m,+oa)'/0,.

m =1
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Je svrohovan¥ dtilefité, Ze u kompaktnich mnoZin tento p¥{pad nemti¥e nastat:
*Y¥ta 67 (Cantor) Nerostouoci posloupnost
M>2M,>oM >,

o0
neprédzdnfoch kompaktnich mno¥in mé neprézdny prénik: n M,., $ ﬂ .
m ud

“Dikas. V kaZdé mno¥ind M, svolim bod .x, . JeBto véechna X, leZ{
v kompaktn{ M, , existuje vybrand pesloupnost

(8) 1,‘“’ ’ x/‘z ’ st » cco -
jeZ je konvergentni: /&.'/m/.% = X ., Tyrdim, ¥e X¢ ﬂ M,.,, (tim bude vdta
o Y- =) " Ve " :"

dokégéna). Uvafme, fe L,</£z < ..., tedy £, T, . Vesméme 1ibovolné
p¥irogené m ., Je-1li mam, Je Y4, € Mg, c Mp, <M, tedy viechny
Sleny posloupnosti (8) od m-tého &lenu po¥inaje le%f v M, (na prvanich

m -4 &lenech pro otézky konvergenoe a limity nerzdle¥{). Jelto M, je kom-
paktni, existuje v (8) vybrand posloupnost, majfof limitu v M, . Je¥to viak
celé posloupnost (8) m4 limitu » , méd 1 ta vybrand posloupnost limitu x ,
tedy ¢ M, . To plat{ pro ka%dé m= 41, 2 , ..., tedy

0
xe N M, » ©of bylo t¥eba dokésat.
m=A4

Druhd ddleXitd vEta o kompaktnich mnoZindoch se tjkd pokrfvédn{ mnoZiny
systémem mnoZin. Neohl ke¥dému 4 €J je pFifazena n¥jaké mno¥ina My . Ri-
kéme, ¥¢ systém mno¥in Mj’ (}:e J ) pokrfvd mno¥inn M , jestliZe
Me U M;.

jeJ 4

*V&ta 68 (Borel). Necht systém otevienfch mno¥in Mj,(jzéJ )

Mg' cEs, pokrjvé kompaktn{ mnoZinu K . Potom existuje konednf podsystém to-
hoto systému, jenZ pokrfvé K (tj. existuje konednf podet "indexi"

7",332', coes }.’m g J tak, Ze

~

K < ( M}',q U M;‘,zul"b:’ U eso U /\9 ).

Ddkaz. Bez ujmy obecnosti budil K ¥ ﬁ . Nasvu raciondlnim intervalem
kaZdf otevieny interval

(a/'/g”) x (%."z) X coe X (%'z‘/p) ’

kde a{?-, ,&J-, jeou raciondlni &{sla. Vime, ¥e systém viech raciondlnich inter-
vald je spodetnf. Veszméme systém viech raciondlnich intervald

(9) I,, , Iz,' IJ, «es  které jsou obsaZeny

v nékterém My (tJ. raciondlni interval I pat# do tohoto systému tehdy a
jen tehdy, kdy¥ existuje g€ J tak, ¥ Ic Mj ). %Ze ty intervaly lse
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srovnat v posloupnost, je jasné. Budi¥ x e¢ K , tedy « € M}: pro n¥které
4 €J . Jekto Mj je oteviend, existuje okell U, (x) CHJ: a tedy s¥ejmd 1
raoiondln{ interval, obsahujfic{ bed X a obsafenf v M, ., tj. ndkterf ¢ in-
tervalid

I, I

gt e obsahuje bed J .,

Tedy: ka¥dy bod X € K 1leZf v nikterés intervalu (9), tj. posloupnest
intervald (9) pokryvd K . Tvrdim nyn{: Existuje p¥irosené ~ tak, ¥e uif
kone¥nd posloupnost

(10) I1 oIz’ ¢eeecey Im,

pokrjvé K . To je srejmé, kdy¥ (9) je konedné pooloupnut” (potom sa (10)
stadf veit (9)). Neoht tedy (9) je nekone¥né pesloupnost a necht #édnk po-
sloupnost (10) (pro ¥4dné p¥irogené m ) nepokrfvé K . 2 tohe odvodime
spor. Pro ka%¥dé p¥irosené m Je podle pFedpokladum

-B"'=K-/‘L_.{41‘I#¢.

Z¥ejm8 Je 'B,DB, 2 73 D +.o 3} dable jsou P, omesené (le¥f v K ) a
ugaviend (jsou tvaru "uzavfend minus otev¥end"), tedy kompaktn{. Podle Canto-

rovy véty je tedy me P, ¢ ﬂ , neboli K -124 IL $ ﬁ » 0OF je ve spo-

ru 8 tim, Ze (9) pokrjvajf K . Tedy vskutku existuje m tak, ¥e

K c sz IL . Ale kaZ%dé T £, e obsaZeno v n¥kterém M;:" (pro kaZaé
ki s eeeyMm Jedno takové Mj‘, vyberu), tedy vskutku
K C‘l£14 i -

§ 5. Zobraseni s [y ao Es .

Budi¥ ddno sobrasent ¢ s £, do E; . To snamend toto: Je ddna ji-
sté neprdsdné mno¥ina Mc E,, - obor tohoto sobraseni, a ka¥démn bodu

xa[2, ce.,2p] €M o pFiFasen urditf bod 4= [#f, ..., 93], Kkters
sna¥ime J(y) . Kakdému & éM je tedy pFifaseno urdité 3islo 7, urdité
8i8lo %, , «.., urdité &islo %44 . Tato ¥iela jsoun tedy jisté redlné funkce
v oboru M,

v AREE AR

ﬁ:j‘(") = ﬁ("4. ooopxﬁ,) )

5) Snadno se ostatnd dokédZe, ¥e tento p¥ipad nemiZe nastat.
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#(+) Je tedy bod o soufadniofch ¢, (x), ..., ¢s(x) . Tedy: dét sobrasent

f mno¥iny Mc £y, do £, sznamens 4ét 4 redlnjoh funkof ¢, , ..., ﬁé
v oboru M ; pro kafdé xe€M je pak '

(1) f = [Lw), o, fi)]

Zobraseni £ £, do [, se velmi Zasto vyskytuji. Nap¥. zobraseni £ £, do

E4 Je prost¥ redlni funkce A redlnfoh proménnfch. Za druhé: Pohybuje-1i ase
bod v prostoru E; , potom v kaZdém okam¥iku t mé tento bod urdité sourad-
nice «x(t), 7(1'), ~(t), tj. ka¥dé hodnotd t (to Je redlné &1slo) je pFifagen

bod [.! (t), %f),m(i’ﬂé E, } méme zde tedy zobrazenf z £E; do E; .
Tohoto gobrazen{ se Jasto uXivd také v geometrii p¥i tsv. parametriockém vy-
Jdafen{ prostorové k¥ivky; p¥i rovinné k¥ivece jde o sgobrageni z £, do £, .
Podobnd se v geometrii ZSasto uii{véd parametriockého vyjédieni Ploohx v prostoru
Ey . Napf. je-1i 1 >0 pevné 3{slo, a probfhajf-11 ¢, v8echna redlnd
8i{sla, probihd bod o soufadnicioh

Lz amd eos g,
(2) 7/:/1//;«'/;:,17'M¢ '
&z/(/%‘l}

prdvé vieochny body kulové plochy o polo-
méru AN a o st¥edu v poddtku (kakdému
[, 50] € E, Je rovnioemi (2) p¥iPazen
bod [1.7«,00 € E5 - visz obr. 34).
Zobrazenf ¢ E;, do E, (t4E dimense!) se
ul{vd p¥i savdd¥ni nového systému soufad-

nio. Vite nap¥., Ze je Zasto uZiteZné Xsr $ind cosy
oharakterisovat bod v rovind tzv. poldrnimi
sou¥adnioenmi 30 » ¥ » JoE Jjsou s pravo- Obr. 34.

uhlfmi souradnicemi & 'y véiedny vetahy
Lty , 4= Pl |

Tedy ka%dé dvojioi [f" ’ 9’] je p¥iragena dvojice [.! ’ tyJ - tedy jde o
gobrazeni g Ez do Ez . Hebudu se poustdt do detaild; jde mnd jenom o to,
ukésat, fe se sobrazenf £ E, do £, &asto vyskytujf (podobnd se oviem vy-
skytuj{ také obeondji zobraseni g jednoho metrického prostoru do druhého).

Definujme nyni spojitost zobraseni.

Definice. Budi¥ McE, , veM | f gobragenf z £, a0 £, . Ri-
kdme, Ze zobraseni f je spojité v bod¥ ¢ vshledem k mno¥ind M , Jest-
li¥e ke ka¥dému E>0 existuje >0 tak, %e pro viechna x ¢ ’ltf-"(a) nM

e d({ (%), f(v)) < & (noboli f(x) € u:(f(v))).
UvéZ{te-11, e pFi ognalen{ (1) snamend d(f(%), f£(¢)) <& totéd jako
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[ﬁ (x) -ﬁ (Nl < &, ..., lﬁ(l) -f",(c/)/ < € , vidite toto: Zobraseni f
Je spojité v ¢ vzhledem k M tehdy a jen tehdy, Jsou-li v¥eohny redlné
fankee ¢, <.es 5 8poJité v c/ vshledem k M. Zéroved je viddt, e pro
A=q je naBe definice v souladu s definiof v kap. III, § 4. Jestlife sobra-
gen{ f Je v kaZdém bod¥ mnoXiny M spojité vehledem k M, ¥{kéme krdtoe,
Ye é je spojité v M. Dokdleme vitu o spojitosti sloXenfoh sebrazeni:

*Vsta 69. HNeoht £ je gobragenf = £, do £, , spojité v M. Neoht
¢ Je zobrazenf ¢ E, do Fn, epojité v N . Reoht ¢(M)c N. Potoa
gobrazen{ ., definované pro X €M rowvnicf A(x) -7(f(.z)) s Je epojité
v M.

% Dikas. Symbol ?(f(x)) mi z¥ejnd saysl pro ka¥dé XY € M ., Budil
¢ €M ; nédme dokésat, Ze A Jo spojité v ¢/ vshledem kx M. Oznadme
#(c/) =71 Jeoviem €N . Buai¥ £>0 ; existuje 7 >0 tak, ¥e pro
v#echna Y € 'll:t ()N N Je

(3) gt e UL (g )
X 5fslu 7 existuje J>0 tak, Ee pro vdechna X€ U (A NM jo
§(x) € qu (f()) = u,‘l @
s ovien {(1) eN .
Pro ka%dé L€ u;w) NM sonime tedy do (3) desadit Y= {(.x) a néme

9(¢ ‘l"» € “e'"(y (1) = Ul (o (f o),

y
neboli K (x)e¢ u;' (A(c)) 3+ to plati pro vlechna X € Uy (c) 0 M tedy
vekutku gobraseni A je spojité v bod¥§ ¢/ vshledem k M,

UkdZeme nyn{, Ze spojitost zobraseni lze prevést na pojen limity poaleup-
nosti, -

*vsta 70. Budi¥ Mcf,, e M, { gobraseni = £, do f,t, . Potom
& Je spojitd v ¢ vshledem k M tehdy a jen tehdy, jestlile je splnina ta-
to podminka: Pro ks#dou posloupnost bodd %, ,X;, ..., vyhovajiof{ podminkém

(4) Yne M, mux, sce,
/M ® oo
Jo
(5) Aem §lim) 2 fle) .
my > oo

*Dikag: 1) Keoht £ je spojité v ¢ vezhledem k M a necht
¥4 %, .o. splhujf podminku (4). Budik £>0 ; existuje >0 tak, He
pro viechna & € u;:(tf) nM je d(f(x). f(e))< & . K tomato J existu-
je p¥irozené m, tak, Ze pro vlechna p¥irosend mE m, je Jd(x,,e)<d a
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ovllem X, €M | tedy i, € ‘u;(&)nM » tedy d(f(.zm),f(a))é E .

Ke ksldému >0 existuje tedy 1, tak, e pro viechna m s m, je

d(flim ), §(N) < & . Pedy Jo Lim o (f (3n), £(e)) = O, Lom. f () = e,
tj. plat{ (5). M > eo oo

2) Neoht { nenf spojitd v bod¥ ¢/ vshledem k M. MNéme dokisat, e
nade podainka nen{ splnina, tj. Ee existuje posloupnost Xy p¥ , coey Pro
kterou plati (4), sle neplat{ (5). PFedpoklad je tedy:

Y ¥ "
m[ew J)% ‘e Ebu € U M A(f ), f()) < &)

%3.

(6) 830 {J;OJGE,U[J € ud—(f/) nMed (Mn(d(f(x). f(a)) < ))j}
Vesalime nd¥jaké & > O, pre n¥E plat{ virok v { } a dosazujme

J- : ’ ; R ; » oo o Pro kaldou hodnotu J s £ existuje podle (6) n¥-

Jaké x € uz (¢) n M, pro které neni d(f (x), {(0)) < £ . Vyberme jedno

takové X a oznalme je x, . Potom Jo d(4,,v) < 7','; » tedy m,ﬁ_;r:.r,,,z ¢

a ovlem X, €M |, takie (4) Je splnino. Ale p¥i nalem & nen{ pro ¥44dné
m splnéna nerevnest d(f (*n), f(c/)) < £ , taklie nemt¥e platit (5). T{m je
ddkas hotev.

Posndmka 1. V dldkesu Jsme uuli této uvahy: Pro ks¥dé (p¥irosens) =~
jo mneliina M, t¥ch bedd ¢ 'Il. () N M , pro n¥¥ nent d(f (¥), f(N)) <€

neprdsdnd; yyberu-1i s ka¥dé miiny My jeden prvex &, , dostanu posloup-
nost Xg,%3,% , ¢cey kitorou jsme ddle vyletfovali. "Naivad” Fedeno: muaili
Jeme provést "seulasni”™ nekonednd mnoho viddrdy x, = M, , X, s M, , ...,
sbychom dostali posloupnest X, , ¥,, .... Tomuto usudku se (v obeoné formu-
lsoi) ¥{ké axiem vfb¥ru. Zn{ takte: Je-1i dén n&jakf systén O neprésdnfch
maokin, potom "lse se viech mno¥in systému vybrat po jednom prvku”; plresn¥ji
FeBeno: Existuje sebraseni ¢ , které kaldé mnolin¥ M systému U p¥ifasu-
Jo jistf prvek mnefiny M tj. {(M) € M . Matematikové dlouhe ulivali in-
stinktivnd tohoto spisodbu uvafovéni; teprve p¥i hlubokfoh uvahéch s odeoné
teorie mno¥in na poddtku 20.stol. si uvidomili svlditn{ charakter toheto axio-
Bn vib¥ru; toto pogndnf p¥isp¥lo k hlubokému vydetFovdni sdkladll matematiky,
které se rosvinulo v nalen stoleti. Pedotfkém toto: dovedu-1li udat p¥edpis,
kterjm keaidé mno¥in¥ M esystému OF je jednoznaind pFifasen prvek

.{(M) €M , jeo tim urdity vfbdr definevdn, a tedy axiom vibdru nepotieduji.
Axioa vfbiru je tedy pot¥ebnf jen tehdy, nedovedu-li ¥4dné takevé sebraseni
urdit. Proto uveby, uZiivajfc{ axiomu vfbtéru, maji v jistém smyslu "nekonstruk-

1) ¥Ystah aL )Y, £(e))< & ) smoné; bulto nenf{ definevéno (x)
nebo 42"5)' nogfjo j(f()). gle)) . 4
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tiva{ oharakter". tend¥, kteréhe snad teto nésnakové posndmka zmétla, mile ji

raddji gzapomenout. V deldim budeme v p¥ipadd pot¥edby axiomu vfbéru bes respakid
uliivat.

Vime, ¥e posloupnost je vliastnd funkce, jejimd oborem je velmi jednoduchd
mno¥ina, toti¥ mno¥ina vieoh pFfirozenfch 3{sel. Poeledni vdta ném umolRuje p¥e-
vést studium spojitosti jakékoliv funkee na studium posloupnosti ¢ (&,),
(,(.vz),{(.xa), eee o Toto zjednodulieni je oviien vyvédZeno na druhé stran¥ jiston
komplikaoci: nesta¥i vyBSetfovat jednu takovou posloupnost, nfbrk je nutno vsit
v uvahu viechny posloupnosti §(,), $(23)y eoey kde ¥, , %, ... vybhovaji
podmfnoe (4). PF¥esto je v¥ta 70 Sasto u¥itednd.

Odvodime nyni ndkolik v&t o spojitfoh gobrazenich kompaktnich mno¥in.

*Vsta 71. Spojit§ obraz kompaktn{ mnoiny je kompaktn{ mnoXina. Podrob-
n¥: Budi¥ 4 gobrageni gz £, do E, , 8pojité v kompaktn{ mno¥in¥ McE, .
Potom {(M) je kompaktni mno¥ina.

“Dikaz. Budi¥ 4,€ #(M) pro m= 1,2, ...; wméme dokésat, %e po-

sloupnost
% ’ % ’ % ) oo
obsahuje konvergentn{ vybranou posloupnost, jeji¥ limita le¥{f v £(M) . Jeito
Yn€ 4 (M) , 1ge vybrat takové L, e M, Ze 4, = £(%,) . Tim dostdvéme po-
sloupnost Yy, ¥, , «ce bodd 2z M . JeEkto M je kompaktni, existuje vybrand
posloupnost
.111,.122, tak, Ze '&”""%n.,’ X, YeM .,

m <» oo

JeZto {> je spojité v M, plati podle vity 70
b""f("ﬁ,,,) = £ (x) ; ovien flx) € f(M) .

m» oo

Ale ‘f“"‘m) = 43+ Tedy existuje m@:nm = f(X) € ;( My .

Odvodme £ této vity snadny didsledek; ale napfed provedme jednoduchou po-
moonou uvahu. Budi¥ M neprésdiné, shora omesenéd mno¥ina redlnfch F{sel;
ogsname G = sup M ., Tyrdim, Ze Ge H(M) (jestliie tedy M je usaviens,
Je GeM, tj. G jeo nejvdtdSim 3{slem mno¥iny M ). Dlkas: BudiZ d>0 :
d -okolf bodu G je interval (G - d, G +J) . Tento interval obeahuje body
e E, - M (to jsou nap¥. vechna 3{ela intervelu (G, G +J) . Ddle
G-d<G, tedy existuje aspen jeden bod X ¢ M takovf, e X >G -0 a
ovlen X ¥ G, takfe X €(G-d, G+ J). Tedy vskutku G€ H(M) .

*pleledek vty 71. Budil § redlnd funkoe, spojité v kompaktni neprésdné
mno¥ing M < £ . Potom mesi hodnotami £(¥) , x+€ M , je jedna nejvitif a
jedna ne jmens{i.
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*Dikas. ¢ (M) jo kompaktn{ mnokina redlnfoh 3fsel, tedy omezens,
uzaviend a ovien neprésdné. Tedy jej{ supremum G le¥f v (A1) , tj. existu-
Jo €M tak, Bo f(c) w G, t3. £(c) je nejvéti{ se vlech hodnot funkoe
{ v mno¥in¥ ™ . Podobn¥ pro nejmens{ hodnotu.

*Ysta 72. Budid § prosté zobreseni kompaktn{ mno¥iny Mc f, na mnoZi-
nu (M) = Nc £ . Budiz £ spojité v M. Potom inversni gobragen{ ¢
Jo spojité v N .

*Dikaz: Predpoklédejme, fe v jistém bodd €N nen{ ¢ spojité vezhle-
dem k N ; s tohe médme odvodit spor. Polokme g s ¢ () , nabed 7 :/(;) .
Podle vty T0 existuje posloupnost Yis Yp» oo tak, ¥e Je 3y, € N,

ALim, »=7 » ale nenf Lm ¢ (4n) = @(71) . Poloime i, =@(y,) ; tedy nent

m<
L‘m..xw- ; . Podle vty 61 existuje &> 0 a vybrand poesloupnost

m oo

(7 X8, 0 -V‘z, «e. tak, ¥e pro vdechna m je

(8) d‘“%’§)>£'°

Ale body <4 le¥{ v kompaktn{ mno¥iné M ; tedy existuje v posloupnosti (7)
vybrand posloupnost

(9) J’\,,' ’xﬁz' oee
kterd mé limitu v M :
(10) n.f%:”fW»' EreM.

Podle (8) viek mus{ byt ; $ 5‘ .
Jo lima, =, 1 (), 3,=fU,) , todymé'/;{(.z,,,,) = 4(§) .

m oo

Na druhé strand je /&‘nn.y,hm= g ‘e M, tedy podle vity 70 M%f(-!ﬁm) = A5,
ale (vybrané posloupnost) A‘zm{/(.zh’z -{(g) , tedy /(g) s {(g’) , adkoliv

Mmoo
ffg' To je ve sporu s predpokladem, Ze f je prosté.

Zavd_ne Jo¥t¥ pojenm stojhonlrné spojitosti. Budil {/ gobrazeni s £4 do
Ey, » definovené v mno¥ind Mc Ep . Vfrok * 4 Je spojité v M " gnamend:
Pro kakdé ee M Jeo f spojitd v ¢/ vshledem k M,

To tedy snamend: Vegmu-li jakékoliv ¢ €M , a potom jakékoliv £>0 ,
existuje J >0 tak, ¥e )

.veVE;.,[(J eMdd,o)y<d) > (4 (), f(c)) < 5] .

“Je vid¥t, Ze d sévis{, obeond vsate, na ¢ a na ¢ . Jestlilie lse d ve-
11t - p¥i daném & > 0 - nezévisle na ¢ (tj. toték pro vechna c €M),
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Fixéme, ¢ { Jo stejnomdrn¥ spojité v M . vVyslovme to obs{rnd (pléfoe
pro viti{ symetrii i«  amisto ¢ ).

Definice. Zobrageni ¢ & F, do £, se nagfvé stejnomdrnd spojité
v McE,, Jjestlife plati toto: ke ka¥dému E>0 existuje J >0 s touto
vlastnost{: Pro kaZdou dvejiol bedd xe¢ M, x"e M, splnujfof podminku
dx ,x")y<d, je ci(f(.z), f)) <& . V symbolech:

Y 3 ¥ Y (.xeMdl.r.'eM,,l/a((.x,.z’)<d' 2D d(Yx), £ &))< E].
£E>0 d>0 x€k, .r'e.E,,,[ ) C/" f ) J

Snadno nahlédnete: PFfesunete-1i kvantifikdtor VE na prvni misto, dosta-
Y'e 7
nete definici epojitosti v M (a ne stejnomdrné spojitosti).

Nen{ pravda, Ze by xa¥dé zobrasenf spojité v M bylo stejnom¥rné epoji-
té v M . HNap¥. funkoe f(.x) » JL je spojitd v (0,1) , ale nen{ tam
stejnomdrnZ spojitd, Jjak snadno na.hl‘dneto”. Ale pro kompaktni M takovéd

véta plati:

¥¥&ta 73. Budi¥ { szobraszent s £, do £, . Budil Mc f,, kompaktni,
f spojité v M . Potom je /f stejnomdrn¥ spojité v M,

®plkas. PFedpoklédejme, Ze # Je spojité v M, ale neni stejnom¥rn¥
spojité v M. Z toho odvodime spor. Plat{ negace vfroku gz definiece, tj.

3 { v 4 ] (veMedd'eMeb dlueyx')< ded d(He), £()) :5)]
E>0 [d>0 x6E, L€l

(jJelto pro x €M, x’eM je d(§ (), f(«")) definovéno a nemd b§t < £,
je 2 ). Vezmime tedy ndjaké £ > 0 , pre které platf{ virok v { } . Do-

1 4 4 p
4 14 z ] 3 9 ooy 7‘-’ ese o Iéi.ln d‘i—;"- .xi-

stujf ¥ , X, tak, ge

sagujeme postupnd d =

(1) %€M , x e M, dly, x,)< - . d(fl), f(E1)) E E .

m”mn

Kdy¥ pro kaldé p¥irozené m Jeden takovy§ pér v, , x,'n vybereme, dostaneme
dvd posloupnosti bodd g M

-24,12,.13, ooo’ J;,X;.-!J'....

Jekto M je kompaktni, existuje vybrané pesloupnost Xg s df » eeey PO
kterou existuje limita ! 2

2) Mhgornss Je-11 X >0 “velmi malé®, 4" = —x , Jo dlx,x’) =
s|e-Zx]| = ';t“‘ "velni mal6®, dA(gf(x),f(x"))= | & - L =
=I-%-- xLI' "velmi velké". Provedte odtud formdlnd¥ ddkas toho, Ze

41
X
0,1) neni stejnenirnd.

spojitost v (
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(18) ,é'm.x‘, -;.gé"?'.
'm

m =-» oo

Jelito d(xf , §) = d(l,‘:m. “%,) +dly ,§) a jekto pravé strana mé pro
m ~» oo podle (11), (12) limita O , je také

(19) ,L’mu.l‘;n = ; .

Ve e - -4

Podle vity 70 Je tedy (JeEto ¢ Je spejité v bodd £ vshledemk M)

(14) mf'l"f(%m’ =), Lmf i) =)

osle d(fxy )y Ptog ) Ed(gen ), £(5) +d(f ), fi2)) ,
a tedy podle (14)
Aim d(f 45 )2 glaxf )) = 0 .

m > co

Ale to je ve sporu s posledni nerovmesti v (11), pedle které je
’ ))& & Sechna p¥irezené m .
d/(f (J%m) f(.%ﬁ)) pro viechna pFirezené m

$ 4. Regulérn{ sobraszeni.

Budi¥ nyn{ .f sobrasen{ oteviené mnoe¥iny McE, do £, (t4¥ dimense!);
t.d’ pro J'[x”'ooo. JAJGM J‘

(1) f(-') s [f,,(xq ) “'o-!/‘,): ooovf,‘,(‘ld ’ "'l'x/t)] L ’

Kde {,, ..., f;, J80u redlné funkee v M . PFedpoklédejme, e pro ka¥dé

X €M existujf paroidlni derivaee 32 )
= 4' eo e % °
| -5-2— (£, 4 )
Potom Jacobidn
2 ... 2
)J., )Jb
z:ﬁ. evey fb: o X EEEEEEEN]
x ’ ...’J ...........
e LYY
?14 oo 000 axp

) pedebns ptas akle (9 =[9(5. oo m)r o0 W veeran)]  ata.
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nazfvime determinantem gobrazeni ¢ a oznalujeme jej .Df (je to redlnsd funk-
ce x prominnfoh, jej{ hodnotu v bodd x snadime tedy :Df (x)).

Pfedpoklédejme, e sobraseni £ (& £ do £, ) mé v oteviené mneZind

M spojité parecidlni derivace ;f{— a %e sobragen{ o (2 E do £, ) md

v oteviené mnoZin¥ N teké spojité parcidln{ derivace. Neoht giMmeN .

Sestrojme "sloZené zobraseni"™ .4 :

Ae) = g0 (0) =[5 (£(), oo, p(F )] pro xe M.
P{#1-11 ob3{irnd
913 =21 (o0 coes i)
Jo tedy
A =[g 0 e Yy s il e )]
kde
B =2y ( Ly s eees )y coes Hn ¥y, cenity)

P{Bi-11 tedy opdt ALx) a[A4, (%), oo, b (0)] , je

AJ',(J) 3?}'(%’ ooog%) ’ kde 7//”1'%,»‘(“1' ooo’Jﬁ/) .
Odtud podle pravidla o derivovédn{ sloZenfch funkoil dostdvéme

L4
(2) i) | 5 gy e s ) | m s ennts)
J'& m =1 ?7’”” ?J‘

Odtud je podle pravidla o ndsobeni{ determinantd vid¥t, #e pro sloZené mobra-
geni A platd

(3) DA (x) =)},(7/) .Df(.t) , kde 7-{(1)

(tedy toté% pravidlo jako pro derivovdn{ slo¥ené funkce jedné prom&nné). Z4-

. 24
roven je vid&t £ (2) a £ vSty 69 o spojitosti slofenfch funkof, ¥e -a—xi—

jsou spojité v M,

24 -
Pamatujme: kdyZ -3_% jsou spojité v otev¥ené mno¥ind M , kdyE
29 .
22z jsou spojité v oteviené mno¥ind N , a kdy% (MYe N , potom L"J—
2%m, vy
jsou spojité v M a plati (3).

Pognamenejme je¥td, Ze pro identické gobrazeni f otevi¥ené mnoZiny M
(tjo f('x{’ ooo’xw) =["1 » ooo"‘!ﬂ/]) je

1{i00 ,,. 00

o400 ,.. 00O

])f(.:): =1 (pro xeM ).

Ooo 00004
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godbrasent { s £ do [, naspvéme regulérn{ v M c £, kdyk plat{:

1. M je ot'qvi‘onl.
3 .

2. —,&— joou spejité v M,

3. )f () $ 0 pro viechna Xxe M,
Nés budeu hlavnd sajimat zobrazeni{ regulérn{ a prostd v M (tj. pro xeM ,
1’eM, x $x° Jo f(x) $ {{r7)). Joito nés sajimajl jen body x € M, bude-
me (bes ujmy odecnesti) predpoklddat, e M Je definiinim oborem sobraseni
¢ ti. de f jo sodbraseni mno¥iny Mc E, do £y . Je-11 ¢ sobrasgeni
mno¥iny Mc E,, , regulérnf a prosté v M, a je-1i g sobrazen{ mnoZiny
N a(/(M)_ » regulérni a presté v N , je slofené sodrasen{ A (A(x) =
=gy

(x)))' regulérnf a presté v M . To jeo sFejimé 5 (2), (3) & s toho, Ze
slofenis prostfoh sobrasen{ vsaikd prosté sobraseni.

Vite 74. Budil ¢ sobrasen{ mnoBiny Mc £, do £, , které je regulér-
ni a prosté v M . DPotem inversni sobraseni ¢ je reguldérn{ a prosté
v N=f(M) . Plat{ pak

(4) dpx) Doty s, xe xe M, 4xflx)
(nedoli 4 e N, x aqg(y).
Dikes: Pidime sase
f(.v,. coepdp) @ [{1(14 s seesE)y ooy (24, ....-‘,v)] '
Py cooryy) = K7 (%79 coerBn)s ccos % %y o ....y,,,)J .
Vise, 3¢ ¢ jo presté sodraseni N na M.

Rovaioe 7-f(x) (xe M) snali{ toté¥ jako

{’(‘t‘l. ovo.*’p) "% =0
(5) [ X I B N N J
fk(-!.’. ssayp “hv’ - % - 0

%o viak snall totéE Jako x» P (%) (4 eN) ). totés jJake

,!' .% (%, 000'%) )
(6) o0 e

"hl' 7b (%. .°.’7b) °
Ndwe dokésat: 1) He N Je eteviens,

) .
2) ¥e -;’Z;f jnn' spojité v N ,

3) ¥e Dy (4 4 O pro viechas 7eN ,
4) Ee plati (4).
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Zvolme libovoln§ bod #eN ,; poloZme @/ = (f(l) y tj. A= /(0’)

(A1 2 gy (2 coes @)y oooy B3 fptay, «ovyay) ). Rovaloe (5) jsou tedy
splndny v bodd [a , 4] . Déle majf levé strany v (5) v okolf bodu [a, £]
spojité parcidln{ derivace podle vieoh promdnnfch X,, cccy ¥ , Ypo covr Yy o
Konednd Jacobidn levfch stran podle X, , ..., X, e

DUs oenr fy) .
= €EM .
D(14, """b) )#(J) + pro £

Podle v&ty 19 o implioitnich fankc{ch (posor! udloha pismen .t , % je
vym&ndna) existujl dvé 8isla J >h0 s, d; >0 8 témito vlastnostmi: Ke kaXdé-
mu bodu 4 = L‘% y seey 7/,,,] € ud- (£) existuje v okoif 'uj—j (@) prévd jeden
vod & =[Ly, .euyXy] , pro kter§ jsou splndny rovanice (5); sou¥adnice
Xy » eeey #f tohoto bodu jsou tedy jisté funkce promdnnfoh 74, , ..oy i
o nich¥ podle v&ty o implioitnfich funkocfch vime, Z%e maj{ v 77 (£) spojité
parcidln{ derivace 1. ¥ddu. ProtoZe viak (5) jsou splndny jen tehdy, kdy% pla-
t1 (6), Jsou tyto funkoce v 'u;'(l) totoZné s funkocemi 7 g

s cees G o

Tedy mdme tyto v¥sledky:

Bod 4 byl libovolnf bod £ N a gJistili jsme, Ze ke ka¥fdému ¥ € 2(;’(,&)
existuje X tak, Ze plati (5) tjJ. Y =f¢!) . Tedy u;-'(l—) c f (M) = N .,
Tedy je & vwnit¥nf bod N - tedy je N oteviend. Ddle jsme zjistili, Ze
parcidlni derivace l.fddu funkel ¢, , ...y ¢4 Jsou spojité v u;’ £) , tedy
specidlnd v bodd 4 , tj. v ka¥dém bod¥ mnoZiny N . Déle je ¢ (f(r)) =x
pro kazdé x e M, tedy Dy (%) .Df(.x) s 1 , kie 4 =4(x) (neboli
¥=¢(4) )i to je vzorec (4). Odtud plyne 1)? (4) # O pro ka%dé y € N .
T{m je v&ta upln¥ dokéséna.
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