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Doplnky

fyto doplnky obsahujf v § 1 - 4 n3kolik vio{ s teorie posloupnost{ a
g diferencidlniho podtu, které se n¥kdy prednddeji jJi% v l.ro3nika, ale ne-
jsou obsaZeny ve v&tin¥ uvednich knih. Budu mluvit jen o redlnfoh 3{slech a
funkof{ch, proto budu slovo redlnf Jasto vyneohévat.

Odohylny ocharakter md § 5. V ndm definuji pojem spojitosti, limity a
derivace funkce komplexni prom¥nné a dokasuji, Ze vdta 52 (o derivovédni moo-
ninné ¥ady) plat{i i pro komplexnf . .

g 1. Limes superior a limes inferior posloupnosti.

Budi¥ ddna posloupnost redlnfch ¥isel

(1) a/.,.a/z,a{g, LIC )

Tato posloupnost mile a nemus{ mit limitu. Zavedeme nyni dva pojmy, které
jsou jakousi ndhraf¥kou limity, kdyZ limita neexistuje, a které splfvajf s 1li-
mitou, kdyf¥ limita existuje.

1. Beoht predevdim posloupnost (1) je shora omesend, tak¥e existuje 3{s-
Gy b a0y 00 o}
Vynechévejme nyni postupn¥ ¥leny 44, 2;, ... a definujme
G, = A«/«.{w vy, ¥, } ,
Gy = Aup { » Vyy Xy oo } ’

lo

obeond

(2) G, = b«.{/»{a/m,%+4 s Xy g s } .

2fejnd Je G, 3G, 2G, ¥ ... , takle existuje limita (vlastn{ nebo - )
Lom G,

" ~» 0o

Tuto limitu nasveme limes superior posloupnosti (1); snak
(3) Lom sup a), = ,&xm G,

m ~» oo

II. Neoht sa druhé posloupnest (1) neni shora omesend, takie ani Zddnd
g posloupnost{ a,, & e d ? Pmald ? oo nen{ shors omeseni. Potom definu-
Jeme (00X je soela pﬁmun‘)
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(4) Lom pup 04, = + 20

/m ~¥ oo

Podobnd gzavedeme limes inferior posloupnosti (1), snak .{mv m/ Ay,

n » oo

I. Je-11i posloupnost (1) zdola omegend, klademe gy = w,ﬂ [a/,, a,, _}
a obeond pro m= 71,2 ,3 , ..,

(5) §m = 4}"}{07’" Vst ' Vmez v oo } )

Je g¥ejms % :?2 f% ..., takZe existuje limita (vlastn{ nebo + oo )

L g
Definujme pak
(6) lim inf a, = Ao 9pm, .

m ~»oo /M Yoo

II. Neni-11 posloupnost (1) sdola omezeni, definujeme (coZ je rovandd
goela p¥iroszend)

(7) /&’"bﬂ"%dlnz-oo .

m ~» oo

Pogndmka. Dosud jsme symbold + oo, - co u¥ivali jen k stru¥nému vy-
jdd¥eni jistfoh vstahl. Nap¥. znak Lom, Q,, = +oo byl jen gkrdcenym zdpi-

/M P00

sem tohoto vfroku: Ke kaldému reélnému 8islu K existuje p¥irozené ¥islo 1,
tak, Ze pro viechna prirozend ~n = m, Joe a, > K . Abyohom mohli nésledujf-
of vity vyslovit v jednoduchém tvaru, dbude vhodné zavést + o , - co jako sa-
mostatné objekty nadioh uvah. RosBfi¥ime tedy mnoZinu £, v¥ech redlnfch 3{sel
o dva nové prvky, které ozna¥ime + oo, - oo , Mno¥inu, kterd venikne pridé-
nim prvkd + o0 , - co k mnoZin¥ £, , oznadim E'," . Prvklm + oo,

- oo budu F{kat nevlastn{ &{sla; ndsev "redlné 8islo” sachovdm jako dosud
pro 3{sla s £, . Bude pro nés Qlelné, rogdiFit na £,” uspoFdddni mno¥iny

E.’ takto:s

Je-li a €k , klademe - < @, W< 4 o , gkonednd =-o0 < + oo

2ékladn{ sékony o uspo¥éddn{ (v¥ty 11 a 12 ¢ DI) plat{ 1 p¥i tomto roz¥fifent.
Je jist¥ jasné, oo znamenajf egnaky > , T , ¥ . Po tomto ror¥ifeni mé
E) ne rozafl oda £, nejvsts!{ a nejmens{ prver (toti¥ +c & -oo ).

Vita A I. VEdy Je

(8) lom inf a, & Lom supy a,,,

mn ¥ oo m ¥ co

II. Limita Ao @, (vlastni{ nebo nevlastni) existuje tehdy a jen tehdy,
m oo

plati-11 v (8) snamen{ rovnosti, naleZ je
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(9) ,&Jma/m=,&bw4a/va/”= ,&'/rnt}n/a/m.

m -» 00 M > oo ”m » oo

Dikag. I. Neni-1li (1) shora omegend, je pravéd strana v (8) + o~ a
tedy (8) jist¥ plati. Nen{-11 (1) zdola omezend, je levd strana v (8) = oo ,
a tedy (8) Jist¥ plat{. Je-1li koned3nd (1) omezend (shora i sdola), je podle
(2), (5) g5 G, atedy Lmg, T LmG,, ook podle (3), (6) dév4 (8).

" oo m oo

II. Také dikas tvrzen{ II rogd3lime na t¥i 3dsti. NapFed vesmime p¥ipad,
Ze (1) je posloupnost omezend. Potom podle definice je

-o0 < ,&,mm/a/mé ‘/»vﬁa/» Ay, < +00 ,

M v m -» co

Rovn¥f limita Am a, mO¥e bt jen vlastni. PFedpoklédejme napred, Xe

m =¥ oo
y ’ = ,&M A,y 2 A
(10) ﬂi&_f,’:&om-f A, ,,,_,,,,'“4" n

tJ. ’&”“9’@‘ MG,,,; A . Ke ka¥dému &>0 existuje m, tak, Ze pro

n ~» oo m o oo
viechna m3m, je A-¢§ :gfmé Gmé A +¢& , specidlns tedy A -& = I, -3
- G,% = A +& . Ale z definice Efsel Ingy » G, plyne, %e pro vieohna

<

m§m° Je 9/,,,@2:" ,,b‘é‘Gmo, tedy A -¢ :a"mc' A+ &, t3.

(11) ,z:zma/m= A .

M <9 oo

P¥edpoklddejme g£a druhé, Ze plati (1ll1); je to oviem vlastn{ limita. Potom ke
kaZdému & >0 existu)e m, tak, %e pro vSeohna m 2 m, jJe
A - E g a/m'é A + e °

88lo A + £ je tedy hornim a 3fslo A -& dolnim odhaden posloupnosti
a/m’o’ a’m' +4’ [ 3 9 tﬂkle A -£ :?/mo g- Gﬁ‘b § A + 6 ®
(o) o

Jokto pro m3m, Je G 39gn S GnE Gn,, Je A -E £9, 506, 5A + ¢
pro vlechna m = m, ; to gnamené, Ze plat{ (10). Pro omegenou posloupnost (1)
jeme tedy jiZ dokdszali, %Ze £ (10) plyne (11) a Z%e £ (11) plyne (10).

Necht za druhé posloupnost (1) nenf shora omezend, tak¥e podle definioce
jo ALom smupa, = + 00 § limite »L%'Z a;, (existuje-11) nemife byt jind nek

+00 . Staldi tedy dokédszat toto: Rovnost

(12) m’a_':':o‘/"/a/ma + co

plat{ tehdy a jen tehdy, kdyZ

(13) M‘Vma fw.

N -» oo
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Plat{-11 (12), potom jist¥ posloupnost (1) je zdola omesené (jinak by platilo
(7)), tedy podle definice Mé‘/zug;,, 3 +o0 , K libovolnému K existuje tedy

Jists m, tak, e g, = K , nadeZ ovlem (podle definice Im) e a, EK
pro vlechna m 3 m, § tedy plat{ (13). RNeoht naopak platf{ (13). Potom k 1i-
bovolnému K existuje m, tak, ¥¢ a, 2 K pro vlechna m 2 n, ., 8islo K
Je tedy dolnim odhadem posloupnosti a, |, Un 44+ soe » takde g5 £K a
tedy (monotonie!) ¢, % K pro viechna m3m, . Tedy

dom g9, w 4+ 0, t3. plate (12).

m > oo

Posledni p¥fpad (kdyZ¥ (1) nen{ sdola omegzend) se Fed{ obdobnd.
Pogndmka. Misto ,&'mvmqt, /&/m/vn/ se ndkdy pide ,Z';r:, Lem

§ 2. Podminka Bolsanova - Cauchyova pro posloupnosti.

Z v5ty A odvodime nyn{ dlleXitou nutnou a postadujic{ podminku pro kon-
vergenci posloupnosti, tsv. podminku Bolsanovu-Cauchyovu 1).

V3ta B. Posloupnost
(1) a/4’a/z'a/3, se 0

(redlnfoh 3{sel) je konvergentni (tj). mé vlastn{ limitu) tehdy a jen tehdy,
Je-11 splnéna tato podminka:

(B.C.) Ke ka¥dému £ >0 existuje pF¥irozené m, tak, ¥e pro viechna
p¥irogend 4 Je la +/»'“’/’vo’§ £ . .

Mro

Dikaz. 1. KNeoht existuje vlastni ,ﬁ'/m«a/,,,,s & . Budik £=>0 .

m -» oo

Potom existuje pfirosené 7, tak, e pro viechna pFirogend ~ 3 7, Je
lw,,,,-a/l s -24- & « Je-1li tedy 4 pF¥irozené 3islo, je

1
,a/m’o"'f"- axlf_zl-g ’ ,a/m’o-a/Iéze ’
a odtud vskutku | w -, | & .
moq»fu o

2. YNeohi podminka (B.C.) je spln¥na. Potom nap¥. k 8islu £ =7
existuje m, tak, ¥e pro viechna piirozend A Jo Ia/mq*’v- a/m4l< 41 ,

tJ3. a/,,,q- 1< a, < Ay, + 1
pro viéechna m >m, . 7Tj. posloupnost “’m,+4 ’ a/,,m_z s eoe Jo omegzend, a

tedy 1 celé posloupmost @, 25, 45, ... je omegenk. Oisla Lom sup a,,

m -»0e

1) ﬁ.gj gﬂ{u (p¥imo pro posloupnost s konple'xni-:l Sleny) je peddn v kap.
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m_’m,m.fa/ Jsou tedy Jist¥ konedné: - w < him imfa, s dom supas< s,
Oznadme; Wmes x , '51'"““‘/"4/ = /3 . Sta¥{ dokészat, ¥e oL=zjg

m ~»oo

nebot potom podle vity A existuje m’&-.’/:; Yy = & , Ukijeme-1li osznaleni (2),
(5), £ § 1, je s¥ejns £ Gy, 89, pro kaldé m (nebot 2 -mz&"x:y G s
G 35+4, “”&””?’mo?’nf7m+4 ). Tedy je 0 §48-a%G,-9; pro kai-

m ~» oo

d6 m . Budi¥ &> 0 . Podle podminky (B.C.) existuje p¥irozené ., tak, ¥e
pro vieochna p¥irosend 4 Jje

a, ¢ €
”"o-? m+/v-a/ +-—.

3
Tedy 31slo a, + 7  Je hornim odhadem posloupnosti Qs , 4, ./, «+. @

0
&{elo Up,, = -%- je jejim dolnim odhadon, tedy 4, - -ze- % I, =6, &
0

2 am, + -%- . Odtud G, - 9m,, = , tedy 0% f-a & . Posledni nerov-

nost plat{ pro ka¥dé kladn‘ € , tedy nemilie bt B -x kladné Z{slo, tedy
B-x¢ =0, 8 ax . Dikaz je hotov.

Poznédmka 1. Podminka (B.C.) jeo ddle¥itd £ tohoto ddvodu: Chceme-11 dokéd-
gat pfimo g definice limity, Be posloupnost a4 ,2,, ... Je konvergentni,
musime n¥jak p¥edem uhodnout hodnotu a té limity - jinak bychom nemohli ovd¥o-
vat nerovnost @, -al< & . Podminka (B.C.) je dlle¥itd prévé proto, Xe ob-
sahuje jen 3leny dané posloupnosti, takie mikeme pomoc{ této podminky zjilto-
vat konvergenci posloupnosti, i kdyZ nevime, jakd by asi mohla byt hodnota je-
Ji limity. Mimoto je to podminka goela vySerpdvajic{, toti¥ nutnd a postaluji-
c{. Nevfhodou je, Ze se tato podminka Jasto obt{E¥n¥ ovifuje. Proto sahdme Sa-
#to k podminkém specidln¥jbim, které se snadnd¥ji oveéFuji{. 2jistim-1i nap?¥.,
¥e posloupnost je omezend a monotonni, vim u¥, Ze je konvergentni. Tyto spe-
0141n3)5{ podminky ovier leckdy sel¥fou, takie podminka (B.C.) slstdvéd podmin-
kou gzédkladn{ dlle¥itosti pro teoretické a Sasto i pro praktioké zkouméni kon-
vergence.

Pogndmka 2. Podmince (B.C.) lge dét tento ekvivalentni tvar:

(B.C.)’ Ke kaZdému £ > O existuje pfirosené m, tak, ¥e pro viechna
p¥irogend mZm, , m F m, Je la, -a,l & E .

Dikag. 1. Je-1li splnina (B.C.) , smfm do n{ dosadit specidlnd m = m,,
ms m, + o ( f jakékoliv p¥irozené ¥{slo), a odtud je patrno, ¥e je splnina
podminka (B.C.).

2. HNeoht je esplndna podminka (B.C.). Budi¥ & >0 . Potom
existuje p¥ir. m, tak, ¥e pro viechna p¥irogend 4 Je la, m,,+/v- a/,,,,olﬁ % .

Tedy pro viechna p¥irozend m 3 m, plat{ Ia/,,b -y s —g— (pro m=m, Je

to jasné, a ka¥dé m >m, lse psbt ve tvaru <, + 4 ). Jo-li tedy m = m
mE my,, Je
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,a,m-a,m’olf -‘Z,s- ’ ,-a/m-a/,,.,ol

2 ?

< &
=

tedy la, -a,|% € ; -t§. jo spln¥na podminka (B.C.)’.

§ 3. Podminka Bolganova - Cauchyova pro funkoe.

Omezim se na redlné funkce jedné 1:0‘111‘ promdnné. Budi¥ c € £, . Mohli
bychom savést nap¥. limes superier funkge # v bod§ ¢ zprava (sgnak

Lo sup £(x) ) takto: Jestlilie neexistuje Iddnf interval (c, ¢ + 4)
X»e/+

(A >0), ve kterém by ¢ byla shora omezend, definujeme Aoy sup H2) = +eo.

Xy oot
Jestliie viak existuje A>0 tak, 8¢ ¢ je omeseni v intervalu (¢, ¢ +4),
definujeme pro X E (&, v+ A)

G (x) = () .
AL
Tato funkoce je neklesajicfi v (¢ ,¢ + A) a tedy existuje limita (vliastn{ ne-

bo - ) Lorm G(x) , kterou nasvu ,(om/bazvf(x) . Pododbnd 1lim inf a po-
XDde/+ X ¢

dobné zleva. Daly by se odvodit obdodbné visledky jako v § 1. Nebudu to viak
provédét, nfbr¥ poufiji pouse vdty B s § 2, abych odvedil obdobnou podminku
pro existenci vlastni limity funkce. P¥itom vyjdu s tvaru (B.C.)’.

V&ta C. Budi¥ c¢ ¢ £, f redlnd funkoe jedné reédlné promdnné. Funkoe
& pd vlastni limitu gprava v bod¥ ¢ tehdy a jen tehdy, je-1i splnina tato
podminka:

(B.0.)" Ko kaZdému & >0 existuje J >0 +tak, %3¢ pro vEechna x°, «”
intervalu (c¢,c+d) Je [ f(2) -.f(.x")l =&,

Dikaz. 1. Neohf mfu) s ofZ (vliastnf). Budi¥ £ >0 . Potom existu-
je >0 tak, ¥e pro vlechna xr'e(c, ¢+ d) Je /f(-!') -ac./f% . Je-1i

tedy také x"e (e, r+d) , Je If(.z") - | f-g—- , 8 tedy
l»f(x') - f(x” )| $ €, podminka (B.C.)°" je splni¥na.

2. Neoht nsopak je spln¥na podminka (B.C.)” . Poloime
X, = ¢+ negédleX{ na speocidlni voldbd 3i{sel .k, , Je jen ddlekité, adby
bylo
(1) X >¢c  Aom X, =c.

m
N ¥ oo

m b

Tvrdim, e posloupnost 3{sel

(2) §(20), L)y oo
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je konvergentni. K tomu ste3i dokézat, %e posloupnost (2) splnuje podminku
(B.C.) " 2 pognémky 2, § 2. BudiZ >0 ; podle podminky (B.C.)” existuje
d> 0 tak, Ze pro viechna x°, X" intervalu (¢, c +d) Je

lf(x') -{(x")l € € . Ale z (1) plyne, %o k naemu J >0 existuje 1,
tak, Ze pro viechna m?m,o Je %, € (¢, ¢« or). Je-11 tedy » 3 m, ,
m% my 5 J8

| Plam) ~flan) & € .

Posloupnost (2) tedy vskutku splnuje podminku (B.0.) ', a tedy existuje vlast-
ni

(3) dom f (4p) = o« .
”m -yoo
Stadi nyni{, abychom dokédzali, ¥e
(4) dom f(x) = « .
>+

(Populdrnd Fedeno: u¥ jsme dokésali, Z¥e f(x) se bli¥{f ¥i{slu oo, kdyf x se
bliZ{ ¥{slu ¢ sgprava hodnotami X, , &,, £;, ...; mnime jedt¥ dokdsat, %e se
f(#) bl{3{ &{slu « , at se «x jakkoliv bl{i¥{ gprave 8{slu ¢ .) Rovnost
(4) dokdZeme pomoci (1), (3) a pomoof podminky (B.C.)". Budi¥ £>0 . Bxi-
stuje predevdim (podle (B.C.)” ) &fslo Jd>0 +tak, ¥e pro vBechna «x', «
intervalu (¢, ¢+ d ) plati

» 'Y & 8
(5) [fCx) =g 55,
Za druhé existuje podle (3) m, tak, Ee

(6) [ flep) -l & %

pro vBechna mZm, . 3a tFet{ existuje podle (1) m, tak, Xe
(7) .zme(c/,c/+d') pro viechna m 3 m,.

Zvolme m,= Mac(m,,m,) . Potom pFedevdim je -‘m,é("/v o+ d Y, tedy
mohu do (5) dosadit «” =X, a vidim, Ze plat{
|43’y = ftm) ] % prokasas x'e (¢,00d) .
£

Za druhé je m, ;,,,,1 , a tedy podle (6) Je ’f‘-’m,’ - xlf'? .

Spojenim t¥chto dvou nerovnost{ dostdvédme toto: K liboveolnd danému E>0
existuje d >0 tak, %e pro vlechna X' € (¢ ,c+d) Je 'f(-!') -xlsE .
To vBak prédv snamend, Ze plati (4).

Poznémka. Podobné podminky plati pro existenci vlastni limity v bodd ¢~
gleva, v bodd ¢ (oboustrannd), v bodd + co, v bod8 -oco , Postup Je viude
stejnf, pouze p¥i limitd zleva se vol{ (nap¥.) ¥y = ¢ - L, p¥i limité

m
v bodd + o se miZe volit L, =m, pr¥i 1imitd v bod&@ - o 1lge volit
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L, =m ., Voelku to miXeme sapsat do schematu: Funkoe f mé vlastn{ limitu

(v ndkterém £ t&chto p¥ti visnamld) tehdy a jen tehdy, kdy% ke kaidému & > O

existuje mno¥ina M tak, ¥e pro vdechna .t°, x~ této mnoZiny je

’f(-l') - f(.x" )yl € . P¥itom tvar mno¥iny M je dén touto tabulkou:
limita v bod¥ ¢ gprava M= (c,e+d)y (F>0)
limita v bod8 ¢ gleva Mz (c-d,e) (>0)
limita v bodd ¢ (v=d,c)ul(e, c+d) (> 0)
limita v bodd + oo
limita v bodd - oo

(%99 +00) (x5 € E4)

X XX

= ("00 ’xo) (.loé E1 )

V80 je tak ndzornd, ¥e snad nepotfebuje dalsSfich vykladd. Obdobné vity by
se daly goela obdobnd odvodit pro limity funko{ n¥kolika promdnnfch. Nap¥.
funkoe 1’7 ( &/ prom¥nnyoch) mé vlastn{ limitu v bodd ¢ = [c,, ..., ¢4] tehdy
a jen tehdy, jestlife ke ka¥dému £ >0 existuje J >0 tak, ¥e pro vdechna
%’y 4" redukovaného okolf U () Je [geey -pay g€ .

Jeito limita komplexn{ funkce se definuje rovniod
Aim (g (8) + LA ) = lmg(x) s lem Ky ,

daji se tyto vysledky o existenci vlastn{ limity p¥enést okamZit¥ na komplexni
funkce (ovdem pojmy 1lim sup, lim inf, Lkteré spolf{vaji na uspo¥dddni redlnjyoh
3{sel, se nedaj{i pFenést do oboru komplexnich &isel).

§ 4. Jedna v¥ta o derivaoi.

V3ta D. Neohf funkce I/ (redlnd funkoe jedné redlné prom¥nné) je spoji-
" t4 gprava v bod¥ ¢ a neohf existuje limita (vlastnf nebo nevlastni)

(1) ,&;”.,f’(u) s o .

X+

Potom existuje derivace zprava v bod¥
(2) #; (V) s X ,

.Dikas. 2 (1) plyns, Ee existuje A >0 tak, ¥e # méd vlastn{ derivaci
v intervalu (¢, ¢/ + A ). Jekto je { spojitd sprava v bodd ¢, Je spoji-
tdv (o, +4) . Budil xe€ (¢, + A). Potom 1se na interval (¢ ,x)
ul{t vity o pF¥iristku funkoe. To snamend: existuje .f tak, Ze

(3) S AD RTINS
L=
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JeZto § leZ{ megi ¢, & a jeZto plat{ (1), plyne & (3) existence limity

1)
(4) ,th-{(xl-gmiw ’

> o+

tJ. plati (1).

Podobnd vE&ta plat{ oviem i pro derivaoci gleva a tedy i pro oboustrannou
derivaci. V&ta Je uZitednd tehdy, jestli¥ie bod ¢ Je jakfsi "obtiZ%ny" bod ta-
kov§, Ze podle b¥infch pravidel dovedeme po¥itat £ (X¥) nap¥. v jistém reduko-
vaném okolf bodu ¢/, ale ne v bodd ¢’ samotném. Potom lse n¥kdy existenci
a hodnotu derivace #’(t/) (pop¥ip. derivace sprava nebo gleva) sgjistit 1li-
mitnim p¥echodem podle v3ty D. Nezapomente na predpoklad spojitosti funkoe f
v bodd ¢ !

P¥{klad 1. Punkce (%) = Acsin x Je spojitd v (- 1, 4) a v otevieném

intervalu (-1,1) Je f’(x) = —”/__4—_—2- . Z¥Fejull Jex ,&;m, V4_4—7= + oo
-r »-414+ -

a tedy ¢’ (-/) = +o00. Obdobnd se dostane ¢ (/) = + co.

P¥{klad 2. Punkce J(&) s Arciin/ (7 - x%) je definovéna pro
1 -x?32 -1 (nerovmost 1 - x? %4 je splndna vidy), tj. pro +* 52 , tj.
v intervalu <- Vz , V_Z:> . PMPunkose 4-.32 Je v <- VZ—; Vf) spojité, a Je-
J{ hodnoty v tomto intervalu le3{, jak jeme privé gjistili, v intervalu
(- 4,4> » ve kterém sase "vn¥j8{" funkce arcsicns Je spojitd. Z toho plyne
(vig JI v&ta 5 nebo v tomto textu vdta 69), %e nade funkce ¢ Je spojité
v <- Vz, V7> . Je=11 x nuvnit¥ tohoto intervalu, a p¥itom X0 , je
O<x?<2, tedy -41< 41 -1x%21 , a lse derivovat podle b¥infch pravidel
o slofenéd funkeci:

‘(1) = 4 (- 22) -2x . ﬁ'Z.x .
At v Viii-2% el V2 -2
. -24gn X 2)
Vz-uZ

1) Podrobnd§: Budif tfeba limita v (1) vlaltni.,nudu & >0. EBxistuje =0,
d <A tak, Be pro £ ¢ (e, cced ) jeo lf(é) - |< £ 3 Jo-1i
x€(e, oc+d), lebf také { se vsoroe (3) v (c, ¢ +J), a tedy je
,ﬁ‘”l :ﬁ(@ -wl = If'(;) -a(,]< £ ; tedy platf (4). Pododnd§ pro « = + o0,

as - o .

2) Punkoi 4gn (signum = sneménko) definujeme takto: AGTY X aq pro
.x>0’A?m,.Z=-4 pro.!-<0,,5?41,080.
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Ze spojitosti funkce ¢ plyne, Ze pro £jist&nt
existence a vfpodet zbfvajicich hodnot

/f;_ ('ﬁ)’;:(rz).f‘; (0),%: (0) se
miZeme pokusit uZit vity D. Vypodtéme p¥islus-
né limity (1); a dostdvdme ihned:

.7

$(-1Z)are , AT )= - , -2 -1 0 117

£i0) = - V2, £20)= VT . i |
|

Edy} Jjod8td8 uvdZiime znaménko prvai a druhé de- 5 :

rivaoe”, dostdvdme asi tento sohematioky obrd-

gek (obr. 36): 12',-42!.] [fz_f}

nr
Sm8rnice obou "poloteden” v bodd [0 ' ‘j‘]

§ 5. Zobeondn{ v¥ty 52 na komplexni{ promdnnou.

Pojmy spojitosti a limity Jjsme definovalil pro funkoe redlné prom§nné (ne-
bo n¥kolika redlnfoh promdnnjch). Nyn{ savedeme tyto pojmy pro funkoe jedné
komplexn{ prom¥nné. Budif 4 funkce komplexn{ promdnné; ¢ ,a budte komplex-
n{ 3{sla. Rikéme, Ze # Je spojitd v bodd ¢ , JestliZe ke ka¥dému & >0
existuje J >0 tak, ¥e pro vBechna (komplexn{) % kruhu I[x-c¢l<d je
| gy - f(e)| < & ;  Fikéme, Ze “A-m;m = , kdy% ke ka¥dému & > 0

>

existuje J> 0 tak, Ze pro viechna 4~ #¢ kruhu /x-cl<d  je

I{(m) - | <& . viaite, ke definice vypadaj{ formiln¥ stejnd, jako u funkef
redlné prominné; jde oviem o komplexni ~x , ¢/ . Stejnd jako u funko{ redlné
proménné se dokdle, e dand funkce ¢ mé v daném bod¥ ¢’ nejvfle jednu limi-
tu.

Budi¥ déna op¥t funkoe f a &islo ¢ ; szlomek «{L‘y*ﬁ) ’i“")

Je funko{ komplexni promdnné A . Derivaoi f “(¢/) funkoe f v bodd ¢ de-
finujeme vszorcem

, . Lle s ) - L)
£’ alﬁnz . 3 £ ,

Jestlife limita vpravo existuje. DokédZeme toto zobeondni vidty 52:

-3 Snadno gjistite, Ze f” (k)<0 pro 0 < lx) < V-.
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V&ta E. Neoht rada

o0
(1) S a, a”
m=0

mé polomdr konvergence R>0 (0<Rf +0 ); pro /xl <R poloZme

(2) f(x) = /3.::0 Ap, &7 -

Potom funkoe f mé pro viechna komplexn{ Ixnl <R gerivaci
©0 4

(3) f’(zx.) = 2 ma, x™" 7

m=1 ,

Dikaz. Podle vity 51 méd Fada (3) rovadZ polomdr konvergenoce R . Budik
¢ komplexni 81islo, /c/l< R ., Méme dokézai, Ze funkoe

o0 ”m v
Gl h) L) S o (esh) -
komplexn{ promdnné 4 mé v bodd Az0 1limitu Z"ov a,, a“'l .
ma

Zvolme ¥{slo @ tak, Ze lol <P <R a omesme se na £, pro ndk

04““4’0 -lvl, taxde led + UH"D.

Je
o %% "
@ g - 3 ma,c 2 a, ( 2 .

len 8 m =1 dévé nulu, 3leny s m= 2 ,3 ,4, ... vypoSteme g binomioké
poudky:

m

(o+,£,f-a"" - m! 374’-‘20 (2)&‘&"""" - %-ma"‘"’ a
= lgz (Z)Al-’f Um-A'

Pi8i-14 [c¢] , I/K'l mnisto ¢, A, dostdvédm

(’f/’ + lf}l)’ - IC/’ - Ml(’/’n-’ = Agz (2) IA’£-4 Ialﬂb-,& ;

srovndnim obou poslednich vsorcld dostévdme

l w,/q; ™ _Mn-qlg (!al,zli/lf’”- [el™ _ 1

(5)
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