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Carrroro IV,

~~

SUPERFICIE RIGATE (C.) (%

§ 31. — Applicazione delle formole generali del Capitolo II

al caso particolare di una superficie rigata.

In questo Capitolo studiamo la classe pit semplice di super-
ficie non sviluppabili che & quella delle superficie rigate. Tale studio
particolare & persino necessario, giacché una parte essenziale dei
risultati generali, e cioé il concetto di coordinate e forme normali,
qui non si pud applicare. Cominciamo coll’esplicitare le formole
generali nel caso attuale supponendo che le rette generatrici siano
le v = cost.

Nel § 32 ritroveremo per via diretta tutti i seguenti risultati.
Applicando qui le formole generali, dobbiamo porre, se le v = cost.
sono le generatrice :

— iy, — — — g = —
Q=011 =013y =0190=0 , A=—0a},<]0 , e=—sgnd=1,

Fy= (20y5du + ayodv)dv |, Fy=ag,dv®,

a
22
2X =342 = ——5 3, +
@y a

9

= .
Z19.

12

(*) 1 risultati piu importanti di questo Capitolo sono stati esposti, per
la prima volta, (in boemo) nel Casopis pro pestovani matematiky a fysiky,
t. LIII, 1923-4.
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Le equazioni fondamentali (Cap. II, § 14 4) danno quindi,
eliminando X :

(1) 2y =011 %, Ggp%10— 015 %p5 + Ggpp Ty + (@13 Py — Pgp Pya)x = 0.
Notiamo pure la relazione di coniugio (Cap. II § 14 4)
(1) is 212815 == B3 Pyq-

I valori dei simboli di Christoffel essendo

W\ _ 1 day (11\_ o (12\_ 1 da, (12)
1) ap 0w’'\2) "\ 1) 2 du '\ 2) 7

(22 ) B9 041y _}__ @y 0ay, 1 Oag

1 ap? ov 2 ap? ou 20, Ov '

22\ 1 da;, 1 day
2 )7 a, ov 20y, Ou

la prima delle (1) si puo scrivere

o*x  dloga, o
ou? ou  ou

—pPur=0.

Se ne deduce subito che
= (P(u y )Y + d(u, )z

dove i due punti y e z non dipendono che da v. [Le lettere x, y, 2
non significano piu tre coordinate dello stesso punto, ma tre punti
diversi]. Cambiando il fattore di proporzionalitd di x, si pud sup-
porre ¢(u,v) = 1. La ¢ dipende poi necessariamente da u, per-
chd =z descrive una superficie, e possiamo sceglierla addirittura
come nuovo parametro u, sicché (e quest’ ipotesi sard fatta per tutto
¢io che segue)

2) =y -+ uz
L’equazione precedente di poi, tenendo conto anche di (1),

ologa,,

®3) "

=0 , pu=0 , pp=0
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E del resto geometricamente chiaro senz’altro che 1’ ipotesi (2)
¢ sempre legittima: I punti y e z descrivono due curve in corri-
spondenza biunivoca definita da uguali valori di v (curve direttrici
della rigata) e la superficie rigata che indicheremo con la lettera R,
¢ il luogo delle rette che congiungono punti corrispondents. Indiche-
remo con apici le derivate delle espressioni che non dipendono che

oy dy

dv ~ dv '
L’equazione (Cap. II, § 12 4)

da v;

—— (@ @y By Tup) == Oy,

Vial
da, sostituendovi dalla (2),
(4) (y2 ¥'7) = way,?®,
essendo posto
(4) bis o = sgn(yzy'z') = sgna;, =+ 1

Le coordinate £ del piano tangente, fissate al solito modo
(Cap. 1II, § 12 B) sono

¥ ,2, 9+ u2)

£€= y,2,Y +uz =
TaT L ]

|2

Quindi £ & lineare in % e porremo

(5)  t=ntul, 1= —— (), (= ).
2 [z

| @y

Donde il teorema di Chasles: Il fascio dei piani m tangenti lungo
una generatrice g € proiettivo alla punteggiata dei punts P di con-
tatto. Questa provettivita definisce la generatrice g' infinitamente vicina
alla g, perché si pud pensare come ottenuta proietiando da g’ cos
piant © ¢ punts P.

Le Séxr = Stx, =...= 0 danno:

(6) Sny=8npz=8ly=8z=8My =8y==8{=8{2=0
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e le Sz, & = Sz, & = — ay, danno poi
(6) 1is — 8 z=81"= 4+ Sty =— 8y = ay,.

Dalle (6) e (6)y; si trae derivando :

Ja 1 o
2 (yzyz"),

ov |12

S"}I I:: %Snz’~_s1}zﬁ —

d oa 1 ,
ry = O Sty Sty = 0% L e,
SCy = —— Sy Ly o o] (yz2'y")..

Derivando (4) se ne deduce Sv'z' = S¢'y’. Poiche

. 82y & = Sy + we') (' 4 ul’) = — ay,

si trae che —%22— & un polinomio di secondo grado nella u
12
Q) %2 9(a + 2bu + cu?)
T
dove:
70y . 1 wla 1 ’or
a=— Sar; Sy, b=— Sarg Sy’ =— Sars S’z
(7)bis 1
. ol 1.
c= Sars S¢'z".

Cosi pure dalla

1
Q90 = = (8%, by — T €y) =

re]

1 i ’ [ /1 a " ! I.
= 5 8|y +u2) (1" 4+ ul") —(y" + ua") (1" + wl’)

deduciamo che:

1) S22 44 9By + O,

13



[§ 31] SUPERFICIE RIGATE i8H

(dove A non indica pit il discriminante di F3), e dove:

’n

1 1.1 ’
A= 58y —y"),
1 P i R )
(B)I)is B=4—SLyC —y C +z-q —2 Y]))
Qyo

C =

Tert el
2012 S(zC 2 C /-

i
L’ elemento lineare protettivo ¢é

() 5 1 (4 4+ 2Bu + Cu?)dv?
ter F, 2 du- (a+ 2bu-+ cw?)dv’

Dalla seconda delle (1) dove ora p, = 0, si trae

(Tag , @1y Tgy Typ) = Ppa(®, X1, X, Zypp),

ossia :

0%x ox ox 0%z
_ ( vt du ' dv ' Judv ) W w2,y )
Pop = <x oz ox 0%x ) - W,z,4,7) )
' 6w’ v ' dudv

che & un polinomio
9) P22 = (P — C)u + (N — B)

di primo grado nella w. Essendo (Cap. II, § 16 4)

0 Qgoo
Top — Poz = 3. —;122“
si. deduce :
(9) bss Ty = (P + O)u + (N + B).

La (1) diventa
(1) er  2(a+ 2bu 4 cuP)ay, — @y + (A + 2Bu 4 Cu?)z + pyy ¢ = 0.
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Posto al solito 6=1log|a,,|, i valori attuali dei simboli di
Christoffel sono

()=l (2)-e.

@12
22\ oy . 1 ay 0 [ ay
. (1>“~“126+?“123—u“12+
1 9 Gop |\ _ 1 ay 1 ay 0 [ayp
2a,y Ov (am. o ) — 72 a4, b+ 5 4y Ou\ ag, +

+ -;—' ai (-aﬁ) = (@’ —8'a)+ 2(b' —O'byu + (¢' — ') +

v (427

+ 4(a + 2bu + cu*) (b + cuw),

(22)=6'— 1 9 (“22)=e’_2(b+cu).

2 2 ou (298
Sviluppando ed eguagliando a zero identicamente nella u la
(1) or , Si trova quindi :
P4 ¢ —0c=0 (che ¢ I’unica condizione d’integrabilita)
Y’ = (6'—2b)y + 202’ + (N—B)y + (&' — b’ + )z,
2 = — 20y’ +(6'+ 26)7'+ (2b'— 266’ -+ N+ B)z + (ct'—c'— C)y.
Si introduce simmetria definendo una quantitd j con la
(10) j= — N -+ ac — b2 —b" 4 b0'.

E si hanno cosi le equazioni fondamentali per i punti y , z di
due direttrici :

Y= (6'—20)y + 202+ (—b'+ b0+ ac—b* — B—j)y +
+ (@' —ab’+ A)z,
(11)
2" = — 20y + (6 + 20) 4 (— '+ o' — Oy +
+ (b'—b8' 4 ac— b2+ B—j).
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Le equazioni (7) e (9); mostrano che per v e L valgono equa-
zions che differiscono dalle precedentt soltanto nei segni di 4, B, C':

7= (6'—2by'+ 2al'+ (—b'+ b6'4 ac — 6>+ B —j)n+
4 (@'—ab— A)C,
(11) s,
"= —2¢eq + (6’4 2b)¢' + (—c'+cb'4 CO)n +
+ (b'—b8'4 ac —b2— B—j)¢.

TEOREMA FONDAMENTALE.

Dalo 1 elemento lineare proiettivo (8) ., bastere quindi la cono-
scenza della sola N, o della j, per determinare completamenie la
superficie. (Si noti che 6 pud assumere valori arbitrarii al variare
del fattore di proporzionalita delle y, z).

§ 32. — Deduzione diretta dei risultati precedenti

e prime applicazioni.

4) Nuova deduzione delle (11).

Prima di proseguire, voglio mostrare come si possa giungere
ai risultati del § precedente in modo diretto, indipendente cioé dalla
teoria generale delle superficie. Il metodo, di cui faremo uso, &
del resto applicabile a casi pit generali negli iperspazi. Come al §
precedente, definiamo la rigata R come luogo delle rette congiun-
genti punti omologhi y e 2z di due curve O, e C; in corrispon-
denza biunivoca, punti le cui coordinate sono funzioni di un pa-
rametro v, sicche il punto gemerico x di R & dato dalla

(@) x =y + uz.
Porremo
) (yz dy d2) = o(a1,dv)?, o=t 1

ossia, indicando con apici derivate rapporto alla v,

(y29/2) = wa,%, o= sgn(yzy'?),
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e supponiamo, come & lecito, anche sgna,, = w. Le coordinate della
generatrice p di R sono nella solita notazione

3 p = (y2).

Le coordinate & del piano tangente ad R nel punto x sono

A ,
E:W(?j,z,dx)Z)\ (y,z’y)—{—u(y,Z,z/) ’

oppure, posto
= Nyzy), C=MNyz),
“@ §=n 4+ ul.

Per determinare A in modo indipendente dalla scelta del pa-
rametro v, basta porre la condizione

(y2) = & (0)-
E (Introduzione § 1 E) ‘

vz, y2d') = (y2) (y2y'2") ,

sicché risulta subito :
MyzyZ)= T+ 1= o,

Prendendo p. es. A > 0, risulta

' (y2y') (y=2)

4 bis = 3 = P———
“ Vyey?| VIyey?|
(3)bis (’lC) = o(y2).

L’equazione (3),;, da il significato geometrico .del segno w: Un
verso scello nella punteggiata p e il verso Corrispondente mel fascio
det piani tangenti sono associati nel senso dell’introduzione § 1 C allora
e allora sottanto che w == 1.
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Accanto alle precedenti, valgono le formole duali
! PYAY
(5) Y= (nCn,)l R (nC.C’/’
VT nen'®) | Vi (nén'®) |
(En'C) = w(arp dv)®

che il lettore verifichera facilmente.

Sono evidenti le identita (6) e (6),, del § precedente. Deri-
vandole, si vede subito che si pud porre (¢ 6= log|a,,|)

. 1 o1
=T a, Sy = 2a,, Smy = 2, Sy
©® b=———8 Sy S —
T T By, VT T a4, = Bu, T2
1 1 1
— St —f = My i~ — wlt ————‘6
+ 2 Y TR 204 S22 ° 2059 8y 2
c 1 SC’ 1 SC ’ Sc!l
== — AR— == .
25 2ayg Ray

Dalle (4),;, si vede che si ha anche

® ® ) e 1.,
(6>bis a = 2&122 (yzyy)ab—w(yzyz)__é—e—

(0]

9

1 "
e 5 (y22'y") + 5 0, c= L2 (y22'2"").
a4ty

20,9
Notiamo pure 1’identita

Sylnl Syfcl

4a.,,2(ac — b%) =
1’ ) S S

= 52 (19)

Ora dalle (4)u si ha

() = al [(JZJ )+ (y2'y') —0'(y2y") , (y22") + (y'2e") — 0/ (y22')

= 1‘, (y'2") (yzy2") + P,
Jte
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dove P soddisfa alla SP(y'z') = 0, sicche

(6) ter ac — b2 = 41 (’/ZJ”Z”) (JIZ,J”Z”)

TS

Definiamo le 4, B, C dalle (8)y; del § precedente e poniamo

1
da,,

M i=

Syt —y'—a" +2") — B(ac — b?).

(Si vedra fra poco che cid coincide col valore di j definito
dalla (10) del § precedente). Il lettore stabilira facilmente le formole

A= oo [ )+ 3y + 39y
12 |
(8) B = —47“)—4[ (sz’zU! —_— (yzz'y'”) _l_ 3(]/:1/’2’2”) +
12
+ 3(szerll) + 36'(4 ('/ZJ/Z”) + 30%:{/22’ II)]
0= o [ (ye2'2") + B(ay'") + 86/ (ye2'z ]
12

. () 1 11 !
T=quz l(y%'y ) — (yey'?’") — (yy'2'2") +
(1,12

+(~le!yll)+2(JzJI!z !)+e (Jzzl II (Jsz ) 3(0(‘/2?//! ”)(J zIJI ””):l

| 1 11 9
5 (67— 07).

che esprimono le 4, B, C,j mediante sole coordinate di punto.

I punti y,z2, 4,2 essendo linearmente indipendenti, valgono
equazioni della forma

Y =¥ +Pe? +911Y + 9527,
2 =Po ¥ + Pa2?’ + €01 ¥ - gpaz-

Moltiplicando con 7 e C e confrontando con le (6), e con
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le (6) e (6),;, del § precedente, si trova

< ’ o p
20500 = @13P1p 5 20550 — a0 = —ap Py,
20050 + a8 = a0, 200 = —0a1,P,
ossia
—_ (3} 7 S _ . ’
Ppu=—2b+ 0, ppy=2a, p,y=—2¢, pypr=2b+0.

Moltiplicando invece con 7' e ¢’ si deduce
S"l/?/” = —20,0py; — 20,,bp 5, — Ay qys = — a12(2“9’ + 052) »

SC'y" = — 2a4,bpyy — 2a150py + 01591 =
= a5(4b% — dac — 206" +q,,),

802 = —2ay,0apy; — 20150py0 — 1545y =
= — ay(4b* — dac + 206" + gy9) ,
82" = —2a,,bpy; — 2a156Pgy + @199y = Ayo(— 2¢6" + gy9).

Ora derivando le (7),s del § 1 e tenendo conto delle (8)
del § 1 e della (7) si trova

Sty = —agy(d + abf + A),
8¢y == —a,,(b' + b6' + 3ac — 3b* + B -+ j),
802" = —a, (" -+ b8 — 3ac 4- 362 + B —7),
87" = —a,¢ +cb +0),
sicche
gy =—b 400 +ac—b*—B—j,q,=0d—ab + 4,
oy =—¢ +cb' —C , ggo=0b —0bb' 4 ac—b* 4+ B—7j.

Ecco ritrovate, con un procedimento pilt semplice, le equazioni
fondamentali (11). Nello stesso modo si possono verificare le (3).
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B) Applicazione alla quadrica di Lie.

Sappiamo dal Cap. III § 21 D che la quadrica di Lic di una
rigata € il suo iperboloide osculatore ; lo si indichera nel seguito
con la lettera H. Per un wvalore fisso di v, il piano polare del punio

(9) PLY F paz - 01y + 027
rispetto ad H ¢

(9) s e+ peC 40,7 + 6y L

Cio si vede quasi immediatamente da I. ¢. Ne vogliamo dare qui
un’ altra dimostrazione. In primo luogo, si vede dalle (6) e (6)
del § 31 che la condizione d’ incidenza

S(pyy + ppz +-0,y + 06,7) (517] —}—_(;2& + E‘_l 7+ °—2§,) =0

¢ simmetrica in p,, py, 6;, 65 © py, Py, O, Gy, SENZa eSsere

soddisfatta identicamente per p; = p, ecc., sicchd la correlazione
definita dalle (9) e (9) u;, & proprio una polarita rispetto ad una
quadrica H, Ma di piu si ha per le (11) del § 31

p=(y), p=@)—@E),
(10) p'= (") — (2y") + 2(y'7) = —2c(yy) +
+(8'+-2b)(y2) — (6" — 2b)(29) — 2a(22") +- 2(ac— b*— 1) (y2) +-2(y'2').
Ora dalla (3),, § 32 e (11);, § 31 si vede che similmente
wp=(n0) , op'=(t)— ),
wp’' = — 20(qy’) + ("4 2b) (q¢') — (6'— 2b) (Lq') — 2a(CC') +
+ 2(ac — b* — ) (q8) + 2(4'C),

sicche ogni retta linearmente dipendente da p, p’, p” & polare di
sé stessa rispetto ad H, c. d. d. (Lo stesso si puo far vedere, con
la stessa facilita, delle generatrici del secondo sistema di H, cfr. § 34).
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La dimostrazione precedente ci permette di provare per un’altra
via il teorema del Cap. III, § 21 D che, in un punto x di una
superficie qualunque, la quadrica di Lie é U iperboloide osculatore di
ciascuna rigata asintotica (cioé di ognuna delle 2 rigate generate dalle
tangenti asinfotiche d’un sistema lungo la curva asiniotica dell’altro
sistema). Per chiarezza si supponga § riferita alle asintotiche. Una
delle rigate del teorema & generata dalla retta luogo del punto
z, + tx, dando a » valore costante. Si vede subito che, se & & il
piano tangente ad S, allora:

S, (2, + ta) = SE(x, + ta) = S(&, + 18), (2 + t2) =0,

cosicché il piano tangente alla rigata nel punto =, -4tz & &, + é£.
Ora & (az,) = (£,) [cfr. Cap. II, § 19 (V)], sicch® la nostra scelta
del fattore delle coordinate del piano tangente & d’accordo con
la (3), del § presente. Il piano polare del punto

P1% + P %y + 01 %y + Gy 7y,
rispetto all’iperboloide osculatore coincide quindi col piano polare

P1& + pabu + 616, + 0264,

dallo stesso punto rispetto alla quadrica di Lie, c. d. d.

§ 33. — Orientazione delle generatrici;
espressioni intrinseche.

Formole relative al cambiamento di variabili.

Le quantita a, b, ¢, 4, B, C, j precedentemente definite
sono evidentemente invarianti per sostituzioni unimodulari. Occorre
trovare delle espressioni che siano di pi indipendenti dalla scelta
particolare delle u, v (intrinseche) ed invarianti per sostituzioni
moltiplicative. Ma bisogna tener presente che noi qui non facciamo
uso di coordinate curvilinee u , » qualunque, ma soltanto tali che sia

r=1y + uz

Funint e Cech, Lexiont di Geometria proiettivo-differenxiale. 13



194 CAPITOLO QUARTO [§ 33]

i punti ¥ e z non dipendendo che da v». La trasformazione piu ge-
nerale che non cambia tale ipotesi &

x - -— p—
M) u=ﬁ% v=7, z=p+ me,
1 1

My 1y Aoy 2, V, p essendo fanzioni di » tali che

PV (e — Mg pty) z 0.

Nolla teoria delle superficie generali abbiamo chiamata intrin-
seca un’espressione il cui valore non cambia mutando le %, » ma
non alterando il fattore di x. Corrispondentemente dovremmo qui
chiamare intrinseca ogni espressione che non varia ponendo

=% +pu, v="V, z=uxr

Ma qui troviamo pilt opportuno, chiamare intrinseca soltanto ogni
espressione che non varia ponendo

)\ - — —
@) u= Ao f ¥ v=", z=(\+p )z, Mpe—2rpy)?=1.

-

At pgw

Per un’espressione intrinseca nel senso ora precisato 1’esame
del comportamento per sostituzione moltiplicativa si riduce a cer-
care come essa si trasformi ponendo

(3) u=u, v=v, T=p2.

Le trasformazioni (2) sono di due specie; quelle di prima
specie per cui Ajp, — Agp; =1 e quelle di seconda per cui
Mpa — Mgty = — 1. Una espressione che non varia per quelle di
prima specie e cambia invece di segno se A, — Ay, =—1, si
dird impropriamente inirinseca. Geometricamente, essendo

ou — Aps— Aoy

éu (A + gy u)?

le trasformazioni (2) di seconda specie cambiano il verso positivo
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sulle gencratrici, se si chiama verso positivo quello di « crescente.
Il lettore verifichi, eseguendo la trasformazione (2) nella (7) del
a?az é intrinseca. Ne daremo al § seguente
una dimostrazione piu facile.

Anche !’ equazione A + 2Bu 4- Cu® = 0 & intrinseca, anzi in-
trinseca ed invariante. Infatti, noi sappiamo dalla teoria generale
che I’ espressione (8) ., del § 31 (elemento lineare) non cambia af-
fatto per la (1). I due punti sopra ogni gencralrice per cui A+ 2Bu—+
+Cu?= 0 sono i punti flecnodali della generairice ; al variare di v
esst descrivono le due curve flecnodali di R. Cio sappiamo gia dal
Cap. II § 16 B; un’altra dimostrazione sard data al § 37.

Per vedere come si trasforma 1’espressione 4 + 2Bu + Cu?
per la sostituzione generale (1), si pud (F.) far uso dell’invarianza
dell’ elemento lineare proiettivo.

Da (1) si ha

§ 32 che la quantila

du=M—+(---)dg , dv= Vidv,
(O ‘f‘}"lu)z

dove non importa precisare il valore di (...). Se ne deduce tosto:

1 (4 + 2Bu 4 Cu?)dv?

2 du-+ (@ 2bu 4 cuddv

V2 [AG 2B @) Q)+ COu i)

2(h e = Agtty) du + (.. .)dv

sicche

4) A+2Bu +Cut =
‘V'Z

:Mue—*ﬂh[ (s oy 0 2B 00 8) O a8 +C0 2 7))

I

D’altra parte, dal Cap. II sappiamo che & in virth di (1)

Fy= ¢°0 + pufFy
ed, essendo
Fy = 2a,dudy + agedv® =
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Mg —Mty 5= = -
=20,y —122NL iy dy 4 (., )de
B + ()

sara :
(5) ‘;12 = V'PZ()\I o — >‘2 p,l)a,m,
sicché :
(49 b ! (4 + 2Bu + Cw?) =

“12

-1 1
Tt e — A ) g [AO‘ +im ) + 2B+ 1y ) (A + o) +
+ C0, + l*a;)z]

ossia :
(4)“!‘ ——-(A+2Bu+0u2)_.

a9”

Oyt pyw)? 12(A+2Bu+0u2)-

- PApe— Mgty Gy

L’ aspetto della formola a cui si & arrivati rende spontanea
I’idea d’introdurre coordinate omogenee sulla generatrice ponendo
u =ty :t;. Poichs

)\,+p.2u 1 . -
r=y+ur=1y -+ = ==
Mt pgw PO+ g0
L+
= (y + uz),
plAy "'rl-"1'“)
8 in virta di 1)
6) Y=p0y+ 22 , z=pY + 2

Posto al solito p = (yz), @ 1_) = p2p; le sostituzioni (2) di
prima specie non cambiano dunque il fattore delle coordinate delle
generatrici.
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~

Per definire come si trasformano ¢, ,¢,, & naturale porre la
condizione

Ly +lz=pltyy + 42).

Se ne deduce subito :

(6) u1s t1=)\1£;+ l"lg ’ t2=)\2t_1+("‘2-t;'
Ponendo nella (4) oy % = :—2 , essa si scrive ora semplice-
1

mente :

1
(4) q“““ -a—z? (Atf + 2Bt1 tz + Ct';) =

1

4 1 ) B3 7 =5
=0t — o) = (AU + 2B1, 0, +C4).
12

In particolare, posto p= 1, Ajpe — Ayp; = =+ 1, si vede che
la forma quadratica

@) %(Aﬁ + 2Bty ty + OF) = f( Z )= 1)

12

é impropriamente intrinseca, vale a dire, mutando il parametro v,
ed eseguendo la (6) y;, in cui (A, g — Ay p)2 = 1, essa non cambia
oppure cambia di segno secondo che A p, —Agp; =1 oppure
A e — Mg = — 1. Questa proposizione & essenziale nella nostra
teoria delle rigate. Al § prossimo se ne vedra un’altra dimostra-
zione, Lo studio della forma intrinseca f(t) e di j:@a;,% sard ese-
guito al § 35.
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§ 34 — Linee asintotiche, la forma bilineare intrinseca.

A) Linee asintotiche.

Le generatrici » =costante di una rigata formano un sistema
di curve asintotiche. Per breviti, indicheremo in questo Capitolo,
col termine asintotiche quelle dell’altro sistema (*), date dall’e-
quazione differenziale 2a,,du 4 ayydv==0 ossia

1) %+a+2bu+cu2=0.

L’ equazione (1) ha la forma di Riccati, ed il suo integrale
ha quindi la forma

A tpee
Aty

U = , o costante arbitraria.

Segue il teorema di Serret, che le asintotiche segnano sulle
generatrici punteggiate proiettive. Posto

_ kz‘l‘l"‘z"7
U=
At u

il punto y -4 wz descrive un’asintotica se u & costante. Cerchiamo
la corrispondente trasformazione delle coordinate omogenee ¢,,1,.
Posto u =1t,:¢,, la (1) diventa

tyl, —t1t, -+ aty + 2bt 8, + ol =0

che, introducendo un nuovo parametro o, posso scrivere nella
forma :

£ = (b4 o)t, +cty, ts=—at,+ (—b+o)t,.

(*) Con cio non escludiamo il caso che R sia una quadrica.
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Posto

=Nt 4 Ples ta=DNyt; oty

il precedente sistema deve essere soddisfatto dando alle ¢ valori
costanti qualunque, sicch® A, A, e p;, 1, ne sono due soluzioni
particolari. Supposto p =1, deve essere secondo le nostre conven-
zioni A, pe—Ayh; = + 1= costante. Se ne deduce subito =0,
cosicché :

@) f,=bt, +cly, = —at,—bt,.

Se R ¢é riferita alle asintoliche, 8 a =b=c=0. Se R non &
riferita alle asintotiche, vi si pud arrivare cambiando il parametro
col porre

U= )\2 + P'i
At g
e piu precisamente
) bo=hty Fpgle f=Dgl + oy

senza cambiare v e il fattore delle z; dove A\;, A, © |(, Ly SONO
due soluzioni del sistema lineare (2) scelte in modo che sia

(8) 1ie Ape—lhep=1.
Secondo il § precedente, sard poi
(3) tor Yy =My+hz z=py+p,z

Si considerino qui v, 2-1, [2 come variabili indipendenti; le
derivate parziali di ¢, e ¢, rapporto a v sono date da (2). Essendo

byt itz =4y + bz
si ha quindi derivando rapporto alla v sotto le ipotesi fatte

@® t13./+tzz.=t_1§/_,+t~2;’
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dove abbiamo posto
(5) y=y +by—az, z=2 +0y—bz

Introducendo le 3, z » le equazioni (11) del § 31 assumono
la forma piu perspicua
=—bytazty, 2 =—cy+bzt 2z,
= (B+)y+ Az 4 (8 —b)y +az,
2 =—Cy+(B—j)z—cy + (0 +b)z.

y!
(6) y’

Correlativamente, posto

_(5)bl-. “;i=71'+b7]—aC, E=t +eq—be,
si ha:
W=—bptaltn, U=—on+b+C,
(6) 7 = (B—jm— AL+ (6 —b)y +al
U==—0Cn— (B +j)t—en + ('+b)C.

Alle (6) e (6) y;, si associano le formole seguenti che seguono
subito dal § 31
Syn=20, Syl =0, Szq=0, Sz{ =0,
© . S@*r'; =0, S@C'= —a,, s.én = a4, 2L = 0,
Sym =0, Sy =ay,, Sen=—ay,, S2L =0,
Syn =0, Syt =0, Szq =0, 82 =0.

Notiamo pure qui le formvle
(6) quater (yz:"/;) =wa122 (nc;’]&) =(1)a“2
che si hanno subito dalle (4) § 31 e (5) § 32 e le formole

(M8) = o(g2), () = —o(yy), (¢6) =— o(z)

(6) quinquies

()= —o(), () =—w(w), ()= w().
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Queste ultime si possono dedurre facilmente dalle (6),, e

(6) quater- P. es., essendo

Smy = Sny = Sny=Sny = 0,

(1) =Myy) .
Ora

(ML) = — (qtnd) = — wa,,?,

.. . Syt Syt 0 a
(mel) =28(yy) @) =r| . | = P =hay?,
Syc SZ/C — Q39 0

sicché A =— o, ecc.

Continuando a considerare v, ¢,, ¢, come variabili indipen-
denti, deriviamo I’ identitd (4) rapporto alla ». Per le (6) si oftiene

ty |— (B +7')Z/+Az+6'y'}+t2[—-0y+(B——j)z+6’z:] =
— LR =G [~ B+ A0y +
=05+ B—7)+07]
e quindi per la (4) stessa
By +as] [ 00+ B—i| =
=T (B )+ 47] 4+ & |05+ (B—7)3).
Correlativamente
 [(B—in—at| +4 jon—B—ix | =

=§[(B—7i— 4T| +&[o7— B+ DE].
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Queste equazioni valgono anche senza 1’'ipotesi che i coef-
ficienti della sostituzione (3) siano soluzioni di (2), purché sia
Mg — Ay = 1. Infatti, 8§ essendo una tale sostituzione, &
chiaro che si possono trovare due sostituzioni 8,, S, della stessa
forma e con cofficienti soddisfacenti alla (2) e tali che S8 sia il
prodotto di S; e dell’inversa di 8,. Partendo da (4), lo stesso
si puo dire per la:

by + ty2 =t_1§—|— tz-z_
B) La forma bilineare fondamentale.

Indicando con t, T, e Ty, T, risp. altri valori di ¢, ¢, e ¢y, ¢y,
la forma bilineare

Sy + tzz‘)jn |@—im—at] + =, [On—(Bw)c“

non cambia per la sostituzione
h=Mb oty G =M T
- _ _ o Mpe—lep, =1
fp =Ny +paly, T=hT + T,
Per le (6) , la forma bilineare scritta sopra &

g [Atltl 4 (B -+ PlyTy (B — g, +- Otzrz] )

Piu precisamente, si trova che la forma bilineare

) f(tl 1

I
ly " Ty

) =f(t, 1) = ai [Atlrl + Bt Ty + tot,) + Oty +

2
12
47 (tyTa—1s "71)]

£ impropriamente inirinseca. Per cid che abbiamo provato, basta
dimostrare che: 1° essa non cambia introducendo un nuovo para-
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metro v al posto di v, 2° essa cambia di seguo per la sostituzione
h=—1, ty —-t2 che equivale alla y=—y, 2 =2, Ui =""]'
t=7TC, a;=—ay; e cid si vede subito dalle (6) 4, © (8) ;s del § 31
© (7) del § 32.

Dire che f(t,t) & impropriamente intrinseca, equivale eviden-
temente a dire che —7—2 & intrinseca e che la forma quadratica

@12
f(t) & impropriamente intrinseca, il che abbiamo visto, per tut-

t’altra via, al § precedente.

E spontanea la domanda: guale é ol significato geomelrico della
protetiivit definita sopra ogmi generatrice dalla relazione bilineare
f(t,t) =0°?

La relazione f({,t) =0 & intrinseca, ma non invariante; e
quindi non si pud caratterizzare con elementi dipendenti soltanto
dalla rigata R, ma occorre anche tener conto del fattore scelto
per le coordinate p=(yz) della generatrice. Per interpretare
geometricamente il fattore delle p, si pud considerare il complesso
lineare di coordinate p' :‘%. Questo complesso (variabile al va-
riare di v) contiene evidentemente la congruenza lineare speciale
delle tangenti di R nei punti della generatrice corrispondente.
Viceversa se facciamo passare, per ogni valore di », un complesso
lineare (non speciale) per la congruenza lineare delle tangenti di
R nei punti della generatrice corrispondente, si pud scegliere il
fattore di p in modo che il complessso scelto abbia per coordinate
le p', il che del resto non determina p che a meno di un fattore
numerico. Il complesso p’ contiene evidentemente tutte le generatrici
del secondo sistema di H (tangenti asintotiche di R) convenendo
chiamare primo sistema di generatrici di H quello cui appartiene
la generatrice corrispondente p di R. Invece due sole generatrici
del primo sistema di H appartengono al complesso p/, ciod p ed
un altra generatrice ¢. Dico che

©) g=(yz)

La retta ¢ essendo intrinseca [cfr. (4)],si pud supporre R
riferita alle asintotiche. Allora g =(y'2") e per le (10) del § 32:

) 2¢ =p" —06'p' + 2jp
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sicché ¢ sta su H. D’ altra parte &
Sqp" =8(y'?) [(yZ’) — (zy’)] =0,

¢. d. d. Osserviamo che I’ equazione (9) vale evidentemente anche
se R non & riferita alle asintotiche,

Considerando la retta ¢ come immagine del fattore delle p,
si arriva facimente al significato geometrico della proiettivita
f(,t)=0. Si consideri la rigata S generata da q; fissato v, si
costruisca il piano tangente di R nel punto t,y +t,z; nel punto
d’ intersezione di questo piano con la retta q, si costruisca il piano
tangente di S; U intersezione di quest’ ultimo piano con la retta p
é il punio ©,y + .2 corrispondente a t,;y+t,z nella protettiviia
f(t,r)=0.

Infatti 1’ intersezione del primo piano dell’ enunciato con ¢
essendo evidentemente ;9 + £,z , le (6) mostrano che 1’ interse-
zione del secondo piano dell’ enunciato con p &

b [—(B+ iy + 2] + [ — Oy + B—ip].
Ora
T, — (B4t —Ct

Ty, Aty - B—i)ty, | f(t, %), o d. d.

La quantita a’ ; essendo intrinseca, per vedere come si tra-
12

sforma per la sostituzione generale (1) del § 3, basta esaminare
D effetto della (3) del § 33. La (7) del § 32 mostra subito (si pud

~

per semplicitd supporre ¢ =c¢=b=0) che &

1

Q) F=i+ p(;

" ' _ -
) -{—6’%, Se u=u, V=0, T =0p%.

C) Congruenza flecnodale.

La congruenza generata dalle generatrici del primo sistema
delle quadriche osculatrici H si chiama la congruenza flecnodale
di R; una rigata qualunque della congruenza flecnodale si pud
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scegliere come la rigata delle rette ¢ disponendo del fattore arbitrario
delle p. In particolare possiamo scegliere il fattore p in modo che

g descriva una sviluppabile della congruenza flecnodale, per il

ché occorre e basta che la proiettivita f—(t_ ,©) =0 sia degenere,
ossia che sia soddisfatta la condizione

4C—(B+7)(B—7)=4C—B +7=0;

dalla (10) e dalla (4) del § precedente si ha

an (-pl-)—e( )+7+VB2 AC=0.

Le tangenti asintotiche nei punti flecnodali si chiamano
tangenti flecnodali di B e le rigate che esse generano si dicono
trasformate flecnodali di R. I punti doppi delle proiettivita f (¢, 7)=0
sono i punti flecnodali; applicando quest’ osservazione alle proiet-
tivitA f = O degeneri, si arriva alla proposizione di Wilczynski
che le due trasformate flecnodali di R sono le due falde focali della
congruenza flecnodale di R. Da cid appunto il termine di congruenza
fllecnodale. La congruenza flecnodale & quindi un caso particolare
delle congruenze con ambedue le falde focali rigate (che saranno
studiate al Cap. seguente).

Terminiamo questo § con un’osservazione relativa alle cor-
relozioni. Per passare da R ad una superficie correlativa, basta
sostituire m e ¢ alle y e z e quindi, per le (4),, e (5) del § 32
yezallenel Dacid si vede immediatamente che la forma
bilineare f(t, <) si cambia in —£(r,t) passando alla rigata correlativa ;
in altre parole, la forma quadratica f(t) cambia di segno, e la
quantita L2 non cambia.

@1a
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§ 35. — Normalizzazione delle coordinate delle generatrici

per superficie rigate a due curve flecnodali distinte.

4) Coordinate normali.

Per arrivare dalla forma quadratica intrinseca f(f) e dalla

quantita intrinseca aLé ad espressioni che siano anche invarianti,
12

occorre esaminare 1'effetto della sostituzione moltiplicativa = = p.
Abbiamo gia osservato che & (cfr. (4) quawr del § 33 e (10) del § 34)

44

A0, iﬁai[wp(%) +o £ 0

Le wvariabili ¢,,¢, della forma quadratica f(f) non sono com-
pletamente determinate; esse si possono sostituire, come sappiamo,

da t;,t,, dove

=Mt Fpalys lo=Dgl + oty hypp —hgpy==1;
se A —Agpqy=—1, occorre inoltre cambiare il segno delle
4, B, C. Il discriminante B2—AC di f(t) ¢ quindi intrinseco; e

U effetto della sostituzione moltiplicativa = px é

(1) b B2 —AC= ¢*(B*— AC).
Il segno
(1) ter € =Sgn(B2—AO)

di B2— AC ¢ quindi intrinseco ed invariante; cid & a priori chiaro,
essendo e=1 se le due curve flecnodali sono reali e distinte,
e=—1 se le due curve flecnodali sono immaginarie coniugate,

(*) B facile verificare che il valore di _—]: ¢ indipendente dalla scelta

all
particolare di .
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ed e =0 se le due curve flecnodali coincidono. In quesio § sup-
porremo e =1; é spontanea I idea di mnormalizzare il fattore
arbitrario colla swpposizione inirinseca ed invariante

@) B2 —AC =-.

Le coordinate p corrispondenti si diranno coordinate normali ;
la (1) ,;, mostra che le coordinate normali contengono un radicale
quarto; precisamente se p non sono normali, le coordinate nor-
mali sono

4
+ V| B2—AC | p.

Il segno delle coordinate normali non ¢ determinato; la scelta
di esso equivale, come sappiamo, alla scelta del verso positivo
sulle generatrici. Possiamo scegliere anche la variabile indipendente
v in modo sostanzialmente determinato, supponendo (in coordinate
normali) a;, = + 1, ossia

(3) —;— Sdp-dp = (yzdy dz) =wdv®, 0 =—+1.

(I1 segno w del resto non & invariante che rispetto a collineazioni
a modulo positivo).

La variabile » determinata da (3) a meno del segno e di una
costante additiva si dira 1’ arco protettivo della rigata. In coordi-
nate non normali &

wdv® = | B2 — AC| (yzdy dz).

B) Invarianti fondamentali d’ una rigata a linee flecnodali distinte.

Nei caleoli seguenti faremo uso di coordinate normali, as-
sumeremo 1’arco proiettivo come variabile indipendente ed inoltre
supporremo la rigata R riferita alle asintotiche. Le variabili ¢, ¢,
non sono ancora completamente determinate; fissando anche il

Py

verso positivo sulle generatrici, & ancora lecito di porre

t1=)\1‘_1+l’*1 t_z’ tzz)\zg‘l‘lkzg' Mpg—Apy =1
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(4) M> Agy Py Mg costanti;

se invece invertiamo il verso positivo sulle generatrici, dobbiamo
porre

th=hby 4 palyr ta=Daly +ugly, Mpp—lgp =—1
4) vis My Agy W, o costanti ;

o di piu, cambiare il segno di A,B,C. La quantitd j corrispondente -
alle nostre ipotesi & intrinseca ed invariante; la forma quadratica

®) ' f()) = A& 4 2Bt 1, + Ct2

a discriminante B* — AC =¢ & impropriamente intrinseca (cam-
biando di segno, se si inverte il verso positivo sulle generatrici)
od invariante; e fali sono pure le forme

f(t)=4'8+2Bt,t,4 C't},
(5) e /"()=A" 8+ 2B t,t, +C"

dove gli apici indicano derivate rispetto all’ arco proiettivo v; perd
con U avvertenza che f (t) cambia di segno anche se si inverte il verso
positivo dell’ arco protettivo. Essendo a=b=c=0, R ¢é ben determi-
nata, a meno di collineazioni, date f(t) e j in funzione di v; (se si
vuole determinare B a meno di collineazioni a modulo positivo,
bisogna conoscere anche il segno w). Osserviamo ancora che pud
essere B2— AC =0 per qualche generatrice particolare; tali gene-
ratrici sono da escludersi come singolari, se si fa uso di coordinate
normali e dell’arco proiettivo.
Derivando la (2) si ottiene :

AC' 4+ CA'—2BB =0;

le forme quadratiche f (f) e f' (f) sono quindi consugate ; © due puntt
(5)ior Che somo definiti da f (t)=0 sopra ogni generatrice sono co-
niugati armonici rispetto alla coppia dei punti flecnodali e 8i diranno
punti armonici della generatrice; essi descrivono le due curve
armoniche di B. Se ne vedra pilt avanti un significato geometrico;
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un significato pit semplice sard dato al § 37. Il risultante delle
forme f() e f'(¢)

4 (B2 —AC) (B?*—4'C")—(AC' 4+ CA’ —2BB')?
si riduce, in virtt di (2) e (5), a 4ch, dove
(6) h=B2_A'C

6 intrinseco ed invariante; si vedra fra poco che é h= 0 allora
ed allora soltanto che R possiede una refta direttrice. La quantita

A B ¢
(7) k=| 4 B ¢
AII BII CII

& vmpropriamente intrinseca ed invariante, ma cambia di segno
anche invertendo il verso positivo di ». Si vedra al § 37 che ¢
k=0 allora ¢ allora soltanto che R appartiene ad un complesso li-
neare; in parlicolare se h =0, é anche k= 0. Cid si pud verificare
con facile calcolo. Infatti

A B (¢ ¢ —2B A
2k2=| A’ B (' ¢ —2B" 4 =
AII BII GIV 0/' — 2B” A'!

—2(B*2—A0) AC'+ CA'—2BB'  AC" 4 CA" —2BB"|
AC' +CA'—2BB —2(B*—A'C") A'C"4C'A"—2B'B”
AC"'+CA"—2BB" A'C"4C'A"—2B'B" —2(B'"2—A4"0")
—2c 0 2h
== 0 —2n —n =0,se h=0.
2h —K —2(B"—A4"C")

I

Dalla (5),. segue per un noto teorema d’algebra (o se si vuole
di geometria proiettiva) che, se e=—1, h=0. Dimostriamo il

TEOREMA FONDAMENTALE :

Se h$0, cioé se R ha curve flecnodali distinte, e non possiede
nessuna retta diretirice, la superficie R é determinala a meno di colli-

Fusint e CucH, Lexioni di Geometria proisttivo-differenxials. 14
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neazioni, se si conoscono e=—+1, h+0,k, j in funzione dell’arco
proiettivo v; ma affinché R esista, deve essere h™>0 se e= —1,
Basta vedere che la forma quadratica f(f) ne & ben determinata a
meno di sostituzioni della forma (4), (4),,. Per fissare le idee,
supponiamo e =1, h>>0; il lettore vedra da s& che il teorema vale
anche per e=—1, h=>0, e per e=1, h<{0. Il dare 4 e k equi-
vale a supporre soddisfatte per un walore iniziale v=v, le

(8) B*—AC=1, B*—A'C'=h, AC' 4 C4’'—2BB =0,

e dappertut'o le equazioni ottenute derivando

© AC" + CA" —2 BB" = 2h,
N A0 + CA"—2BB"— ——h',

oltre alla
AB
A'B

AC

(111 ” - B” — k .
o+ o] o
Le (9) si possono risolvere rispetto a 4", B”, C"'; infatti il

loro determinante vale

AB| |C —2B BC | |—2B 4 '
A'B | |0 —2F BC | |—2B 4 4'0"| OA’ -
A BC C —2B A
ABC| | —2B 4

—2(B*— 4C) AC' + CA’'—2BB’

— — 4bh.
AC' 4 CA—2BB  —2(B® — A'C) 1

Le (9) determinano dunque completamente le 4, B, C appena
siano date #>0, & con I’ unica condizione che i wvalori inizial
soddisfino alle (8). Noi possiamo con una delle trasformazioni (4)
portare i valori iniziali delle radici di =0, f = 0 (reali per ipo-
tesi) in un gruppo armonico prefissato a piacere, p. es. le radici di
f=0 nei punti u=0,0, quelle di /=0 in =1, —1. Sara
inizialmente

A=0=0, B=0, A+C=0
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sicche le (8) danno
B2=1, A?=nh,

e abbjiamo quattro gruppi possibili di valori iniziali e ciod
ot =24t FO=VEE—H),
2 fO)=—2t [O=VhE—1B)
8 f)=2ut, [ O=—VrE—1)
£ fl)=—20t, [O=—Vh{E—4)

per v=17,.

Ma tutti questi casi sono equivalenti per le nostre trasforma-
zioni (4) e (4),; infatti da 1° per es. si passa a 2° ponendo tl_
=1t,, t,=1, e cambiando i segni, a 3° ponendo ty= —"51, ty = t,
e cambiando i segni, ed a 4° ponendo tl_tz, t, = — t,. Pertanto
considerando non distinti due sistemi di valori di 4, B, C che si
deducono I’uno dall’altro con una delle trasformazioni (4) o (4)y; ,
le 4, B, C sono completamente determinate dalle equazioni diffe-
renziali (9) e dalle condizioni iniziali (8), e¢. d. d. Dimostreremo
al § 38 che il calcolo si pud fare in modo che non si abbia ad
integrare che un’equazione di Riccati.
Supponiamo invece h=0. Dimostreremo:
Se h =0, una delle radici t,:t, di £(t)=10 ¢ costante, e una

\

delle linee flecnodali é una direttrice rettilinea. Infatti si pud porre:

f(t)= f(::) = 2(oqts—oaty) (Brfe—Bot)

sicche

f)y=2 (orta—asty) Brts— Pat)) + 2(oyta— anty) (Bl 1 — Bsty)-

Abbiamo visto sopra che &, in virta di =0, /' (Zl>=0 op-
2
! Bl . O . :
pure f 6) =" sia p. es.

f (:i) = 2 (o B —02By) (o o — dp a{) =0,
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Ma (B, —ofi)’= ez 0, sicch® a; oy — o ;=0 ossia a;: sp=
= costante.

Per un momento escludiamo il caso che tutte le due radici e
quindi per la (2) anche tutti i coefficienti di f siano costanti; al-
lora a;:0, & reale sicch® e=1; e con una trasformazione (4) si pud
ottenere che sia a; = 0 ossia C=0. La linea f =0 generata dal
punto z & quindi flecnodale ed asintotica e dunque retia. Cio si
verifica facilmente. Infatti, se a=b=c=0C=6"=0, la seconda
delle (11) del § 31 si riduce a

re

2’ = (B—j)z,

sicché fra le quattro coordinate z vi sono due relazioni lineari a
coefficienti costanti. Supposto ¢ =0, la (2) da

10) B=go=+1,
sicche

f(&)=t, (At + 20ty).

Le trasformazioni (4) che non cambiano 1"ipotesi ¢ =0 sono
- - T .
=Nty ty=pt + th, (A, . costanti, A$0).

Sostituendo in f(¢) si ottiene
fO)=t(d% +201),
dove
A= AN+ 20\

Delle trasformazioni (4)ws non occorre che considerare una
sola, p. es. la

=1t b= —Iy

seguita dal cambiamento di segno di f, che da

L3

T —f(y=t(— 4% +20k).
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Si vede dunque che tanto il segno o quanto la quantita

AII
(11) D= T
sono intrinseci ed invarianti, e che quindi:

2° TEOREMA FONDAMENTALE :

Una rigata R con una sola retta direttrice e con un’altra curva
flecnodale mon retta, ¢ determinata, @ meno di collineazioni, date
s=-11, D e j in funzione dell’ arco proiettivo.

Resta il caso che tutti i coefficienti di f(¢) siano costanti. Il
ragionamento che precede mostra che R possiede due rette direttrici
distinte, real: o immaginarie se¢ i coefficienit della f sono costanti.

E evidente il teorema: Una rigata R con due reite direttrici di-
stinte, cioé apparienente ad wuna congruenza lineare mon speciale &
determinaia a meno di coll:neazioni conoscendo e=—+1 e j in fun-
zione dell’ aico proiettivo v,

- L’osservazione fatta alla fine del § 34 permette di indicare
subito I’effetto del passaggio da R ad una superficie correlativa.
Se #$0, &, b e j non cambiano e k cambia di segno. Sarebbe
facile dedurre senza calcoli che £ =0 & la condizione perché la
rigata appartenga ad un complesso lineare. Se k=0, ed i coef-
ficienti di f(tf) non sono tutti costanti, D e j non cambiano, muta
invece il segno 7. Infine una rigata appartenente ad una con-
gruenza lineare ammette sempre correlazioni in seé.

C) Alcune applicazioni geometriche (*).

Terminiamo il § con I interpretazione geometrica delle coordinate
normali. Per quanto abbiamo detto al § 34, basta interpretare la

(*) Le quadriche W, e W, e le rette ¢, ® g, che qui definiremo furono
introdotte per la prima volta da Cech nella memoria: « Projektivni geometrie

peti soumezny:ch mimobezek » (Géométrie proiective de cing droites infiniment
voisines) nelle Publications de la Faculté des Sciences de 1’ Université Masaryk,
1921, n. 4.
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posizione della retta ¢ corrispondente [che diremo generatrice prin-
cipale di H (*)]. A tale scopo determiniamo, per un valore fisso
di », il luogo dei poli della generatrice corrispondente rispetto alle
coniche osculatrici delle asintotiche. Per 1 asintotica generata da
z=1y 4 uz il polo della generatrice &, secondo il Cap. III § 26

a‘.’.
dlog -2
g'(

4z, — p»

z,

Essendo Fy==a,7dv? sard [(8) del § 31]
ap=1, y=A + 2Bu-+ Cu?,

a’lzz
dlog - A 42B'u-C'u?

g =4 T T o ()

4z, —

Posto al solito uw=1t,:¢,, il polo della generatrice p rispetio
alla conica osculatrice dell’ asintotica t,y -+ t,2 €

{12) 4fO MY +62)+ @)ty +te2).

Per fissare le idee si supponga h=0. Le forme f(f) e f (¢)
sono allora prive di fattor comune sicché: Fissato v, il luogo dei
poli della generatrice corrispondente di R é una cubica sghemba C.
Le generatrici del primo sistema di H sono bisecanti di C; in par-
ticolare, la generatice p di R interseca C mei punti flecnodali. La ge-
neratrice principale q di H interseca C in una coppia di punti ar-
monica rispetto alle tangenti flecnodali. Le generatrici del secondo
sistema di H che passano pei punti d’ intersezione di q ¢ C incon-
trano p met punti armonici d: p. La retta p e la cubica C sono la
base di un fascio di quadriche, al quale appartengono due coni i cui
vertici sono rispettivamente nei due punti flecnodali; & notevole la
quadrica del fascio coniugata armonica di H rispetto ai due coni del

fascio, che & quindi <l luogo delle rette che congiungono i poli della

(*) La rigata generata da ¢ & quella che il Wilczynski chiama rigata
principale della congruenza flecnodale,
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generatrice p rispetto alle coniche osculatrici delle asintotiche che pas-
sano per ¢ diversi punti X di p ai punti coniugati armonici di X
rigpetio ai punti flecnodali; tale quadrica sara indicata con la lel-
tera ' W,. Incontreremo la quadrica W, ai Cap. IX e X nello studio
delle corrispondenze X e delle quadriche di Moutard. Poste per un
punto generico dello spazio

(13) 2= M+ pe+ My +p2

e riguardando A, i, A, i, come coordinate di z in un sistema di
riferimento dipendente da v, si trova facilmente che I’ equazione di
W, 8

(14) 4[4 + B0+ M) + Cpsy ] — (433 + 2B\, + O'N3)=0.

Correlativamente, il piano polare di p rispetto al cono oscu-
latore dell’asintotica t,y}t,z &

(12)y;4 41 () (6 4+ 68) + 1 ()t +£:8).

11 fascio di piani di asse p e I’insieme dei piani che si ottengono
da (12) ,,, al variare di ¢ ,¢, sono la base di una schiera di qua-
driche. Indichiamo con W, la quadrica della schiera coniugata armo-
nica di H rispetto alle due coniche della schiera. Essendo § un
piano generico dello spazio, posto

(13) b E=M 4 pl+ N7+ U

in coordinate A, w, A;, u, [diverse da quelle definite da (13)]
I’ equazione di W, & la stessa (6). ‘ _

Se R possiede una retta direttrice, la cubica C si spezza in
tale retta ed in una conica che interseca la retta direttrice nel
suo punto d’incontro con la generatrice principale di H. Se R
possiede due rette direttrici, C si spezza in queste due rette e nella
generatrice principale di H. Cio si vede immediatamente dalla (12).
Ometto pure le facili dimostrazioni delle osservazioni seguenti: Le
quadriche W, e W, sono polari reciproche tanto rispetto ad H,
quanto rispetto al complesso lineare osculatore (§ 37) di R. Se R
appartiene ad una congruenza lineare, W, e W, coincidono. In ge-
nerale, W, e W, si toccano lungo p, ed hanno in comune duc
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generatrici dell’ altro sistema che escono dai punti armonici. Le due
generatrici di W, passanti per un punto flecnodale di p (una delle
quali & appunto p) sono coniugate armoniche rispetto alla tangente
flecnodale (tangente asintotica nel punto flecnodale) e la tangente
alla curva flecnodale.

Qualche importanza ha pure quella generatrice ¢, del primo
sistema (cui appartiene p) di W; che interseca C in due punti
coniugati armonici rispetto a quelle generatrici dell’ altro sistema
che escono dai punti flecnodali di p; la definizione di tale retta
essendo anraloga a quella di g, la diremo generatrice principale di
W,. Un facile calcolo da

(14) @1=(4'C'~ B)(y2)+4(A'C~ BB')(y') - 4(AC' - BB) (zy/) +
+4(BC'- CB')(yy')+4(AB' - A'B)(22')4-16(AC - B?) (y'?’).

Correlativamente si definisce la generatrice principale q, di W,,
le cui coordinate sono

¢,=(A4'C’ — B'%)(yz)+4(AC" - BB')(y2') - 4(A'C - BB')(zy") —
B — 4(BC’-0B') (yy')-4(AB’- A'B) (22')+16(AC - B?) (y'?').
B dunque
9, + g5 + 2hp + 32¢g = 0:
le due coppie di relle p, q; q;, Qo appartengono ad una schiera

rigata e si dividono armonicamente. Se h= 0, q, q, ¢ q, kanno
un punto comune sulla direttrice di R.

§ 36. — Normalizzaziore delle coordinate delle generatrici
per superficie rigate a curve flecnodali coincidenti.

A) Determinazione di queste rigate per mezzo di invarianti.

Qui vogliamo studiare il caso, escluso al § precedente, che
sia identicamente B?— AC=0. Il discriminante di f(f) essendo
nullo, si ha
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) f( 51) = oo, ty— ay )2 = o(at)?, o="11,

2

il segno o dipendendo dal verso scelto come positivo sulle gene-
ratrici di R. Per scegliere in modo intrinseco e invariante il fat-
tore arbitrario di p o, cid che & lo stesso, di f(#), il procedimento
del § 35 non si applica piu. Escludiamo dapprima ¢ caso che l'unica
curva flecnodale oy + 0,z sia refta ; in tal caso, come vedremo
al § prossimo, la rigata apparterrebbe ad una congruenza lineare spe-
ciale ; riferendo R alle asintotiche supponiamo dunque che o, : o,
non sia costante, sicché il determinante

ay oy — ag o= (aa)

g
<

particolari ; noi le escluderemo coms singolari. Poniamo

sarda —— 0. Del resto, pud essere (aa’) = 0 per delle generatrici

2) 0 =sgnlaa’) , 8= +1+1;

sicche (efr. 1a (1) § 35) & & intrinseco (non dipendendo neanche del
verso positivo sulle generatrici) ed invariante, ma dipende perd-
dal verso positivo del parametro ». Per scegliere in modo deter-
minato il fattore arbitrario di f(!) basta supporre

3) (aa’y = 8.

Le coordinate p corrispondenti a (3) e a 6 =1, che sonc
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