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I. Uvod.

1. Ciselna osa. Uvahy, které budeme provadéti v této knizce, jsou
sice vétSinou aritmetické, ale asto se daji dob¥e objasniti geometricky.
Proto za¢neme znimym geometrickym zndzorfiovanim é&isel na piimce.
Primka, na které si zndzorfiujeme ¢&isla, jmenuje se ¢iselna osa.
Volime ji obyéejné ve vodorovné poloze. Abychom si na ni mohli zna-
zorfiovat ¢isla, musime si zvolit uréitou jednotku délky a uréity bod
piimky, kterému se dasto ¥ikd poéitek. Poditek ndm znazoriiuje
&islo 0. Cisla vétsi nez nula neboli ¢isla kladn4 jsou zndzornéna body
lezicimi napravo od poéétku, ¢isla men3i neZz nula neboli éisla z4-
pornd jsou znidzornéna body lezicimi nalevo od poditku. Kladné
¢slo 4-c¢ je znidzornéno bodem, ktery leif napravo od pocatku ve
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vzdalenosti ¢ jednotek délky od poditku; zaporné ¢islo —-¢ je zndzor-
néno bodem, ktery lezi nalevo od pocatku ve.vzdilenosti ¢ jednotek
délky od poéatku. V obr. 1 jsou znazornéna é&isla 0, 1, Vﬁ: —VZ 2, —2.
ProtoZze vlastnim pfedmétem naSich vivah nejsou body, nybrZ éisla,
a protoZe body na &iselné ose jsou pro nis pouze obrazy &isel, neni tieba
prili8 ostfe rozlifovati mezi &islem a bodem, ktery je obrazem &isla.
Proto mluvime kratce na pf. o bodu V_I'}_nebo o bodu ——VEmisto 0 bodu,
ktery je obrazem éisla'vg- nebo ¢&isla —V-2— Tedy misto ,,pocatek"
miZeme také Fikat ,,bod 0.

Pro ¢isla, kterd zde midme na mysli, tedy pro nulu, ¢éisla kladnd
a ¢fsla zdpornd, uZivime souhrnného nazvu éisla redlnéa. Nulu ne-
pocitaime ani mezi &isla kladnd ani mezi &isla zdporna.



Zvolne si dvé redlna ¢isla r a s; budii tfeba r mendi ne s, cok
piseme 7 < s nebo s > r. Na ¢&iselné ose lezi bod r nalevo od bodu s.
Body 7 a & omezi na Siselné ose jakousi usetku U. V aritmetickych
Gvahich, pfi kterych body zastupuji isla, uZivd se oby&ejné misto
slova tusetka slova interval. Interval U oznadujeme obycejné
symbolem :

ir o),
t. j. napiSeme obé& &isla 7 a s za sebou (menai napfed), oddélime je
¢érkou a celek dame do tihlové zavorky. Do intervalu {r, 8) poditame
také oba body r a & samy; o ostatnich bodech intervalu ¢r, 8) pravime,
Ze lezi uvnit# intervalu (r, 8). Tedy z leZi v intervalu (r, ), kdyZ

r<xz<s
a z le3f uvnitf intervalu {r, 8>, kdyi
r< a: < 8.

Délka intervalu {r,s) neboli vzdilenost bodu r od bodu ¢ se rovna

(s —7) jednotkam délky; ale ponévadZ jednotku délky si myslime

jednou pro vidy pevné zvolenu, miZeme kratce Fikat, Ze délka inter-

valu {7, 8) je &islo s —. ' '

Cvideni 1. Jakou vzédjemnou polohu maji intervaly (r;, 8,> & {75, 8y),

kdyz
Da=1y2)8 <1y 3) sa=1r;; 4) 815 B) 1y <7y, 8= 8y,
6) 1 <r<s <y Trn<r<s<s!?

2. Nerovnosti. Pocetni pravidla pro &tyfi zdkladni podetni vy-

kony, na pf.
a+b=2>b+a, ab= ba, a(d + c) = ab + ac,

a.0=0,a.1=1, %-—:—;—=%, a,—(b—c):a——-b-f-‘G,.
jsou vam asi dobfe znama, ze stiedni Skoly. Méné dobfe jsou vim asi
znéma poletni pravidla, jimi% se ¥di poditiéni & nerovnostmi.
Zakladni pravidla o nerovnostech jsou piesné vyslovena a dokézé,na
v odst. 14 mé knizky Co jea naé je vys¥ matematika? (Cesta k védéni,
svazek 20). Odkazy na tuto knizku budu zde &initi ndkolikrdt; proto ji
budu citovati zkratkou VM. .



Protoze pravidla o nerovnostech jsou zde pro nds dulezitd, budte zde
radéji znovu uvedena. BéZi v podstaté o Styfi pravidla; nebudeme je zde
aritmeticky dokazovat — to bylo provedeno ve VM — ale zndzornfme si je

‘na ose ¢iselné. Ze &fslo 7 je mensdi nez &fslo s, to se jevi na &fselné ose tim,
Ze bod r je nalevo od bodu s.

Zvolme si néjuké ¢&islo ¢, tfeba kladné. Prifadime-li ka¥dému éfslu x
¢islo f(z) = x + ¢, posine se kaZdy bod z polohy z do polohy f(z), kterd
lez o délku ¢ napravo od polohy z. Je-li bod a nalevo od bodu b, je zFejmé,
%e také polinuty bod f(a) je nalevo od poSinutého bodu f(b). Aritmeticky
fedeno, je-lia < b, je takéa + ¢ <-b + c¢. Je-li &islo ¢ zdporné, pak lezf bod
f{x) = = 4+ ¢ 0délku | ¢ | nalevo od bodu z. Je-li zase a nalevo od b, leZi
opét polinuty bod f(a) nalevo od poSinutého bodu f(b), t. j. i pti zaipomém
¢ muZeme z nerovnosti @ < b soudit na nerovnost @ 4+ ¢ < b 4 ¢. Ze tak
miZeme &initi i pro ¢ = 0, je iplné samoziejmé. Nevime.li, Ze a << b, nybrz
]en ponekud méné, totiz Ze a < b, pak miZeme souditi, Zea+c <b+e,
pri dem? zase je ¢ tiplné libovolné é&fslo.

Poznali jsme nézorny obsah prvniho pravidla o nerovnostech: v ne-
rovnosti smime na obou stranéch prié¢isti stejné éislo.

Zvolme si nyni kladné éfslo ¢ a predpoklddejme napfted, Ze c je vEtai
ne% 1. Prifadme kazdému é&islu z éfslo f(z) = z . ¢. Je-li z napravo od pocét-
ku, je také f(z) naprave od poldtku, je-li x nalevo od poéitku, je také f(x)
nalevo od podstku. Ale v obou pripadech je vzdilenost bodu f(z) od poddtku
vétdi, a to c-krat vétf, neZli vzdilenost bodu x od potdtku. Nahradime-li
kazdy bod x bodem f(z), zméni se vzhled éiselné osy tak, jako bychom ji
pozorovali zvétSovacim gklem, které zvétSuje v poméru ¢ : 1. Je-li nynf bod a
nalevo od bodu b, pak i pod zvétiovacim sklem se jevi @ nalevo od b, t. j.
z nerovngsti ¢ << b miZeme souditi na nerovnost ac < bc. Je-li kladné
¢éfslo ¢ mendi ne% 1 a je-li zase f(z) = z . ¢, tu se nyni vzdilenosti od poédtku
zmenSuji v poméru ¢ : 1 a zase miZeme z nerovnosti @ < b souditi na ne-
rovnost ac < be. Ze tak miazeme é&initi'i pro ¢ = 1, je tiplné samoziejmé.
Poznali jsme nizorny obsah druhého pravidla o nerovnostech: v nerovnos-
tia < bsmime na obou strandch ndsobiti ste] nym kladnym éislem.
Je-li dina méné ostrd nerovnost a < b, miZeme pl‘l kladném ¢ souditi na
méné ostrou nerovnost ac < be a tentokré.te je to soud sprévny
i proc=0.

Pritadme katdému ¢fslu z éislo f(z) = — =z. Je li z napravo od poédtku,
je }(z) nalevo od poédtku; je-li  nalevo od potitku, je f(x) napravo od
poédtku. V obou piipadech je f(x) stejné daleko od poddtku jako z. Tedy
/() vznikne z z pfeklopenim kolem poéitku. Je-li nynf bod a nalevo od
bodu &, je pfeklopeny bod f(a) napravo od pfeklopeného bodu f(b), t. j.
z nerovnosti ¢ << b miiZeme souditi na nerovnost —a > — b. Ze slabsi ne-
rovnosti ¢ < b soudfme zase na slabf nerovnost — e > — b. Tim jsme po-
znali tfet{ pravidlo o nerovnostech.



Kdy? ka?dému kladnému é&islu z pfitadime kladné é&fslo f(x):ﬂ%,
pek souéin z. f(z) je stéle roven jedné. Zvét§fme-li ¢initele x, musi se druhy
dinitel zmensSit, aby soudin zistal nezménén. Proto z nerovnosti 0 << a < b

. - 1 1 - .
muzZeme souditi na nerovnost 0 << 7 < = To je ¢tvrté pravidlo o nerov-

nostech.
_ Podle nasich pravidel o nerovnostech muZeme FeSiti nerovnosti podob-
né, jako se na stredni Skole fesf rovnice. Méjme na pf. nerovnost

z+7<3x—35. (2-1)
Na obou strandch smime pfiéfsti 5; dostaneme
- z+ 12 < 3z; 22)
na obou stranich smime priéfsti — z; dostaneme
12 < 2x; (2-3)
na obou stranich smime nésobiti kladny m éfslem 4: dostaneme
6<z (2-4)
neboli
z > 6. (2-5)

Obrécené ze (2:5) muZeme souditi na (2:4); ve (2-4) miZeme na obou stra-
nich ndsobiti kladnym é&islem 2 a dostaneme (2:3); ve (2-3) miZeme na
obou strandch piiéisti z & dostaneme (2-2); ve (2-2) miZeme na obou stra-
ndch priéfsti —5 a dostaneme (2-1). Tedy (2-5) je FeSeni nerovnosti (2-1).
Cvideni 2. Redte nerovnost
a)2@z—4)+4(z+5) <32z + 8); -
b) 5(z—T7)+ 10 >2 (x4 7); .
2z —1 z+3 _3z—5,
O~ <5
2(z—4) 2z—3 4z+1
g1 -z ‘T
3. Posloupnosti. Posloupnost ¢&isel dostaneme, kdyZ kazdému
celému kladnému n piifadime podle néjakého zikona uréité &islo a,:

jednotliva &isla - -
@, @y, Ay, -.. (31)

d)

nazyvame élen y posloupnosti (2, je prvni ¢élen, a; druhy atd.). Na
stfedn{ Skole se misto slova posloupnost n&kdy uziva slova fada; ale
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ve védecké literatufe prevldda vyraz posloupnost. Cleny fady byvaji-
2
diny obecnym zikonem; je-li na pf.a, =1 ——1—;—, pak prvnich 5 ¢lenu

posloupnosti (3-1) je _

g" '5: _'5’ —1, — 157'
Casto byva posloupnost ddna rekurentn&, to znamens, Ze je dan
piimo prvni élen (nebo nékolik poditecnich élenid) a potom je din
pfedpis, jak poéitati nasledujici élen na zakladé pfedchazejicich. Na
pf. rekurentnim pfedpisema, = 1,a,,, = (n + 1) @, je urtena zndmd,
posloupnost faktoridla (a, = n!).

Jsou-li déna dvé éisla a, d, pak posloupnost uréend rekurentnim pied-
pisema, = @,a, 11 = @, + djet.zv. aritmetickd posloupnost s konstant-
nf diferenci d. Jsou-li dina dvé éisla a, g, pak posloupnost uréend reku-
rentnim predpisem a, = a, @, ;1 = a.q je t. zv. geometrick4 posloupnost
s konstantnim kvocientem q. Aritmetické a geometrické posloupnoqtl se
podrobné probiraji na stiedni Skole. Znéte asi vzorce

an =0, + (n —1)d, a, = a,g" !
Pro obecny ¢len aritmetické a geometrické posloupnosti. Znate také vzorce
pro soudet prvych n &lenu aritmetické a geometrické posloupnosti. Prvy
z nich nebudeme poti"ebovat; druhy zni v ph’pa.dé a,=1:

l+g+¢+ ...+ g 1= _——T 3-2)

Vzorec (3-2) plati oviem pouze pro ¢ & 1. D4 se dokdzati vSelijak, na pr.
tak zvanou indukef. Pfi dukaze indukci se napfed piesvédéime, Ze je
vzorec spravny pro n = 1 a potom z pfedpokladu, Ze vzorec plat{ pro uréité
n, odvodime, Ze zhstane v platnosti, i kdy? misto » mdme n ++ 1. U vzorce
(3-2) pro n = 1 smysl levé strany je ¢islo 1 a také prava strana m4 hodnotu 1.
Plati-li vzorec (3-2) pro uréité =, jest '

I+ g+ @+ @ =0+g+g+ . +g )+ =
_=1 ¢"g—=1)_ ¢—14g"*'—g" g*+t1—1

q—1 qg—1 q—1 qg—1

takZe vzorec plati i pro n + 1.

Cviceni 3. T. zv. Fibonacciova (¢ti Fibonaéiova) posloupnost je ddna
rekurentnim pfedpisem @, = 0, a, = 1, aq 2 = a, + @441 Napilte prvych
dvacet &leni posloupnostit Déle dokaZte vzorec

Ap8n + Q4183 +1 = Qg+ n (3:3)
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a z ného odvodte, Ze souCet Gtvercit dvou sousednich élend Fibonacciovy
posloupnosti je zase ¢len téZe posloupnosti. Pfesvédéte se o tom v prvych
deseti pripadech!

4. Aritmetické a geometrické stfedy. Aritmetickym stfedem
prvych n &lend posloupnosti (3-1) rozumime &islo

a1+aa+---+a'7. (4°1)

by = p

Cviéeni 4. DokaZte, %e b, je nejvyd rovno nejvétdimu a alespon nej-
.mensfmu z ¢isel @, a,, ..., a,.

Véta 1. KdyZz a, < a, < ay < ..., pak je také b, < b, < by < ...
Dikaz. Jest a, < @y, 02 < @y, ..., G, < By, tedy

(@, +a; + ... + a,) < na, ..
Pritteme-li na obou stfanéch n (ay + a; + ... + a,), dostaneme
4+ 1)y +a,+...4a,)<n(ag+a + ... +64,4)
Nésobime-li na obou stranich kladnym é&islem 1 : n (» 4 1), vyjde
a + a3+ ... +a, a1+a,+...+a..+1' ‘
n ' < n+ 1 -
Cviéeni 6. KdyZ a, > a, > a, > ..., pak je také b, > b, > by > ...
Cviéeni 6. BudiZ ¢ > 1. Ve vété 1 volte a,, = ¢™—! a dokaiZte, Ze

¢—1 _¢—1_¢—1
1 < 3 < 3 < ...
Cviéen{ 7. BudiZ ¢ > 1. Ve cvideni 5 volte a, = g—™—1) a dokatte, %6
g—1 ¢—1 ¢ —1
> >
q 2~ 3¢ ,
Budiz a, > 0 pro véecka n. Geometrickym stfedem prvych
n ¢lend posloupnosti (3-1) rozumime kladné é&fslo

> ...

Cn = Vala, .er Gy (4-2)
Ve zbytku tohoto odstavce je a, > 0.

" Cviéeni 8. DokaZte, Ze c, je nejvy3 rovno nejvétiimu a alespon rovno
nejmensfmu z &isel a,, ay, ..., Gy. ‘

Cviéeni 9. KdyZa, < a, <ay < ... pak také¢, < ¢y <3< ..
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Cviéeni 10. KdyZ a, >a, >a; > ..., pak také ¢, >c, >¢; > ...
Véta 2 (t. zv. véta Cauchyova).*) Jest

- Vae, el < “1+"2“‘*;~---+a..,

Diikaz. I. Nejprve dokazeme, %e (4-3) plati pro n = 2. Jest (|/a, —
—Vag) >0, t. j. a,— 2}ara, + a, > 0, tedy a, + ay > 2}/, neboli

(4-3)

+ _
ath = V a5
II. Pfi uréitém n pi‘edpokléde]me, Ze platf (4-3), tedy také
—_— _a a ... ta
Van+lan+2---azn£ ”+1+ "+:+ ¥ O (4:4)

a dokaZme, Ze je potom ¢y, < bsj,, neboli, Ze platnost vzorce (4 3) se zachové,
piSeme-li v ném 27 misto n. Je viak

2n . n
cg,,=Va1a2 By Oy 1 10p 42 .- Aoy =— VVala,z cee a,, . Va,,+1a,.+g ce. G2y,
tedy podle (4-3) a (4-4)
! oom < a+ay+ ...+ an an+l+an+2+ -t ase
n n
Napravo ‘méme geometricky stied dvou éisel, ktery podle odst. I je nejvya
roven aritmetickému stfedu tych% éisel. Tedy

C‘Znég(al +a,+ ...+ a, + a1+ Catz+ ... + azn) — by
n ) on
II1. Z I & II ndsleduje indukei, Ze (4:3) plati, je-li éfslo » mocninou

dvojky. Je-li nynf n libovolné, zvolme & tak, Ze = << 2% a viimnéme si 2F
kladnych &isel

a’l) az; ] am cm cm . "!ﬁl‘
(2F — n)-krit
Vime, Ze geometricky stied téchto 2* &isel je nejvys roven jejich aritmetic-
kému stiedu, t. j. Ze
ok
Y— T tag+ ...+ a 2F — ) c.
Vosas .. an. e ng BT Bt +2»'+( o (45)

Aviak g, ... a, = c,", tedy aya, ... a, . c,.*'—" = .2, takze ve (4-5) na-
lovo ]e cfslo ¢y Tedy '

‘) Cti KoSiova.
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2%, < ay+ A+ ...+ Ay + (2E—n) cp,

takze
nen < @y + ay+ ... + a, = nb,,
tedy ¢, < b,.
Cviéeni 11. Proberte znovu dikaz véty 2 a dokaite, Ze ve (4-3) plati
znameni rovnosti pouze tehdy, kdyZ vSecka éfsla a,, By o On si jsou rovna.

5. Limita posloupnosti. NejdileZit€jdi posloupnosti jsou konver-
gentni posloupnosti. Pravime, Ze posloupnost (3-1) je konvergentni
a Zze ma limitu «, coZ piSeme

lima, = «, (5-1)

n—w
kdyz pro véecka velka n je a, pFibliZné rovné ¢&islu «. Pfesné feCeno,
znamend vztah (5-1) toto: Je-li déno libovolné malé kladné éislo e,
existuje index’ p takovy, Ze pro viecka n > p je

|a, —a | <e. )
Totéz muzZeme vyjadrFiti stejné plesné riuznymi jinymi zpusoby. Ma-
zeme na pf. také Fici, Ze vztah (5-1) znamena toto: Je-li dan jakykoli
interval J, uvniti kterého je bod «, pak jsou skoro vSecka @, uvnit
intervalu J. Réeni ,,akoro viecka‘* znamend, e sice mohou existovati
vyjimeéné indexy m, pro které tomu tak neni, %e viak podet téch
vyjimeénych » je jisté koneény.

Posloupnost (3-1) se nazyvd nulova, je-li lima, = 0.

fl—>wo
Cvideni 12. Je-li posloupnost (3-1) konvergentni a m4-li limitu x, pak
posloupnost \
@ — &, Gy — X, Qg — &, ... (5-2)
je nulové. Obrécené, je-li (5-2) nulové posloupnost, pak platf (5-1).
Cvic¢eni 13. Jsou-li (3:1) a

by, by, b, - .. (5-3)
nulové posloupnosti, pak také lim (¢, + b,) = 0, lim (@, — b,) = 0.
n—>o A—>® -

Ze cviteni 12 a 13 plyne:
Véta 3. Plati-li (5-1) a

lim b, = B, (5-4)
n-—>»w
pak lim (@, + b,) = a + g, lim (e, —b,) = » — .
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Cvideni 14, Plati-li (5-1) a je-li ¢ libovolné &islo, je lim ca, = cx.

n—o

Posloupnost (3-1) se jmenuje omezené, existuje-li &islo ¢ takové,
Ze | a, | < c pro viecka n.
Cvidenf 16. KaZdé konvergentni posloupnost je omezens..

Cvideni 16. Je-li (3-1) nulovd posloupnost a je-li (5-3) -omezend po-
sloupnost, pak lim a,b, = 0.

n-—>w

Véta 4. Plati- li (6-1) a (5-4), pak lima,b, = xf.
Diukaz. Posloupnost e

x (bl—ﬂ)’a(b2—ﬂ)’a(b‘l‘—ﬂ))

je nulova podle cvié. 12 a 14; posloupnost N

-

b, (@, — o), by (@3 — &), by (@3 — x), ...
je nulova podle cvié. 12, 15 a 16. Protoze
" ab,—af =a(b,—p) + b, (@,— ),
je lim a,b, == «f podle cvi€. 12 a 13.

fnA—r@ .
Cvigeni17. BudiZ a, = 0 pro viecka x; budiz » + 0. Plati.li (5-1), pak
1 1 1

y e
a 4, a4

P

je omezend posloupnost. _
Véta 5. BudiZ a, % 0 pro vecka n; budiz « <+ 0. Plati-li (5-1), pak.

nswo a, X
Dikaz. Podle cvié. 12 a 14 j je im —— (a —ua) == 0. Tedy podle
n— 0
cvié. 16 a 17 je také lim ——— (a, — x) = 0. Aviak-
n>o OQ, ’
11
o a = e

T e |
takie lim — = — podle cvié. 12,

noo O X
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Kdy% posloupnost (3-1) nenf konvergentni, jmenuje se divergentni.
Mezi divergentnimi posloupnostmi jsou pozoruhodné takové, pro né¥
. lima, = oo. (5-5)
n—>x
Vzteh (5-5) znamend, Ze pro velks n jsou ¢isla @, kladnd a velks. Presné
feCeno, znamend (5-5) toto: Je-li ddno libovolné velké kladné ¢&islo ¢, pak
existuje index p takovy, Ze pro viecka = > p je a,, > ¢. Jinak Fedeno, skoro
viecka a, jsou vétdf nez libovolné predepsané kladné éfslo.
Vztah ' ot
lima, = — o (5-6)
n—» o

znamend, Ze lim (—a,) = .
n—> D
Limity konvergentnich posloupnosti se jmenuji vlastni limity;
limity v (5-5) a (5-6) jsou nevlastni limity.

Cviceni 18. Udejte piiklad divergentni posloupnosti, pro kterou ne-
plati ani (5-5) ani (5-6).

Cvicéenil9, BudiZ a, > 0 pro viecka n. Je-li lima, =0, je lim —l-= .

Cviéeni 20. Budiz a, & 0 pro vSecka n. Plati-li (5-3) nebo (5-6), pak
lim 1 = 0.
n—ra aﬂ

Véta 6. Budiz ¢ > 1. Pak lim¢g* = co.

T A—>®
Dikaz. Je-li g celé, je to ziejmé. Ale je-li ¢ jen o milo vét3{ neZ 1, na
PF. ¢ = 1,0001, neni to tak zFejmé. AvSak ze (3-2) plyne

¢—1
pa T
takle ¢ > 14 n (g — 1), tedy lim¢* = 0.
- A—> o
Véta 7. Budiz 0 < ¢ < 1. Pak lim¢* = 0.
A—> o

To plyne z véty 6 a cvic. 20.
Rikame, %e (3-1) je:
[1] neklesajici posloupnost, kdyz
aléané%.é e
[2] nestoupajici posloupnost, kdyZ
G 2a, 282 ...

~
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“Spoleény nazev pro oba pfipady je monotonnf posloupnost. Mezi
neklesajici posloupnosti pat¥i viecky stoupajici posloupnosti.
pro které - BN

' Ty < Ay < Ay < ...

Mezi nestoupajici posloupnosti patii viecky. klesajici posloup-
nosti, pro které N
’ : a, > dyg > a3 > ...

Véta 8. BudiZ (3-1) neklesajici posloupnost. Existuje-li éislo ¢
takové, Ze a, < ¢ pro viecka n, pak posloupnost (3-1) je konvergentni.

Ptesny dikaz této véty je uddn ve VM, odst. 36, I. Z ndzoru je
spravnost véty celkem ziejma. Kazdy bod a,, , , budtosplynesbodem a,
nebo je od ného napravo. ProtoZe vSak Zddné a, neni napravo od
bodu ¢, nezbyvé patrné bodim a, nic jiného, neZ aby se hromadily
k uréitému mistu «, nadeZ platf (5-1). o

Véta 9. BudiZ (3-1) nestoupajici posloupnost. Existuje-li &islo ¢
takové, Ze a, = ¢ pro viecka n, pak posloupnost (3-1) je konvergentni.

Dikaz. Ziejmé

-Gy, — @y, — g, ... (5:7)

je neklesajici posloupnost. Pro viecka n je —a, < — ¢, takze (5:7) je
konvergentni podle véty 8. Tedy také (3-1) je konvergentni podle
cvié. 14.

Dodatek k v&t& 8. Za predpokladi véty 8 budiz lim a, = . Pak

. N "—> o
je 8, < « pro viecka n. Je-li (3-1) stoupajfci posloppnost, je dokonce
a, < « pro viecka n. ’
Dodatek k vété 9. Za pfedpokladi véty 9 budiz lima, = «.

R—>D

Pak je @, = o pro viecka n. Je-li (3-1) klesajici posloupnost je dokonce
@, > o pro viecka n.
Oba dodatky jsou zfejmé.

Véty 8 a 9 jsou velmi dileZité pro vySetfovani limit. ProkdZeme si to-
na dvou pifkladech.

Priklad 1. Budli c>0,a>0,a,,,= Vc+ ag. Pak je
lim gy = LT V1T %. (&8)

n -» M 2
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Dikaz. Vime-li, Ze nase posloupnost je konvergentni, je vie lehké."
Nebot' plati-li (5-1), pak je podle véty 3 lim (¢ 4 a,) = ¢ + « a podle véty 4

n-—»> o

lim a-,.* = o?. ProtoZe je a,;1*= ¢ 4+ a,, musf byti a2 = ¢ 4+ x. Mimoto
n—>om

ziejmé a, > 0 pro v¥ecka n, takZe x nemuZe byti ziporné. Z toho ndsleduje,
ze « je kladny kefen rovnice a® — & — ¢ = 0, tedy

x = 1+l/_21’—-|"—‘E_ (5-9)

Celd potiZ je jen v tom, Ze musime napied dok4zat, Ze posloupnost (3:1) je
konvergentnf. Aviak

aniP=c+ ay, Apie? =C+ anyyy
takZe

g +2? — an 12 = (@ni2—any1) (an+2 + Qi) = By — By
JelikoZ a,, > 0 pro viecka n, plyne z toho, Ze diference
Ay —ay, Qg — g, 4y —dg, ... (5-10)

jsou budto vdecky rovny nule, nebo vSecky kladné, nebo vSecky zdporné.
Je tedy (3-1) monotonni posloupnost a podle vét 8 a 9 potfebujeme jesté
jen védét, Ze je to omezend posloupnost. Zvolme k >c¢, k >a,, k > 2.
DokéZeme, %e a, << k pro vSecka n. ProtoZe @, > 0, budeme hotovi. Ne-
rovnost a, << k je zfejm4 pro »n = 1: je-li viak spravna pro uréité n, pak je

ani?=c+an<k+ k=2k<k?,
1y tak¥e také Ant1 < k.

A A Posloupnost, kterou jsme praveé -
aritmeticky vySetfili, dé se pékné
zndzornit geometricky a vysledek

. (6-8) se pak zd4 zfejmy. Viz obr. 2,
ve kterém je silnéji vytaZena para-
bola p 8 rovnicf y = z? a piimka ¢
s Tovnicf y = ¢ + z. Parabola p a
pfimka ¢ se protnou ve dvou bo-
dech, z nich% jeden leZ{ napravo od
osy ¥; je to bod 4 = (x; ¢+ x),

: kde x m# hodnotu (5-9). Zvolme si

b ' na ose z bod (a,; 0), kde a, je kladné

: a rizné od «. RovnobéZka s osou'y

o

r
pl—
g/

| vedend bodem (a,; 0) uréf na piimee
“ ¢ bod (a;; ¢ + a,); rovnobézka s osou
Obr, 2, N z vedend bodem (a;; ¢ + a,) uréf na
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parabole 3 bod (a,; ¢ + ay); rovnobézka s osou y vedend bodem (ay; ¢ +a,)
uréi na pmmce g bod (a,; ¢+ ay); rovnobézka s osou z vedens bodem
(ag; ¢ + a,) urdi na parabole p bod (ay; ¢ 4 a,); a tak miZeme pokradovati

dédle. Obdrzime posloupnost bodii
(@y; ¢ + a,), (ag; € + @), (ay; ¢ 4 a,), (ag; ¢ + a,), (a,, c + a,), .

z nézoru je patrné, Ze se tyto body bliZi poloze A = (a; ¢+ a), coi je geo-
metrické zndzornénf vztahu (5-8). Mimo to je z obrazce patrné, Ze posloup-
nost (3-1) stoups, je-li a, < «, & klesd, je-li @, > .

Cviteni 21. Dokatte aritmeticky, %e pravé studovans posloupnost
stoupé, je-li a; < x, & kless, je-li @, > «.

Piiklad 2. Budiz ¢ >0,a, >0, a, ;= ﬁ—— Pak je
lima, = l_/_l_+24i__1 (5:11)
n—rx

Dakaz. Vime-li, Ze (3-1) je konvergentn, je to zase snadné. Pro viecka
nje a, > 0; plati-li (6-1), je tedy x 2 0.-Podle vét 3, 5 a cvid. 14 je

i c ¢
e L Fa, TTa
Tedy
[
*=1 + o ¥ =
a z toho plyne L
a—vl+‘;‘c—1 . (6-12)

Zase viak musime napfed dokézat, Ze posloupnost (3-1) je konvergentni.

Je-li @, = a,, je a, = & pro viecka n: tento pifpad miZeme vyloudit, takze
ay,—a, + 0. Jest

[ c —C |
a —_— ] = — — —— "
w2 7+ 1 1+ a4 1 _+_ a'n (] + a, H)(l + a") (an+1 ay)
neboli
» a
Op+2~— Oyl — — 1 +n;1 @ni1—ap).

Z toho ndsleduje predné, Ze diference (5:10) jsou stifdavé kladné a zdporné,
a za druhé, Ze absolutni hodnoty téch diferenci jsou stdle menSf a mensi.
Z toho pak plyne, %e z posloupnosti

ay, Gy, G4, Ay, ...
Ry, Oy, Gg, G, ...

- (513)

Cech, Elementérnf funkce. 2 17



jedna stoupd a druhd klesd. Mimo to je jasné, Ze viecky Cleny leZi mezi
obéma &isly a,, a,, takie podle vét 8 a 9 jsou obé posloupnosti (5:13) kon-
vergentni. Je tedy lim ay, | = «;, lim as, = &, & zb¥vé patrné pouze dokd-

n—o n—@

zati, Ze &) = &,. Podle dodatkt k vétdm 8 a 9 je jisté x, > 0, &, > 0. Protoze

ap+y = i—-T- » Jest
lima ¢ , lima ¢
I = +limag, ;" o AR | + lim a,,, as,
neboli c .
, - 514
MTIT + x 1+ o (5-14)

Z (5-14) se najde velmi shadnym podtem x, = x,. Ostatné muieme z (5-14)
usoudit x, = x, bez jakéhokoli poétu takto. Sestavime-li znovu posloup-
nost vytvofenou naSfm rekurentnim pfedpisem, volice viak misto ¢isla a,
za prvy &len éfslo «,, tu podle (5-14) dostaneme posloupnost

Oy Ogy Ky, Kgy By, Olgy » ooy (5-15)

o které tedy musi platiti vie, co bylo vySe Fefeno o posloupnosti (3-1).
Z toho ndsleduje &; = &5, nebot jinak by absolutni hodnoty diferenci
v posloupnosti (5-15) musily klesati, co? je ovem nemoZné.

Také tento priklad se d4 zndzorniti geometricky Viz obr. 3, ve kterém

je silnéji vytaZena hyperbola A s rowvnici y = ———— a priimka ¢ s rovnici

1 +
y = z. Hyperbola % a
piimka ¢ se protnou ve
! - dvou bodech, z nichz
' 1 . jedenle#iv prvém kvad-
rantu; je to bod (a; x),
kde &« mé hodnotu (5-12).
) . Zvolme si na ose z bod
T Aar z T (a,. 0), kde @, >0, a,+o.
4 Bodem (a,; 0) vedme
rovnobézku s osou y aZ
k jejimu pruseéiku s hy-
perbolou A; timto pri-
setfkem vedeme rovno-
bézku s osou z aZ k pri-
Obr. 3. seéfku s piimkou g; no-
vym priseéfkem vedeme
zase rovnobézku s osou y aZ k praseciku s hyperbolou g atd. Tak dostaneme

posloupnost bodu
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(ay; @g), (@52 @y), (ay; @y), (@53 @3), -, (516)

které leZi stiidavé na hyperbole & a na piimce ¢. Z ndzoru je patrné, e sc
body (5-16) bliZ{ poloze (x; «), coZ je geometrické zndzornéni vztahu (5-11).
Dile je z ndzoru patrné, Ze kazdy ¢len posloupnosti (3:-1), élenem a, poéi-

najfc, le#{ mezi obéma predchézejicimi é&leny, takie z posloupnostf (5:13)
jedna stoupd a druhd klesd.

6. Retdzy intervald. Cleny posloupnosti nemusi byti vid&cky
tisla. Casto je na pf. uzitetné vydetfovati posloupnost intervali.
Dilezité jsou takové posloupnosti intervali

<1..1’ 810, KT, 82D, {73, 83), - - . (6-1)

u kterych je kaZzdy nasledujici interval ¢4sti intervalu piedchéazejiciho.
Takovou posloupnost nazveme fet&zem intervalt.

Cvideni 22. Je.li (6-1) Fetéz intervala, pak

Ty, T Ty - - (62)
je neklesajfcf posloupnost a

8y, 89, 83, 1.. . (6-3)
je nestoupajici posloupnost. Obricené, kdyz (6-2) je neklesajici posloupnost,
kdy% (6-3) je nestoupajici posloupnost a kdyz

- Tn < 8p (6-4)

pro. vBecka n, pak (6-1) je Fetéz intervalu.

Je-li (6-1) Fetdz intervald, pak posloupnost (6-2) je konvergentni
podle véty 8 a cvi¢eni 22; nebof ziejmé r, < 8, pro viecka n. Také
posloupnost (6-3) je konvergentni podle véty 9 a cvideni 22, nebot
zfejmé s, > r, pro viecka n. PoloZme

lim r, = &, (6-5)
n—>@
lim s, = . (6-6)
n—>®

Cviéeni 23. Budi (6-1) fetéz intervalia. Je-li & g z < B, pak bod x
le%i ve viech intervalech (6:1). Obricené, kdy% bod z leZf ve vSech inter-
valech (6:1), jest a < 2 < B.
, Cviéeni 24. KdyZ bod z neleZf ve v&ech intervalech fetézu (6-1), pak
le?{ 2 nejvys v koneéné mnoha intervalech (6-1).

Zvlasté dileZité jsou takové Fetézy intervali, u kterych je
« =fB. Takové fetézy nazveme vytvofujici Fetézy. Podle cvié.
23 maji vytvofujicf fetézy tu charakteristickou vlastnost, Ze exis--
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tuje jediny bod x obsaZeny ve vech intervalech Fetézu; je to oviem
bod » = & =: #. Uréitéji mluvime o vytvofujicim fetézubodu .

Cviéeni 2b. Je-li fetéz intervala (6-1) vytvoi'ujfci, pak je
lim (s, —r,) = 0, {6-7)

n—wm
t. j. délky intervali (6-1) tvofi nulovou posloupnost. Obricené kazdy fetéz
intervala splfujici podminku (6-7) je vytvofujici retéz.

Cviéeni 26, Budiz (6:1) Fetéz intervalu a budiz », > 0. Je-li

lim & =1, (6-8)
n—o rﬂ N
pak (6-1) je vytvoiujicf fetéz a obrdcené, je-li (6-1) vytvorujicf fetéz (a stdle
r, > 0), pak plat{ (68).
Zvolme si libovelné éfslo ¢ > 0. Sestrojime si uréity vytvoi‘gjigi fetéz
bodu }/e. Vyjdéme od libovolného kladného sla r, menstho nez e, takze
2 <¢, a poloZme

Pak je s,? > c¢, takle bod Jc lesi uvnité intervalu (7, s,>. Tim jsme si

opatfili prvni interval hledaného fetézu. Tento interval spliiuje podminku
Tndp = C. (6-9)

Je-li pii uréitém n ddn interval (7, 85> (0 < 7, < 8,), spliiujief podminku

(6-9), pak polozme

¢ Tn =+ S (6-10)

y pi1 =~ 3

a1 =
8n i1

Podle (6-9) je &islo |/c geometrickym stfedem &isel 7,8 8,. Cislo 8541 je
aritmetickym stfedem tych% &fsel, tak¥e 82, .1 > ¢ podle véty 2 a cvié. 11.
Z toho nasleduje 72, ;1 < ¢, takie éfslo 7,41 << Vc_< 8y 1. Tedy (rp+1,85 1)
je interval, uvnité kterého je bod |/c. Jeito

Ta+ 8s
Tn < 8y, Sa+1= _'_'2 ]
je 8p.41 << 85. Jeito
c [
T'n = s T+l = 7 0<3n+1<3m

>, 8 +1

je 1y <<7p+1. Tedy cely interval (rs 1, 8s +1> leZ{ uvnitf intervalu {rg, s,
takZe (6-1) je fetéz intervald. Maji-li « a § vyznam (6-5) a (6-8), tu ze vztahu

28541 ="7n+ 8
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nasleduje 28 = & + B neboli a = B. Tedy (6:1) je vytvotujici Fetéz a to
oviem vytvorujici Fetéz bodu Vc, ktery lezi uvniti vech intervalii (6-1).
Vytvotujicf fetézy, o kterych jsme pravé mluvili, poskytuji velmi po-
hodlny prostiedek k vypoétu dryghych odmocnin na velky pocet desetinnych
mist. Poditejme na pi. [/10. Volme r, = 3. Pak je 8, = 40, 8, = 12, 73 = §,

=13, = '-’.,39_519, 8, = PAPEE, 7o = $§1443¢. Délenfm najdeme
8, = 3,162 277 660 169 842 080 930481 543 664.. ., (6-11)

r, = 3,162 277 660 166 916 583 067 306 221 812...

Porovnanim vyjde prvych 11 desetinnych mist &isla |/10=3,16227766016. ..
MuazZeme viak bez dalsfho déleni uréit spolehlivé mnohem vice mist. Polozme

8p = Vc_—i— Enr (6-12)
takZe ¢, >0 a
8, = V; (1 4 F—"_), Ty = —rl/fc—-
V" 14 En
Ve
Pak je
auu:’!’i_;—?—-z,l/é 14 5 15 =
¢ 14
_ Ve.
3 2
[
= e — =g —
Ve Y ,.
~| P - en? R 'E,.;"
S e (ORI
2¢ (l + f/%) ¢ 2)/e
Tedy )
! .
vl < =5 (6-13)
2l¢ .
Ze (6-10) dostanen}e sebtenim a délenim dvéma

s, = 3,162 277 660 168 379 331 998 893 882 738.. .,

pri ¢emZ poslednf misto nenf iplné spolehlivé. Ze (6-13) plyne, Ze s; je mno-
hem lep&f piiblizent k &slu |/10 nezli s,, takZe jists

£y = 34—VZ< 2.10-12,



Tedy podle (6-13) -

£ = 85— Jfo < 2 10—,

/10

a z toho nasleduje, Ze ¢isla 8; a VE jisté souhlasi v prvych 24 desetinnych
mistech, takZe
/10 = 3,162 277 660 168 379 331 998 893....
Cvi¢eni 27. Potitejte podobns )2, |/3, |7, J/13.

Nyn{ si hodldme definovati pomoc{ vytvorujiciho Fetézu velmi dalezité
¢islo. Napred si dokaZme, Ze

‘kdyz 2 >—1,2n=2,3,4,...;,pak (1 + 2)* > 1+ nz. (6:14)
. Pron=2je (14 2)*= 14 22+ 2% > 1 4 2z, nebot x* > 0. Budiz
pro urditém n > 2 u% dokdzdne, %e (1 + )" > 1 4 nz. Tuto nerovnost
muZeme na obou stranich ndsobit kladnym &fslem (1 4 z) a dostaneme
14+ )1 > (1 4+ nz)(1l + x). Aviak

(1+na)l+2)=1+ @+ Daz+n?>1+ @+ 1)z
nebot #nz? > 0. Tedy (1 + z)"+!' >1+ (4 Dz a dikaz je hotov.

Véta 10. Posloupnost

DL P8 (% O P

stoupd.
Dukaz. V (6-14) volme 2 = _;tlz"’ coZ je pro = > 1 dovoleno, nebot
je * > — 1. Dostaneme
1\» 1 . (n’—l)” n—1
(l—n—z) >1—-;;, t.j. B >—~;~-.

ProtoZe n* — 1 = (n + 1)(n — 1), dostaneme, ndsobice na obou strandch
n

.y n
. kladnym ¢islem =T

(":1)"}(”11)"-1, 6. (1+ ) (1+_f_ “1)” “

Véta 11. Posloupnost
A+PLA4+ a0+ pha+ TH“ e

klesa.
Dikaz. Podle (6:14) je pro & >—1, a>1: (14 z)*+l > 14
+ (n+ 1) z. Pro » > 1 muzeme dosaditi z = __l,T a dostaneme

-



1 n+l 1 . n2u+2 n
(1+7F'__1) Sy L S sy y e gy

J—, n+1
Nisobfme-li na obou stransch kladngm sfslom %% - 1

n uw n..}_ 1\n+1 . 1 n . 1\rn+1
ey B S s
Z vét 10 a 11 a ze cvié. 26 ndsleduje, Ze (6-1) je vytvorujici Fetéz uréitého
éfsla, klademe-li
1\» 1\n+1
rn=(1+"‘), 3n=(l+—‘) .
n n

Toto ¢islo oznadujeme v matemstice pismenem e. Je tedy e defi-
novéano nerovnostmi

, vyjde

1\» 1 1\n+1

(1+7) <e<__( +7) , (6:15)
které plati pfo n=1,2,3, ...; také miZeme Fici, Ze ¢ je definovino vztahem

n
lim (1 + ) =, (6-18)

n—o

y n+l

nebo vztahem lim (l + 1 ) —e (617)
A—>®

v Délky interveli nadeho vytvorujictho Fetézu se bliZi nule velmi pomalu,
takZe z nadf definice se dd éfslo ¢ jen velmi nepohedIné poéitat. To nevadi,
protoZe v odst. 16 pozndme jinou velmi pohodlnou cestu k vypoétu éfsla ¢
(viz cvic. 80).

Abychom se presvedéili, jak pomalu se délky nasich mterva.lu blizi
nule, volme v (6:15) » = 500, tedy poéitejme

500 = (1 + 5346)% = (}§§8)°%, 8500 = (1 + z5)°" = (+§85)%L
Vypodet provedeme pomoci Valouchovych logaritmickych tabulek. Musime
najit napred log 1002. Chceme-li najiti pétimfstné logaritmy &isel 7540, 8500,
potfebujeme najit log 1002 na osm mist. Za tfm vicelem rozloZime 1002 na
prvotinitele: 1002 = 2.3 .167 a uZijeme logaritmu prvodfsel v dilu X
Valouchovych tabulek. Takto dostaneme na osm mist log 1002 =
= 3,0008 6772 a z toho uZ najdeme snadno na pét mist log 75, = 0,43386;
log s5,, = 0,43473, tekZe je s péticifernou piesnosti

Tooo = 2,7156; 850, = 2,7210.

Tedy aé jsme volili veliké n = 500, dostali jsme hodnotu e pouze na dvé
desetinnd mista.



n n+ 1
Cviéeni 28. Potitejte podobné (l + %) a (1 + %) ’ pro n = 10,
50, 100, 300, 1000.

7. Aritmetické svazky. Zvolme si uréité kladné &islo @ a mysleme
si na &iselné ose viecky nésobky &isla @, kladné i zdporné i nulu, tedy
¢isla . ' '
..., —4a, — 3a,—2a, —a, 0, a, 2a, 3a, 4a, ...

Cela ¢iselnd osa se ndm rozdéli na nekoneéné mnoho intervalt, které
maji v8eckou touZ délku a a které &iselnou osu celou pokryji, ale
nikde se nepfekryvaji (viz obr. 4).

-Ja - -a "2 a 2a Jo Te

- Obr. 4.

Takové rozdéleni ¢iselné osy nazveme aritmetickou stupnici
a ¢fslo a nazveme zidkladem stupnice. Tedy aritmetickd stupnice se
zékladem a se sklddé z nekoneéné mnoha intervali -se spoleénou
délkou a. Krajni body téch intervald nazveme délici body nasi
stupnice. Délici body miZeme rozlozit na dvé aritmetické posloup-
nosti, totiz

0,u, 2a, 3a, ...

a —a,— 2a,— 3a, ...
Proto jsme dali nasi stupnici ndzev ,aritmeticka‘’.

Je-li dana uréitd aritmetickd stupnice a zvolime-li si jakykoli
bod 2, tu mohou nastati dva pfipady. Budto « je délici bod nasi
stupnice; v tomto pfipadé nalezi x do d vou intervali stupnice a je pro
jeden z nich levym krajnim bodem, pro druhy pravym krajnim
bodem. Nebo x neni délici bod nadi stuphice; v tomto pfipadé na-
lezi « do jediného intervalu stupnice a je vnitfnim bodem tohoto
intervalu.

Ackoli Bslicf body nevyplni celou éiselnou osu, miZeme, volice za
zdklad malé &islo @, nahraditi kazdy jiny bod x pribliZné nékterym déli-
cfm bodem, toti? jednfm z obou krajnich bodd toho intervalu stupnice,
uvnitf kterého je bod x. Je-li na pf. @ = 0,0001, pak délici body jsou éisla,
kter4d maj{ za desetinnou &érkou 4 cifry a ka?dé jiné &islo maZeme nahraditi
takovym éislem ,,pfesné na ¢étyfi desetinnd mista‘.
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Tedy délici body aritmetické stupnice postadi k uréeni kteréhokoli
bodu, ptipustime-li chyby mensf neZ uréité malé kladné ¢&islo a, které be-
reme za zéklad stupnice. V prexi jsou chyby men#f neZ urditd mez vidycky
bezvyznamné. Ale v teoretickych ivahdch musfme uréovati ¢isla presné bez
jakékoli chyby. Toho docilime, zavedeme li soucasné nekonecne mnoho
aritmetickych stupnic.

Budeme postupovati takto: Zvolime si urcnte kladné éislo a
a zavedeme posloupnost aritmetickych stupnic. Zikladem prvé
stupnice bude ¢&islo @, == @. Oznadime-li obecné zaklad n-té stupnice
znakem a,, bude a, , ,.polovina ¢isla a,, takZe obecné bude

a
o = 5 . (1-1)

Cisla @, tvofi tedy geometrickou posloupnost s prvnim &lenem a
a s kvocientem }. Podle cvit. 14 a vty 7 je

) lima, = 0, (7-2)

"n—>ra

coZ je ostatné aritmeticky i geometricky zfejmé. Pravé popsanou
posloupnost- aritmetickych stupnic se zaklady
2 =2 g =2
) > 8 — 4 > Wq — 8 y e
‘nazveme aritmetickym svazkem a ¢islo @ nazveme zakladem
svazku. Tedy zakladem aritmetického svazku je zaklad prvé stup-
nice svazku. V obr. 5 jsou naznaéeny prvé &tyfi. stupnice aritmetic-

Q 1 £

a =a, a,=

aa,

o [ 1 X
a, I
0 L
- A
- o el o e
Obr. 5

kého svazku. Pro jasnost obrazce je kazdd stupnice na jiné pifmce; ale
musime si oviem pfedstavovat vSecky stupnice na jediné pfimece.
Bodu z a silné vytazenych intervali si zatim neviimejte; bude o nich
brzy feé.



Délicim bodem aritmetického svazku rozumime kaidy
hod 2z, ktery je délicim bodem nékteré stupnice svazku. Zfejmé ka¥dy
délici bod aritmetického svazku je délicim bodem skoro vsech
stupnic svazku.

Je-li M néjaka soustava bodi na é&iselné ose, pak fekneme, Ze M
lezf hust& na &iselné ose, kdy% ke kaZdému bodu z a ke ka*dému
¢islu € > 0 lze udati bod z patiici do soustavy M a vzdileny od
bodu 2 o méné nez e.

Cvigenf29. Délic{ body aritmetického svazku lez{ husté na éfselné ose.

Cviéeni 30. Budiz M soustava bodi. LeZi-li M husté na ¢iselné ose,
pak uvnitt kaZdého intervalu je nekoneéné mnoho bodi soustavy M. Obré-
éené, kdy% vime, Ze v kaZdém intervalu leZf aspon jeden bod soustavy M,
pak M leZi husté na é&iselné ose.

- Cvi¢ent 31. Lezi-li soustava bodiu M husté na ¢iselné ose, pak: [1] na-

levo od ka?dého bodu je néjaky bod soustavy M; [2] napravo od kaZdého
bodu je néjaky bod soustavy M; (3] je-li ddno éislo £ > O a jsou-li dény dva
rizné body soustavy M, lze mezi né vsunouti koneény poéet daldich bodu
soustavy M tak, aby vzdédlenost dvou sousednich bodu byla vidy mensi
neZ ¢. Obricené, jsou-li splnény podminky [1], [2] & [3), le%i M husté na
¢iselné ose.

Cvic¢eni 32. LeZi-li soustava bodi M husté na éfselné ose pak ke
kazdému bodu « lze uréiti posloupnost (3-1), jejiZz éleny jsou vzaty vesmés
ze soustavy M, a pro kterou plati lim @, = x. Obrécens, je-li splnéna tato™

n—®

podminka, lezi M husté na &selné ose.

Ackoli délici body aritmetického svazku leZi na ¢éiselné ose husté, prece
jen nevyplni &iselnou osu, nybri existuji také body z, které nejsou délicfmi
body svazku. Volime-li na pi. ¢ = 1, pak délicimi body svazku jsou ta éfsla,
kterd lze psati ve tvaru zlomku se jmenovatelem rovnym nékterému z éfsel

1,2,4,8,16,32, ... _
Ani ¢islo 4 ani éislo l/é—nelze tak psdti; proto to nejsou délicf body svazku.

Zvolme x tak, Ze r neni délicim bodem daného aritmetického
svazku. Pro kaZdé n mame v n-té stupnici svazku uréity interval
(Tps 8>, uvnité kterého lezi bod x. Zfejmé interval (r,, ,, s, ,> je
budto levou nebo pravou polovinou intervalu (-;'n, 8>, takZe

<rlr 8|>, <1‘2, 32)) <7'm 83>’ cee (7-3)

je fetéz intervali. Ze (7-2) nasleduje podle cvié. 25, Ze (7-3) je vytvo-
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fujici fetéz; protoZe bod z je uvniti viech intervali (7-3), je (7-3)
vytvofujici fetéz bodu z. Rekneme, Ze (7 3) je aritmeticky Fetéz
bodu z. V obr. 5 jsou silné vyta,zeny prvé &tyti intervaly takového
aritmetického fetézu.

Cviéeni 33. BudiZ ddn aritmeticky svazek. Zvolme v kaZdé stupnici -
svazku interval (r,, 8,), takZe dostaneme posloupnost intervalia (7-3). Kdyz
(7-3) je aritmeticky Fetéz néjakého bodu, ktery nenf délicim bodem svazku,
pak: [1] pro ka%dé n je (*a+1, $n+1) budto levou nebo pravou polovinou
intervalu (r,, 8,>; [2] je nekoneéné mnoho takovych n, pro né% {r, +1, 9, 11>
je levou polovinou intervalu (r,, 8,> i nekoneéné mnoho takovych =, pro
néZ {rn+1, 85+1) je pravou polovinou intervalu {r,, 8,). Obricené, jsou-li
splnény podminky [1] a [2), je (7-3) aritmeticky Fetéz uréitého bodu z, ktery
nen{ délicim bodem daného aritmetického svazku.

Cviéeni 34. BudiZ « délicf bod aritmetického svazku. Pak lze dvojim
zpusobem vybrati pro n=1,2,3,... z n-té stupnice svazku interval
{7y, 84 tak, aby (7-3) byl vytvotujici fetéz bodu z. Je-li p nejmensf z téch
hodnot indexu =7, pro které je x délicim bodem %-té stupnice svazku, pak
je z u jednoho z obou Fetézi stdle levym, u druhého stéle pra.vym krajnim
bodem n-tého intervalu, a to pro viecka n = p; pro n < p je mterval
<r,,, 8p) U obou Fetézil stejny a obsahuje bod z uvnitt.

Cvidenf 3b. Budiz a = 1 zdklad aritmetického svazku. Aritmeticky
fetéz bodu 4 zaéind intervaly

0,15, <0, 3, <0, 1, <& 40 <k 762 By o' & 705 G -
Aritmeticky fetéz bodu l/2 za.cfné. intervaly
(L2, (L (G 30 < 0 s 18D, 88 1 <1h. #HOH G 3D

8. Raciondlni a iracionilni ¥sla. Racion4dlni &islo je takové
realné ¢&islo «, k’?eré je kofenem linedrni rovnice ax + b = 0, ve které
a % 0 a b jsou ¢&isla celd. Tedy na pt.

O’ 2’ - 5: +, - 152
jsou raciondlni &isla. Iracionédlni ¢islo je redlné &islo, které neni
raciondlni. Na pf. V2~je iraciondlni ¢islo. Nebot kdyby existovala dvé
celd ¢isla @, b takova, Zea 4 0a av2 + b = 0, mohli bychom kracenim
dociliti toho, Ze by z &isel a, b bylo aspofi jedno liché. Bylo by
a2 — bt = (a2 + b)(a)2 —-b) = o,
tedy b% = 2a2, Proto by éislo b bylo sudé, takze by a bylo liché. Mohli
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bycliom poloZiti b = 2¢, kde také ¢ by bylo celé ¢islo. Pak by bylo
a? = 2¢%. ProtoZe a je liché, je to nemoZné.

» Zvolime-li @ = 1 za zédklad aritmetického svazku, pak v3ecky
(léhcl body svazku jsou raciondlni é&isla. Tedy ze cvié. 29 plyne, Zc
racionalni éisla leZzi husté na &iselné ose. Z toho na,sledujc
snadno, Ze také Cisla tvaru x + V2 kde x probihd vecka racionélni

Cisla, lezi husté na &iselné ose. Ale zfejmé je x + V_u'aclona,lm, je-lix
raciondlni. Proto také iracionalni ¢islaleZi husté na Giselné osec.

‘Budiz dédna rovnice .
aoz"l + a]_x"_l + ...t a1+ a,=0, (8-1)
kde koeficienty a,, ay, ..., @, jsou ¢isla cela (a, & 0, a,, 4 0). Raciondln{

kofeny této rovnice (jsou-li jaké), daji se snadno najiti. Raciondlni kofen
lze psati ve tvaru %, kde 7 & 0 a 8 & 0 jsou ¢isla celd. MuZeme predpokla-
dati, Ze je 8 > 0 a Ze ¢isla 7,3 jsou nesoudélnd (jinak bychom mohli

r : .
zlomek vy kratit). ProtozZe —:- je kofen rovnice (8-1), jest -

agr® + ar"—ls 4+ ...+ a,_rs"—! 4+ a,8" = 0.
Z toho ndsleduje
agrt =¢.[—ar—t—...—a,_rs"%—a,s"1], (8:2)

a8t =r.[—ayr—t —ar*—2%—... —a,_ 18" 1] (8-3)
oG Y aor" . 2 .aoT" Liel %
Z {8-2) plyne, Ze cislo = le celé. Je tedy moZné zlomek - Y kratit éislem s

a s wy .
a protoZe Gisla r a 8 jsou nesoudélnd, lze také zlomek ;‘3 kratit ¢islem s, t. j.

tislo s je délitel &fsla a,. Stejné se odvodi z (8-3), Ze dislo r je délitel
¢isla a,. ProtoZe kazdé celé éislo rizné od nuly mé jen koneény pocet

délitels, mame pro zlomek i jen konetny podet moZnosti, takie zbyvi

pouze, abychom se o konecném pottu urditych ra.cloné.lnich ¢isel presvedéili
dosazenim, vyhovuji-li rovnici (8-1).
Piiklad. 102? - 722 +1, +2
+ 5, +16; éislo 9 m4 délitele + 1, 4+ 3, + 9. Tedy v dvahu prichdzi
24 &fgel
+1 +83 49 41 +3 -9 21 =3 +9 &1 43 49
ST T I e e 3 3 510 100 1o
(8-4)




Dosazenim se muZeme piesvédéit, Ze jediné z nich, totiz ¢islo — §, je ko-
fenem dané rovnice.

I ve zvoleném jednoduchém piikladé bylo hled4ni racionalnich kofenu
dosti pracné, protoze éfsel prichdzejicich v dvahu je dosti mnoho. Ale mu-
Zeme si vypocet zkrdtit takto. Zvolme si libovolné celé é&fslo ¢. Levou stranu
rovnice (8-1) si ozna¢me f(z). PoloZme z = ¢ + ¢. Pak je

He+ ) =aglc + )" + ay(c + )" + ... + an e + 8) + ag;
jednotlivé mocniny dvojélenu ¢ + ¢ miZeme rozvésti podle binomické véty
a dostaneme

e + t) = bytn + bytn—l+ ...+ buyt + by, (8-5)
kde by, by, ..., by—1, by, jsou patrné &fsla celd. M4-li rovnice f(z)= 0 kofen

= %, mé patrné rovnice f(¢c + £) = 0 kofen

Jsou-li 7, 8 é&fsla nesoudélna, jsou patrné také r —cs, s ¢isla nesoudélni
(nebot' kazdy spoleény délitel &fsel r — cs, 8 je také délitelem &isla r — cs 4
+ ¢8 = r). Proto musi byti » — cs délitelem ¢isla b, & s musi byti délitelem
&fsla by. Druhy z téchto poznatki neni ni¢fm novym, nebot snadno se najde,
Ze by= a,; a %e 8 je délitelem ¢isla a,, to uz vime. Hodnotu b, miZeme uréiti

ohodlne bez binomické véty, dosadime-li ¢t = 0 do identity (8-5). Vyjde

bs = f(c), take nas vysledek zni: at si jakkoli zvolfme celé éislo ¢,
musi{ bytir —cs délitelem éisla f(c). Nyni se vratme k naSemu pfikladu

a volme za ¢ jednak ¢islo 1, jednak &fslo — 1. Je#to f(1) = — 10, f(— 1) = 6,
dostaneme: .
r — 8 je délitelem é&fsla 10; (8-6)
r + 8 je délitelem é&isla 6. (8:7)

Ze 24 &fsel (8-4) vyhovuji podmince (8-6) pouze éisla
—1+3 —9 +1 +3 —3 +3 9

101 32772775010
a podmince (87) pouze &isla

+1 —3 +1 —1 —3 +1 —3 &9
T 22 2" 5 5 10

Obéme podminkdm zéroven vyhovuji pouze tfi éfsla, totiz, § — 3 a *; a do-
sazenfm ge presvéd&fme, Ze pouze — § je kofenem dané rovnice.
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. Cvicen{ 36. Urlete raciondln{ kofeny rovnice

a) 2z —42% 4+ 322 — 52— 2 =0,
b) 42 + 1325 + 1624 4 2323 — 5z — 45z + 18 = 0,
c) 228 4 26 — 9z — 623 — 522 — Tx 4+ 6 = 0.

€videni 37. Jsou-li koeficienty rovnice
- *+azh 1+ . a2 +‘an=0

tisla celd a je-li  raciondln{ kofen rovnice, pak z je éislo celé. Proto na
pr. éisla V?T, Vg, 1./5, i/3—atd. jséu jisté iracionlni.

BudiZ & iracionalni &islo. Je-li dino celé kladné &islo s, pak v arit-
metické stupnici se zékladefn % budiz —:— ten délici bod, ktery je bodu o
nejbliZz. ProtoZe o je iraciondlnf, nemuZe leZet uprostied mezi dvéma
délicimi body; proto vzdélenost « od % jé men§i nqi Elg' Tedy: Ke

T
kaidémg celému s > 0 existuje celér tak, Ze zlomek v apro-
Xximuje iracionalni &islo o s chybou men#i nez 2 neboli Ze

—— (85)

I ‘23

Uvidime, %e je vidy nekoneéné mnoho takovych s, kterd davajf lepsi
aproximaci nez (8:8). '

V&ta 12. Budi o 1raclona,ln1 ¢islo. BudiZ n celé kladné ¢islo. Pak
existuji celd Cisla 7, s takovd, e 0 <8 X n a

' r | 1
—_—— T, 8-9
SN I (8:9)

-

Diakaz. V3imnéme si aritmetické stupnice se zakladem 1. Kazdé
7. Cisel -
.o, 2.2,3.%, ..., (n+ Do
lezi uvnit¥ uréitého intervalu nasf stupnice. To znamena, Ze existuji
celd &isla 7,7y, ,..,7,,, takova, Ze.diference
lia—n, 2.0—r, 3.0 —15, ..., (W +1)ax—r,,, (810)
leZi uvniti intervalu {0, 1>. Interval <0, 1> muZeme rozdéliti na n
mensich intervala
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O, oy, B (8:11)

n n

a kazdé z é&isel (8:10) lezi uvnitr Jednoho z intervala (8-11). Pocet
cigel (8-10) je » + 1, kdeZto intervalu (8- ll) je pouze n. Proto musi
byti mezi intervaly (8-11) aspofi jeden, uvniti kterého jsou aspon
dva z bodd (8:10). Budiz J ‘takovy interval. Existuji tedy celd ¢isla
h, k takova, Ze 0 < b <2 k < n + 1 a Ze oba body

ho —ry, ko — 1, (8-12)
R ; 1
lezf uvnitt intervalu J. Vzdélenost bodi (8-12) musi byti mensi nezli o

1 e
nebot . je délka intervalu J. Tedy
1
, (k—h)a—(rk—rh) | <7 —;
Polozme k —h =8, r, — r, = r. Pak jsou éisla r a s celd. jest 0 <
1 .
<8l na|sa—r|< w2 &ehoZ plyne (8-9).

Cviceni 38. Je-li &éislo & raciondlni, pak zustane véta 12 v plat-
nosti, napiSeme-li nerovnost (8:9) ve slabsim tvaru.
1 |
<

T
X — —
8

- &n

Cviéeni 39, Z véty 12 odvodte, Ze ke kazdému iraciondlnimu ¢islhu
. . v v . z ‘VI r
o exigtuje nekoneéhé mnoho raciondlnich édisel vy (r, 8 celd; 8 > 0) taka-

_vych, ze
1
<< ;.—.

! r
& —
7%

(8-13)

Dé se dokézati, Ze nerovnost (8:13) se da nahraditi ostfejsi ne-

rdvnosti
-1 (8-14)

)L
8 cSs

i
ve které ¢ je &islo vétsf nez 1. Pfi tom lze voliti ¢ = V5_ Je-li viak

c> VE, tu lze jak uvidime, voliti iracionalni &slo & tak, Ze jen ko-

. )i r )
neény podet zlomku " miiZe vyhovéti nerovnosti (8-14).
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Iraciondlng ¢isla délime na algebraickd a transcendentni. Redlné
¢éislo x se nazyvéd elgebraické, je-li kofenem rovnice (8-1), jejiz koeficienty
jsou ¢&isla celd (a, % 0). Volime-li rovnici (8-1) tek, aby jeji stupen » byl
co nejmensf, pak éfslo n se jmenuje stupen algebraického éisla z. Redlné
¢islo je transcendentnf, neni-li algebraické.

Cviéeni 40. Raciondlni ¢islo je algebraické é&fslo stupne 1. Obrdcené
kazdé algebraické éislo stupné 1 je raciondlnf.

Véta 13. BudiZ « redlné a.lgebrmcké &islo stupné k > 2. Pak exmtu]e
¢ > 0 takové, e polet zlomki ?, pro net

|
a—i’<—‘,,, (815)

je koneény. Je-li o kofenem rovnice f(z) = 0, kde f(x) je mnohoclen k-ho
st,upne s celymi koeficienty, pak muZeme za ¢ voliti kterékoli éfslo vét3f nez
| /() |. (Carka znamend derivaci. O derivacich viz VM.) -

Dukaz. BudiZ ¢ > | f'(x) | & predpoklédejme, Ze je nekoneéné mnoho
zlomku vyhovujicich nerovnosti (8:15). Musime ukézat, %e ndS predpoklad
je nemozny. Pfi daném jmenovateli s je jisté poéet zlomki s vlastnosti
(8-15) konedny. Proto z naSeho. pfedpokladu plyne, e existuje posloupnost

S

8 8 8

ve které r, a 8, > 0 jeou éfsla celd, 8, < 8,4, &

[ Tn 1
_In — 16
F < ok (8:16)
pro viecka n. Z (8:15) plyne
lim = 4. (8:17)
n-ro S
Podle definice derivace je tedy [jest f(o) = 0]
r
f( )—/(a) (e )
lim = lim —2L = f(x). (8:18)
n—>n ﬂ n—o ru
- —«
8y S

To je viak nemoZné. Nebot rovmice f(z) = 0 mé, jak zndmo, jen koneény
podet koteni, takZe lze udati interval J, uvnitt kterého ma ta rovnice jen
jedin}" koten z = x. Podle (8:17) existuje index p takovy, ie pron >7p

lexi . uvnitt J. ProtoZe « je 1racxomi.1n{ al® ” je raciondlnf, ]e — #= «. Proto
n 9n
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pro n > p je jisté /(?) = 0. Je%to viak f(z) je mnohodlen £-ho stupnsé s ce-
a

lymi koeficienty, dé se &islo /(?—) pséti ve tvaru

n

.3

f ra\ _ un
8p 8%’

kde u, je &islo celé. Tedy pro n > pje |uy | = 1, tak¥e

T\ | 1
)]z

Z této nerovnosti a z (8-16) nasleduje viak, Ze pro n > p je

Protoze ¢ > | f'(«) |, je tedy vztah (8:18) nemoZny.

Nyn{ se snadno pfesvédéfme, Ze v (8-14) nelze voliti ¢ > Vg Nebot
volme x = ‘va“' 1). Cfslo o je iraciondln{ a je kotenem rovnice druhého
stupné f(z) = 0, kde f(z) = 22 — z — 1. Tedy « je algebraické &slo druhého
stupné. Jest f'(x) =20 —1 = VB, takie ¢ > f'(x). Z toho plyne podle
véty 13 (ve které k = 2), %e jen koneény podet zlomki muZe vyhovovati
nerovnosti (8-14). '

Cviceni 41. Riznymi zpisoby muZeme rekurentné vytvofit posloup-

nost intervali
, <o 8, (Tas 85D, (T3, 83); - ' (8-19)

s témito vlastnostmi. [1] Pro viecka n jsou r, raciondlni éisla. [2] Kazdy
interval (7, 1, 85 +1) leZi uvnitt pfedchdzejictho. [3] Existujf celéd éfsla

0<g<e<e < ...
takova, Ze pro viecka n je

1
S =17Tu+ —
'

Pak (8:19) je vytvorujici fetéz transcendentniho éisla .

Cislo e [viz (6-15)] je transcendentni. Cislo 7 je transcendentni. Deka-
dicky logaritmus kladného é&isla celého, které neni mocninou deseti, je trans-
cendentni. Je-li ¢ > 1 celé a je-li « iraciondlni, pak ¢* je transcendentni.
Tyto zajimavé vysledky muZeme zde pouze uvésti bez jakéhokoli dikazu.

Cech, Elementdrn{ funkce. 3 N 33
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