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Il. Logaritmus a obecnd mocnina.

9. Pojem logaritmické funkece. Je-li kazdému kladnému ¢&islu y
pFifazeno uréité &islo f(y), mame funkei f(yf, jejiz obor je soustava
viech kladnych &isel. Rekneme, Ze f(y) je logaritmickd funkce,
kdy% ma tyto dvé vlastriosti:

I. f(y) je rostouci funkce. To znamend, ze kdyZ 0 <2 y, < ¥,,
je také f(y) < f(ye)-

II. Je-li y, > 0, y, > 0, pak

Hye) == H) + f(ge). - (9-1)

Cviéeni 42. Je-li f(y) logaritmickd funkce a je-li ¢ kladné &islo, pak
také F(y) = ¢ f(y) je logaritmick4 funkce.

Cviéeni 43. Je-li f(y) logaritmickd funkce, pdk f(1) = 0. [Dosadte
h="y=1 d_O (9-1).]

Cvic¢eni 44. Je-li J(y) logaritmickd funkce, pak pro ¥y > 1 je f(y) >0
apro0<<y<<1lje f(y) <O.

Cvideni 4b. Je-li f(y) logaritmickd funkce, pak pro y > 0 je /(%) =
1
= —f(y). [Dosadte y, = y, ¥y, = 7 do (9-1).]

Véta 14. BudiZ f(y) logaritmické funkce. Pro y > 0 a pro kazdé

celé k je _
f(&*) = k f(y). (9-2)

Dukaz. I. Pro k = 0 plati (9-2) podle cvid. 43.

I1. Pro k =1 je (9-2) zfejmé. Plati-li (9-2) pro uréité celé kladnc k,
pak je podle (9-1)

Ky = 1(6* . y) = Hh) + Hy) = kf(y) + f(y) = (k + 1) f(y).

Tim je (9-2) dokdzdno indukei pro celé kladné k.
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II1. Je-li k celé kladné, pak je podle II a cvié. 45

Hy—*) = f[(%)k] - ki(%) — — k().

Tim je (9-2) dokazino také pro celé zaporné k.

Nyni stojime pred dvéma dileZitymi otdzkami: Existuje viibec
néjaka logaritmickéd funkce? Jaka je souvislost mezi dvéma logarit-
mickymi funkcemi? Na tyto otdzky odpovime v odst. 11; odstavec 10
pripravi odpovéd.

10. Geometrické svazky. Obrazy kladnych &isel vyplni tu ¢ast
¢iselné osy, ktera je napravo od poéitku; nazveme ji éiselnou polo-
osou. ProtoZe nulu nepolitdme mezi Cisla kladnd, poéitek sam uz
nepatfi do ¢iselné poloosy.

Zvolme si uréité &islo ¢ vétsi nez éislo 1-a tvofme postupné
moeniny P=19'=g99%¢, ..., (l(f-l)
z nichz.ka?dé nasledujici je g-krat vétsi nez predchazejici. Cisla (10-1)
tvoli stoupajici geometrickou posloupnost s prvym ¢lenem 1 a s kvo:
cientem g. Intervaly

<1, 9,49, 9%, <9% 9%, <g* 9%, ... (10-2)
se fadi na &iselné poloose jeden vedle druhého od levé strany k pravé.
Podle véty 6 vyplni intervaly (10-2)- celou &ast ¢iselné poloosy od
hodu 1 napravo (i s bodem 1 samotnym). Véta 6 byla odvozena pot-
tem; miZeme v3ak také. usuzovati geometricky takto. Délky inter-
vali (10-2) jsou

g—Lglg—1),9%M9—1), 9% —1),...;
jsou tedy tyto délky &éim déale tim vét3f a z toho je patrné, Ze intervaly
(10-2) vyplni celou &ast &selné poloosy napravo od bodu 1, &éim% je
geometricky potvrzena véta 6. Z véty 6 nasleduje podle cvi¢. 14, ze
limg™(g — 1) = oo, t. j. Ze délky intervala (10-2) rostou do

n—ro
nekonedna.
Nyni si k mocninam (10-2) pfipojme je§té mocniny se zdpornymi
mocniteli ' 1 - 1 1
—1— - g—2—_ g% = . .
g P g I, (10-3)
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také ¢isla (10-3) jsou kladna a kaZdé nésledujici je g-krat menai ne#
predchazejici. Cisla (10-3) tvoli klesajici geometrickou posloupnost
s prvym ¢lenem ¢! a s kvocientem g—'. Intervaly

GG gD, <3y, <gtha,... (10-4)

se fadi na &iselné poloose jeden vedle druhého od pravé strany k levé.
Podle véty 7 vyplni intervaly (10-4) celou &ast &iselné poloosy od
bedu 1 nalevo (i s bodem I samotnym).

Vyznaéme si nyni na éiselné poloose viecky body
—3 —2 -1 y
g 9L g g
Celd &iselnd poloosa se nam rozdéli na nekonedn& mnoho intervali,

které ciselnou poloosu celou pokryji, ale nikde se nepfekryvaji
(viz obr. 6). Bod 0 pokryt neni, ale také nepatti do &iselné poloosy.

-0 gwl y-l g-l 1 P 9

Obr. 6.

Takové rozdéleni Giselné poloosy nazveme geometrickou stup-
nici a éislo ¢ nazveme zakladem stupnice. Tedy geometricka stupnice
se sklddd z nekoneéné mnoha nestejné dlouhych intervala. Ze
dvou intervali geometrické stupnice je vidy ten delsi, ktery leZi vice
napravo. Mezi témi intervaly jsou vidy takové, jejich? délka je v&tsi
ne libovolné pfedepsané kladné é&islo (jakkoli veliké), i takové, jejichz
délka je mendi neZ libovolné pfedepsané kladné éislo (jakkoli malé).
Krajni body nadich intervali, tedy body (10-1) a (10-3), nazveme
déliei body geometrické stupnice.

Nyni si vysvétlime pojem geometrického svazku. To je po-
sloupnost geometrickych stupnic, k niZ dojdeme takto. Zvolime si
urdité ¢islog > 1, které nazveme zikladem svazku. Zakladem prvé
stupnice svazku bude ¢islo g, = g. Oznaéime-li obeené zéklad n-té
stupnice svazku znakem g,, bude '

_ Inir = Vu Gns1 = 0w ~ (10-5)
takZe obecné bude
on—1
» In = Vg
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(Je-lig, > 1, je také g, ., > 1.) Délici body n-té stupnice svazku jsou

o G G L G G G (10-6)
délici body (n + I)-ni stupnice jsou

-

cees g;fp gn—fp 9;-:17 L 9ni1r grzu+1’ 934-1’ (10-7)

Podle (10-5) miZeme psati (10-6) také ve tvaru

LS g;-fp gn—+‘1’ gn—fl’ 17 gf2l+1’ g:+1’ g:+17

Tedy soustava (10-7) vznikne ze soustavy (10-6) tim, Ze mezi kazdé
dva sousedni body vsuneme jeden bod novy. Tedy intervaly
(n =+ 1)-ni stupnice'.vzniknou tim,Ze kazdyinterval n-téstup-
nice rozdélime na dvé ,,poloviny*. Slovo polovina dédvam do
uvozovek, protoze to nejsou poloviny v obvyklém smyslu tohoto slova,
-nybrz dvé ¢éasti, z nichZ leva je mensi neZ prava.

Protoze interval {1, g, . ,> je men§i ,,polovinou‘‘ intervalu <1, 9.,

je . In+1— 1 -2 7} (gn - 'l)’

kz 1
takZe 0<g—1< '5:’(9 —1);
z toho nasleduje -
limg, = 1. (10-8)
- nl—»> o
V kaidé stupnici geometrického svazku jsou intervaly, jejichz
délka pfesihne libovolné dané kladné dislo. Ale pres to plati:

Véta 15. BudiZ -dian geometricky svazek. Budiz ¢ > 0, ¢ > 0.
Pak existuje index p takovy, Ze pro vSecka n > p maji viecky ty
intervaly n-té stupnice svazku, které lezi nalevo od bodu e, délku
mens&i neZ e.

Dukaz. Zvolme  tak, Ze g* > c. Pro kazdé  je g* levym krajnim
bodem uréitého intervalu J, z »-té stupnice svazku. Budiz d, délka
intervalu J,,. Pro kazdé n je d, ., < id,, a z toho nésleduje lim d,, == 0.

- @O
Proto existujé index p takovy, Ze pro viecka n > p je d, < &. Je-li
n >> p a leZi-li néjaky interval K z n-té stupnice nalevo od bodu ¢,
pak K lezi-nalevo od J, takie délka intervalu K je mensi neZz délka
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intervalu J, kterd je mensi nez ¢, takZe délka intervalu K je men3i
nez e.

Délicim bodem geometrického svazku rozumime kazdy
bod y, ktery je délicim bodem nékteré stupnice svazku. Zfejmé délic
bod geometrického svazku je délicim bodem skoro vSech stupnic
svazku. .

Je-li M néjaka soustava bodi na &iselné poloose, pak Fekneme,
Ze M leZi husté na ¢iselné poloose, kdyZ ke kaZdému bodu y &iselné
poloosy a ke kaZidému é&islu ¢ >~ 0 lze udati bod z patrlci do sou-
stavy M a vzdaleny od bodu ¥ 0 méné nez e.

Cviéeni 48. Déliei body geometrického sva.zku lezi husté na é&fselné
poloose.

Cviceni47. BudiZ M soustava bodi na éiselné poloose. LeZi-li M husté
na ¢iselné poloose, pak uvnitt ka¥dého intervalu obsaZeného v éfselné polo-
ose je nekoneéné mnoho bodu soustavy M. Obricené, kdyZ vime, Ze v kaz-
dém intervalu obsaZeném v &fselné poloose leZi aspon ]eden bod soustavy M,
pak M le#f husté na ¢éiselné poloose.

Cviéeni 48, LeZi-li soustava bodi M husté na &fselné poloose, pak:
(1] nalevo od kaZdého bodu éiselné poloosy je néjaky bod soustavy M,
[2] napravo od ka#dého bodu éfselné poloosy je néjaky bod soustavy M,
[3] je-li ddno é&fslo £ > O a jsou-li diny dva razné body soustavy M, lze mezi
né vsunouti koneény potet daldich bodi soustavy M tak, aby vzdilenost
dvou sousednich bodi byla vidy mensi ne% e. Obricené, jsou-li.splnény
podminky [1], [2] a [3], leZ{ M husté na &fselné poloose.

Cviéeni 49. LeZi-li soustava bodi M husté na ¢iselné poloose, pak ke
kazdému kladnému é&fslu x 1ze uréiti posloupnost (3-1), jejiZ ¢leny jsou vzaty
vesmés ze soustavy M, a pro kterou plati lim a,, = «. Obrdcené, je-li splnéna

7w —> D
tato podminka, leZi M husté na éiselné poloose.

Ackoli délici body geometrického svazku lei na &iselné poloose husté,
prece existuji vidy na é&fselné poloose také body y, které nejsou délicimi
body svazku. Volime-li na pf. g = 2, pak bod 3 neni délicim bodem svazku.
Nebot' kdyby bod 3 byl délicim bodem n-té stupnice svazku, existovalp by
celé &fslo k, pro které by platilo g,k = 3. ProtoZe g,2*—!= 2, bylo by 2 =
= 32"—1 co% je nemoZné.

Cvideni 50. Kdy% ziklad geometrického svazku je prvoéfslo p, pak
celé ¢islo neni délicim bodem svazku, neni-li mocninou prvoéisla p.

Cviden{ b1. Budi? d4n jakykoli geometricky svazek. Z cisel 24a3je
nejvys jedno délicim bodem svazku.
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Zvolme bod y na &selné poloose tak, Ze y neni délicim bodem
daného geometrického svazku. Pro kaidé n mdame v n-té stupnici
svazku uréity interval {u,, v,>, uvnitf kterého lezi bod y. Zfejm&
interval {u, , , v, ., je budto levou nebo pravou ,,polovinou‘‘ intervalu
{u,, v,>, takie .

{uy, vy, Cug, vy, {us, vy, ... (10-9)

je Fetéz intervald. Ze cvié. 25 a z véty 15 nasleduje, Ze (10-9) je vytvo-
fujici fetéz; protoZe bod y je uvniti viech intervala (10-9), je (10-9)
vytvorujici fetéz bodu y. Rekneme, %e (10-9) je geometricky Fetéz
bodu y.

- = Cvideni b2. Budi% dén geometricky svazek. Zvolme v ka¥dé stupnici
svazku interval (u,, v,), takZe dostaneme posloupnost intervali (10-9).
Kdyz (10-9) je geometricky Fetéz néjakého bodu y na &fselné poloose, ktery
neni délicfm bodem svazku, pak: [1] pro kazdé » je (u,H_ 1> Va1 budtolevou
nebo pravou ,,Polovmou intervalu {u,, v,>; [2] je nekoneéné mnoho ta-
kovych n, pro-né% (unH, ¥s 1, jo levou , polovinou‘ intervalu (u,, v,>
i nekoneéné mnoho takovych n, pro néz (u, 1, vp+1) je pravou ,,polovi-
nou‘‘ intervalu {ug,, v,). Obré.cené, jsou-li splnény podminky [1] a [2], je
(10-9) geometricky Fetéz uréitého bodu y na ¢iselné poloose, ktery neni
délicim bodem daeného geometrického svazku.

Cviden{ b3. BudiZ y délicf bod geometrického svazku. Pak Ize dvojim
zpusobem vybrati pro n=1,2,3,... z n-té stupnice svazku interval
{uy, v, tak, aby (10-9) byl vytvorujici fetéz bodu y. Je-li p nejmensi z téch
hodnot indexu =, pro které je y délicim bodem »-té stupnice svazku, pak je
¥ u jednoho z obou fetézu stdle levym, u druhého stéle pravym krajnim
bodem #-ho intervalu a to pro viecka n => p; pron << p je interval (u,, v,
u obou Fetézi stejny a obsahuje bod y uvnitt.

Cvideni b4, BudiZ g = 2 zdklad geometrického svazku. Geometricky
fetéz bodu 3 zaéind intervaly

91,912, <93, 91>, <92, 935, <03, 91°), <935, 91°D, <93°, 93"
R A DAL R R ‘
11. Konstrukee vSech logaritmickyeh funkei. BudiZz nyni dana

néjakd logarltmlcka funkece f(y). Zvolme si uréité &islog >> 1 a hodnotu
f(g) oznaéme a:

a = f(g). (11-1)
Podle cvi¢. 44 je a >> 0. ProtoZe a >> 0, ¢ >> 1, miiZeme zavésti arit-
meticky svazek se zakladem a a geometricky svazek se zakladem g.
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Jako v odst. 7 a 10 budiz

a,=a, g, =4¢, (11-2)
a, = 2a,,,, 9, = 912L+1' (11-3)

Podle (11-1) a (11-2) je a; = f(g,). Obecnéji je pfi kazdém n
a, = f(g,)- T (11-4)

Nebot kdyZz pfi uréitém = plati (11-4), pak podle (11-3) je 2a,,, =
= f(g2,,). Aviak f(g2,,) = 2f(g,.,) podle vlastnosti II logaritmickych
funkei (viz odst. 9), takZe a, , = f(g,.,)-
Z (11-4) nasleduje podle véty 14, Ze pro kaidé celé k (kladné,
zdporné i nulu) je ' ~ .
./(grk:,) = ka’n‘ (11-5)
Tedy funkce f pfifazuje délicim bodim n-té stupnice geometrického
svazku délici body n-té stupnice aritmetického svazku, a to po-
pofédku bodém )
1! yn’ gnz’ gns’ e

body
0,a,.2a,, 3a,, ... N
a bodim
N el A
body

-—a,, —2a,, —3a,, ...

BudiZ nyni y bod na éiselné poloose, ktery neni délicim bodem
geometrického svazku a budiz '

<u1; v]_>y <u2; v2>y <ua, 77:1>, cen (11-6)
geometricky Fetéz bodu y. Polozme
r", = f(un), 81t = t(vn)’ * . (11.7)

takze <r,, s,> jeinterval n-té stupnice aritmetického svazku. Inter-
valy (11-6) maji vlastnosti [1], [2] vyslovené ve cvi¢. 52. Z toho nésle-
duje snadno, %e intervaly

<71, '31>1 _<7'2, 32>; <7's, 3a>, e (11-8)
maji vlastnosti [1], [2] vyslovené ve cvié. 33. Proto (11-8) je aritmetic-
ky Petéz uréitého bodu z, ktery neni délicim bodem aritmetického
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svazku. Snadno se dokdze, Ze

f(y) = =. (11-9)
Nebot bod y leZi uvnitf viech intervalia (11-6), t. j. v, < y < v, pro
viecka n. Z vlastnosti I logaritmickych funkei (viz odst. 9) nasleduje
tedy podle (11-7), Ze r, < f(y) < 8,, t. j. bod f(y) leZi uvnitf viech
intervald (11-8). Av3ak z je jediny bod spoleény vSem intervalium
(11-8); z toho plyne (11-9).

Touto uvahou jsme ziskali pfedpis, ktery z kaZidého bodu y
¢iselné poloosy, at uZ y jé &i neni délicim bodem geometrického svazku,
vytvoli bod f(y). O-funkci f(y) samé pfi tom pfedpisu potfebujeme
znit pouze (11-1). Z toho nésleduje, Ze kdyZ dvé logaritmické funkce
nabyvaji obé v jednom é&isle g > 1 stejné hodnoty a@, jsou ty dvé
funkce identické.

V&ta 16. Budtez f(y), F(y) dvé logaritmické funkce. Pak existuje
kladné ¢islo ¢ takové, Ze je identicky (pro viecka y >~ 0)

F(y) =c . f(y).
Dikaz. Zvolme si libovolné &slo g =~ 1. Cisla f(g), F(g) jeou klad-
na podle cvié. 44, takZe lze uréiti kladné &islo ¢ rovniei

F(g) = ¢ . {(9).

Funkce F(y) a ¢ f(y) jsou dvé logaritmické funkce (viz cvié. 42), které
nabyvaji pro y = g obé stejné hodnoty, takie jsou identické.

Véta 16 dava odpovéd na druhou z otizek uvedenych na konci
odst. 9. Zbyva odpovédéti na prvou z téch otizek, zda totiz vibec
néjak4 logaritmicka funkce existuje. Cesta ke kladné odpovédi na tuto
otazku je dosavadnimi vyvody tohoto odstavce jasné naznadena.
Zvolime si ¢islo a >~ 0 a ¢islo g .~ 1. Zavedeme si aritmeticky svazek
se zakladem a a geometricky svazek se zakladem g. Pomoci téchto dvou
svazkt pfifadime kaZdému kladnému é&islu y uréité &islo f(y). Je-li
y délici bod geometrického svazku, definujeme ¢islo f(y) podle (11-5).
Neni-li y délici bod geometrického svazku, budiz (11-6) geometricky
fetéz bodu y; pomoci (11-7) dostaneme aritmeticky Fetéz (11-8) urci-
tého bodu r a definujeme f(y) = =.

Nyni budeme zkoumati vlastnosti pravé definované funkece f(y);
hlavnfm cilem je oviem véta 21,
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Cviteni b8. Jsou-li u,v délici body geometrického svazku a je-li
u < v, je flu) < f(v).

Véta 17. Je-liu < y < v a jsou-li u, v délici body geometrického
svazku, jest f(u) < f(y) < flv).

Dukaz. Je-li také y délici bod geometrického svazku, plyne to
ze cvié. 55. Neni-li y délici bod geometrického svazku, budiZ (11-6)
geometricky fetdz bodu y; pomoci (11-7) vznikne aritmeticky Fetdz
(11-8) bodu f(y). ProtoZe (11-6) je vytvofujici Fetéz bodu y, je

limu, = y, limv, = §;
protoZe u < y < v, existuje index n takovy, Ze u < u,, v, < v. Podle
(11-7) a podle cvié. 55 je f(u) < r,, 8, << f(v). ProtoZe (11-8) je aritme-
ticky Fetéz bodu f(y), je r, < f(y) < s,. Tedy f(u) < {(y) < f(v).

Véta 18. f(y) je rostouci funkce.

Dikaz. Budiz 0 < y, < y,. Mdme dokazati, Ze f(y,) < f(%a).
Podle cvideni 46 a 47 existuji délici body w, », w geometrické-
ho svazku takové, Ze u < y, < v < y, < w. Podle véty 17 je
fw) < f() < f(v) < f(g2) < f(w), tedy f(y1) < f(ya).

Cvideni b6. Ke kazdému redlnému é&fslu x existuje kladné é&fslo y, pro
které je f(y) = =. '

Véta 19. Budiz

Y1 Y25 Ys, - --
posloupnost kiadnjch ¢isel; budiz lim y, = y, kde také y je kladné
éiSlO. Pak je n—>o .
lim f(y,) = {(y).

Dukaz. Zvolme kladné é&islo e. Mame dokézati, Ze pro skoro
viecka n je | f(y,) —f(y) | < e. Podle cvié. 56 existuji kladna ¢&isla
u, v takova, Ze f(u) = H(y) — ¢, f(v) = f(y) + . Z véty 18 nasleduje

snadno, Ze u < y < v. ProtoZe lim y, = y, existuje index p takovy,
n—>w

Ze pro viectka n» > p je u < y, < v. Pro n > p je podle véty 18:
fw) < fg,) < fv), t.J. f(y) — e < H(y,) < (y) + &

Cviceni B7. Jsou-li u, v délief body geometrického svazku, je
Huw) = f(u) + f(v).

Véta 20. Je-li y, > 0, . > 0, je [(1hys) = [(1) + /(%)



Dikaz. Podle cvi¢. 46 a 49 existuji posloupnosti
ul,- u27 us, cees Uy v2! v& ey

jejichz ¢leny jsou viecky délicimi body geometrického svazku, a pro
které plati lim ,, = y,, lim v, = y,. Podle cvi¢. 57 je pro viecka n

fugr,) = f(2,) + f(2y)-
Podie vét 3, £ a 19 je vSak
lim f(u,v,) = Hyy), lim [f(u,) + f(v)] = Hy) + [(9a):

takZe f(319) = f(%1) + (y2)-

Véta 21. f(y) je logaritmicka funkce.

Ta plyne z vét 18 a 20. Mimoto je z nadich Gvah patrne, Ze kazda
logaritmicka funkce je tvaru f(y), volime-li g > 1 libovolné a volime-li
za a hodnotu dané logaritmické funkce v bodé g. Proto vysledek
cvié. 56 plati pro kaZdou logaritmickou funkei. Zejména ke kazdé loga-
ritmické funkei ¢(y) existuje éislo g > 0 takové, %e ¢(g) = 1; protoze
®(y) je rostouci funkce, je jen jediné takové &fslo g; podle cvié. 44 je
g > 0. Toto éislo gnazveme zakladem logaritmické funkce. Za zdklad
miuZeme voliti libovolné éislo ¢ =~ 1; nebot volime-li dané g > 1 za
zéklad geometrického svazku a &fslo 1 za zaklad aritmetického svazku,
pak naSe funkce f(y) je patrné logaritmicka funkce se zakladem .
Koneéné podle véty 16 je logaritmicka funkce svym zakladem g jedno-
znaéné uréena. Logaritmickou funkeci se zdkladem ¢ > 1 oznaéime

-, . log, ¥

V pocetni praxi se uZiva logaritmické funkce se zakladem g = 10,
coZz mé tu vyhodu, Ze nasobime-li éislo mocninou desiti, zméni se
pouze celd ¢ast logaritmu (t. zv. charakteristika). P¥ praktickych
vypoctech se uZiva pro logaritmy se zikladem 10 (t. zv. dekadické
neboli briggsovy logaritmy) znacky log; i v této kniZce jsme tak
na jednom misté udinili (na konci odst. 6). V teoretickych ﬁv:a,h'é.ch
v8ak jsou nejvyhodné&jsi logaritmy se zdkladem e [viz (6:16)] a bude-
me i v této kniZce uZivati znaku log pouze pro tyto logaritmy (viz
odst 15).%) ‘

’

*) Obvykle se u nés pro logantmy o zdkladu e uZiva znacky lg, aby se
rozlifily od logaritmi dekadickych oznagovanych log.
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Véta 22. Budiz g > 1,k > 1. Pak je identicky

_ log, y
log, y = l_(_)—g,,h y (11-9)
log, y = loga g - log, ¥. (11-10)

Dikaz. Podle véty 16 existuje ¢fslo ¢ > 0, pro které je identicky
logy y = ¢ . log; y. Dosadime-li y = h, vyjde 1 = c. log, A, z ¢ehoZ plyne
(11-9); dosadime-li viak y = g, vyjde-log, g = ¢, z éehoZ plyne (11-10).

12. Obeena mocnina. Dosud jsme v této kniZce uZivali pouze
takovych mocnin #°, u kterych mocnitelem s je éislo celé. Budeme
nyni presné definovati numericky vyznam znaku u’, u kterého je
mocnitelem ¢ libovolné redlné &islo. Ale o mocnénciu budeme pfi tom
predpokladati, Ze je to kladné éislo. Na jednu véc musime pfi tom
davati pozor! Je-li s celé éislo, je nAm vyznam znaku «° uZz znam; proto
se musime pfesvédéit, Ze obecna definice znaku %’ ve zvlastnim pri-
padé celého s dava tomuto znaku jeho obvykly vyznam.

BudizZ tedy u éislo kladné a s libovolné éislo redlné. P#i definici
znaku %’ budeme rozeznivati tfi piipady.

1. Budiz #-=1. Pak klademe 1*=1 pro v3ecka s. Pro celd s to
souhlasf.

1I. Budiz % >~ 1. Vime (viz evié. 56), Ze existuje kladné &islo v,
pro které je ‘
log, v = s. - (12-1)
Protoze logaritmicka funkce stale roste, mize byti jen jediné takové
¢islo . Numerickou hodnotou znaku %® rozumime toto &islo v. Ze to
_souhlasi pro cela s, plyne z véty 14.

1
III. BudiZ koneéné. 0 < u < 1. Pak je w < 1, takZe podle II

1\¢
vime, co znamena znak (7 ; hodnotou znaku u* rozumime pfe-

vracenou hodnotu
1

1 s
¢isla (7) . Pro cela s zase to souhlasi.

-
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Ve viech pfipadech je u* kladné é&islo (pro vSecka kladna « a pro
libovolné s).

Na stiedni $kole se postupuje obricené nezli jsme postupovali zde. My
jsme napied zavedli logaritmus a uZili jsme vztahu (12-1) k tomu, abychom
pojem obecné mocniny prevedli na pojem logaritmu. Na stiedni 3kole se
obrécené pomoci vztahu (12-1) pfevddf pojem logaritmu na pojem mocniny.
Postup zndmy ze stiedn{ &koly nenf nespravny; ale aby byl ptesny, musila by
se napfed mocnine s iraciondlnfm exponentem definovati peclivéji nez se to
déje na stiedni Skole.

Véta 23. Je-lig > 1, u > 0 a s jakékoli redlné &islo, je

log, u* = slog, u. ' (12-2)

Duakaz. I. Je-li w := 1, plati (12-2) podle cvié. 43.

I1. Budiz » > 1. Pro ¢ = u plati (12:2) podle (12-1), nebot
log, v = 1. Zménime-li (12-2), pak se obé strany vztahu (12-2) zna-
sobi tymz Cislem, takZe vztah (12-2) zistane spravny.

IT1. Piipad 0 < u < 1 se pfevede na piipad u >> 1 podle cvié. 45,

Véta 24. Pro » > 0 a libovolna 4, t jest.

Wt =t
Dikaz. Zvolme g >1. ProtoZe pro ¥, > 0, y, > 0 ze vztahu
log, y, = log, y, ndsleduje y, = y,, sta¢i dokazati, ze
log, (u* . u') == log, u***,
coZ plyne z véty 23.
Cviéeni b8. Pro > 0, v > 0 a libovolné s jest
u' . v = (uv)’.
Cviceni 89. Pro u > 0 a libovoln4d s, ¢ jest
(ua)t = ¢,

Lvncem 60. Pro u > 1, 3 <t je uf < ut.

Cvicenf 61. Pro 0 <u <1, s <t jo u® > ut.

Cviceni 62. Pro 0 <u <v, 8 >0 je u* < v

Cviceni 63. Pro 0 <u < v, 3<<0 je u® >0

_ 13, Spojitost. Budiz f(z) funkce, kter4 nemusi byti definovana:pro
viecky hodnoty proménné z. Je-li ¢ ¢éislo, pro které hodnota f(c) je definové-
na (neboli je-li ¢ éfslo z oboru funkece f(z)), pak Fikdme, Ze funkce f(2) je
v ¢fsle ¢ spojitd, kdyz '

lim f(x) = f(c). (13-1)
I—c
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Vztah (13-1) znamend, Ze pro v8ecky body z z oboru funkee f(z), které
lezi dosti blizko u bodu ¢, je hodnota f(z) blizkd hodnoté f(c). Presny V)"zna.m
vztahu (13:1) je: KaZdému éislu ¢ > 0 lze prifaditi éfslo 6 > O tak, Ze ne-
Tovnost | f(a:) — )| <e ]e splnéna pro viecka ta z z oboru funkcee f(z),
pro kterd je |z —c | << d

Veéta 25. Budiz f(x) fun.kce spojitd v ¢isle ¢. Budiz

€15 Cgy Cgs -+ (13-2)
posloupnost, ]e]1i vBecky ¢leny jsou v oboru funkce f(z). Je-li lime¢, = ¢,
pak také lim f(c,) = f(c). n—>

n—>o
Dukaz. BudiZz déno ¢ > 0. Mdme dokazati, Ze pro skoro viecka n je
| f(ea) — f(c) | < €. ProtoZe plati (13-1), existuje éfslo 6 > 0 takové, Ze pro
viecka z z oboru funkce f(z), pro kterd | z —c | < 4, je | f(z) — f(¢) << e.
Protofe lim ¢, = ¢, existuje index p takovy, %e pro viecka n > p je-

n— o

lew—c| <d.Pron>pje|flcy) —fle)| <e.
Véta 26. Budiz ¢ cfslo z oboru funkee f(z). Budiz lim f(c,) = f(c) pro

f—>DO
kaZdou posloupnost (13-2), jejiz vBecky éleny jsou v oboru funkece f(x), pro
kterou plati lim ¢, = ¢. Pak funkce f(z) je spojitd v &isle c.

n—»o

Dukaz. Je-li ¢ kladné éfslo, Ffekneme, %e éislo 6 > 0 md vlastnost
V(e), kdyZ | f(x) — f(¢) | < € pro viecka ta z z oboru funkee f(x), pro ktera
je | x—c¢| < 6. Mdme dokdzati, Ze pifi kaidé volbé &isla £ > 0 existuje
néjaké cfslo & > 0 s vlastnosti V(e). Budeme predpoklddati naopak, Ze
méime déno urdité éislo ¢ > 0 takové, Ze Z4dné éislo 6 > 0 nemd vlast-
nost V(e).. Dikaz bude dokonéen, jakmile se presvédéime, Ze tento pred-
poklad vede k nemoZnému disledku. Podle naseho predpokladu pro kazdé

n= 1,2,3, ... déslo % nems vlastnost V(g). To znamemi, %e v oboru funkee

[(:{:) musi existovat aspoi jedno éfslo ¢y takové, Ze

1
en—rcl <o (133)
| few) — f(c) |2 > E. (13-4)
- Ze (13-3) véak ndsleduje lim ¢, = ¢, takZze musi byti lim f(c,) = f(¢). To je
vSak nemo#né, plati-li (1”3_-:1‘.])D pro viecka n. "

*  Véta 27. BudteZ f(z) a g(z) dvé funkce, které jsou obé spopt,é v ¢isle c.
Pak také funkce
[(z) + g(=), f(x) — g(x), f(2) . g()
jsou spojité v cfale c.
To plyne z vét 3, 4 a 26. Jiny dikaz véty 27 se najde ve VM, odst. 15.
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' Cvicem’ 64. Budi? f(x) funkce spojits v &isle-c. Je-li f(c) = 0, pak také

funkce — @ ( ) je spojitd v cisle c.

Rekneme-li o funkei f(z) prosté, Ze je spont& minime, Ze je spojitd
v kaZ2dém éfsle ¢ z oboru funkce f(z).

-Véta 28. Logaritmicka funkce je spojita.

To plyne z\vét 19 a 26.

Véta 29, Jsou-li f(x) a ¢(y) spojité funkce, pak také
¢[H{(x)] = F(x) je spojitdi funkce. '

Dukaz. Budiz ¢ &islo z oboru funkce F(c). To znamena, Ze jednak
¢islo ¢ je v oboru funkce (), jednak ¢&islo f(e) je v oboru funkce ¢(y).
BudiZ (13-2) posloupnost, jejiz kazdy ¢len je v oboru funkce F(x) a pro
kterou plati lim ¢, = ¢. Podle véty 26 staéi dokazatl Ze lim F(c,) =

n—>@ fn—>wo

= F(c). JeZto kaZdé c, je v oboru funkce F(a:), je kaZdé c, v oboru
funkce f(z) a kaZdé f(c,) je v oboru funkee p(y). Protoze lime, == ¢

ﬂ—bm
a protoZe &fsla ¢, jsou v oboru spojité funkee f(z), podle véty 25
je lim f(c,) = f(c). Protoze lim f(c,) = f(¢) a protoZe ¢isla f(c,) jsou

n—>r o n—> o
v oboru funkce ¢(y), podle véty 25 je lim ¢ff(c, ]——q:[f(c)] t. j.
lim F(c,) = F(c). Tim je dikaz dokonéen.

Jiny dikaz se najde ve VM, odst. 17.
Véta 30. Viecky &leny posloupnosti (13-2) budte? &isla kladna;
také ¢ budiz kladné. Budiz ¢ > 1.
Je-li
lim log, ¢, = log, c, (13-5)
n-—>m
je lime, =c. '

nsw

Dukaz. Budiz 0 < & < c. Mime dokézati, Ze pro skoro vieckan
je | ¢, — ¢ | < e. ProtoZe logaritmicka funkce roste, je
log, (c — &) < log, ¢ < log, (¢ + ¢). (13-6)
Podle (13-5) existuje index p takovy, Ze pro vecka n > p je
log, (¢ —¢) < log, ¢, < log, (c + ).
Protoze logaritmicka funkce roste, je ¢ — & < ¢, < ¢ 4 & pro viecka
n > p.



Véta 31. Budiz u > 0. Pro v3ecka realna z budiZ f(x) = u®. Pak
[{z) je spojitd funkce.
Dikaz. BudiZ lime, = ¢. Podle véty 26 mame dokazati,

ze lim f(c,) = f(¢). Zvolme g > 1. Podle cviéeni 14 je
n->o .
lim e, log, v = ¢ log, «. Tedy lim log, f(c,) = log, f(c) podle vé&ty 23,

takze lim f(c,) = f(c¢) podle véty 30.

C:i_t;::nf 65. Budiz s realné éislo. Pro viecka kladnd y budiz f(y) = y*.
Pak f(y) je spojitd funkce.

14. Exponenciflni funkee. Je-li katdému redlnému &islu x p¥i-
tazeno uréité &islo f(xr), mame funkci, jejiz obor je soustava vech
redlnych éisel. Rekneme, %e f(z) je exponenciadlni funkce, kdyz
ma tyto dvé vlastnosti:

L. f(x) je rostouci funkce.

IL. Jsou-li z,, =, libovolna realnd &isla, pak

f(@y + z0) = f(2) - f(=s)- -

Véta 32. Je-li f(x) exponencidlni funkce, pak f(0) = 1.

Dikaz. Podle vlastnosti I exponencié.lni funkce existuje éislo ¢ takové,
ze f(c) & 0. Podle vlastnosti II je f(c) = f(0) . f(c), tedy f(0) = 1.

Cviéeni 66. Je-li f(z) exponencidlni funkce je f(z) . (— z) =1 pro
kadé reilné z.

Cvicenf 67. Je-li f(x) exponencnilni funkee, je f(z) > 1 pro z >0,
0<f(a:)<l pro x < 0.

Cviéeni 68, Budiz f(x) exponencuilm funkee. Pro kazdé reé,lné z a pro
kazdé celé k je f(kx) = [f(2)]*.

Cvideni 69, Budiz u > 1. Pro viecka redlnd x budi% /(:c) = u?. Pak
f(z) je exponencidlni funkce. -

Véta 33. BudteZ f,(z), f(x) dvé exponencidlnf funkce. BudiZ ¢ > 0,
fr(@) = fy(a). Pak je identicky f,(z) = fa(x).

Dikaz.. Poloime g = f,(a) = /,(a), takZe g > 1 podle cvié. 67. Za-
vedme aritmeticky svazek se zdkladem a a geometricky svazek se zdkladem
g. Jako obvykle poloZzme -

q/l. =a, gl = gv
T+l = 5o gu+1 vgn

Pro n =1 jest fi(a,) = gn; platl-h filay) = g, pri uréitém n, jest
haa 1) - fl("n+1) = /1(2‘1{; ) = ll(an) = .¢].._= In+1 - 'gu+1: -tedy
hl@, ;1) = 4 gn i1, takie fi(a, £1) = gn 41 podle cvié. 67. Tedy je f,(as) = g,
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_pro viecka n; podle cvié. 68 je f,(kas) = ga* pro viecka celd k. Docela stejné
se dostane f,(ka,) = g.t, takZe f,(x) = f,() pro viecky délic{ body x arit-
metického svazku. Neni-li « délici bod aritmetického svazku, budiZ

. (7, 8105 T2, 83, T3, 83), - - (14'1)
aritmeticky fetéz bodu x. PoloZme
= f1(rn), vn= f;(3n), (14-2)

takZe (un, vs) je interval n- té stupnice geometrického svazku. Intervaly
(14-1) majf vlastnosti [1], [2] vyslovené ve cvid. 33 Z toho nésleduje snadno,

%e intervaly .
-y, ”1): Cuy, vy, CUg, ), - (14-3)

majf vlastnosti [1], [2] vyslovené ve cvié. 52. Proto (14-3) je geometricky
fetéz urditého bodu y, ktery nenf délicfm bodem geometrického svazku.
Pro viecka n je r, << x < 8,,; protoZe exponencidlni funkce stdle roste, n4-
sleduje ze (14-2), %e u, < f,(x) << v, pro viecka n. Tedy bod f,(z) je uvnitf
vSech intervala (14-3). Aviak y je jediny bod spoleény viem intervalum
(14-3). Proto je fi(x) = y. Docela ste]ne se dokdZe také fy(x) = y, takZe

h(®) = fy).

Cviden{ 70. Je-li /(z) exponencidln{ funkce, pak eiistuje &slou > 1
takové, e je identicky f(z) = u=.

15. Derivace. Pojem derivace je jeden z nejduleZitéjsich pojmii
nauky o funkecich. Ndzorny vyklad tohoto pojmu se najde ve VM,
odst. 10. Zde si pouze uvedme aritmetickou definici derivace. O funkeci
f(x) pravime, %e mé pro x = a derivaci rovnou &fslu o, je-li funkce f(z)
definovédna ve viech bodech dosti blizkych bodu a a je-li

’1'1 of(a"l'h____)__'f_(a) . (15-1)

Pfesny vyznam vztahu (15-1) jest: Kazdému #slu & > 0 lze pnrad1t1
éislo 6 > 0 ta,k Ze nerovnost

o+ B —1@ |, -

je splnéna i pro kladna % takova, Ze 0 << b < 4 i pro zdporna h takova,
%e 0 < —h < 8. Hodnotu derivace funkce f(z) pro = — a znadime
obvykle f'(a). Pojmu derivace jsme v této kniice jiZz jednou piilezi-
tostné uZili (pii vété 13).

Z vlastnosti derivace si uvedme jen tuto:

Cech, Elementérnf funkee. 4 49



Véta 34. Budiz f(x) spojitd funkce v intervalu <r,s). Ma-li f(z)
pro viecka z uvnitt {r, s> stale kladnou derivaci, pak f(z) roste v in-
‘tervalu <z, 8). Ma-li f(x) pro v8ecka x uvnit¥ {r, 8> stle zdpornou deri-
vaci, pak /(z) klesé v intervalu {r, &).

Diukaz se najde ve VM, odst. 21 a 35.

Utite€nost véty je prokdzina detnymi pfiklady ve VM, odst. 21 a 22.

Ma4-li logaritmické funkce log, y pro y = 1 derivaci rovnou é&fslu &% pak

existuje limita
h‘mhg” a+h_, (16°1)
h—>0 h

Existuje-li takové &islo «,.pak je ziejmé pri kazdém kladném y

log, (1 + %)
/ m — 77—
A0 b
y
neboli
umloga (y+2) - log, y

B0 h

— a
y
takle
’ J— ‘x
(logy y)' = v

pro ka¥dé kladné y. Pot{Z je pouze v diikaze existence limity (15-1). Za tim
iidelem potiebujeme zkoumati, jakych hodnot nabyvé funkce

log, y
71 (15-2)
v blizkosti bodu y = 1. Mfsto funkce (15-2) muzeme studovati jejl prevré-
eenou hodnotu, tedy funkei
l
1084 y
Pro y = 1 nenf p(y) definovéna, nebot zlomek se jmenovatelem 0 je bez.-
vyznamny. Pro viecka ostatn{ y > 0 je viak funkce ¢(y) definovina. Tedy
obor funkce @¢(y) je &iselnd poloosa, ze které se odstran{ bod 1.
Véta 35. Funkce o(y) je spojita.
. To plyne z v&t 27, 28 a cvié. 64.

ply) =
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Zavedme si aritmeticky svazek se zékladem a, = 1 a geometricky
svazek se zékladem g, = g. Jako obvykle budiZ

a. -
Qp 1 = ?’., Jat+1 = Vgn-

Vime, e
log, g¥ = ka,,
takZe pro k¥ =+ 0 je A
(9a%) = ' —1 15-3
@ gn ) - Ica,. ( )
Véta 36. Jsou-li u,v délici body geometrického svazku a je-li

u =1 F0 u<<v, jest pu) < @(v).
Dikaz. Zvolme n tak, ¥e oba body %, v jsou d&lici body n-té
geometrické stupnice. Mimo bod 1, ve kterém funkce ¢(y) neni defi-

novéna, mé tato stupnice za délici body jednak body

Tns I Tnd - (16-4)
napravo od bodu 1, jednak body

I 1 1

—) — = L., 1566

In ga¥ ga* ( )

nalevo od bodu 1. V bodech (15-4) nabude funkce ¢(y) hodnot
q!'_l g”a—l gna'—l
a,  2a, 3a, '
v bodech (15-5) nabude funkce ¢(y) hodnot
gn—1 ga®—1 g2 —1
’ ) s e} 15-7
Inn  2¢n’a, 3ga’an ( )
ProtozZe g, > 1, a, > 0, nésleduje ze cvié. 6, Ze (15-6) je stoupajici
posloupnost, a ze cvié. 7, Ze (15-7) je klesajici posloupnost. V (15:6)

9h— 1; v (15-7) je nejvétsi ¢len
ay h o

(15-6)

g—1

; zfejme.

je tedy nejmensi ¢len

viak
gi—1 < h— l,
N L1
takZe kterykoli ¢len posloupnosti (15-7) je mensi nez kterykoli ¢len

posloupnosti (15-6). Tim je patrné dukaz véty dokonden.
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Véta 37. Funkce ¢(y) je rostouci funkece.

Dikaz. BudiZ g, > 0, ¥, > 0, 4, + 1 + 9,5, 4, < ¥s. Madme doka-
zati, Ze ¢(y;) < @(y,). Podle cvié. 46 a 47 existuji délici body geometric-
kého svazku u,v takové, Ze u 1 +v, y, <u <v <y, Podle
véty 36 je @(v) > @(u). Proto miZeme zvoliti &slo £ > 0 tak, Ze

p(u) 4+ & < p(v) —e. (15-8)
Podle véty 35 existuje na ¢iselné poloose interval J, ktery neobsahuje
bod 1, takovy, %e bod y, leZi uvnitt J a takovy, Ze | p(y) — ¢(yy) | < €
pro kaZdy bod y uvniti J. Podle cvi¢. 46 a 47 miZeme zvolit uvniti J
délici bod #, geometrického svazku, pro ktery je § << u; jest tedy
@(t;) < @(u) podle véty 36 a mimoto je | p(t;) — @(%) | < &. Docela
stejné se dokéZe, Ze existuje délici bod #, + 1 geometrického svazku,
pro ktery je p(v) < @(%) & | p(fs) — p(¥s) | < e. Jest

P(n) < plt) + & < p(u) + ¢,
P(Y2) > @(ls) — e > @(v) — ¢,
takze podle (15-8) je ‘P(?/l) < @(¥,).

Body ¢,, 9p41; gt 9 +1 jsou déhci body naseho geometnckého
svazku, jsou razné od bodu 1 a jest ¢! < 9n+1 < Int1 < G- Podle
véty 36 je

‘p(gn 1) < ‘P(gn+1) < ¢(gn+l) < ?J(g,,)

Tedy
$pEr), @())s <Pz ), 9(98)), <PGz "), @(@s)>, .- (15°9)
je Fetéz intervali. Podle (15-3) je
- ,_Pgs) _
¢(gl 1) > w(g 1) glh

takZe podle (10-8) a podle cvi¢. 26 je (15-9) vytvofujici fetéz uréitého
bodu «. Bod « lei v intervalu {p(977?), ¢(4,)), takZe je a« > O.
Véta 38. Pro y > 1 je @(y) > a; pro 0 <y <1 je p(y) < «;
mimo to je
lim ¢(y) = «. (15-10)
y—1 .
Dikaz. Je-li y > 1, pak podle (10-8) existuje index %, pro ktery
g, <'y, takZe ¢(g,) < @(y) podle véty. 37; protoZe « je v n-tém inter-
valu posloupnosti (15-9), je & < ¢(y). Je-li 0 < y < 1, pak existuje
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takové n, Ze g, < y ! neboli g;! > y, tedy ¢(g;!) > y, takie & > ¥
Zbyva dokédzati vztah (15-10). BudiZ dano ¢&islo € > 0; mame dokézati,
Ze existuje interval J, uvnitt kterého je bod 1, takovy, Ze | ¢(y) ——
— & | < e pro viecka y =+ 1 uvnit¥ intervalu J. Je¥to (15-9) je vytvo-
Fujici Fetéz bodu «, jest

lim g(g;") = o, lim g(g,) = o.

n—>® n—>x -
Tedy miZeme zvolit n tak, Ze |@(g,}) —a | <e |@g,) —a| <e.
ProtoZe g;' <1<y, leZi bod 1 uvnitt intervalu J = <{g;?, g,>.
LeZi-li ¥ == 1 uvnitf J, pak podle véty 37 je

P(¥) < 9g,) <+ & @y) > plgn!) > x —e.

Hodnota ¢&isla & > 0 zdvisi na volbé zékladu g logaritmické funkce,
8 pomoci které jsme tvofili funkei ¢(y). Nahradime-li funkei log, y
jinou logaritmickou funkecf, pak podle véty 16 existuje &islo ¢ > 0
. takové, Ze nové logaritmickd funkce je identickd s funkef ¢ log, y;
obrécené ¢ log, y je podle cvi¢. 42 logaritmick4 funkce pii kaZdé volbé
¢isla ¢ > 0. Zavedeme-li misto funkce log, ¥ funkei ¢ log, y, mime
misto funkce

_y—1
¢(y) log’ y \
funkei )
y—=1_ o0
clogy y ¢’

takZe misto ¢isla « dostaneme &islo -3—. Protoze je « > 0, vidime, 7e

vhodnou volbou zédkladu logaritmické funkee miZeme dociliti toho, Ze
¢islo odpovidajici &islu &« bude miti libovolné pfedepsanou kladnou
hodnotu; a riznym hodnotam é&isla « odpovidaji rizné logaritmické
funkce. Zejména existuje zcela uréitd logaritmicka funkce, u které ¢islo
odpovidajici &islu & md hodnotu 1. Ziklad této logaritmické funkce
oznaéime e; my jsme sice v odst. 6 uZ oznadili pismenem e zcela uréité
¢islo, ale to nevadi, nebot ze vztahu (15-13), ktery v brzku dokiZeme,
plyne volbou x = 1 a porovnénim s (6-16), Ze ¢&islo e zde zavedené je
totoZné s ¥islem e zavedenym v odst. 6. Logaritmy o zédkladu e se jme-
nuji pfirozené neboli Napierovy (¢ti neperovy) logaritmy; budeme
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je znaditi symbolem log, ponévadZ zéména s logaritmy dekadickymi
neni zde moZné4.*)
Cvideni 71. Jest

- . y—1
lim =1, 1511
y—1logy ( )
]
lim 28Y . (15-12)
y—>1Y— 1

Cviten{ 72. Pro y, >0, ¥, >0, ¥, = 1 =y, 5, < y, joat
$h—1 Ya— 1.
log 4 log y,

Véta 39. Proy >0,y +ljel +logy < y.
Dikaz. Podle véty 38 (ve které g = e, tedy « = 1) je pro y > 1

y_.—_£>1
log y .

a mimo to log ¥ > 0 podle cvifeni 44, takie y — 1 > log ¥ neboli
¥y > 1+ logy. Podle véty 38 je pro 0 < y < 1
y—1 < 1 neboli y—=1
log y —log y
a mimo to —log y > 0 podle cvi¢. 44, takZe zase y — 1 > log y neboli
y>1+logy.

Véta 40. Pro kaZzdé redlné z je

> —1

fn-—>o

ot = lim-(l + %) (15-13)
Dikaz. Pro = 0 je vztah (15.13) zfejmy. BudiZ tedy z 3 0.
Polozme y = 1 4- 2 Pron > | x| je y > 0, takZe symbol log y ma
n
vyznam, a jest
logy =n Lox\ 1 x\*
Kdyz celé n roste do nekoneéna, pak y se blizi jedné (a pron > | x|
jeoy >0,y = 1); tedy podle (156:12) je -
*) Viz poznamku na str. 43,




n—»w

_ lim — log (l -+ ) 1
takZe

n—>o

Podle vét 25 a 31 je tedy

zi\n

. log(1+—)
lim e = e”.

nl—>r0

Tim je (15-13) dokdzano, nebot

o z\n z\*
ell(l+”) =(1+7)

podle definice levé strany.

lim log (1 + %)n= z.

Cvideni 73. Je-li 0 << u << v, jost
1

! —1 1
1 ogv —logu 1
v v—u u

Je-li 0 >u > v, jest

1 1 —1 1
_>og|v| oglul 1
v v—U

-
[Ve vété 39 volte jednak y = —, ]edna.k y= 1:— ]

Véta 41. Pro kazdé y =+ 0 je

(log |y 1) =
To plyne snadno ze cvié. 73.
Cvidenf 74. Je-li r < s, jo

1
7

[Ve ovi¢. 73 volte u = e, v = e%.]
Véta 4la. Pro kaZzdé redlné z je
(7)) = e”.
Cviéeni 75. BudiZ u > 0. Pro kaZdé rediné z je

(u%) = u®log u.
[Jest u% = ot log u.]



Véta 42. Budiz s libovolné realné ¢islo. Pro kazdé realné x je
(@) = az*~", (1514)
Dakaz Jest 2 =e°% podle definice pravé strany, tedy

2® = ¢*!°82 podle cvié. 59. Vzorec (15-14) plyne tedy z vét 41 a 4la
podle pravidla o derivovani slozené funkce (viz VM, qdst. 17).

MiuzZeme si odvoditi vzorec (15-14) také bez pravidla o derivovéni
sloZené funkce. BudiZ nejprve 8 > 1. Je-li 0 < z < y, pak je podle cvié. 60

8
0<1<(1)
x X

"a podle cvid. 61

Tedy podle cvié. 72 je

Podle (12-2) miiZeme tyto nerovnosti pséti ve tvaru

Y _a (l)'_ 1 -
x r

” 7" (15-15)
) log—; alog'?
8.
, (% 1 Z_a
<t (15-18)

z z

8log — log —
g y g Y

V nerovnosti (15-15) nésobme na obou stranich kladnym &fslem log %,

a tym? kladnym &slem log % = —log % nésobme také obé strany ne-

56



rovnosti (15-18). Vyjde

1< l[(l)'_ 1]_ (15-17)
8 x -

- _[ _(_“’_)’] <12 (15:18)

. 8 Y ) Y

Nésobfme-li jedté v (15-17) obé strany kladnym &fslem sz* a v (15-18) obd
strany kladnym éfslem sy®, dostaneme, %o pro 8 > 1,0 < 2z < y je

yl — xs
y—z
a z toho plyne snadno (15-14) pro 8 > 1, protoZe funkce sz*—! je pro z > 0
spojité podle evid. 65. Mdme-li takto (15-14) dokdzdno pro # > 1, miZeme
déle usuzovati na pt. takto. Platf-li (15:14) pro uréité s, pak je podle pra-
vidla o derivovani podilu [viz VM, vzorec (18-3)]

~ oy

31;:—'1 < < syn—l

z z?

t. j. vzorec (15-14) ztistane v platnosti, zmeniime.li-s o jednicku. Proto
vzorec (15-14) platny pro 8 > 1 ziistane v platnosti pro 8 >0, pros > —1,
pro 8 > — 2 atd., t. j. pro viecka redlns s vibec.

Cvidenf 76. Derivujte funkce

a) log (z* + 1); b)e™; ¢) a%; .

Q% e)log@+)FF), f@+ D7
16. Exponenciilni Fada. KdyZ | z| < 1, jest
: 2 2
log (14 2)= x—?+-§—z+ ceny

14+ =

l1—=z

5
=2u+§+%+nm

S pomocf téchtofad se daji velmi pohodIné poéitati logaritmy. Ale o tom je
feé ve VM, odst. 30, a nenf divedu, abychom se tfm v této kni%ce zabyvali
znovu. Za to se v tomto odstavci seznimime s jinou nekoneénou radou,
s pomocf které miZeme velmisnadno pocitati nejen &islo e, nybrs také hod-
noty funkce e? pro viecka redlnd z.

Véta 43. BudiZ

log

ll(x): fz(-"), fa(z)» L . ) (16'1)
posloupnost spojitych funkei v intervalu (r, §>. Pro vlecka z uvnit#

Y
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{r,8d>apron=1,23,... budiz

'a+1(2) = fa(®). (16-2)

Pro »n > 2 budiZ f,(r) = 0. Je-li f,(x) stéle kladnd pro viecka 2 uvnitf
(ry 8), pak také pro n > 2 je fa(x) stéle kladnd pro viecka z uvnit#
{r, 8). '

Dikaz. Necht pfi uréitém = je f,(x) >> 0 pro viecka z uvnitf
{r, 8)>. Mame dokézati totéZ o funkei f, . (x). Funkece f, . ,(z) je spojité
v intervalu {7, 8) a uvnitf {r, 8> ma podle (16-2) stdle kladnou derivaci.
Funkee £, ,(x) tedy roste v intervalu {r, s) podle véty 34, takZe pro =
avnitf (r, 8) jo fo11(2) > fpia(r) = 0.

Cviéenf 77. Budiz (I6-1) posloupnost spojitych funkef v intervalu
r, 8). Pro vlecka x uvnitt (r,s) a pro n=1,2, 3; ... necht plati (16-2).
Pro n = 2 budi f,(s) = 0. Je-li fi(z) stdle kladnd pro vSecka z uvniti
{r, 8, pak pro n = 2 je f,(x) pro vecka z uvnitf {r, &)

a) stéle kladna, je-li » liché; b) stdle zdpornd, je-li » sudé.

Véta_44. BudiZ (16-1) posloupnost spojitych funkef v intervalu
{r, 8>. Pro viecka x uvnitf {(r,8> a pro n =1, 2,3, ... necht plati
(16-2). Pron > 2 budiz f,(r) = 0. BudiZ ¢ > 0 uréité éislo; pro viecka z
uvniti (7, 8> budiZ | f,(z) | < ¢. Pak pro n = 2 je pro viecka z uvnit¥

{r, 8

(& —r)r—t
[fa(®) | < %7,—
" Dikaz. Pron =1,2,3, ... budiz
~ —p)yn—1
F“(x) = (z(T_%)! "“fn(x):

— pry—1
Gu(z) = ¢ (_:I(;TT)I)'_ + fa(=),

zejména

Fy(z) = ¢ — [i(2), Gi(®) = ¢ + /i(),
takie F,(z) > 0, G,(z) > 0 pro vSecka x uvnitt {(r, ). F () a G,(x)
jsou spojité v intervalu (r, 8 a uvnit¥ (7, 8) je

Fln+l(x) = Fn(x)! Gln-.i-l(x) = G"(x)
Pron = 2 je F,(r) = 0 = G,(7). Podle véty 43 je pro viecka z uvnitf
(1 8y Fo(z) > 0, Gp(x) > 0, tedy
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(2 — ry—
¢ _(71,—1)' > | fa(@) |.
Cvideni 78. Budi? (16-1) posloupnost spojitych funkef v intervalu
{r, 8. Pro viecka z uvnit¥ (r,s) a pro n = 1,2, 3, ... necht plat{ (16-2).
Pro n > 2 budi¥ f,(¢) = 0. BudiZ ¢ uréité cislo, Pro viecka z uvnitF {r, 8
budiz | f(#) | < ¢. Pak pro n > 2 je pro viecka z uvnitt (r, 8)

(o — 2,

| fn(=) | <cm

Cvident 79, Pro kadé rediné z je'lim = — 0. | Pro dosti veliks n je

n— oM

Zgn+l 1] an
h+ D=2 al ]
Véta 45. Pro viecka zdpornd xapron =1,2,3, ... je
x'l+1
_(1+1|+21+ T < lmFDr|

Mimo to ma diference e —(l + — + + .+ —) stejné zna-

menf jako , je tedy kladné - pn lichém n a zapornd p¥i sudém =.

an+1
(n + 1)
Dukaz. Zvolme r > 0 tak, Ze éislo * < 0, pro které chceme pro-
vésti dikaz, je uvnitf intervalu (—r, 0>. Pro « v intervalu {(—r, 0>
a pron =123, ... budiz
x zs xﬂ—l
fa(z) = (1 +—l_!+—2_l. + ...+ m)‘—'e‘,

zejména f,(x) = 1 —e®. Pak jsou f,(x) spojité funkce v intervalu
{—r, 0> a pro viecka 7 je f,(0) = 0. Podle véty 41a je pro viecka x:
f'ns1(x) = f.(x). Koneénd je f,(x) > O uvnitf intervalu {(—r, 0>. Tedy
podle cvié. 77 je uvnitié (—r, 0> stile

fa(x) > 0 pfi lichém =, f,(x) < O pfi sudém n.
Z tobo plyne tvrzeni véty snadno. Je-li » liché, pak pro —r < 2 < 0
. . i n
jost o(z) > 0, fo1a(2) =o(@) + —-< 0, tedy 0 < fyfe) < ‘ — ‘
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Podobné p¥i sudém = je: [, (x) < 0, fu,(x) = f.(z)+ a:_"' > 0,
n!
a*
tedy 0 > f,(x) > —. -
n!
Véta 46. Pro viecka kladnd x a pron = 1, 2,3, ... je
0 <e=—(1 RIS )< -2
Dukaz. Zfejmé stadi doké,zati, %e pro kadé r > z je
0 <er— (1 + Iy 4z - ATIRN )<(er—l)-——. (16-3)

Jest » > 0; dokaZeme, Ze (16-3) plati pro vSecka x uvnitf intervalu
{0, r>. Za tim Glelem poloime

fa (@) = e — ( + + + .+ n xn_l”!)

zejména _f,(z) = e*— 1. Pak jsou fa(z) spojité funkee v in-

tervalu (0,7), jest f,(0)=0, /', . (x)=/f.(x). Pro = uvnitf r je

0 < fi(z) < e — 1. Tedy uvnité {0,7> je f,(x)-> 0 podle véty 43
1

a fo(@) < (" —1)

dostaneme (16-3).

. Véta 47. Pro vSecka realnd x je

an—
m—D! podle véty 44. PiSeme-li n 4- 1 misto =,

e?=1 + + 3 + + ... do nekoneéna.

Dikaz. To je zfejmé pro x = 0 a plyne pro x < 0 ze cvié. 79
a véty 45, pro x > 0 ze cvié. 79 a véty 46.
Cvideni 80, Vypocitéte
e = 2,718 281 828 459..
e~ 1= 0,367 879 441 117
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