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CariroLo X.

INTORNO DI UN PUNTO DI UNA SUPERFICIE.

QUADRICHE DI MOUTARD E CONO DI SEGRE.

Questo capitolo, che un lettore frettoloso potrd omettere in
prima lettura, & destinato a studiare e caratterizzare in modo
geometrico ed invariante per collineazioni 1’intorno del quarto
ordine di un punto di una superficie: cid che portera a illustrare
geometricamente il significato degli invariaunti fondamentali da noi

gia trovati per via analitica.

§ 85 — Enunciato di alcuni teoremi per le quadriche
di Moutard.

Strumento essenziale di questa ricerca & lo studio delle qua-
driche di Moutard. Cominceremo a studiare il sistema delle qua-
driche di Moutard che appartengono alle diverse tangenti di una
superficie (non sviluppabile) § in un suo punto generico z. Kcco
come procederemo. Essendo ¢ una tangente ad 8§ in z, ¢ la tan-
gente coniugata, M, e M, le quadriche di Moutard appartenenti
rispettivamenté a ¢ e ¢/, ed r una retta incidente a ¢ (che perd
non passa per « n& sta nel piano § tangente a § in «), noi
daremo una serie di semplici costruzioni geometriche, che permet-
tono di trovare le rette polari ' e 7" di » rispetto a M, e a M,,;
fatto cio, la costruzione di M, (e di M,) & pure fatta: infatti la
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502 CAPITOLO DECIMO [§ 85}

quadrica M, & evidentemente determinata se sappiamo costruire
la polare rispetto a M, di ogni retta » incidente a ¢; del resto,
ricordando (*) che il piano polare rispetto a M, di ogni punto
situato su ¢ (¢') corrisponde a quel punto nella corrispondenza
2 (1) (X (—3)), sappiamo costruire, appena note le I (¢), il piano
polare rispetto a M, di ogni punto situato in &, sicch® basta, per
completare la determinazione di M,, costruire la polare r di una
retta r incidente a ¢,

La costruzione di " e " da » sard completamente discussa
ai §§ seguenti; qui vogliamo premettere per maggior chiarezza,
I’enunciato dei risultati (**).

Sia P il punto d’incontro di r con § = il piano che con-
giunge 7 ad «. Il problema di determinare le rette + e r”’ dalla
refta r si pud ricondurre a due altri molto pitt semplici, a co-
struire cio® un certo punto z situato in § ed un certo piano
passante per ®, la posizione di z e { non dipendendo che dalla t.
Supponiamo per un momento di conoscere z e {. Sia 7, la
polare reciproca di r rispetto alla quadrica di Lie, y; e 7, siano
rispettivamente il punto corrispondente a = e il piano corrispon-

2
gato armonico del piano = rispetto alla coppia di piani § e ; e
z, sia il coniugato armonico del punto P rispetto alla coppia di
punti e z; sia l; la retta intersezione dei piani v, e {;, e I,
sia la retta che congiunge i punti y, e z;. Allora le rette " o
»'" appartengono al regolo (che pud ridursi ad un fascio ordinario)
determinato dalle rette ,, ;, I, e sono, dentro il regolo, deter-

minate dai birapporti

dente a P nella corrispondenza X (i) . Ancora, sia {; il coniu-

(*) Cap. IX § 81 D.

(**) I principali risultati d questo Cap. furono dedotti per la prima
volta, nella Memoria di Coch : L’ intorno di un punto d’una superficie con-
siderato dal punto di vista proiettivo, Annali di Matematica (3) 31, pp. 191
e segg. Ivi si & fatto uso delle coordinate asintotiche e del metodo di Wile-
zynski. Qui invece faremo tutti i caleoli in coordinate curvilinee qualunque,
senza che ne risultino delle complicazioni gravi, Cid prova i vantaggi che
possiede il metodo delle forme differenziali, introdotto dal Fubini nella geometria
proiettiva, sul metodo (pitt vecchio) delle equazioni differenziali usato. dal
‘Wilczynski.
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” 1

(Cylyre?’) =3, (ylgrer )=—3—- .
Cié posto, resta da vedere come si possano costruire il punto z

e il piano §. Sia ancora m il punto che corrisponde a §, e p. il

5
piano che corrisponde a z nella corrispondenza X (— T) Basta

costruire m e . Cid & particolarmente semplice se S & rigata. In
tal caso infatti m & semplicemente 1’intersezione (diversa da x) di
¢ con la quadrica W, (Cap. V § 35 C) (*) e similmente p. & il
piano tangente (diverso da §) alla quadrica W, passante per ¢
Supponiamo invece che S non sia rigata. Per costruire m e
anche in questo caso, indichiamo con t, e t, le due tangenti
asintotiche ad § in z, con s lo spigolo e con d la direttrice. Siano
R, e R, le due rigate asintotiche di S (Cap. IX, § 81 E)
passanti per x e precisamente R, contenga la retta t, (i =1, 2).
Siano o; e 9; i piani che congiungono <, rispettivamente allo spi-
golo ed alla direttrice. Infine C} (C}) sia la conica del piano £ che
corrisponde nella ¥ (—2—) relativa alla rigata R, (Rg) al fascio
di piani contenente i piani o, e &, (6, € &;). Il punto m & allora
Iintersezione (diversa da z) di ¢ con quella conica del fascio
determinato da O} e Cj la cui tangente in x & la polare lineare
di ¢ rispetto alla terna delle tangenti di Darboux.

Le dimostrazioni degli enunciati che precedono si trovano ai
§§ 86, 87, 88; al § 90 esaminiamo la connessione delle quadriche
di Moutard relative ad una superficie S non rigata con quelle
relative alle rigate asintotiche di S. Infine studiamo di nuovo al
§ 91 il cono di Segre e le pangeodetiche del Fubini. Questi due
§§ non riguardano pertanto le quadriche di Moutard ; cidnonostante,
il metodo di cui ci serviremo essendo analogo alla determinazione
della posizione del punto z e del piano { (v. sopra) abbiamo rite-
nuto opportuno metterli al presente Cap.

(*) Si ricordi in questa connessione che noi abbiamo trovato, al Cap. IX
§ 82 C, un legame fra W, e le Z (c).
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§ 86 — Rette polari rispetto ad una quadrica di Moutard.

4) Rette 7, 7', v polari di una retta » rispetto alla quadrica di Lie
¢ alle quadriche di Moutard relative a due direzioni coniugate.

1. Consideriamo una superficie S non sviluppabile e fissiamo
su essa un punto x ed una tangente non asintotica ¢ = (xdx)
uscenté da z. La polarita rispetto alla quadrica di Moutard M, appar-
tenente a ¢ & data dalle equazioni (2) e (2)y,, del Cap. IX § 80.
Sia ¢ = (D 2) la tangente coniugata di ¢t ed M, la quadrica di
Moutard appartenente ad essa. Per trovare le equazioni della pola-
ritd rispetto ad M,,, occorre nelle formole citate sostituire Du; a
du; e quindi (*) edu;, a Du;. Si trova cosi che il piano

6o§+ 0,dE +0,D6 4 o3 E
& il piano polare del punto

pox + pdx 4 Pz»Dx 4+ ps X
rispetto a M, se

= Fy 2 F
°o—Po—2—1—,1: i 3 F, P +

2 2@,y du. du, Du, Du; - 2e F2 F3
+\3 7 TY W YT T,

(*) Cfr. Cap. VI § 56.
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Cid posto, sia » wuna retta che intersechi f, ma non passi
per z nd stia in § Supponiamo che r sia determinata dal punto

rox -+ v dx
di ¢ e dal punto generico
Po% + prdz + p Dz + p3 X
sicché possiamo porre
(1) r=(rnz+rdz, px-+ pdz+ pDz+ pyX).
Siano 7,, 7’y "’ le rette polari rispettivamente rapporto alla H (qua-

drica di Lie), ed alle M, e M,. Per le equazioni ricordate tro-
viamo subito

ro = (ropy — 71 Po) (EAE) + 70y EDE) + 7op3 (€, ) +
(1)bh
+ r1pp @EDE) + 7, p; (d€, E)

2 F F;
v = 1"‘0 (91——5‘“73 Ps) —n [Po+2'ﬁ'§92+

o3

2 3a,,du,.du,du,du; 2 F; F2 II—P
(5 mtgttt s T oG Bl e

(1 )ter

2 F, F, 2 F -
+(n+5 F; rl> (Pa + 25%&'93) (EDE) + (To+ —3,—'5,—:71)93(55)+
FI
+n (Pz + 257:‘ Pa> (@EDE) +ryps(dé, E),

2

F 2 F
= § 70(91 + 2'F§—Pa)‘—’1 [Po— ‘g"’F_:Pz +
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2¢ 2a,,; du, du, Du,Du;  2¢ Fi? F; II—P
+(? 7 to w7 )Ps]!(Ed6)+
(l)qumr
F
+("o—2%"'1)(P2"‘"23i£§' )(&D&)-}-( 3"1)93(53)—1'
2 Fy

2¢ F,
+"1(Pz 3e F” 3)(d§D6)+7‘193 g, E) .

B) Le rette ! del regolo », »" r”.

Noi poniamo (*)

(2 L,=38r +¢"—4r,, l=1 4 3r" —4r,
sicché
L = —r [ 136 _ﬁ_i_ oa + ( 9 2, du, ;gu, du, du,
_23i Za,,ndurz;,DutDui +_§__I;§ +5ge I;:: n 2 )pg](&dﬁ)-}-
(2ot
4 lg_.;’_(Jr_f,_r,) pa (ED8) + 5" Ty (3DY)

1 _l}g F3 r—v ( 2 zarstddurdu:dutdui % zarsndurdusput Dui +
2 = 3 Iv.;, 1

B 7 + I
56¢ F§ 8 F;2 m—r
(2)tet + 9 1;13 + 3 Fs —2 __172——) :' Ps (&d&) -

(*) !, o I, sono le rette di cui si parla gia al § 85.
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16 F, Fy 16 Iy T
i (Pz — E'ﬁ_‘{p") (EDY -——E—;-F—zﬁpa ¢s.

E chiaro che I, rappresenta una retta passante per = (*) ed ‘I,
una retta che giace nel piano & Di pil, detto P I intersezione
di & con r e = il piano che congiunge x ad r, sicch® per la (1)

3) P=rz +rde, ©=—ecFyp§+ pyDE,

la posizione delle rette I, e I, evidentemente non cambia se la
retta » descrive il fascio di centro P e di piano w; ci6 si vede
subito osservando che nelle (2)ys © (2), non compaiono pill p, ©
p1- Si pud pertanto prevedere che le rette I, e I, saranno
piu facilmente costruibili che le rette # e #", il che & importante
perchd, come ora mostreremo, # e r"’ sono ben determinate, date
7o, I © 1y,

In generale (**) le tre rette 7, I, I, determinano un
regolo (serie rigata d’una quadrica). Se F; = 0, ossia se £ & una
tangente di Darboux, 16 (U)us, (2)us © (2)ir mostrano senza dif-
ficolta che r;, I; e I, appartengono ad un fascio il cui piano passa
per ¢ (***); se invece Fy = 0, ossia se ¢ & una tangente di Segre,
7o, I; © l, appartengono pure ad un fascio il cui centro sta su
¢. (***) Ma comunque si scelga ¢, le (2) mostrano che le rette
r' e r'’ appartengono al regolo o fascio determinato dalle r,, I; e
ly. Dentro tal regolo esse sono determinate, come abbiamo gia
enunciato, dai birapporti

7 ’ ’y 1
(4) lhlyrer) =3, (") = 5.

Cid si pud dedurre dalle sole (2), come il lettore vedra facilmente
da sé; ma lo si pud dedurre anche facilmente se si osserva che i

(*) giacché vi passano i piani §, d§, DE.

{*) sempre se F,F3+0. La dimostrazione & facile.

(**) il piano del fascio & il piano polare di P rispetto ad H.
(***%) il centro del fascio & il polo di = rispetto ad H.
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punti d’incontro con ¢ e i piani che congiungono a t' le rette
vy 1 g, corri3pondono rispettivamente al piano = e al punto P
nelle = (1), £ (— 3), £ (0), mentre il punto d’incontro di I, con

¢ corrisponde a = e il piano (I, #’) corrisponde a P in X (—z—) . (M

C) I punti y,, 2z, ed i piani %,, §.

Si verifica facilmente che la (2),, pud scriversi

®6) - L=mb)
dove
F
(5) bis "]1=("o+j,—3"1)5+1‘1d§,
2
_ |16 Fs 2, du, du,du, du,
&= [ 3T, ™ + (2 iz
2¢ a4y du, du, Du, Du, 8 F;
(5)ter + _3— ‘Fg + ?'ﬁ +
56e Fj2 16¢ F,
T S L )Pa]e+ —5 3 D¢

Similmente possiamo scrivere anche l,; si ha e precisamente

(6) ly = (¥1%)
dove’
F}
(6)bis Y = (—er pa + 7= Ps) x4+ pg Dz

(*) Cid si vede subito dalle seguenti equazioni (5)uis © (6)sis ricordando
le (Iter € lo (1)quater del Cap. IX § 81.
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_ 16¢ Fyg 2¢e 20, du, du, du, du;
21——T'F—.§'7'o+"1(? 7 +
a,.; du, du, Du, Du; + 56¢ F3

§FE _ NM—P 16: F,
)]"* 3

+’—3"‘-F—g“—'25——FT2——— ——?'idz.

La (6) si deduce subito dalla (2),, trasformandola dapprima se-
condo le formole (¥)

(€df) =e(zD2), ((D§) = (zdz),

(t8) =5 (@sDa), (dEDE)=F, (+X),

™
(@¢, B) = —eQxDx)-—e(D2x, X),

(D, BE) =-—Q (vdz) — (dz, X).

La dimostrazione delle (7) & lasciata al lettore come facile esercizio.
Esse si possono provare partendo dalle (**)

(xdxDx)=—eFsE, (xdzX)=DE,
(Mnis
' @DxX)=edE, (@xDxX)=eF;(—QE+E).

P. es. per provare la prima delle (7), osserviamo che dalla (12) dell' Intro-
duzione si deduce

[(@dxDx), (zdzX)]=(xdx)(xdaxDxX)

e facciamo uso delle (7)uts. In altro modo si possono dedurre le (7) dalle (4)
del Cap. IX § 80. P. es. si vede subito dalle citate eq. (4) che si pud deter-
minare « in modo che sia

(*) Si ricordi che =S XE.
(**) Le prime due (7)vis sono le (2) e (2)vis del Cap. IX § 81. La terza
si riduce subito alla seconda. La dimostrazione dell’ ultima & lasciata al lettore.
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(EdE)=a (xDwx).
Ora

SEdE)(deX)=aS(xDr)(dxX)=—a(@deDxX)=caF;;

d’altra parte, per la (11) dell’ Introduzione,

Sgde  SEX
S (EdE) (dzX)= l 7
L2

0 1
=I ]:Fz, ecc.
SdEdx SAEX 0

D) Determinazione dei punti e piani precedenti.

La retta I, appare cosi come intersezione dei piani 7, e ¢, e la
retta I, come congiungente i punti y, e z,. Ora dalle (3), (5)us € (6)u1s
si vede subito, ricordando 1e (1)er © (1)guater del Cap. IX § 81 che

y, corrisponde a = e ), corrisponde a P in 2 (%) . 11 proble-

ma di determinare J; e I, e quindi per le (4) anche quello di
determinare »’ e ¢ si riduce pertanto a trovare la posizione del
punto 2z, e del piano &;. Dalle (5) © (6)i: si vede del resto che
2, non dipende che dal punto P e {; non dipende che dal piano =.
Ma possiamo andare piu oltre.

Osserviamo dapprima che i punti P e 2z, stanno su f e i
piani = e §; passano per ¢, Precisamente le (5), € (6). mostrano
che il punto

16e F

— -3
2y 3 F§P

coincide geometricamente con # e similmente il piano

16 F,

b——3- =T

coincide geometricamente con & Posto pertanto

16 Fy ery
®) 2 +T—; P = 7]

2,
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1

6¢c F, Pa
(8)us &+ TT":" 2 C,

il punto 2z; & il coniugato armonico di P rispetto alla coppia
# e z; il piano §; & il coniugato armonico di = rispetto alla
coppia di piani § e ¢, sicché tutto si riduce a determinare ia posi-
zione del punto z e del piano §. (*)

Dalle (6),, e (8) si calcola (**)

2= ( 2a,,; du, du, du,duw; + 2¢ Ea . du,. du, Du, Du, -

()
, 80 F} 32
TRt 4 JP—2F,a— P)) + 5 Fyda.
Similmente si trova dalle (B)er © (8)his

2
t= (2 2a,;dw, du,du, du; + _ge_ 20 gy At du, Du, Du, +

(g)bu

2
80s Fy -—4—JF§+2F2(H—P))$+ 32SF;D&.

ToF, T3 3
E) 11 punto m e il piano p.

Dalla (9) si vede che il punto z non dipende che dalla tan-
gente ¢ (ricordiamo che esso sta su #). Variando ¢, z descrive evi-
dentemente nel piano § una curva razionale che in generale & del
sesto ordine e ha nel punto « un punto quintuplo in cui le tan-
genti ad essa sono le tangenti asintotiche e le tangenti di Darboux.
Correlativamente si dica per il piano &.

(*) Cfr. § 86.
(¥*) Abbiamo fatto uso dell’ identita (4) del Cap. VI § 57.
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Per il seguito & importante osservare che piu semplicemente
del punto z e del piano { si comporta il piano p. e il punto m

che loro corrispondono in X (-—-— —2—) . Si trova infatti dalle (9)

e (9)w, ricordando di nuovo le (1) € (1)guater del Cap. IX § 81
che si pud porre

m = [2 2a,du,du,du,du, + -ggi 2a,,; dw,du, Du, Du,

10)
32¢
3

4
) —-—-—3-—JF";+2F,(II—P)}x+ F; Dx
® =[% 2a,. .. du, du,du, du, + 2 ¢ Xa,,,; dw, du, Du,Du,; +
(lo)bh
4 32
+ -§-JF"§ —2F, (I — P)} ¢4 —§-F3d£.

Il punto m sta su ¢ e il piano p passa per ¢'. Variando ¢, m de-
scrive nel piano & una curva razionale che in generale & del quarto
ordine e possiede in « un punto triplo in cui le sue {angenti
sono le tangenti di Darboux. Correlativamente per p. Ai §§
seguenti esamineremo come si possano costruire m e .

§ 87 — Costruzione del punto m e del piano p.

4) Caso di una superflcie rigata.

Cominciamo col caso semplice  di una superficie S rigata
(J = 0). Supponiamo

ay=03=0, ay=0=+11, z=y4 uz,

sicche (Cap. IV § 31)
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F, =20dudv, F3=w(4d 4 2Bu-+ Cu?)dv?,
Fy=wF,, I — P =2(B+ Cu)dv?,
Sa,;du, du,du,du;, = o [2 (B + Cu)du +

4+ (4" 4 2B u + C u?) dv] dv®,
2@,y du, du,Du,Du;, = o [— 2 (B + Ou) du +

+ (4" + 2B'u+ C'u?)dv] dvd.

L’ equazione (10) del § precedente diventa pertanto

%‘ﬂd—’:é =[4(B + Cuydu + (4" + 2B u + C u?) dv] (y + u2) +

+ 4 (A 4+ 2Bu + Cu®) [— zdu + (¥ + w2’)dv].

1l secondo membro & lineare in dw:dv. Variando du, dv, il punto
m descrive quindi semplicemente una refta. In particolare posto
dv =0 si trova il punto

(B+ Ow)y — (4 + Bu)z

che & il coniugato armonico di « rispetto ai punti flecnodali di
(y2), e posto du =0, si trova il punto

(A" +2Bu+ Cu?)(y + uz) + 4 (A + 2Bu ++ Cu?) (y + uz)

che & il polo della generatrice (yz) rispetto alla conica osculatrice
dell’ asintotica curva di S passante per z (Cap. IV, § 35 C, (12)).
Dunque, variando anche w, il punto m descrive, come abbiamo
enunciato (§ 85), la quadrica W, se B2— AC+ 0 oppure il
piano W, se B2— AC =0 (Cfr. Cap. V, §§ 35 C, e 36 B). Cor-
relativamente troviamo che, variando du:dv e w, il piano p invi-
luppa la quadrica (o il punto) W,. Si ricordi che W, e W, sono
polari rispetto ad H.
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B) Superficie non rigate.

Supponiamo invece che 8 non sia rigata (J % 0). Cominciamo
con I’ osservazione che le (10) e (10),, del § 86 possono scriversi,
ricordando le (1) e (3), del Cap. VI § 58

aJ 2 1 DJ )
m = [(—J- — 3 Eq)idui)Fs + e(?T —22¢iDui>F3 —_

— —;— JFZ + Fp X (JT + 2([)’) a,,,du,dut] x4 %—F;Dx ,

= [(—;,—QJ'—I —2 Zq)idui)Fs + e(PJi-I — %Z({)iDui)F; +
Dess

+ _g-JF; — Fzz(i’Jl + 24)’) a,s,du,du,J ¢ +§32—F3 dt.
Poniamo
(2) fi =Za,,du.du, ,
sicch®
(2)u1s F, =Xf,dw;, F3=23fDu,,

z (-§- +2 Lp”) @, du, du, = E/i<—e§— -+ 24;‘)

ed anche
@)eer JF: = 2Xal f,du,du,

Per dimostrare 1a (2)ir, partiamo dall’ identitd (4) del Cap. VI § 57.
Per le (2)nis 8i deduce da essa (%)

(*) Si ricordi anche I’ equazione (1)vis del Cap. VI § 57.
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JFS=—Fy2fi du; + eF32fi Du; =

o] =

= — e 2y dur Dus Dug Zfs dus +
+ e ars duy dus Duy 2 fs Dus =

Bays; duy dus Du, 2 dus

—%] =

2psy ey Dug D, 2fs Dus

du dv

Zayy dur Duy  f;
Du Dv

20,4, dup Duy  f,

donde per la (B)n,s del Cap. VI § 56

Lo __1L

2 mn

Zary dur Dug fy
Za,m du,. Du, f2

= e 2304 @ g fg duy Du,

= e 2999 ¥ Jin Wrip [y dur du
= € 2994 94 abpfy dur dus,
= 2 $»¢ brph fq duy duy, = Z:a?qu du, duy, c.d.d.

Sostituendo le (2)y, € (2)w nelle (1) e (1)y,, quest’ultime
diventano

m =

@)
— %—Za‘;‘f@-durdus + Z(—!J;- + 2qﬂ) /5.F2} x -+ %—E-EfiDui.Dx ,

—_— —3—Z<{)idu,-) Zfidu; + e(%%‘—’—.?Z(piDui) 2f,Du;,—

(dJ 2

1dJ DJ 2
p= [(—3— % 2 2 Zq)idu,-) Zfdu; + ¢ (-7- — ?ZcpiDui) X f.Du;4-

(3)bis
- Sl fudu, du, — 2 (% + w) fi.Fz] e+ 25 du,. at.
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C) Coniche C e coni T.

Il punto m si ottiene dando nella (3) ai du; i valori corri-
spondenti alla tangente data ¢, e sostituendo a f; i loro valori (2).
Ora fissando comunque f; e wariando du,;, il punto rappresentato
dal secondo membro di (3) descrive una conica C situata in &.
Correlativamente il secondo membro di (3),, rappresenta un cono
quadrico I' di centro . Di piu, variando ora anche f;, le coniche
C descrivono, come si vede subito, un fascio [C] di coniche nel
piano & di cui # & un punto base, e i coni I' formano una
schiera TI'] di coni di centro « di cui § & un piano base; e la
tangente a C nel punto base « corrisponde a quel valore di
du:dv per cui

Zfidu, =0
ed & pertanto la tangente ad S8 di coordinate
(4) (e, 29°f.2);

o similmente, la tangente coniugata alla (4) & la generatrice di I'
nel piano base §.

La costruzione di m e . si riduce quindi a determinare il
fascio [C] e la schiera [I']. Infatti, i punto m sta su t' e su
quella conica del fascio [C] la cui tangente in x ¢é la polare lineare
di t rispelto alla terna delle tangenti di Darboux ; cid risulta dal
confronto di (2) e (4). Correlativamente, . passa per t' ed é piano
tangente a quel cono della schiera [I'] che tocca & lungo la stessa
polare lineare di t rispetto alla terna di tangenti di Darbouzx.

Basta considerare soltanto (e cosi si é fatto nella Memoria citata al § 85)
la coppia delle coniche del fascio [C] (e la coppia di coni di [I']) che si otten-
gono supponendo in (3) e (3)us o™ f» f; =0; geometricamente esse sono
quelle coniche del fascio che toccano in o le tangenti asintotiche di S. Infatti
1o ]a quaterna di tangenti di S formata dalle due tangenti asintotiche di S
da ¢’ e dalla polare lineare di ¢ rispetto alla terna di tangenti di Darboux,
20 la quaterna di punti su ¢" formata dalle intersezioni di ¢ (diverse da x)
colle due coniche sopra dette, dal punto x e dal punto e,

30 la quaterna correlativa alla precedente

sono tre quaterne proiettive.
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§ 88 — I fasci di coniche C,.

1. Generalizzando un poco i risultati del § precedente, con-
sideriamo le coniche C, del piano £ che sono descritte dal punto
rappresentato da

[(dj Z¢,du) 2fdu; 4+ ¢ (_1_%_ 22¢1Du,)2fiDu —
(1)

__S_.Ea,,fidu du, —I—Z( + 24))]2 ] 333 2f,Du; . Dx

se variano le du;, mentre le f; e % restano fisse. Variando anche
le f;, otteniamo un fascio [Cy] di coniche; in particolare per
k=1 ritorniamo al fascio [C] del § precedente.

Correlativamente potremmo considerare i coni I'x ottenuti dall’espressione

aJ 1DJ 2
[(—J— -——-Eq;,du,)xfidu:d-s(?’ - gzq;ipui)zf,-Dui-y

(l)bis
8k Ji 32
+ 3~ Zonfi dur dus — 2 (—7-+24»‘)fi Fz] E+ 5 Zfidus . df;
ma cio é inutile, giacché T_j & polare di Cn rispetto ad H, come si vede

snbito.

Per trovare il significato geometrico del fascio [C.] (¢ qua-
lunque, ma fisso) basta caratterizzare le due coniche del fascio
che toccano nel punto base x le tangenti asintotiche di S. Siano
71, T, le tangenti asintotiche di § in z, e C} la conica del fascio [Cy]
che tocca t; in .

I valori di f; corrispondent1 p. es. a O soddisfano all’ equazione
@ 2afrfs =0
e quindi anche alle (¢ f* = Za® fi)

Fusint e Cech, Lexfond di Geometria profettivo-differenxiale. 3¢
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@) fi="Ve z9vf (%)

Dimostriamo che : ¥ intersexione (diversa da x) di Ch con <, sta sul secondo
sptgolo. Per calcolare la detta intersezione, ricordiamo il fatto che ogni tan-
gente asintotica é polare lineare dell’ altra rispetto alla terna di tangenti di
Darboux (*¥); cidé mostra che 1’ espressione del punto cercato si pud ottenere
da (1) sostituendovi a du; valori tali che sia

(3) Zal, fi duy du, =0,

Sard allora evidentemente anche F,—=0 e quindi per la (3) del Cap. IX
§ 84 (***)

(3)bin Du¢=—l/:dm, F2=0.
Tenendo conto di (2), (2)n1s, (8) e (3)vis vediamo che tutti i termini di (1) che

restano diversi da zero son divisibili per Zf; du; . Scartando questo fattore
resta 1’ espressione

aJ 2 1 dJ 32
32 1 1 aJ

che rappresenta infatti un punto dello spigolo (Cap. IX § 84, (1)ter).
La tangente alla conica Cx in un suo punto qualunque si ottiene, com’é
ben noto, eseguendo sull’ espressione (1) I’ operazione polare

w9 a9

d (duy) 3(du2)

(A} : A% ¢ il parametro del punto mobile sulla tangente). Posto (A; = Zau 7&")'

At = Z 3§,

tale tangente si ottiene pertanto da

(*) Passando a Ch occorre evidentemente cambiare il segno di V—a— .
(**) Cfr. anche le (4) e (4)n1s del Cap. IX § 84,
(***) Cfr. la nota (*).
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42 su au ) A 1 DI o3y, ) i
[(_.J__——g—zcl)zduz)zﬁl +E(3 T 224’1Dui EﬁA +

3 J; At 2 . 1 2J; At Y wp
(22 5 20 ) Bidu o (G0t — 2244 ) 33 D —
(4)

i .
_ % Saks fi dup 3 + 22(-‘{,--;-24;1 ) £ B s Aty NS ]w+

+ 3?}-—5 (fi Dui . Zx; Aé + 3f; A . Dx).

Applicando cid alla tangente di Cr nel suo punto precedentemente determi-
nato, dobbiamo semplificare la (4) mediante le (2)vis, (3) © (3)ns. Noi voglia-
mo determinare 1’ intersezione della detta tangente con t; mostrando che esso
sta sulla seconda direttrice. A tal fine possiamo porre

M=X¥rf,, fr=—ecId Al
sicche
A=Ve x=V¢ zoirp,
e
Zﬁki:EﬁA‘=0.
Inoltre

Sabs fi 3 dur = eZak, $uht A* dur =
=elb A At du, = C,
per il fatto che ogni tangente asintotica & polare dell’ altra rispetfo alla terna
delle tangenti di Segre. Nell’ espressione (4) risultano quindi nulli tutti i ter-

mini che contengono come fattore o Zf; A* oppure 2f; A¢, e il termine che
contiene k. Di piu, essendo

Btrs At N = 2,59 fy dtty = — Zf; Duz =V & S dui ,

si puo scartare il fattore 2/; dw; e rimane

3J; A 2 Y 1 3J; ¢ et
[P — Srpn— 5 22X ampn g
(4)bis
+2ﬁ2(—'§—+2¢i)fi]w—§;2xiki

Ora essendo

Ai=Ve w,

ossia
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Ve 59, =exi,

si deduce
fo=—eZ%pr=—}c 20" BipA,
oppure
ff =e VT Ai
e quindi

o) e 2 (JT‘+2¢i)ﬂ=2z (-l?+2¢‘)li=

ZJ; At

=2 7

43 M,
L’ espressione (4)uis diventa pertanto

8 AN L 16 ., 32 P
(725~ +g B o B =

. 1 . 1
=-—-§—[EZ,11— ?(Z‘.qa,)d-l-?zg]})ﬁ)w] ,

che rappresenta infatti un punto della seconda direttrice come si vede dal
confronto con la (1) del Cap. IX § 84.
Riassumiamo il risultato :

Scegliendo comunque k, la conica C} (*) del piano & passa
per X ed ha i la tangente t,. Il secondo punto d’ intersezione di
CL con t, sta sul secondo spigolo. La tangente a C} in questo punto
interseca T, in un punto situato sulla seconda direttrice.

Ora questo & evidentemente conseguenza immediata (**) del
teorema :

Sia Ry la rigata asintotica di S che ha per generatrice t,. I
punti di C. corrispondono nella E(—4—) relativa a Ry at piani del
fascio determinato dal piano che congiunge <, al primo spigolo e

dal piano che congiunge t, alla prima direthrice. (**¥)

(*) Similmente per C.

(**) Cfr. Cap. IX § 81 E.

(***) La conseguenza di questo teorema per il problema di costruire Je
quadriche di Moutard é gia stata enunciata al § 8b.
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La dimostrazione é immediata se facciamo uso di coordinate asintotiche
(%, v) su S. Infatti, 1’ espressione (1) diventa in tal caso, usando per sempli-

cita forme normali (By = ay),

9 2 ad
— o L8R gy, 3 TIBRY ya O ganrfy 4 vaerf) +
3 " ou 90

16 0 2 dlog g2
+ 20 duay (BT TOBBY N ot 2 (f du— fydv) (s du— sy o)
3 du dv 3

Per fissare le idee, sia (xw,) la generatrice 7, di R,. La conica c.
si otttiene, supponendo f; =0, sicché Ch 6 descritta dal punto

(al‘;” ¥ do? + kp du? — 1:>9ng dudw) @+ 4 dv (@ dis — o d0) .

La corrispondenza 2 (%) relativa a R, associa (cfr. Cap. IX alla fine del

§ 81), il punto
(sos, TB- ):c+s,32w“+sowo

ed il piano
o€+ 518u 4528z
. . 3k . S
La conica Ck corrisponde pertanto nella = = relativa a R, al fascio di
piani

1 dlog py? 1 31083‘{ .
(TTd —T—a— E—Efudu+-Eodv.

In particolare per dw=0 otteniamo il piano

1 d1
S L N

dv

che contiene T, e il primo spigolo, e per dv =0 il piano

1 310g By?

T, et

che contiene 7, e la prima direttrice (Cfr. Cap. III, § 25 B), ¢. d. d.
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§ 89 — Significato geometrico degli invarianti proiettivi
piu semplici di una superficie.

4) Intorno del quarto ordine di una superficie.

In questo § ci occuperemo di superficie S non rigate e faremo
uso di forme normali (J = — 1). Gli invarianti proiettivi pilt sem-
plici di 8 sono del quarto ordine:

D =Za%g;d, W =Za™Pdpd;, W =0y
(1)
P2 P2 =_]2;_q)a_

(Cap. VI, § 59 A). Sarebbe facile dimostrare che ogni invariante
proiettivo di S del quarto ordine & funzione razionale di ®, W',
Y”. Ora dalle ricerche dei §§ precedenti risulta che U intorno del
quarto ordine di S relativo ad un suo punto gemerico x € perfet-
tamente determinato dalla quadrica di Lie H e dalle due coniche
C., C: (*). Infatti, dal teorema finale del § precedente risulta
subito, confrontando con quelli del Cap. IX, § 81 E e § 81 F
che le ¥ (c) relative al punto = di S sono completamente
determinate date X (0) (che & parte della polaritd rispetto ad H)
e C., C%; cid posto, i teoremi enunciati al § 85 e provati negli
ulteriori §§ mostrano che, date H, C} e O}, possiamo costruire la
quadrica di Moutard appartenente a qualsiasi tangente a § in «z,
e quindi anche la conica osculatrice (di contatto cinquepunto) in
2 di ogni sezione piana di § passante per z.

Gli invarianti (1) sono quindi invarianti proiettivi della figura
composta da H, C;, C; (fissando & a piacere nostro). Piu preci-
samente, noi dimostreremo che essi sono gia invarianti della coppia
di coniche C) e C%. Per brevitda ct limitiamo all’ipotesi ® 0,
sard un utile esercizio per il lettore di effettuare i calcoli analo-
ghi nell’ipotesi ® =0.

(*) % essendo una costante fissata a piacere. P, es. possiamo supporre
k=1,
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B) Invarianti delle coniche CL e Ch.

Il fascio di coniche nel piano £ determinato dalle C} e C%
possiede un punto base in z. Siano y,, ¥, y; le altre inter-
sezioni di C, e C3. Noi calcoleremo i birapporti

)y (zy)), (zy5), (xys), i=1’2_

T, e T, essendo le due tangenti asintotiche a S in . Per cié che
si & detto sopra, tali birapporti sono funzioni degli invarianti (1).
Cerchiamo dapprima la posizione delle rette (zyv) (v= 1, 2, 3).
A tale scopo, occorre cercare il valore di f,:f, tale che sia ridu-
cibile la conica C), rappresentata dall’espressione (1) del § 88
ossia, giacché adesso supponiamo J = — 1, dall’ espressione

(2 lp;d‘m . 2f4du4 + 352(}‘41)’!!‘ . Z/;Du; + 4Ic2a,‘.,/¢du,du, —

(2
——324)‘/‘. (Pz) r— 1632f4Du‘.Dx.

Si vede senza difficolta (*) che le coniche C, riducibili si otten-
gono scegliendo f,:f; soddisfacente all’equazione cubica

(3) Z¢7f, . Ba”f.f, — 2kZa™f f,f,= 0.

Dalla forma dell’ espressione (2) si deduce poi subito che le rette
(zy;) sono quelle rette (xdx) per cui du,:du, soddisfa all’equa-
zione cubica

(*) @ essendo un punto base del fascio [ Cx], per trovare le coniche
riducibili occorre evidentemente scegliere le f; in (2) in modo che il coeffi-
ciente di « risulti divisibile per 2 fi Du; = 3f; atr $ps dtts = 2" Sy duy =

=V|4| (f*du, — f2du,), oppure che esso si annulli ponendo du; = fi . Fatta
tale sostituzione, si arriva subito alla (8). (Essendo du; = f¢, sari

Du; = 29" ap fr = 29 f, ),
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(3)nie 2k s + ¢ ¢ Duy = 0.
Le tangenti coniugate alle (zy) sono date da
(3ter 2hpg — g dyduy =0,
Dobbiamo pertanto determinare i birapporti R, e R, delle qua-
terne composte dalle radici di (3),, e dall’una o dall’altra radice

di ¢, = 0. Sostituiremo del resto (3). a (3)us in questo calcolo,

il che & evidentemente lecito. Per far comprendere bene tal cal-
colo un po’ complicato, facciamo una breve digressione.

C) Alcune formole preliminari.

L’identita (4)y;, del Cap. VI § 57 B mostra che le forme diffe-
renziali cubiche

o5+ Ve iy pa—Ve 9 ()

sono cubi di forme lineari; poniamo pertanto

(4 pa+ Ve pi=20!, ¢s—Ve ¢3=20},
sicche
(4)bil Pa =‘1’?+‘”3, (P:'s= GV_S—(‘”?‘—' 33)

Dall’identita citata risulta di piu

(20,0 = 93,

sicch® possiamo supporre

(*) Fissiamo a piacere il segno di l/:
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(4)ter ‘Pz = 2(")1 (!.)2 ol (*)

La forma », & determinata a meno di un fattore che & radice
cubica dell’ unita; scelto tal fattore, anche w, & ben determinata.

Scriviamo ancora o;, w, per indicare le forme che si ot-
tengono dalle ®;, ®, sostituendo a du; i differenziali coniu-

gati Duy. B chiaro che wy differisce da w; soltanto per un fattore.
Per determinare tale fattore diamo in o; e w; alle du, dv

dei valori che annullano w; (izﬁ. Si vede allora subito che &

(cfr. la (3) del Cap. IX § 84)

o = +e Ve o,
Ora sostituendo i differenziali coniugati in (4), otteniamo (**)
eps+ Ve ps =208, epr—Ve pg= 20},
sicché infine
(4) quater 51=e}/—e—wl, 52 =—t)¢ w,.
Dimostriamo adesso che, posto

(5) Zddus = N o0y + Ay,
)

2

g Ve W) . (e vy
1= P ’ L o3

(5)hh
M =d.

Infatti sostituendo nella (5) Dwu; al posto di duy, otteniamo per
le (4)quater

(*) Le forme linenri @, e w, sono (anche in notazione) identiche a
quelle che stanno alla base del metodo cinematico usato da Cartan nelle sue
ricerche relative alla deformazione proiettiva.

(*) Cap. VI, § 57, (1)vis © (1)ter«
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28 duy =¢e) e (Mo, — A w,)

e, confrontando con (5), deduciamo che:

2 o, =3+ Ve Z8.¢7) duy,
(6)
20wy =Z (P — e Z8,97)du;.

Si deduce pertanto da (4)ier
20,2, . Zan du dun =B (¢ +V € 29497 ) v —V & Z9ad ) dus dun .

B ovidentemente lecito sostituire in quest’identitd ai* al posto di du; dus .
Fatto cid, risulta

a0 =Za%g; g +Vs B8adr¢i —V e Do s gr—
— e D ¥ Faaihr s .
11 secondo e terzo membro a destra sono evidentemente nulli; il quarto

— 29, % att P Pt = — e 2% Fmat* afra?* Py ¢y,

essendo

—€ 80 p =3
¥ atkgfr = $Pk, ZTHPE Gy = 0 se pzs

vale Za?idpd; =&, sicché I'ultima delle (5)us & provata.
Ora dalle (4) ¢ (6) si deduce

48 (s Ve 0 =2 (0 + Ve 2804 ) (on+V'e 38097) x
W (@0 4V 29udt) du; dusduy
4).3(%—‘/? <p§)=2}(¢¢ — V-: 23,“;)"') (cp;,,—V—e- 29 ) X

o (0 = Ve 2904t ) dui dwnduy .

Sostituendo qui awi a dw; dux duy , otteniamo
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03 (W 4Ve w) =Za® ¢ du 41 + 3V e E9atigr oy -
3290 aidr gt oy + 6l e B8eidanSudr Pt ¢t
@Yo w) =2 ¢ i — 3V e St iy +

+ 382 ¥ dmarldrdr gy — s V: 20 S s Pt

Ma dal Cap. VI § 67 (3), (3)uis © § 59 (1) si deduce:

Z¥nattgr dpdy = —0',

Z¥ridpathtr §f g m e W,

E8nidadaatiyr §f ¢t = — e W,
gicché risulta

DBw+)er) =4 (v—yew),

W w—Vew) =a(w+1s ),

onde osservando che 1'identitd (§ 59, (2)) che vale fra gli invarianti ®, ¥,
@’ puod scriversi

wt+Vew) @—Vew)= 4 o

e ricordando I’ ipotesi fatta che @ F 0 otteniamo anche le altre (5)sts -

D) Birapporti B, ed R,.

Dopo questa digressione, ritorniamo ai birapporti R, e R,.
Precisamente indico con R, (R,) il birapporto della quaterna com-
posta dalla terna delle radici di (3),,, o cid che & lo stesso di
(3)r, © dalla radice di ©; =0 (w3 =0). Per le (4)ys> (4)ter ©
(5) la (8)¢r pud scriversi

k (\(!)3 + (!)g) '—'()\1(!)1 + )\20)2) 0; Wy = 0 y
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Py

sicch R; per es. & il birapporto delle radici della forma biqua-
dratica

O] kol — N olo, — N olof + ko of.
Ora & ben facile calcolare R;. Si trova (*)

B (B, — 1) _
) BT QR —1f (B —2F

5 - 64 % (V2 + cU"?) — 36 k2Dt — 1084 D3
[8 (W + Ve W)+ 9kD* — 5413 D32

= 2 P3

Per dimostrare la (8), ricordiamo (**) che data una forma
biquadratica

a0} 4 a;0i0; 4 aa0fef 4 a30,03 + a,0f
essa possiede due invarianti (relativi)
it =a;— 3a,a3 + 12a4a,,
j = 27a}a, + 27ayal + 2.a§ — 12agay0, — 90,050,

mediante cui il birapporto R delle radici della forma si esprime
secondo la formola

(R*— R+ 1) @
[(B+DECR—DER—2)]* 7

o meglio (per il nostro scopo)

R} (R—1) 4P
[R+DERR—-—DER—2)]2 217

(*) L’ equazione che di R, differisce dall’(8) soltanto nel segno di V: .
(**) Cfr. p. es. Cesaro (Corso di Analisi Algebrica; Cap 51 §§ 2 e 3).
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Nel caso particolare della forma (7) &
P =M1 3k), j=—2M—9k\)\ + 27k3,
3=\ 4+ 9kX Ay . N 4 27E20; + 273N

e quindi secondo le (5),;,

oy WEVEWN g AP W)

217

27 oo . (¥ — ) w)e
+o Ber s

b

NECESTS N PP

j=— ‘ps

L Y
3

41}3—7'2:27(-1—702(1)2—%16’08 —9]0‘@—2770’)

onde si arriva subito alla formola cercata (8).

§ 90. — Quadriche di Moutard relative alle rigate asintotiche.

Sia 8 una superficie non rigata riferita alle linee coordi-
nate asintotiche. (*) Sia ¢ = (zdx) = (zz,)du + (zz,)dv una
tangente a S in z. La quadrica di Moutard M appartenente o ¢
& il luogo del punto (**)

1) Po% + p1dz + py Dz + pg X

dove

(*) In questo ¢ non supponiamo che le coordinate siano normalizzate.
(**) Cap. IX, & 80 B, (2)quater-
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2 Bdud + ydo®

M=2pyps—2asdudv (p} —pz) + 3 dnde  P1Ps T
— Bdu® + ydo? B olog(B:a) du
T 20 du dv PaPs + 6 Gro ou ot T
4L B ologlayf)du | 1 vy dloglaypy) dv
6 a, ov dv 6 a, ou du
@)
1 4 olog(y:al) dv?® 1 (Bdu® + ydod) +

6 a, dv du? 36 (a,duldvi)

1 BdP—dt) 1 du
+ T L awanp T 2ay B HER) o+

1 dv -

Siano ora, come al Cap. IX § 81 F, pag. 477, R, e R, le due
rigate asintotiche di S passanti per z (*). Noi vogliamo deter-
minare le equazioni delle quadriche di Moutard M, e M, rela-
tive rispeftivamente. a R, e a R, ei appartenenti a t. (**) A tale
scopo osserviamo che dalle (5) del § 81 F si deduce che: 1° i simboli
di Christoffel formati per F§ sulla » = 0 hanno gli stessi valori
come quelli formati per F, sulla u==0 e quindi che in (ZA4;, Ty u=v=0
& indifferente calcolare le derivate covarianti per la forma F, o

per la F{; 2° che & per R, se u = u =0,

M —P0 = (7w 4+ 79,) dv? )

Za ) du, du,du, dus = ayyy dvd

dlog (a2 1)
( aul du +

Blog(~{ a3) d)

(¥) Precisamente R; contenga (xa;) come 1. c.
(*) Le notazioni son quelle di 1. c.
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Lallidu, du,Du, Duy = a,, 7 dv? (— ﬂ9-g—a(z:—m—7—)o’lu + Mng)—:a@dv) .

Cid posto, si vede subito che il punto (1) appartiene a M, se

_ 2 ydvd
My=2pypy — 2a,,dudy (p} — p3) + ‘g‘d—LTv Py Ps +

1 y _dlog(ayy) dv

4.2 v’
© st TG a ou T
(2)bll
o Lo Ologlyrad) dot L1 (ydo)e
6 ay ov du? ~ 36 aduddv®
1 (ydvd)?

1 dv .
+ —4— alzduadva + 2“1' (T% + “eu)%+ Q:l ps - O )

Similmente si trova che il punto (1) appactiene a M, se

B i 2 pdud
My = 2pypy — 2ayydudv (p — p2) + 3 dudy P T
8 dus 18 dlog (B : ad) du?
20 g PP TG G1a du 7 T
(2)ler
1 polog(a,B)de 1 (Rdud® +
B ap, v dv 36 a,,dudded
1 (3du?)? 1 o) 2 2
T T apdwids T Ta, TR g T 9 e=0

Dal confronto delle (2), (2)us © (2)wr risultano le identita

M, — My = ps (2,01 + %P2 + o3p;), (¥

(*) 1 valori delle « non ci interessano (e neanche quelli delle « in {8)bis ).



532 CAPITOLO DECIMO [§ 90§

3
My + My =M+ M,
dove
3 3 5 By Q) ot =
My = 2pypy — 202 dudv (py —p3) + —-—9"&—2*‘ pp=0
1
sicché
(3)uis M — My = pg (o1py + a2pp + o3p3) .

Le identitd (3) e (3)us hanno una notevole interpretazione geome-
trica. Cominciamo coll’osservare che la quadrica My;= 0 (o
brevemente M,) non dipende dalla tangente t, ma soltanto dal
punto z di 8. Infatti, posto

po + pd% 4 po Dz + ps X = 1oz + 112, + 7,2, + 13X,
si trova subito che

(4) Mo =275 — 2a,77, +<——--—+9) 3=0.

Se ne deduce che la quadrica M, é una delle quadriche di
Darbouz. (*)

Cio posto, si vede senza calcolo il significato geometrico
delle (3) e (3)pu:

Nel fascio determinato dalle quadriche M, e My vi é una qua-
drica spezzata nel piano tangente a S in X e in un altro piano ;
sia M’ la quadrica del fascio coniugata armonica di quella spezzata
rispetto alle M; e M,. Nel fascio determinato dalle quadriche M’ e
M, vi é di nuovo una gquadrica spezzata nel piano tangente e in un
altro piano ; la quadrica di questo nuovo fascio coniugata armonica
della spezzata rispetto a M’ e M, ¢é le quadrica M.

Mediante questo teorema, la costruzione delle quadriche di
Moutard relative ad una superficie non rigata si riduce alla co-
struzione delle quadriche di Moutard relative alle sue rigate asin-

(* Cfr. Cap. III, ¢ 21 C.
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totiche. Ora la costruzione delle quadriche di Moutard si semplifica
se la superficie di partenza & rigata (v. § 87), sicché il teorema
precedente da un nuovo modo di costruire le quadriche di Moutard
relative ad una superficie non rigata. Perd la prima soluzione
pare migliore, almeno se non si trova un significato geometrico

semplice della quadrica M,. (*)

§ 91. — Il cono di Segre.

4) Formole preliminari.

Cominciamo dimostrando le formole, analoghe alle (1) del
Cap. IX § 79

2 ’
dDz = 9, pdu,du, . & + Zﬁ'r,du,; u, + Fy d 4
2
1
LT,
—_— x
F, !
ey
2 I 4
dD§ = 28‘,,xn;dukdu‘ . € + Z&rsdur;: U Fa at n
2
1
Tsz +F3
S i — )} 38

F,

La dimostrazicne & analoga a quella delle formole citate. Limitiamoci
alla seconda delle (1). Differenziando 1’ identita

DE = 3E; Dug = 30" 95 E; g = Z ¥y Er dus

(*) E ochiaro che deve essere possibile costruire M,, date H, Ci, C
(cfr. § 89).

g,

Fusini e Cech, Lexioni di Geometria proietti

&
x
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si trova facilmente (*)

ADE=Z39,s5" 8%us 4 Z &5 atr Epy duy, dug y
ossia, essendo

En=—20nE +anE+1nk,
d DE = 2 %ps7s, Qun tts . E— Z Y5 Ep Aoy, dtsy 4 295 E7 32044

Si tratta quindi soltanto di provare che, se F,¥0, posto

(&) —Ebzsfpdukdux+21‘}rs€'6?u,=7td§+l’1)€,
sard
) L dF, + F.
A E¥nduy 2w —Fy T
— , L

F, F,

A tale scopo moltiplichiamo la («) per dw, oppure per Dxz. Si trova rispet-
tivamente (**)

+ Zbins du; dun dus — Z¥ps dup 82us = — A F,,

+ Zbins Dy dup, dus — 28ps Duy 8%u; == e X’ Fy .
Ma

298¢ Dup 3%ty = 29 3 s g 32U = — € Dy dusy 82 us = —-%sz,
Zbing Duy duy, du, = 23 a,, bi],,; dus duy, dus =

= € 2y 0ks dun dus duy = €2 ang dun du, du, = eF,, ecc.
B) Nuovo calcolo di un determinante.

Adesso & facile dimostrare le identitd (valide se F3%0)

(zdz B2dic) = F,dG@ — -g—GdF, + Fy (F)—4G)—

(*) Cfr. Fubini, I differenxiali controvarianti, Atti della R. Accad. delle
Scienze di Torino, vol. 54, 1918.
(**) Cfr. Cap. IX, § 79, p. 459.
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— F,Xb,, du, du,du,du; — F} L8, 7, du, du,
(@)
3

¢ ((dEdEdE) = Fod@ — — GdF, + Fy (Fy + 46) +

+ FoXb,,,.du,du,du,du;, — F3 X3, pydu, du, ,  (¥)

dove abbiamo posto per brevita

(2)u1s G = X¥9,,du, 0% u,
sicché
(2)ter dG =239, (du,0%u, + 0%u,.%u,) .

Ci limitiamo a provare la prima delle (2). Differenziando la prima delle
(3) del Cap. IX ¢ 81 C si deduce

(xdzdiz)=(dF; —dG).E+ (F.-;— GYdE+dF, . DE+ F,.dDE,
ossia per la (1)

(zdeddn)= @Fs — d G + F, 2%k du, dus ) E +
3
+ (-2—dF2+F3)D€ .

Ora dalle citate (1) del Cap. IX § 79 si deduce facilmente

Sgd*z=F,, SDEd2x=G—F3,
siccheé
(zdvd?zddz) = — Sd’z (vrdvdiz) =

= —F, (dF3 — dG + F, 29w, du, dug ) + (F3 — G) (%sz + F,,)

donde si passa subito all’ equazione cercata, ricordando la (3)tr del Cap. IX, 2 80.

(*) Lo studio di (v, dw d’z, d®z) & stato il punto di partenza delle
ricerche del Fubini. Cfr. le Note : Defin. proiett. differ. ecc. (Atti dell’ Accad.
delle Scienze in Torino vol 49, 1914 pag. 786). Fondamenti della geom. d’una
superf. (Rend. dei Lincei Vol. 27,; 1918).
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B) Cono di Segre.

Al Cap. IIT § 22 e al Cap. IX § 81 C abbiamo esaminato la
corrispondenza di Segre (*) fra il piano (xdxd?x) osculatore di
una curva ¢ tracciata su 8 ed il punto (Ed£d?&) di regresso della
sviluppabile ¥ che tocca S lungo c¢. Abbiamo visto che il Segre
nella nota citata, esaminando ancora sotto quali condizioni accade
simultaneamente che il piano osculatore (xdxd?z) e il punto
(Ed&d?2E)_sono stazionari rispettivamente per ¢ e ¥, ha trovato che,
dato =z, i piani osculatori in x alle curve ¢ siffatte inviluppano
un cono di vertice x, che abbiamo chiamato cono di Segre, in
generale di sesta classe, con piano tangente quintuplo in §, le
generatrici di contatto essendo le tangenti asintotiche e le tangenti
di Darboux. Il Segre ne ha scritto 1’equazione soltanto sotto
Uipotesi che la S sia definita con una equazione z =/f (z, y).
Le formole (2) ci permettono in nuovo modo (cfr. § 16 E) non
soltanto di scrivere 1’ equazione del cono di Segre in coordinate
curvilinee qualunque, ma anche di costruire il piano tangente
(unico) del cono che passa per una qualsiasi tangente ¢ a S in «.

Le condizioni del problema sono evidentemente

(xdxd?xd3z) =0, (EdEd*Ed?E)=0.
Esse contengono, come & chiaro a priori, i differenziali terzi. Per
arrivare alla posizione dei piani osculatori alle curve ¢, occorre
eliminare i differenziali terzi, oppure, per le (2), scrivere I’ equazione
— (xdad?xd®x) 1 ¢ (EdEd?Ed3E) =0,
che diventa per le (2) stesse e per le (3),, del Cap. VI § 58
(83) 8GF; + 2F,%b,, du,du,du,du, + F32b,.% du.du, =0 .

(*) Complementt alla teoria delle tangenti coniugate di una superficie,
Rendiconti della R. Accad. dei Lincei, vol. 17, 1908.
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Confrontando con la (3) del Cap. IX § 81 vediamo pertanto che
il cono di Segre & inviluppato (variando du :dv) dal piano

(8F3F; + 2F,2b,,, du,du,du,du; -+ v

(3)1715
+ F§Zbrsit durdus) & + 8F2F3D& .

Dalle (3)y, si determina immediatamente la classe del conc e la
posizione delle tangenti nel punto multiplo x, d’accordo con
I’enunciato precedente. Ma dalle (1)quster del Cap. IX § 81 ve-
diamo di piu che al cono di Segre corrisponde in 2 (— -—3—) ™
la curva del piano & luogo del punto

(4) (220, du, du,du,dus + Fy Ib,. % du, du,) x + 8F3Dx .

In generale, tale curva & d’ordine quattro, con un punto triplo
in @, dove le tangenti ad essa sono le tangenti di Segre.

C) Alcune applicazioni.

Supponiamo in primo luogo che la superficie S sia rigata.
Allora & ben facile vedere che la linea rappresentata dalla (4) &
semplicemente la generatrice della quadrica W, (**) situata nel
piano £ A tale scopo occorre provare soltanto (***) che (4) rap-
presenta una retta che contiene il coniugato armonico di « ri-
spetto alla coppia dei flecnodi ed il polo della generatrice rispetto
alla conica osculatrice all’asintotica curva di § passante per =.
Ora supposto

Ay =0p=0, ay=0=11, z=y+uz

(*) Nella Memoria citata al § 85 & scritto erroneamente = (—z—) .

(**) o del piano W, se le due curve flecnodali di S coincidono.
(***) Cap. IV § 35 C e 36 B.
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si trova (cfr. § 87, 87 A) che (4) si riduce, scartando il fat-
tore 2dv®, alla

[4(B + Cu)du + (4" + 2B"u + C"u?) dv] (y + uz) +
+ 4 (4 4- 2 Bu + Cu®) [— zdu + (¥ + w2') dv],

donde risulta 1’ enunciato come al § 87 A.

Adesso supponiamo invece che S non sia rigata. Dimostriamo
che la curva del piano & trasformata del cono di Segre mediante
z (——— -3——) st pud generare come segue : Siano T, e 1, le tangenti
asintotiche ad S in x; s; (dy) sia I’ intersezione di vy col secondo spi-
golo (con la seconda direitrice); e [C] sia il fascio di coniche del
piano & determinato, 1° dalla conica spezzala in T, e (d;s,), e
2° dalla conica spezzata in t, e (dys,). Allora Uintersezione della
curva suddetta con una tangente qualsiasi t a S in x ¢ situata su
quella conica del fascio [C] che tocca in x la polare lineare di t
rispetto alla terna delle tangenti di Segre. A tale scopo osserviamo
che la (1), del Cap. VI § 58 permette di trasformare I’espres-
sione (4). Per brevitd supponiamo J = — 1 (forme normali) e
troviamo

(4)b1s (— 23 Z ¢y Duy + 93 X b,y §* du, du,) 2 + 8¢ Dz .
Qui poniamf)
(5) 2b,,.du,.du, = g,
e quindi (Cap. VI § 57 (3)yusier)
23t g, = —ceZal, du,du,
Py = S at, duy, du, du, = — eZ ¥ ay; g, duy, = 2 g, Du,, ,
sicchd la (4)us diventa

6 (— 2¢Xg;Dug . g Duy + @y . Bgidf) @ 4 8eXgy Duy. Dz .
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Riguardando le g; come fisse e variando soltanto le du,, il punto
rappresentato da (6) descrive una conica del piano §; e variando
gs, tali coniche descrivono evidentemente un fascio [C] di cui x 8
un punto base. La (5) mostra poi che il punto della curva rap-
presentata da (4),, che sta su una tangente ¢ (ad S in x) appar-
tiene a quella conica di [C] che tocca in = la polare lineare di ¢
rispetto alla terna delle tangenti di Darboux. Di piu dalla (6) si
vede senza difficoltd che la conica € di [C] che tocca in = p. es.
la tangente asintotica t, si spezza in t, ed in un’altra retta (¥*),
sicchd resta soltanto a provare che tale retta residua di C* &
identica alla retta (d,8;). Ometto questo calcolo, perché esso &
perfettamente analogo a quello fatto nel § 88 (esso & semplicissimo
in coordinate asintotiche). Si ricordi (§ 16 E e 24) che:

La (3) & I’equazione differenziale delle estremali dell’ integrale

f —& (pangeodetiche).
F2

§ 92. — Superficie a pangeodetiche piane.

Non esistono superficie S8 per cui tutle le pangeodetiche sono
piane. (**) Infatti, se cosi fosse, 1’equazione (rdxd?zd3x) = 0
sarebbe evidentemente conseguenza algebrica delle H = 0, dH = 0,
essendo

H= (zdxd?xd®x) —e (EdEd2Ed3E) .
Ora lungo un’asintotica curva & (***) H =0 e quindi anche
dH =0, mentre (zdzd?zd32)+0.

Ma esistono delle superficie S con una famiglia di o' pan-
geodetiche piane. Esse dipendono da sette funzioni arbitrarie di wun

(*) Basta osservare che, se Zaixg* g =0, I’ espressione (6) & divisi-
bile per Zg; Du; o, cio che & lo stesso, che essa si annulla se g¢; = du; ,
‘Pz = O *

(**) Se escludiamo le quadriche. Sopra una quadrica, ogni curva pud
considerarsi quale pangeodetica.

(*¥**) Cfr. I’ osservazione al principio del § 18 B.
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parametro e le loro equazioni in termini finiti s’ otlengono senza
neanche quadrature. Sia [C] un sistema oo! di pangeodetiche proiet-
tive piane di 8. I piani tangenti a § nei punti di una qualunque
delle C passando per un punto fisso, due C successive, e quindi
anche i loro piani, sono prospettivi. Gli o! piani t delle curve C
sono pertanto protetiivi fra loro, e le curve C si corrispondono in
queste proiettivita. Sia t, un piano fisso del sistema [t], 7, una
retta qualsiasi di 7y, [r] il sistema ool di rette dei piani t cor-
rispondenti a 7y nelle proiettivita sopra definite. Si vede subito
che il sistema [r] & sviluppabile. Infatti, due piani t successivi
essendo prospettivi, due rette r successive s’incontrano. Da queste
osservazioni si vede che S si pud generare come segue :

8i scelga ad arbitrio una sviluppabile T, e sopra di essa, st
costruiscano ad arbilrio gquattro curve ki (i =1, 2, 3, 4) Sia t,
un piano langente fisso di T, t il piano tangente generico di T.
Fra ty e © st considers la proiettivita ® in cui alle tangents delle
k; giacenti in t, corrispondono le tangenti delle k; situate in t. Sia
G, una curva arbitraria del piano t,, ¢ C la curva del piano ©
che vi corrisponde tn w. Se t inviluppa T, la curva C genera una
superficie S su cui le C sono pangeodetiche piane. (*)

Infatti due C successive risultano evidentemente prospettive.

Ora sorge spontaneo un problema interessante: Determinare
tutte le superficie com pil sistemi ool di pangeodetiche piane.
Osserviamo soltanto che la superficie zyz =1 (**) possiede sei
sistemi di pangeodetiche piane, formati dalle curve di Darboux
(coniche) e dalle curve di Segre (cubiche con un punto cuspidale).
La piu generale pangeodetica di zyz =1 &

oy = )‘2‘. )‘3¢. MY
a:yz__<—g> —)\—1‘> )

dove ¢ & il parametro e A;, A;, A3 sono costanti arbitrarie.

(*) La sviluppabile T pud degenerare in un fascio di piauni. Le curve k;
devono allora sostituirsi con dei coni, i cui vertici stanno sulla retta base
del fascio.

(**) Questa ¢ 1’unica superficie che sia insieme di terzo grado e di terza
classe.
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