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Carrroro XI (F).

COMPLESSI E CONGRUENZE DI RETTE.

§ 93. — Formole preliminari.

4) Rette e complessi lineari.

1. Noi sappiamo che a coordinate p,, = — p,; della retta
unente i punti z, ¥, 2z, ¢ ed «’, y, 2/, ¢ si assumono i deter-
minanti

! r 4 I ’ !
Pg =2Y — XY, Pg=%2 —X2,...., Pyy=2t —zl.

Per due rette di coordinate p, ¢ la condizione d’incidenza &:

S (P, @) == P12 Qs + P13 + P1e%es - P12 + Pedis + Peate = 0.
Le coordinate p di una retta soddisfano alla

sz =2 (pm Y2 + Pi3Ps2 + p14p23) =0 *

Un complesso lineare & 1'insieme delle rette ¢ le cui coordinate
soddisfano a un’equazione di primo grado

S(m,q) =T oqaq + T1aGaz+ - .- + T3q54=0.

Le =®, =—m, sono le coordinate del complesso; se
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St =2 (M4 Mgy + Ty3Tge + Mg Tag)

~

& nullo, il complesso & !’insieme delle rette che si appoggiano
alla retta di coordinate p,, == w,, che si chiama 1'asse del com-
plesso. Tali complessi si dicono speciali. Come & noto, due com-
plessi lineari si incontrano in una congruenza lineare, tre com-
plessi generalmente in un regolo (ciod in un sistema di genera-
trici di una quadrica), quattro complessi in due rette.

Diremo sovente retta p invece di dire retta di coordinate p,,;
complesso = invece di dire complesso di coordinate =«,.; se p &
una retta, il complesso p & il luogo delle rette incidenti alla
retta p..

Due complessi (lineari) =, =’ sono detti in involuzione o
coniugatt so Sma’ = 0. Un complesso lineare © & luogo delle
rette p, tali che i complessi (speciali di asse) p sono coniugati a -

Quando volessimo riservare gli indici ad indicare derivate,
porremo :

!

Pie =P, Pra=¢q, Pra="r, Pu=1, pp=m, pyy=n;

Tp =T, Tyg=12%, Ty=p, Tgg=>N, Tgp =, Tyy=17Y.

B) Alcune identita.

Siano dati » complessi p@,..., 2 (=1, 2, 3,... n)
con =25 opp. n=6. La matrice, o determinante delle loro
coordinate si indicherd scrivendone la sola prima riga

PRpY.... ) o pin semplicemente (p™p®.... p")

e, se n=>, ciod se si tratta di una matrice, con questa scrittura
indicheremo anche i suoi massimi minori col segno stabilito dalla
seguente convenzione analoga a quella del § 1 A: si aggiunge
alla matrice una sesta colonna, e si prendono i complementi alge-
brici dei suoi termini, indicando ordinatamente con mgy, Ty,
T3y T2y T3y Tia i Complemenﬁ di Z)@, P@, P‘ﬁ), R | p&ss) .

Un determinante (p™ p®...,p"®) cambia di segno, scam-
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biando p;, con pay, Pyz CON Py, P1q CON Poz, Ossia scambiando
la terna p, g, 7 con I, m, n; noi, per moltiplicare (p™ p® ... p®)
per un determinante di egual tipo (¢™ ¢®....q"®), cambicremo di
segno umo dei fattori scambiando in esso le terne citate e poi
applicheremo la regola solita del prodotto di due determinanti.
Troviamo cosi: Il prodotio di (p® p®...p®) per (qVq®...q"%)
vale il determinante delle ¢y = SpPq"Y (i,j=1,2...,6) cam-
biato di segno.

Col prodotto di due matrici

FUp® ... 9% e (¢Vg®....q¥),

una definente i numeri =, !’altra i numeri =« secondo le pre-
cedenti convenzioni, indicheremo

Smu =Tya%gy + Tig%gg + o oo+ Tyggg

Questo prodotto si potrd ottenere per note regole sul © ,J;ﬁ? delle
matrici scambiando in una di esse la terna p,, pl:, Pra cCON
Pas, Pas, Doy, facendo il prodotto nel modo abituale, e quindi
cambiando di segno il determinante cosi ottenuto. Percio :

I prodotto (pM p® ....p®) (qWg®....q") vale il determi-
nante delle Sp® q™ cambiato di segno.

C) Collineazioni e correlazioni.

Ad una collineazione 7' sulle coordinate =z, y, 2, ¢ di punto
corrisponde pure una collineazione (trasform. lineare intera omog.)
sulle coordinate p,, di retta che trasforma in s& 1’equazione
Slp =0, e quindi moltiplica la forma SIp per un fattore. Noi
senz’ altro escluderemo le T a determinante negativo; e ci limite-
remo pertanto (§ 2 B) a trasformazioni lineari che moltiplichino
la Sip per un fattore positivo. Viceversa ogni trasf. lineare
omogenea sulle p che moltiplichi SIp per un fattore positivo
definisce una trasform. sulle rette dello spazio che porta rette
incidenti in rette incidenti e che percio equivale ad una collinea-
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zione o ad una reciprociti. I due casi si distinguono dal segno
del determinante della trasformazione (§ 2 B). Cosi per es. la

V=p, m=gq, nl=rv p=1l, ¢g=m, r=n

& a determinante negativo e definisce pertanto una reciprocita.

Se A, ) sono per ¢=1,2,,.., 6 due sestuple di
complessi, e se SA?AN) = Szl (4, j=1, 2,...., 6), allora
i determinanti (A", A&, ..., N®) e (= =® ...., «®) sono
uguali a meno del segno, come si riconosce innalzandoli al qua-
drato. Esiste percid una proiettivitai o una correlazione che porta
le A nelle p.

D) Equazioni di una retta.

La retta p, ¢, r, I, m, n ha in coordinate di punto le
eguazioni .

'lfq'—|—mz+nt=0 —lxt+rz—qgt=0
—mr—ry+p=0 —nrxdqy—pz=0,

che si riducono a due indipendenti. Il punto comune a un’altra
retta p’, ¢/,...., n' & il punto

Ip +mg +nr', mn' —m'n, nl'—n'l, Im'—1m,

Formole analoghe si ottengono per i piani, scambiando le terne
vy q r ed I, m, n

§ 94. — La forma ¢.

Se le p (cio& p, q, r, I, m, m») sono funzioni di un parametro
w =1u,, oppure di 2 parametri v =wu,, v =wu, oppure di 3
parametri % = u,, v =wu,, w= uz, la retta p descrive una
rigata, od una congruenza, od un complesso. Sara
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1) Sp*=0, Spps;=0 (i=1; opp. i=1, 2; oppure +=1, 2, 3),
ciogé
(2) Spdp =0 e quindi Sdp?= — Spd?p.

Noi porremo
3) o =8dp?= —Spd2p=£3a,.sdu,du,
1
(n =1, oppure, 2 oppure 3).

L’ equazione ¢ =10 caratterizza, tra le rette considerate, quelle infi-
nitamente vicine ed incidenti alla retta p. Percio nel caso delle rigate
(n =1) se ¢ ¢é identicamente nullo, la rigata ¢ una sviluppabile.
Nel caso delle congruenze e dei complessi (n =2, 3) 1’essere ¢
identicamente nullo significa che ogni rigata della congruenza o
complesso & sviluppabile. Prese due rette qualsiasi p e ¢ della
congruenza o complesso, uscenti I’una da un punto A, Valtra da
un punto B, noi le potremo congiungere con una rigata della
congruenza o complesso avente la reita AB per diretirice. Tale
rigata, essendo sviluppabile, dovra giacere in un piano passante
per AB. Pertanto le rette p, ¢, cioé due rette qualsiasi della
congruenza o complesso sono complanari. In conclusione :

Se ¢ ¢ identicamente nullo per una rigala, questa é una svilup-
pabile ; se ¢ & identicamente nullo per una congruenza o complesso,
questo ente si riduce alle rette posle in umo stesso piano od uscenti
da uno stesso punfo (e percid in particolare non pud essere un

complesso (*)).

(*) Se ¢ =0 identicamente nel caso dei complessi, ¢ Sp®= Spp; =
= Sp%:Spi p;j =0 per 7, j =1, 2, 3. Esisteranno percid 4 rette a 2 a 2
incidenti aventi per coordinate rispettivamente le p, oppure le p,, opp. P,
oppure p3. Esse sarebbero percio rette poste in uno stesso piano, od uscenti
da uno stesso punto. E quindi esisterebbe una relazione lineare ap +- Bp, -+
+ yps+ ep; =0, che, cambiando parametri %; , si puo ridurre alla forma
oap 4+ Bp;=0; la quale, moltiplicando le p per uno stesso fattore, si pud
ridurre al tipo p;=0. Le p essendo perci6 funzioni delle sole u,, u,, la
retta p descrive al pilt una congruenza.
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Noi trascureremo sempre questi casi elementari.
Se il descriminante A di ¢ & diverso da zero, potremo usare
i simboli del calcolo assoluto; avremo allora:

(4) Ay = Sprpl = Spprx

donde, derivando covariantemente Sp,p,, + Sp,p., =0 e Spp,,, +
+ 8p,p,s = 0. Scrivendo queste formole per r, s, t =1, 2 op-
pure 1, 2, 3, si trova in entrambi i casi:

) Sppy =0 Spp. =0

L’ insieme delle superficie rigate che sono tra loro tangenti
nei punti di una generatrice p ad esse comune definisce quella
che diremo una direzione (di spazio rigato). Essa si pud conside-
rare come definita dalla retta p e dalla retta p -+ dp consecutiva,
che si deve considerare comune a tutte quelle rigate perchs tra
loro tangenti in p. Dare dunque una tale direzione equivale a
dare la proiettivita tra i punti di p e i piani ivi tangenti alle
rigate considerate : proiettivita che si pud pensare definita facendo
corrispondere ad ogni punto di p il piano che lo proietta dalla
retta consecutiva p 4+ dp. Se le p sono funzioni di n parame-
tri u4, una direzione (di spazio rigato) uscente da p sard definita
dando i rapporti dei corrispondenti differenziali du, .

§ 95. — 1 complessi di rette con 4 = 0.

Cominciamo a determinare i complessi, per cui il discrimi-

nante A della corrispondente forma ¢ & identicamente nullo, E
dimostriamo che:

2

Se A =0 ddenticamente, il complesso é il luogo delle tan-
genti ad unn superficie, o delle rette incidenti ad una curva.

In tale caso infatti la forma ¢ & prodotto di due fattori
lineari dw;, i quali saranno nulli entrambi per un sistema di
. d d . . .
valori —2 = 222 %, che sara anzi indeterminato, se i citati fat-

%y %g %3
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tori lineari coincidono. Siano W (u;, wu,, u3) = cost., e

X (uy, g, ug)=-cost. gli integrali di du,:duy:dug=ua,:0,:0,; assu-
mendo le ¥, X come nuovi parametri p. es. al posto di u,, wu,,
e indicandole senz’altro ancora con w,, u,, avremo che i citati
fattori lineari saranno nulli per du, = du, =0 e percid non
conterranno dug. Quindi la forma ¢ avrd nulli i coefficienti
O3, Og3, Qsg, cosicche

8ps = Sp,ps = Spapy = Spp, = 0. Vi
Percid le p; saranno coordinate di una retta incidente alla retta p
o appartenente ai complessi p,, p,. Sia B il punto (pps)} co-
mune alle rette p, ps e B il piano ppg. Calcoliamo le coor dinate
di questo punto e di questo piano. Supposto I= —1, la ‘vetta p
ha per equazioni (in coordinate non omogenee di retta e in coor-
dinate non omogenee di punto, se si suppone anche ¢=1'),
*=—rz+q, y=mz+mn, cosicché: \
]

p=dmdq +dndr \

\

Ele ay=0, (i=1,2,3) diventano: *.

qsmg + ngry =0 (q,mg+ miqg) + (rirg +n3r) =0 (i = 1,2).
Esistono pertanto 3 parametri A, w, v tali che
Mg =Ang, r3=-—Nqg, My=DAn;+png, ry=-—NAg; —qs,
Mg = ANy + Vng, 7y=—AQy—Vq;.
La retta p; avra per coordinate
Ig=0, my, ng, p3, Qa, 7, (p= gm+rn)
e pertanto & la retta congiungente i punti

(939 ng, O, O) (—r—Ag, m—n\, 1, —N.
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11 punto B & percid il punto di coordinate

, 1

, r ’ m '
d=qt g, Y=r—T, F=——, ¢=1

e il piano B & il piano, che lo contiene, di equazione

g (x+712—q)—qs(y—mz—mn) =0.

~

Poichs evidentemente & anche

(1) n,dz' — qgdy’ + (rng +mgy)dz' =0,
avremy :

Il punto B ha al massimo o2 posizioni (*) e il piano B non
solo contiene B, ma é anche tangente al luogo del punto B. (Il caso
93 =7ng= 0, escluso in questa trattazione, si pud studiare in
modg affatto simile).

§ 96. — L’elemento lineare proiettivo di un complesso.

4) 11 complesso © e la forma yx.

Escluderemo il caso A4 = 0, esaurientemente trattato al § 95,
lasciando al lettore di vedere quali delle seguenti considerazioni
si possano estendere anche a tale caso. Cosi escluderemo dalla
trattazione come singolari quelle eventuali generatrici del complesso

(*) Infatti, se avesse oo® posizioni, allora per un valore generico di %,
v, w lo da’, dy’, dx’ sarebbero arbitrarie e non potrebbero soddisfare a (1).

o’ oy’
In altro modo si osservi che (1) equivale alle: n,4 —E?— - qs-a—'::-i- (rng+
4 1

9
+ mgs) _3—1-; =0 per 7=1, 2, 8, dalle quali si deduce di nuovo lo stesso

risultato.
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per cui A fosse nullo. Diconsi complessi lineari =’ tangenti al
complesso dato in una generatrice p i complessi che soddisfano
alle Sn'p=8n"p,=0( =1, 2, 3). Uno di essi & lo stesso
complesso p (cio& il complesso speciale di asse p); un altro sia =’;
tutti i complessi lineari tangenti saranno quelli del fascio ap 4

+ Bn', che soddisfano alle

S(ap +Bn)p=8(@p+ B=)p=0.

1 raggi del complesso infinitamente vicini a p, che giacciono in
tale complesso tangente, sono caratterizzati dalla

1
S(ap+3ﬂ')(p+dp+—§d2p+----)=0,

che si riduce alla

1 aSpd?p + BS~' d2p =0

che, in virtu delle Spdp = Sn’di; = 0, equivale alla:
(Deis aldp?+ pSdn'dp =0.

Se noi consideriamo per un momento le du; come coordinate omo-
genee di punto in un piano ¥, avremo in (1) I’equazione di un fascio
di coniche, una delle quali & la conica ¢ = 0. E eccezionale il
solo caso che tuite queste coniche coincidano, ossia che ¢ complessi
tangentt seghino tutli il complesso dato secondo le stesse rette infini-
tamente vicine a p. Io dico che questa proprieta caratterizza i com-
plessi lineari. Per dimostrarlo, premettiamo una formola di carat-
tere generale. Supposto, com’® lecito, di assumere coordinate non
omogenee di retta, e di scegliere 3 di queste a variabili u,,
porremo

2) 1=1, g=u, n=v, r=w (p=—mu—ow).

Le coniche corrispondenti ai complessi lineari tangenti di coordi-
nate A, i, v, ecc. saranno (indicando per semplicita con p,, ed m,,
derivate ordinarie e non covarianti)

Fusint e &ech, Lexioni di Geometria profsttivo-differenaials. 36
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3) \Ip,.du,du, + xEm, du,.du, =0
le quali anzi, tenuto conto del valore di p, saranno
(31 (% — Mu) Em,, du, du, — 2\ (dmdu + dvdw) = 0.

Tali coniche (g) coincidono soltanto se & m, =0 oppure se
p,, = 0 (nei quali casi il complesso & lineare, perché m oppure p
& funzione lineare di u —=¢q, v =n, w=r7r), oppure se esiste
un parametro o tale che p,, = om,. Derivando se ne deduce
o, m,, =.6,m,,. Queste equazioni lineari nelle o, danno 6, = 6, =
=06, =0 (almeno nella nostra ipotesi che 4+ 0, ciod che il
discriminante (m,,) di una delle nostre coniche, tutte coincidenti
per ipotesi tra di loro, sia differente da zero). Sard dunque
6 = cost., - p — om funzione lineare di u, v, w; e quindi il
complesso sara lineare. Escluso dunque anche il caso di nessun
interesse dei complesst lineari, ai complessi lineari tangenit corri-
sponde dungue mel piano | wn effettivo fascio di coniche. Tra queste
noi ne potremo scegliere una in modo infrinseco invariante impo-
nendo che sia apolare alla ¢ = 0, cioé che, posto Sdn'dp =
= Yb,,du,du,, e indicato al solito con 4,, il complemento alge-
brico di a,, in A diviso per 4, sia:

0= EA,,, (aan + Bbr:) =20+ BanBrs,

da cui si ricava un unico valore di a. Porremo 7 =ap + f7';
le sue coordinate = (di complesso) risultano cosi determinate soltanto
a meno di un fattore comune, che ora fisseremo in modo intrinseco
invariante nel modo seguente. Posto Snp, = — S=#.p, = —¢,,,
sara X4, ¢, = 0. Posto poi '

1 1
P=—3—-A2T), Q:—Q—qu,._,,,
(4)
1 1 .
N= '—3— A2n = —-3—- LA,,,'}'IN.,

sara :
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1 1 .
(5) SpP ='§_ ESANppn—' - ’g‘ EAMG,., _—1.
Sara ancora non soltanto
(6) Sap=8%p, =0 (¢t=1,2,3),
ma anche :

L §84,2p, = — —~ 84,6, =0
(7) STEP: ’-3—‘ ?‘Sﬂpi‘l SRt 3 reVrs — .

Dunque le = sono proporzionali ai minori della matrice

p—

'/,_“l (P, P1, D2y D3, P)

e noi le sceglieremo proprio uguali a questi minori, ponendo cosi :

1

(8) T = V|__| (P, P1y P2y P3, P)
e quindi:

X = Sdpd')t = —Sndzp =
(9)

1
- W (s P1y P2y P3y P, dzp) = X, du,du, .

(10) zAn c,., = O'

Se ne deduce anche :

0 0 0 0 SpP
1 0 G11 @12 a3 Sp, P
P ar 0 231 @9 @y Sp,P | =
0 13, Qa9 agg Spy P
SpP Sp,P Sp,P Sp,P 8P?
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A4 A
—— (8pP)2 = TAT =sgm A,

Dunque

(11) Snt=ce, ove & =sgnAd .

Il complesso m nmon é mai speciale. Di pilt si ha:

2

=¢€.

1
(11)bh Vm (®, P1y P2y P3, P, 7‘) =8=

B) L’elemento lineare proiettivo.

Si noti:

1) Un cambiamento qualsiasi di variabili u non cambia la
forma ¢, che quindi é intrinseca (propriamente); invece sia le =
che la 7y somo vmpropriamente infrinseche, perché i cambiamenti
di variabili » a Iacobiano negativo cambiano di segno le = e la

forma .

2) Moltiplicando le x, y, z, t per uno stesso fatiore o, le

p restano moltiplicate per %, la ¢ e la a, per o, le 4,
>

- . 1
per —;T; quindi i nuovi valori P delle P differiscono da B?P per

una combinazione lineare delle p, p;: J]4| resta moltiplicato per of,
e quindi Yy resta moltiplicato per %, mentre le T restano inalterate.

3) Una collineazione a determinante 1 muta in sé stessa
la pelay.

4) Una collineazione di determinante negativo & il pro-
dotto di una collineazione 2), di una 3) e della &' = —x,
y =y, @ =2, t' =t; la quale cambia il segno di p, ¢, r,
lascia inalterate I, m, n; essa pertanto cambia il segno della ¢, e quindi
anche il segno e di 4 ed il segno delle 4,, e di 3 delle coordi-
nate di retta e percid lascia inalterata la y. Noi di solito prescin-
deremo da queste trasformazioni, che mutano la legge di orienta-
zione delle rette. E potremo percid costantemente supporre p. es.
e=1.
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5) Una correlazione 7' & prodotto dello scambio delle terne p,
g, r ed I, m, n e di una collineazione 1" ; c¢i limiteremo alle cor-
relazioni 7' tali che la 7" sia a detcrminante positivo. Per studiare
D’ effetto, basti osservare che lo scambio delle p, q, r ed 1, m, n
lascia ¢ inalierato, cambia 7y di segno. .

In conclusione il rapporio ¢ : > é intrinseco invariante, e noi
lo chiameremo I’ clemento lineare proiettivo del complesso. (Se non
prescindessimo dalle (4) e dalle correlazioni speciali escluse in
(5), dovremmo innalzarlo al quadrato). Si noti che il risultate
precedentemente ottenuto sui complessi lineari si puoé anche enun-
ciare dicendo: I complessi lineari sono caratterizzati dalla 3 =0 .

C) Curvature proiettive e coordinate normali.

L’ indeterminazione (di un fattore) delle ¢, y si potra togliere
anche nel caso dei complessi, ricorrendo alle coordinate normali,
come vedremo nel modo seguente. Consideriamo I’equazione che
si oftiene uguagliando a zero il discriminante di w¢ + x, che
¢, per le relazioni di apolarita

(12) w4 + ©3a,,C,+ C =0,

ove C ¢ il discriminante di y, e C, & il complemento algebrico
di ¢,, non diviso per C. Se si moltiplica ¥ per un fattore © e ¢
per 2, le radici o restano divise per t. Le quantitd intrinseche

C J = Ears Crs

(13) I='74“, A

(I & impr. intrinseca)

. 1 1 . .
restano moltiplicate per — O per . Noi potremo imporre al-

Puna o all’altra un valore numerico prefissato, e chiamare normali

le coordinate corrispondenti: resta escluso il caso anormale I =
= J =0, quando cioé I’ equazione in w ha una radice tripla nulla. (*)

(*) Questi ed altri complessi anormali sono studiati da Paul Mentré,
Comptes Rendus t. 145 (20 Nov. 1922) pag. 941.



554 CAPITOLO UNDICESIMO 8 96, O]

In coordinate normali la forma ¢, determina una geometria metrica,
(di cui essa & elemento lineare) di caratlere intrinseco invariante,
per mezzo della quale si possono estendere ai complessi le mozioni
metriche di angolo, dislanza, geodetiche, ecc., cosi come U elemento

P

lineare ?- pud servire a estendere la nozione di pangeodetiche.

Si noti ancora che non varia, al variare di t, la frazione

R__ Ca _ I
(1H T a0 T B

che si pud dunque chiamare curvatura proiettiva del complesso,
perché ¢ una quantitd inirinseca invariante (anche per le collinea-
zioni e reciprocitad sopra escluse). Se «; sono le radici di (14),
si ha:
0=0,+ o, + o,
14y K= o] 07 0
(00 + 003 + 00 0,)?

Ad ogni radice ; della (14) corrisponde una conica ;¢ +y =0
scomposta in due rette, e un corrispondente complesso lineare tan-
gente. Percid: A ogni complesso I' lineare tangente corrisponde
un’ infinitad quadratica di direzioni (di spazio rigato) iali che T ¢é
osculatore alle rigate del complesso iniziale uscenti in tali direzions.
Vi sono in generale tre e tre soli complessi I' per cui questa infinita
quadratica si spezza in due sistemi lineari. Io dico che questi complessi
81 possono chiamare bitangenti perché toccano il complesso dato in
due generatrici p e p -+ dp consecutive.

Infatti dire che un complesso =’ tocca il complesso dato in p
e in p 4 dp equivale a dire che

(15) 0=8r"p=8n"p,=8n"dp= S’ (p, + dp)
G=1,2 3.

~

Le prime tre dicono che #' & un complesso tangente, cioé un
complesso ap + Bn. Le ultime diventano:

2),, (aa"‘ + Bcu) duk =0 (71 = 1, 2, 3)
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le quali determinano appunto quei valori ® =a:8, che annul-
lano (12). Ad ogni radice w; corrisponde generalmente un sistema
di valori per du,:du,:dus. Quindi: Vi sono generalmente tre
sistemi di 02 rigate del complesso, lali che per ogni reitz p del
complesso esce una rigata di ciascuno di quests sistemi. Fer ogni
generatrice p di una di gueste rigate passa un complesso lineare che
tocca il complesso dato nella generatrice p e nella consecutiva p 4+ dp.

I tre valori dei rapporti du,:du,:du, si possono anche defi-
nire eliminando le #' da (15), come quei valori che annullano
la matrice

(16) (P, P1y P2y P3y APy, dpy, dps) =0.

Le rigate precedents sono quelle che soddisfano alle (16): cid che
ne rende evidente il carattere invariantivo. Si noti che da quanto
precede segue che queste rigate sono determinate dall’ elemento lincare
proiettivo. Di proprieta affatto analoghe godono altri sistemi di
rigate, quelle corrispondenti ai quattro valori di du, : du,: du,,
che annullano contemporaneamente ¢ e y, ciod ai 4 punti comuni
alle coniche ¢ e x. Per vederne chiaro il significato geometrico
osserviamo che ad ogni punto du,:du, :du; della conica ¢ =0
corrisponde una retta p + dp del complesso incidente alla p,
e quindi deferminante con questa un fascio di rette, il quale,
contenendo due rette p e p + dp consecutive del complesso, & un
fascio tangente al complesso, il quule apparterra a tutti i+ compless
tangenti (appunto perch® questi ne contengono le rette p e p - dp)
e quindi anche alla congrucnza lineare loro iniecrsezione, che natu-
ralmente si dice essere la congruenza lineare tangente. Essendo
S(ap + Bm)2==+p* nulla solo per § =0, quesia congruenza
tangente ha le due dirctirici coincidenti entrambe nella retta p.
Le equazioni ¢ =y = 0 equivalgono alle Spd*p = Snd®p =0,
e significano percio che le rigate soddisfacenti alle ¢ =y =10
sono in ogni loro generatrice osculatrici ai corrispondenti complessi
lineari tangenti, ciod alla congruenza lineare tangente. Quindi:
Esisiono generalmente in un complesso 4 sistemi di w? rigate
soddisfacents alle ¢ =y =0; per ogni reita del complesso esce una
rigata di ciascun sistema ; ognuna di queste rigate € in una sua
generairice p osculatrice alla corrispondente congruenza lineare tangente.
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§ 97. — Le equazioni differenziali fondamentali
nella teoria dei complessi.

4) Equazioni I, II, III

Osserviamo che i sei complessi p, p;, P, ®© sono linearmente
indipendenti. Che, se fosse

ap+ B+ 10+ 0p3+eP +on =0,

allora, indicandone con =’ il primo membro, la Sz'w =0 da
6=0, le Sa'p,=0 danno Ba; + 7a;; + 0a;; =0, donde,
poichd A40, B=1=08=0. La Sat'p =0 da ¢e=0; e
quindi dovra anche essere o = 0; la precedente equazione avrebbe
tutti i cofficienti nulli. Pertanto sei quantita qualunque si possono
esprimere come combinazione lineare delle precedenti. In partico-
lare varranno delle formole :

Pre=0p +BPy+ 1P + 0P34+ P +om,

ove le &, B,..., s dipenderanno dagli indici 7, s. Ricordando
le (5) del § 94 e (6), (7), (11) § 96, ed osservando che

_Sppr:_——a’rn Spr.tpi=0) 8p.m= —c¢,

si deduce t=a,,, 0=fBa; + v, + 0a;;, donde, poiché 4+0,
B=94=0=0, ¢,=—0c8n%2= —c¢es. Posto a =¢, =c¢,, si
avra in conclusione :

(I) Pry = a”P—ec,,it + €rsPe

Si noti che la forma ¢ = e, du.du, ha pure significato intrinseco,
ed ¢ apolare alla ¢, come la . Infatti da (I) si deduce

(1) pZArsen = X 4,P, — PzAnars + enS4,c, =
=3P—3P=20.
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Come si comporti la ¢ per effetto di una collineazione & cosa facile
a studiare ; noi osserveremo soltanto :

1) Anche la ¢ é wuna forma invariante, se si calcola in
coordinale mormali :

2) Se st assumono coordinate di relta mon omogenee, p. es.
s suppone 1 =1, la forma ¢ si riduce alla ely (infatti per
=1, & l,=0, L=0; e la (I) d& per p=1! immediatamente
il risultato enunciato).

3) In gencrale dalle (I) si deduce che ¢ é determinata dalla:

¢S P2 — ¢ =X8 P py duedu, .

Le (I) sono le equazioni fondamentali, esse determinano comple-
tamente il complesso, (insieme a quelli ad esso proiettivi); cosicché
la teoria delle tre forme ¢, ¥, ¢ include quella di tuiti gl. invarianti
protettivi di un complesso ; U analogo delle equazioni di Codazzi (delly
geomelria metrica delle superficie) sono date dalle condizivoni d inte-
grabilita deile (I) e delle equazioni tratte dalla definizione delle

forme @, y. Anzi le sole forme ¢, y determinano il complesso.
Per dimostrarlo, osserviamo che, oltre alle :

SPrPs=—SPPrs=ars ST’iPu=O —Snp,s—:cr,=+Sn,p,
valgono le:
S8Prx =0 donde SPwn,=—S8=P;, Sa’=¢, Snam, =0

Sxp=8np,=Spw, =0

1
Sppz :—3-2Arssptl"r:=0

e quindi anche SpP, =0,

sptpl:“_SPpstz_atsspz_eu (per le (I)),
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Anche le P,, =, si potranno scrivere come combinazioni lineari
delle p, p,, P, w:

P, = °‘¢P+§f3f'l’i+“{zp+°m
T, = (P +2§vtzh-+ &P +v,=.

Per la SP,p =0 si ha v, =0; dal valore di SP,p, si deduce:

Zpia, =—a,SP2—e¢,
i

. g =0
(I1) ( ossia Bl= —e; SP?— Teg Adoj . )
o g;, =0 per i%j

Pz=dm+$§3p¢+°zﬂ~
i

E in modo simile si trova (per le Saxn,=S8=np, =0, S=u,p, =
=¢, 6 Su,P =—S8S=xP)

(I1I) m, =0, p + S Ay p;.
ij

Derivando (I) rispetto ad w,, scambiando s con ¢, e sottraendo
se ne deduce :

(2) Drst — Pris = h?k {ts, rh) Apepg =
=an(am + Lfip + cm) —ay, (asp + ?ﬁim i csﬂ)
— €C. T | ECp T
— €0, (eo,p + Z‘JJA,-jcﬂpi) + ec,y (ecsp + i.Zinjcj_‘pi)

+ (er.ﬂ - erts) P + €Dy — €t Ps -

Siano sF¢ e sia I differente da s, ¢, cosicché s, ¢, I sono wuna
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permutazione di 1, 2, 3. Essendo p, p;, =, P linearmente indipen-
denti, la (2) da, confrontando i termini in =:

Ops Oy — Bpy Os = ECpgy — ECpy5 «

Poiche 4+ 0, se ne deducono i valori delle s dati per mezzo
della e, , ¢, e loro derivate, come si riconosce p. es. moltipli-
cando per 4,,, sommando rispetto ad r. Confrontando i termini
in p,, si trova che la quantita

ar:@%'—anpf = a'rnzeto‘ Aa + artz"escAOl (8 i+ l*")
[+ [+

¢ pure individuata dalle a,,, ¢.,. Per » =1, 2, 3 si hanno tre
equazioni; dalle quali, come per le o, si deduce che -anche le

— Bl = Zeg 4, (%1
[+]

sonc determinate dalle forme y ed ¢ (ciod dalle a,, e c,). Altret-
tanto si deduce (confrontanto i termini in p,) per la:

€rs + Ry X € Aot — anz eg Aot — (g S 12

g [+
e quindi anche (essendo sF¢) per le

Crs = Qpy Sp2— arszew Ao
c

(quando s%¢, e quindi, per simmetria, anche quando r +¢ cio¢
quando non & r =s =").

Se dunque r%s, potremo dare alla ¢ i valori 1, 2, 3. Som-
mando rispetto a ¢, ricordando che per le relazioni di apolarita &

3 A,5¢, = 0, ne dedurremo per r % ¢ il valore di e,,— a,, SP2.
¢, G

Resta dunque determinato (per mezzo delle a,,, ¢, e loro derivate)
anche il valore per r+s di a,Xeqds, € quindi anche, se
non sono nulle tutte le a,, per rs, il valore di Ze 4q,, e
quindi anche quello di 8 P2. Conoscendo gia il valore di
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Yeg Ay per i1, ne potremo dedurre i valori di tutte le e,
[+

Se fosse a@,, =0 per r % s (caso che potremmo del resto escludere
con un cambiamento di variabili) le quantitd precedenti si riducono
ad e, per r%s, che dunque saranno determinate mediante le
a,., ¢, e loro derivate; per r = s esse si riducono ad e, —
o s . e ;
—an[SP*—e, A,] (r+1). Restano cosi determinate le—ai — SpP2—
rr

Cy €50

— —=; poiché la relazione di coniugio da X
@y o %o
a determinare sia le e, che SP2 In ogni caso restano determi-
nate le e, le B e SP% In particolare dunque la terza forma ¢ &
determinata dalle ¢, . Confrontando in fine i termini in p si
riconosce che le a,,a, — a,,0,, e quindi anche le «, (perché 4 +0)
si possono determinare appena note le quantita precedenti, cio&
appena siano date le forme ¢, .
Dunque, date le ¢, %, ¢, anzi dale le sole forme ¢, % soro
determinate le (1), (II), (ILI) insieme alla SP%; e quindi, a meno
di una collineazione, ¢é determinato il complesso.

= 0, ¢i0 basta

B) Applicabilita proiettiva dei complessi.

Questo teorema ammette una notevolissima interpretazione
‘geometrica. Se noi estendiamo ai complessi di rette la nozione di
complessi proiettivamente applicabili, il nostro risultato si enuncia,
come ora proveremo :

I complesst di rette sono proiettivamente indeformabili ; cioé
due complessi proietiivamente applicabili sono proiettivi tra di loro,
(se ci riferiamo ad applicabilitd proiettive del 2° ordine).

Naturalmente diciamo che due complessi ¢, C sono proietti-

vamente applicabili del 20 ordine se le loro generatrici p, p sono
in corrispondenza biunivoca (definita p. es. da uguali valori dei
parametri u;), e se, essendo p, p due generatrici omologhe, esiste
una collineazione che porta p in p’=p e il complesso C in un
complesso ¢ tale che rigate omologhe uscenti da p' = p nei due
complessi ¢ e €’ ivi si osculano (hanno tre generatrici consecutive
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comuni). Io dico che in tal caso i due complessi hanno comuni
le forme ¢, ¥ (¢ quindi anche la forma ¢, e sono proiettivi per
quanto abbiamo tests dedotto dalle condizioni di integrabilita).

Indicando per un momento con indici apposti alle coordi-
nate p di retta le derivate ordinarie delle p si trova come al § 3 C
che le nostre ipotesi equivalgono ad ammettere 1’esistenza per
ogni retta p del complesso di corrispondenti costanti o, <;, p;,
vy tali che per le rette p, p’ valgono le:

(3) p=0p; pi=o0(p+"wp);
P =0 (P + pior + PP + Vih,p)

(le 7;, piy v indicano varie costanti, e non derivate di una © o di
una v). Si trova per la ¢ = —8pd?p, che la forma ¢' per C"
vale (nella retta considerata) precisamente 2¢. Poiché p & una

retta generica, e C, C' sono proiettivi, esisterd una funzione o
delle u, v, w tale che la forma ¢ di ¢ valga o%p, Potremo dun-
que moltiplicare le coordinate delle rette di C' per un tale fattore

in guisa che sia ¢ = ¢" =¢ e che sia 6= 1. Potremo allora
nelle (23) intendere che le p;, siano derivate covarianti; e bastera ri-
cordare il valore dato dalle (9) del § 96 sotto forma di determinante per

le forme ¥, %', x per riconoscere che anche queste sono uguali
tra loro.
Oss. Se invece di collineazioni, si fosse usata una recxpromta

per portare C in ', avremmo concluso che ¢ = (p, A== X

Viceversa siano C, C due complessi per cui ¢ = <p, X= x
saranno uguali i segni ¢, ¢ dei discriminanti di ®, (p ; € potrem-
mo supporre p. es. ¢ = ¢ = 1. Scegliamo p tale che S(P +
+ pp)’ =8 P? ciod il p dato dalla:

p =5 (8P —8P2). (9

(*) Dal precedente teorema segue anzi p=0, perché¢ SP2 & completa-
mente determinato dalle ¢, x.
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Allora esistera (§ 93 C) una proiettivitd a modulo + 1 che perta le
sestuple p, p;, %, P +pp in p, p, ® P. Sia ¢ il com-
plesso trasformato di C mediante questa proiettivitd; esso avra per
forme ¢' =¢, x = + x secondo che la proiettivita considerata

& a modulo + 1, ciod secondo che & una collineazione od una
reciprocitad. Se vale il segno superiore, le (I) relative ad C ed C
dicono tosto che tutte le differenze p;, — p,, sono uguali ad (?r,—i—
+ pa,,—e,) p; cosicché sono soddisfatte le (8) con o =1,
t,=p; = 0 e il teorema & dimostrato. Il secondo caso (che val-
gano i segni inferiori) & invece impossibile: esso si presenterebbe

se i deter{ninanti (P, 517 P2y Pay ﬁu “) e (p, P1y P2, P3, P, )
avessero Segno opposto, mentre entrambi hanno il segno di e.

§ 98. — Le congruenze con 4= 0.

I metodi che qui usiamo sono in parte gli stessi, che useremo
nel caso generale; e molte delle considerazioni che faremo nel
caso generale, si potrebbero ripetere con qualche modificazione
anche se 4= 0. In ogni modo, per evitare soverchie distinzioni,
¢ bene studiare a parte, per poi completamente trascurare, il caso
A = 0. In tal caso si possono scegliere i parametri » =u, e
v = ug in guisa che:

¢ =8dp*=—8Spd?p = a,,du?, ciod che
(1) ajy=a3=0 ossia Sp,p,=8p;=0, Spp,, =8Spp.,,=0.

Vi & una retta di coordinate p, incidente alla p; il fascio da
esse determinato, cio® il fascio delle rette pp + op, si dira il
fascio tangente alla congruenza nella generatrice p. I complessi =«
tangenti sono quelli che soddisfano alle: Szp =8=p,=0 (I =
=1, 2); e percido i complessi ap + Bp; + yYp, sono tutti e soli
i complessi coniugati ai complessi tangenti, e che percid diremo
consugati. HEssi sono speciali se S(ap 4+ Bp, + 7p5)? = 0, ossia
se B=0. Gl unici complessi coniugati speciali sono i complesss
ap --Ypy, che hanno per asse wuna retta del fascio tangente ; il
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quale percid contiene tutte e sole le refte comuni ai complessi tan-
genti. Questo fascio é anche U’ insieme delle rette comuni ai complessi
contugati, Infatti & identicamente

Sep+op)ap+ Br. +1Pe=0,

cosicche le rette del fascio tangente appartengono a tutti i complessi
coniugati; e questi complessi non hanno comune nessuna ulteriore
retta p’; altrimenti i complessi tangenti sarebbero complessi del
tipo ap + Bp, + vp'. Essi sarebbero tutti degeneri; altrettanto
avverrebbe percid dei coniugati; cid che & assurdo perché Sp? =
= Qa5 i 0.

Sia P il vertice del fascio tangente, = il suo piano. Quando
la retta p si muove nella congruenza, il punto P cominciera a
muoversi in una direzione PP’ ove P’ & un punto infinitamente
vicino a P. Poiché P & il punto comune alle reite p, p,, la retta
P' P si appoggiera alle rette p, p,, »p +dp, p,+ dp,, e in
particolare apparterra (almeno se du 3 0) ai complessi p, p,,
P, = -+ dp) ;"p — Pudv ed & percid una retta del fascio
tangente. Dunque il piano = di questo fascio, contenendo le rette
PP’ & tangente al luogo del punto P, la cosidetta superficie fo-
cale 8 (che pud anche ridursi a una curva o ad un punto: casi
questi, di cui non ci occuperemo neppure). Le rette p della con-
gruenza inviluppano su S le linee u = cost.; poicheé il piano =
delle rette p e p,, ciod di due tangenti consecutive ad una
u = cost., & il piano tangente ad 8, le u = cost. saranno asinto-
tiche per S. Le congruenze con A = 0 sono generalmente formate
dalle tangenti a un sistema di asintotiche di una superficie S.

§ 99. — Gli elementi geometrici fondamentali
di una congruenza.

A) Fasci centrali e focali.

Supporremo d’ora in poi A4+ 0. Ad ognuna delle due radici
Bi: B} della ¢ = 0 (i = 1, 2) considerata come equazione in du:dv
corrisponde un raggio p - dp incidente al raggio p. Si noti che
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Iindice ¢ non & indice di derivazione covariante, ma solo serve
a distinguere le due radici. Le B sono determinate soltanto a meno
di fattori. Poiché valgono in ogni caso le:

2A12 — 9 % =_E}_+E_ 45 — G2 __ Bi B2
Ay a1 B 57 Ay a1 e’

noi potremo (e in infiniti modi) scegliere tali fattori in guisa che:

1 1
(1) 5 Au=BB, 4p—=EE+EMR 5 4= HE
donde si trae:

11 1
id = T @nde— 4= —— @i — k)’

cosicché potremc ottenere (scambiando caso mai le f; con le f8,)
che sia anche in segno:

I

12) - =)/~ -

Sara poi:
All A12 A22
1 i
® de Be g8 | =) -+
B:Bs BB BIBe

I due raggi p + dp incidenti a p incontrano p nei punti P,
comuni a p ed a p,B} + p, B, e determinano i piani m; comuni
a queste due rette (i =1, 2). I punti P, diconsi fuochi, i piani
n; piani focali, i fasei (P;, m;) fasci tangenti o con Wilsch fasci
centrali, i fasci (Py, m,) e (P,, m,) fasci focali. Le rigate della
congruenza soddisfacenti alla @ = 0 sono le sviluppabili della con-
grucnza ; da ogni relta di questa escono pertanto due sviluppabili,
I complessi coniugati (ciod in involuzione con tutti i complessi
tangenti) sono i complessi pp 4 Y p, 4+ 1> p,; essi sono speciali
soltanto se

Spp+ 1t +pa1?)*=0,
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ossia se Yl:q% coincide con una delle B}:B; in tal caso hanno
pertanto per asse una retta det fasci centrali, Le reife centrali sono
percid tutte e sole le rette comuni a tutti ¢ complessi tangents. E vice-
versa un complesso lineare che contenga le rette centrali é un complesso
tangente. Le rette comunt a tulti ¢ complessi coniugati sono tulte e

sole le rette focali, (uniche rette incidenti a tutti i raggi centrali).

B) Tangenti focali.

Se il raggio p si sposta infinitamente poco, il fuoco P; andra

in una nuova posizione P;, il piano =; in ={. Le rette P, P; e
w; =; danno la direzione in cui si sposta P; e 1’asse intorno a
cui comincia a rotare ;. Poiché P; & il punto comune ai raggi

P, P18 + pe 87,

la retta P, P; apparterrd ai complessi

D, Ihﬁ%-‘-?z@%a dp, d(Plpli—f-Pz@?)

ciod ai complessi (almeno se Bi:dwufi:dv; cfr. la seg. nota a
pié di pagina)

P, P1» P2, Bidpy 4+ Bidp,.

Percio la retta P, P, e similmente la refta w; w, sono rette focals
appartenentt al complesso Bidp, + pidp, o anche al complesso
2 prsdurp;' (*)

78

(*) Si noti che Z psdu-B; non pud essere una combinazione lineare
rs
ap -+ pp; + opy delle p, p,, p;. Altrimenti sarebbe
— Zay, dur §i = Sp (Epys dur Bi) = Sp («p + pp; + opy)

o porcid du, : duy= i : B;, 0aso che abbiamo escluso. In questo caso si po-
trebbe dire che P; sta fermo, che P; — P;, cosicché non ha senso parlare
della retta P; P,

Fusint e GEcH, Lexfont di Geometria proisttivo-differenziale. 37
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Se ne deduce anzitutto che le rette P, P; tangenti al luogo
del punto P, (i**=* falda focale) sono rette focali, che cioé ¢ fasci focals
sono tangenti alle falde focali. Cioé coincidono il luogo del punto P,
e U inviluppo del piano w,, come pure il luogo del punto Py e U'in-
viluppo del piano m,. Di pil, se un raggio della congruenza si
sposta nella direzione du : dv, la retta #; in cui comincia il fuoco P;
a spostarsi, e la retta p; intorno a cui comincia a rotare il piano =;

sono le rette focali appartenenti al complesso X p,..du,.pBi. Se
S

questo complesso interseca uno dei fasci focali nelle rette p (comune
ai due fasci), interseca necessariamente anche 1’altro fascio nella
retta p. Cid che avviene se:

Sp (Bidp, + fidp) =0,
ossia

Ya,B;du, =0, ossia du:dv=0;:p.

In tal caso I’altro fuoco P; (j4¢) comincia a muoversi su una
retta #;, e 1’altro piano focale m; a rotare -attorno ad una retta p;
appartenenti al complesso B}dp, 4 Bidp,, ciod appartenenti al
complesso

1 1
(4) P = ZPNB:@ = ’_2" zAnpn = _2_' A2p7

che non varia scambiando gli indici 7, 7 e a tutti i complessi
P+ ap 4+ y1p; + 13p,, che si diranno i complessi principali.

Dunque: ad ogni. valore di du:dv corrispondono proiettiva-
mente quattro refte : due T, e p, del fascio focale tangente alla prima
falda focale, le alire due 1, e p; del secondo fascio focale. Se P; si
muove nella direzione 7, il piano =x; tangente alla **=* falda
focale ruota attorno p; (ij). Percid sulla ¢*'™* falda focale le
rette r; © p; sono coniugate.

Se una delle coppie 7y, p; 0 (ry, p) coincide con la retta p,
I’ altra coppia & data dalle direzioni coniugate a p sulle due falde :
queste direzioni sono U intersezione dei fasci focali con uno dei com-
plessi principali, e diconsi le direzioni principals.
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C) Asintotiche focali.

Le direzioni asintotiche della 7°*'=* falda focale sono caratte-
rizzate da cid che »; coincide con p;, direzione coniugata di 7.
Le direzioni asintotiche delle due falde focali sono dunque carat-
terizzate da cio che i 5 complessi p, p,, Pa, Ep.Bidu,, (=1, 2)
hanno una retta comune (la tangente asintotica considerata): in
altre parole che il complesso

1 r
(5) W (p) D1y Doy P P10y, 2p,. B dus) )

~

coniugato a ciascuno dei 5 complessi precedenti, & un complesso
speciale. Questa proposizione & in difetto se questa matrice & iden-
ticamente nulla, e non da percid le coordinate di alcun complesso.
In questo caso i complessi Xp,,Bidu, (¢ =1, 2) sarebbero una
combinazione lineare dell’altro, e dei complessi p, p;, p,. Essi
percid determinerebbero gli stessi due raggi focali; e coincidereb-
bero pertanto non solo r, con p;, ma anche s, con p;; ciod sulle
due falde focali si corrisponderebbe uno dei sistemi di asiniotiche e
quindi anche U allro. In tutti i casi vediamo dunque che I’equa-
zione che da le direzioni asintotiche delle due falde focali si
ottiene esprimendo che il quadrato simbolico (§ 93 B) della matrice
(5) & nullo. (Se la matrice fosse indenticamente nulla, allora,
come abbiamo testdé provato, questo quadrato simbolico diverrebbe
un quadrato effettivo e la congruenza sarebbe W). Questo quadrato
ottenuto con le regole del § 93 B, & un determinante (diviso per
4) che si riconosce immediatamente uguale al determinante seguente
moltiplicato per ¢ = sgn 4,

0 Za,,pBdu, Za,,Pidu,
— | Za,Bidu, SEp,fdu) SEp,.p;du,) (2o, du,)
(6) Ya,Brdu, SZp,pBidu,Ip,,p;dy 8(Zp,,B; du,)?

2 @y pi‘ dul z Qs p; dul
Lo, Bidu, ZXop,, B du,
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Br @
B: B

2
S (Z p,,du, ou,)?

(6)3 =

ove sia stato posto
) Uy = —ag du; —aydu  Suy = ay du; + a,du,

(cosicche ¢ = duydu; — duyduy).

§ 100. — La seconda forma fondamentale di una congruenza.

4) La forma &®.

Siamo dalla (6) del § 99 indotti a introdurre nella teoria un
nuovo sistema covariante

(1) hijrs =—_8p, Dij -

Derivaudo covariantemente la Sp.p; = 0, si ha:

(1)his kijrs = Sp, Dijs «
Poichs py, — piy = — I (js, 16) Aoppp, &:
% P
hijrs - hisrj =—83 (7.8, @G) AGP Po Pr = — (7.8, 1‘7) .

Da queste equazioni si trae che le &;,, sono simmetriche nei loro
indici, eccetto Rjp1p = hayrs = hyoer = Bz ©d hyige = haoys, Per
cui vale la:

(2) hirog — hygs = — (12, 12) = — AK,

se K & la curvatura della forma ¢. Allo studio di questo sistema
covariante si pud sostituire quello di un sistema simmetrico Ky,
ponendo :
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(3) ® = — S 2p,. du,duy)? = Zky,, du, du,du; dy; .

Si noti che dalle formole che danno i d2p, d®p si trae:

(4) Sdpd®p=2a,du.®u,+ ®; S(d?p)®=ZLa,3%u.0%u,—P

che danno nuove definizioni della ®.
Si ha:

hiy =kyy (0=7 opp. ifj5; i, j=1, 2)

(5)
3 ky1zo = — 8P11Pay — 28D = hy1ag 4 2591,

che insieme alla (2) da

1 2
(5)“' hl212 = k1122 + '§' 4K h1122 = k1122 —_ ?A K.

Le (5) esprimono le hy., mediante un sistema simmetrico k., .

Dalla (6) del § 99 si trae : L’ equazione complessiva delle asin-
totiche sulle due falde focali @ [cfr. le (1)]:

(6) 2 hijys dudu; du, du, = 0.

Come controllo, si pud osservare che essa non muta scambiando
i simboli d, &, e cid perchd ognuna delle coppie di asintotiche
divide armonicamente il sistema delle sviluppabili, che danno su
ogni falda focale un sistema coniugato. La (6) da il significato
geometrico del nuovo sistema covariante h

yrs e

B) Complessi bitangenti.

Noi ci chiediamo ora: Esistono dei complessi lineari = bitan-
genti, ciod tangenti al complesso C in una retta p e in una retta

p-+dp -+ —;—- d?p -+ —%— d3p, infinitamente vicina ? E intuitivo,

e il seguente calcolo lo dimostra, che, fissata la p, la retta infini-
tamente vicina non si pud scegliere ad arbitrio. Infatti, oltre alle:
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(o) Spr =8p;x =8pyn =0
devono valere anche le:

SP1+dpy)m =8P +dp)n =0
1 1
Sz (p+dp+ - ¥P+ & d"‘p)ﬂ=0
che, per le precedenti, si riducono alla:

s 8w (piyduy 4 ppduy) =0 (@ =1, 2)

(®) I Sn2p,,du,du,du, = 0 .

Affinché le (), (B) siano compatibili dev’ essere

(7) 0 = (P, P1y Pay DUy + Praduy, Pyyduy + Ppydu,,

Z Prst d?l/,. d'ul dut)

equazione di 5° grado in du :dv.

Per una retta p della congruenza escono 5 rigate soddisfacenti
alla (7), ques'e rigate formano 5 sistemi di ool rigate ciascuna, Per
ogni coppia di generatrict conseculive di una di queste rigate passa
un complesso lineare che tocca in entrambe la congruenza. Si deter-
minano cost © complessi lineari bitangenti alla congruenza. (*) Ve-
dremo pill avanti come anche I’ equazione (7) 8¢ possa scrivere facil-
mente per mezzo delle h.

Possiamo trovare un’altra proprietd delle precedenti 5 dire-
zioni (di spazio rigato) uscenti da wuna retta p della congruenza.
* La congruenza lineare iperosculatrice a tutte le rigate della con-
gruenza uscenti dalla retta p in una direzione du:dv & 1 interse-
zione dei complessi lineari = soddisfacenti- alle Szp= Sndp =
=Qrnd?p = 8nd3p= 0, ciod:

(*) La parola bétangent: ha un significato precisato dalle («) e (B).
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0=38np=_8ndp= 8= (p,3%u + p,3%v + Zp,, du.dv,) =
= 87 (p,3®u 4 p,33v + 32 p,.du, 82u, + Zp,, du,dv, du,) .

Tenuto fermo dv:du, facciamo variare la rigata in guise che &%u,
8%y, 8w, 9%y variino nel modo pia generale. La congruenza
iperosculatrice descrivera generalmente tutto lo spazio rigato; noi
ci chiediamo quando essa descriverda un complesso lineare =, ossia
quando esiste un complesso « che soddisfa alle precedenti equazioni
contemporaneamente per tutti i valori di 8%w, 0%v, &3u, 8%v. Le
precedenti equazioni equivalgono alle (o), (B8), cosicché possiamo
dire :

I precedenti complessi bitangentt in una retta p alla nosira
congruenza, cioé tangenti in p e in p -+ dp sono ¢ complessi linears
luogo delle congruenze lineari iperosculatrici a tulte le rigate della
congruenza passants per le refte p e p 4 dp.

C) Complessi satelliti.

Ricordando che i complessi lineari tangenti sono tutti quelli
che contengono i fasci tangenti o centrali, riesce spontaneo di
cercare quello C, tra essi che contiene anche tutti i fasci centrali
infinitamente vicini al fascio (P, ,) luogo delle rette ap 4+ B p; +
+ Bip,. Tale complesso sara in involuzione con p, p;, Py, ©
sard in involuzione con tutti i complessi

d (Bipy + Bips)

~

cio® sara il complesso che & in involuzione con

8) Py P1y Pay BiPu + BiP12, Bipi2 + BiPas

e quindi anche con tutti i complessi principali P, loro combina-
zioni lineari.

I complessi langents C; che contengono tutti ¢ fasci centrali
infinitamente vicini al fascio (P;, ®;) sono ¢ complessi satelliti (Be-
gleitcomplexe del Wiilsch) ; essi appartengono al fascio di complessi
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contugato a tutli © complessi principali, fascio che chiameremo satel-
lite. I complessi satellili sono indeterminati o coincidenti soltanto se

1
(€)) Az (P P1 P2 P11 P12 P22) = 0

ossia quando ¢ nulla U espressione inirinseca (quadrato della pre-
cedente con le regole del § 93 B).

0 @11 O3 Oy 0 Ay A A4y,
(10) W=+ __1_5 @11 Puie Pae huaes _ | % Hy  HY Hi
e A N T e, Hi HE gh
O3 Pog1y Pagia Pogze ay, Hy Hp HR
ove Hij=24,,4,5hpoy

hoy; = Za. a5 HEY.

Per riconoscere che questo secondo valore di W & identico a
precedente si osservi che, moltiplicando il terzo membro di (10) per

1 0 0 0
0 ah 2a0y ah
2
0 ay,85, @305+ 0 G105,
0 a% 201509 az
si ottiene il determinante del secondo membro.
Questa uguaglianza W = 0 & la stessa ottenula, esprimendo che
le asintotiche si corrispondono sulle due falde focali. Dato il suo

carattere intrinseco bastera per verificarlo assumere le sviluppabili
a rigate coordinate u, v. In tal caso si ha

A= Gy =0 W A3 = a, (hy111 haga — Bhiz)

mentre 1’equazione delle asintotiche & (cfr. 1’ ultima delle (6) del
precedente §)
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hyrgydut — 2 Bypgg QuPdv® + hygppdet =0,

che ha una radice du?:dv* doppia proprio se W =0.

La W =0 caratterizza le congruenze W : quelle cioé sulle
cut falde focali st corrispondono le asintotiche, ossia per cui i com-
plessi satelliti coincidono, ossia per cui vale la (9) e quindi le p
soddisfano a una stessa equazione differenziale lincare omogenca del
secondo ordine.

D) Complesso osculatore di una congruenza .

Quest’ ultima proprietd ha una notevole interpretazione geo-
metrica. Per vederla studiamo nel caso gemerale quale & il regolo
osculatore a una rigata della congruenza. Esso & I’intersezione dei

complessi lineari coniugati a
, dp = pldu + pﬂdv7 d2p = p], 62“ + Pe v + Zprsdurdu' .

Consideriamo tutte le rigate della congruenza uscenti dalla retta
p in una determinata direzione du:dv (di spazio rigato), cio® tenute
fisse du, dv, facciamo variare 82w, &2v. Il regolo variera, descri-
vendo la congruenza intersezione dei complessi coniugati a

Dy D1y Py 5P du.du,,

che é la congruenza lineare osculatrice a tutte le rigate della con-
gruenza tangenti tra loro nella retta p secondo la direzione du:dv
(di spazio rigato). Notiamo incidentalmente che le sue direttrici
sono due rette focali, determinate da duw :dv, mentre, data una di
queste rette, il valore du :dv dipende da un’equazione di secondo
grado. Dunque :

Le congruenze osculatricc hanno per direltrici due rette focali,
e stabiliscono cosi tra © fasci focali una corrispondenza 2 — 2.

Al variare della direzione du:dv la congruenza osculatrice ge-
nera un complesso quadratico; se perd W = 0, ed esiste pertanto
un unico complesso satellite = definito dalle Swp = Szp, =
=8=np, =0, questo complesso quadratico si riduce al complesso
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satellite (contato due volte) il quale percid si pud chiamare il com-
plesso  osculatore, perché oscula tulte le rigate della congruenza
uscents da p.

E) Fascio satellite e nuovi invarianti.

Posto

1 .
(11) Ny = —-é‘zhnpcpf B; Apo (t=1, 2)

(questo ¢ non si deve intendere essere un indice di calcolo assoluto,
e tanto meno indica derivazione covariante) ciascuno dei due
complessi

12) Ty = Ay P + rzs Pr 37 B (41, 2)

6 in involuzione coi complessi principali, e appartiene percid al
fascio satellite. Poich® & una combinazione lineare dei complessi (8),
esso & in involuzione anche col corrispondente complesso satellite.
Si noti che, se W0, il fascio satellite non puo essere tutto for-
mato di complessi speciali. Infatti, assunte a rigate u, v le svilup-
pabili, & a;;=ay =0; i complessi satelliti sono i complessi
(p, Py Pa P12 Pw) con ¢=1, 2, Se tutti i complessi del loro
fascio fossero speciali, sarebbe

(pp1p2 PpPu)? =0 (=1, 2); (PP1py 1o ?11) (PP1P2P12P22) =0

che, sviluppate, danno hyyy; = hozsq = hyjp3 = 0 e quindi W = 0.

Dunque: Se W0, il fascio satellite contiene i due com-
plessi satellits, © complessi (12) coniugati av satelliti, e contiene due
soli complessi speciali : quelli che hanno per asse le direzioni prin-
cipali, le quali restano caratterizzate da questa proprieta e si pos-
sono facilmente calcolare. Esse hanno per coordinate

(13) p“1+6“2 =p [ll“ + zpr:p;p;] +G [)‘27; +zprap;ﬁ;]

ove p, o sono scelti in guisa che
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(14) 0=8(pm, + om,)* =p?8n} + 20p8x;0, + 0287} .

Si noti che, innalzando al quadrato con le regole solite si trova:
(PP Py P)2 ="A (S} 87; — [Smy m,]%).

Poiche per le (3) del § 99 A

(PP1Pam T P) =
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
= + (PP1P2P11P12P22) AN 0 0 B 2piE PR =
M 000 (B 20:B BR
1 1
0 00 ’Q‘An A1 5 g

1 1
= (PP1P2PuPrPa) 7 || —

e poiché W & il quadrato del primo membro di (9), si ha

\ @p; P27 PP = — AW

(15)
Sui8ni — (Sm m)2 =—W.

Ora nel fascio satellite i due complessi satelliti, i loro coniugati,

i complessi speciali aventi per asse una retta principale formano

dei birapporti, che sono invarianti proiettivi della congruenza.

Tutti essi sono noti, appena sia dato il rapporto R delle radici

della (14). Al calcolo di R sostituiremo quello di

( R—1 )2 _ — 88} 4 (8=, m,y)?

(18) FES Y (PAE
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_ W 4w
T Bmym)? 2K 4 Zh,,; 4.4,

Oss. Per provare quest’ultima formola si noti che, posto

€1 =&y =0,

R 1
€lg =€y 23135“‘@%@%:]/—71‘;

si ha:
» QL 1
pl BZ = "2_' Ari + €ri
cosicche -
. 1
STCI Ty = 'zsprx B; ‘3{ sza B; é = - —4— thij (Ari '{" Eri) (A.v + e:j) =

1 1 1
= —— T Zh’rsij AriAsj —_ 'z‘ zhmj €pi E”- —_— "'2"" Zh,.ﬁjA‘j €= (*)

1 1 1
= 'Z zhrso‘jAriAsj - _Z' I (h‘ls2j - hﬁslj) €y V_—' "Z' =

1 1 1
= '_4' z hr:ij AriASf + 'z- (h1122 —h2112 - h1221 +h’2211) Z =

1 K
= —T ZkrsijAriAsj - _2— .

In (16) abbiamo un nuovo invariante proiettivo della congruenza ;
altri invarianti sono il birapporto delle 4 asintotiche ; allri inva-
riants si trovano studiando il sistema delle forme fondamentals ®
e ®. Ma sorgono le domande :

1*) Si trovano cosi tutti gli invarianti proiettivi d’una

congruenza ?

(*) Quest’ ultimo termine & nullo, come si riconosce scambiando » con %
ed s con j, ed osservando che Aj = 4js, &ri = — €ir.
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2*) Gli invarianti delle forme ¢, ® sono anche tutti inva-
rianti della congruenza ?

Alla seconda domanda si risponde subito. Le collineazioni e
le reciprocitd, o lasciano inalterate le forme ¢, ®, o le moltipli-
cano per uno stesso fattore; in realtd percid unico invariante
proiettivo & il loro rapporto. Anche qui possiamo perd introdurre
coordinate normali, evitando cosi di ricorrere a tale rapporto,
imponendo a qualche invariante (p. es. a W, se la congruenza
non & W) di avere qualche valore numerico prefissato a priore.
Cosi la forma ¢ resta determinata; e ne concludiamo che dalla
congruenza resta  delerminata  wna  geomelria melrica (invariante
per collineazioni) che pud servire a definire la distanza di due rette
della congruenza, le rigate geodetiche ecc.

§ 101. — Le equazioni differenziali fondamentali.

Per rispondere affermativamente alla prima delle domande
posteci in fine del § 100 basterd dimostrare che, note le forme ¢,
@, si pud determinare la congruenza. Troveremo infatti {come per
i complessi) un sistema di equazioni ai differenziali totali (le con-
dizioni d’integrabilitd delle quali sono nel caso attuale 1’analogo
delle equazioni di Codazzi nella geometria metrica delle superficie).
Ci occuperemo per semplicitd soltanto delle congruenze non W
(per queste si dovrebbe cominciare a scrivere 1’equazione del 2° or-
dine, cui soddisfano le p ). Allora le p, p;, P, sono linear-
mente indipendenti e potremo percid trovare delle quantiti e,
v, o tali che:

(I) Drst == Oupge P'+ iz‘ Y rsti Aijpj -+ z Oyratij Ay Ajn Pun -
)

Moltiplicando per p, e sommando, si trova:

Spn Prae = 8 iz' Yrsti Aij D Pn = Trstn
¥
ciod
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(1) Trsij = Pogis +
Moliplicando per p e sommando si trova

2) 0= X oujdindintun.

i, 7, mn
Moltiplicando per P, (f, 9 == 1, 2) e sommando si trova:

(3) - Spfy Prst = + Olpst afg + 2 °rm‘j h‘mnngim. Ajn =

&4, myn
J— ij
= Oy Qry + Zcruij Hff; .

1 primi membri sono noti, appena siano date le ¢, ® (*). Otte-
niamo cosi nelle (2) e (3) tenute fisse 7, s, ¢, precisamente 4
equaZioni lineari nelle orstll, Orst12y  Orst2zy  Orst ) il determinante
delle incognite & il terzo membro di (10) § 100, ciod & W3 0. Le
(1), (2) e (3) determinano percid completamente le equazioni fon-
damentali (I).

§ 102. — L’elemento lineare proiettivo d’una congruenza.

Posto, indicando con p (u, ») un fattore di proporzionalita,

p=p5, si ha (p=92§ cioé a,.,=p2;,,

?

rs rs Ps P Po
) = . €ip — By — — 24, = By
( ) (@)+ p T “p

(Ea=1, e =0 per tfr)

(*) Infatti, essendo pyst — Pres combinazione lineare delle p; , un’es-
pressione Spp pes: ® simmetrica in 7, s, £, cosi come é simmetrica in 7, g.
Vi sono percid 8 di queste espressioni distinte tra loro, le quali si determi-
nano subito dalle equazioni ottenute derivando covariantemente le kpgqy =
=— Spraplj .
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Aispips +

'p"zp.;)”-i_a”zAicPc 51’ +1—’arsz 0

+5 (.Ers —2 p;ps )

ove le p,, indicano derivate covarianti di p rispetto a ¢. Percio:

8 (2 Drs du"du‘)g = pZS (2;" dur dus)z -

Ai PiP (Ers pr Ps )
— 2R Tiebibe _ow (Fre o PP ) oqy du,.
i p? p AL
Ciog
S ks du, du, du; duy = p2 B &y du, du, du;du; + By + By 92,

ove B,(I =0, 2) sono forme di grado !, dipendenti dalla p. Dun-
que, se scomponiamo (§ 4 E)

X kyyi; du, du, du, du;
in una somma

‘I)A + (P‘I)z + ?24)0’

ove @, (r=0, 2, 4) sono forme di grado ¢, e ®,, P, sono apolar:i
alla ¢ (*) allora sara:

¢4=92$4 (P—_"Pz;'

Il rapportc ®,: ¢ € un invariante intrinseco, affatio analogo a
quello che nella teoria delle superficie abbiamo chiamato U elemento
lineare proiettivo.

(*) Si noti che, se a rigate «, » scegliamo le sviluppabili, cosicché a,, =
=ay, = 0, allora &, =1, dut - Fygp, dv*,

3
Dy = 2 [k AU° + Figgp d0*] 20y, By= < kyygo t afe.
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Se 1o u, v sono le sviluppabili ed esso vale (Bdu* + ydv*):dudo,
noi possiamo, cambiando il fattore p, ridurre le forme &, e P,
alle:

o, =V@T((@du‘ 4+ ydv') o, =}/B—§dudv

e chiamare queste forme mnormali e le corrispondenti coordi-
nate mnormali. Questo metodo vale anche per le congruenze W,
perché basta ricordare 1’equazione delle asintotiche delle falde
focali quando @,; = a5, = 0 per riconoscere che nelle nostre
ipotesi By + 0 in tutti i casi, anche se la congruenza & W.

Si noti che le deformazioni proiettive non mutano il prece-
dente rapporto; infatti, assunte a linee =, v le sviluppabili, e
supposto che le due congruenze abbiamo comune la forma o, le Doy =
=p,.~+ ap, ecc., caratteristiche (cfr. il seg. §) per due congruenze appli-
cabili, dicono che k&;;;; = % i - Datali equazioni segue perd anche k; =
= Kq193; Ci0d per Vapplicabilitd proiettiva & inoltre necessario,
che, scelte le coordinate di retta in guisa che le due congrenze
abbiano comune la forma ¢, non solo ¢ precedenti rapporti abbiano
valori uguali per le due congruenze, ma che esse abbiano comune
anche U invariante P, .

Non ci occupiamo di approfondire questo teorema, perchée
noi studieremo la precedente questione per tutt’ altra via, e
perchs, per approfondire il precedente risultato, sarebbe necessario
studiare le condizioni d’integrabilita delle (I) del § 101.

Alcune altre osservazioni.

Nelle applicazioni alla teoria delle superficie ’uso delle coor-
dinate di retta ha un ufficio di solito affatto secondario. Abitualmente
si ricorre a coordinate di punto e di piano (*). Nella teoria delle con-
gruenze ci6 si compie nel modo pilt semplice usando le coordinate

(*) Perd recentemente il Thomsen ha trattato la teoria delle superficie
anche in coordinate di retta.
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dei fuochi e dei piani focali. Si pud anche ricorrere alle coordi-
nate di un solo fuoco, dando in piu sulla corrispondenve falda
focale il sistema coniugato, immagine delle sviluppabili; & questo il
metodo che noi abbiamo gia usato al Cap. V°. Si potrebbero anche usare
contemporaneamente le coordinate di un fascio centrale, cioé le coor-
dinate z di un fuoco, e le coordinate & del piano tangente al-
Daltra falda focale, e studiare poi le espressioni Sdxd& e analoghe,
Si potrebbe anche definire una congruenza partendo dai due fuochi.
Se p. es. indichiamo con x ed «" i due fuochi e con %, » le svilup-
pabili, si potrebbe p. es. definire con Wilczynski una congruenza
con equazioni differenziali di cui le prime sarebbero del tipo :

x,=ax 4 ba’ ), =cx 4 ex.

§ 103. — Applicabilitd di complessi e congruenze.

4) Applicabilita del primo ordine di due complessi.

Vogliamo ora trattare di alcuni piut recenti studii del Cartan,
il quale estese le precedenti definizioni del Fubini anche alla de-
formazione proiettiva (del primo ordine) dei complessi, ed enuncio
senza dimostrazione qualche teorema per la deformazione proiet-
tiva (del secondo ordine) delle congruenze di rette.
~ Due complessi O, ¢ luogo rispettivamente della retta p e
della retta p’, funzioni degli stessi parametri «;, (¢ = 1, 2, 3) (cio
che stabilisce una corrispondenza tra le rette dei due complessi)
sono proiettivamente applicabili del primo ordine, se per ogni
sistema di valori delle w, esiste una collineazione 7' che porta il
complesso delle rette p' in un altro complesso 5’, luogo delle

rette p, in guisa che per ¢ wvalori comsiderat; delle u, valgono
uguaglianze del tipo:

() p=pp Pi=0p; + %P
ove p, 6, T; sono convenienti costanti (che varieranno col variare
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del sistema di valori dati alle «;). Se, come possiamo supporre

senza nulla togliere alla generaliti, la 7' & unimodulare, & iden-
ticamente

Sdp? = 8dp:®.
Ma dalle (a) segue che, per i valori considerati delle u;, €:
Sdp?=c28dp®.

Quindi, poich® alle u, possiamo dare un qualunque sistema gene-
rico di valori, sara identicamente

8dp'? = ¢2Sdp?

ove ¢ & una funzione delle u,.

Ciod: la condiz. necessaria per U applicab. proietiiva del primo
ordine di due complessi & che alle rigate sviluppabili dell’ uno corri-
spondano rigate sviluppabili dell’ altro. Dimostreremo che questa
condizione é anche sufficiente. Infatti in tal caso le forme Sdp2 e
Sdp'? dei due complessi sono proporzionali, e con una opportuna
collineazione (¥) applicata ad una di essi, potremo renderle uguali :

Sara allora, posto p = py, po=1p", ;= :5 (=1, 2 3):

Spip =8piph (¢, k=0, 1, 2, 3).

Esistera percid una trasform. lineare intera .omogenea delle p,
che muta in s& la forma Sp? e porta i valori delle p; (corrispon-
denti a un determinato sistema di valori delle u) nei corrispon-
denti p;. E questa trasform. definisce appunto una trasform. proiet-
tiva dello spazio ambiente. Il problema della applicabilitd proiet-
tiva del prim’ordine di due complessi coincide dunque col pro-
blema della rappresentabiliti conforme di due forme di secondo
grado in tre differenziali du; (forme differenziali quadratiche ter-
narie) : problema gia studiato e risoluto dal Cartan e dal Finzi.

(*) Questa collineazione sulle x, avra un modulo, il cui segno ¢ quello
di Sdp’?: Sdp? Qui con « indichiamo coordinate di punto.
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B) Applicabilita proiettiva di due congruenze, (F)

Per 1’ applicabilita proiett. del 1° ordine di due congruenze
K, K’ si trova come sopra la condizione che le forme Sdp*, Sdp'2
ad esse relative siano proporzionali fra loro, condizione che equi-
vale all’altra che, trasformando una di esse con una opporiuna
proiettivita, le due forme Sdp* e Sdp'? siano identiche, Quali
ulteriori condizioni sono necessarie per 1’ applicabilitd proiettiva
del secondo ordine? Come sappiamo, bisognerd che per ogni
sistema di valori delle u; esista una collineazione tale, che se essa
porta K' nella congruenza K luogo della retla p, allora, per il
sistema di wvalori da noi considerato delle u;, valgano le:

Py =€ Py + 2B+ ap Puv = €Puy + BPy + 1P + bp
1y P=cp

( Po=tp+21Ptcp  Po=cp,+lp p,=cp,+ mp

con B, ¥, @ b, ¢, I, m costanti (che peré varieranno al variare
dei valori dati alle ). La identita Sdp?= Sdp? da ¢* = 1, cio®
e = -+ 1. Mutando le p di segno, se ¢ =—1, potremo rendere
e=1.

Uguaglianze affatto simili si hanno sostituendo alle p,,,
Dus, Pw le derivate covarianti rispetto alla Sdp? = Sdp'? =

= 8d p? = Za,,du,du, ; si trova cosi (posto B =0;, ¥ =P,
a="by, b=0by, c=by

(l)bll ;rs = Drs + Crs P + ﬁr?: + ﬁ: Y

ove :
7 8) rs
Cpy = br:_(l) l— (2>m
Ora :

- 0 - — - =
Spvpuu='67ispupv_spupuu= _a'&_ “‘7_37—817«;2’%
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perchd K e K hanno gli stessi coefficienti a,. Percid, nel punto
considerato, si avra in virtu delle (1):

() —may;+2Ba,,=0 e similmente —1la,y -+ 2ya,=0.

- - 1 oa
Cosi: 8Py Pus = 6:1,2 =8 p,p,, donde :

Basy + Y83y —ma, =0 e similmente:
(2)Ml
Tay; + Bag —la, =0.

Infine, poiché la differenza hy,59 — hyy;, dipende soltanto dalla
curvatura di

X ays du, dug

e percid ha valori uguali per le due congruenze, sard ancora in
virti delle (1)

(2)ter LAy BeBs 4 ¢5) =0.
Eliminando I, m dalle (2) e (2), si ha:
ayy (Baz + Tayy) = 2Bal Uy (Bags + Yay1) = 270l
ciod : Gy (A2 —an7) = 0.
Dunque: se a;, %0, sard:
8y = a7 donde: 2Ba,dy =280, 2va;1a5 =270},

ciod, essendo nelle nostre ipotesi a;; ag, —al; £ 0, per le (2),
(2)bln (2)ter

3) (se am:t:O) B=‘{=0, l=m=0, Zdycs=0.

Se invece fosse a,, =0 si troverebbe:
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Va3 =—Pag, l=m =0 (perch® ay;a53% 0) oltre alla (2)e:-

Se @1, = a5 =0, se ciod assumiamo a rigate u, v le sviluppabili
delle due congruenze che necessariamente si corrispondono, le
(3) danno :

(4) Uy =G =F=7=l=m=10¢p =0b;, =0

e le (1) diventano semplicemente :

p=§) puziu) pv:;)v
(5) - - -
Puw = Duu T 8Py Pus = Puvy Pww =P+ CP.

Se noi ci muoviamo nella direzione du:dv (di spazio rigato) le
rette lungo cui si muovono i fuochi, o rotano i piani focali costi-

tuiscono due coppie di rette, ciascuna delle quali & determinata
(§ 99 A) come quella coppia di rette, che & intersezione di certi
4 complessi lineari. Basta osservare le formole precedenti per rico-
noscere che il sistema lineare o3 determinato da questi 4 com-
plessi relativi ad una congruenza coincide col sistema lineare analogo
relativo alla seconda congruenza, che ciod corrispondentemente alla
direzione du:dv di spazio rigato, i fuochi delle K e quelli della KX
st muovono in una stessa direzione cosi come 1 piant focali di X e

e quelli della K rotano intorno alla stessa direzione. Dal che segue
anche in particolare (come si potrebbe anche dedurre dalle for-
mole (6) del § 99) che ai sistemi coniugati di una falda focale di K
corrispondono sistemi coniugati della falda omologa di K; ciod
che le falde focali di K somo tangenti alle falde omologhe di K e
che le asintotiche delle falde focali dv K corrispondono alle asinto-
tiche delle falde omologhe di K.

. . . . du
Supponiamo ora viceversa che per ogni wvalore di res le rette

in cui cominciano a muoversi i fuochi od & rotare 1 piant focali

siano le stesse rette sia per la congruenza X che per K, e siano
soddisfatte le

(6) pP=1p, pu=0,+1p, Po=p, +mp.
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Allora i citati due sistemi lineari di oo® complessi relativi a K

coincidono coi sistemi lineari omologhi relativi a K. Se le wu, v
sono per es. le sviluppabili, questi sistemi lineari sono uno
quello definito dai complessi p, p,, Py Pundv + p,,dv =dp,,, Valtro
quello definito dai complessi p, p,, p,, dp,. Affinché sia soddi-
sfatta la nostra ipotesi dovranno dunque valere (per il sistema di
valori u, da noi considerato) le:

Puw = TPu + 8P, + P, + ap
Puw = TPy +m'p, +1U'p, +bp

Poo =Py + 'Dy + & p, + P

ove 7, 8§ f, ecc. sono opportune costanti.

Poiché a;p = — 8PPy, = — 8P Pu,, dovri essere r = 1.
Con ragionamenti analoghi ai precedenti dalla Sp,p,, =0 =
= 8P, Pu 5itrae: Uay —lagy =0, ciod =1 e analogamente
m=m.

Dalla 8P, Puy =8 PuPun = 0 sitrae t= 0, e analogamente t''=0
» 85105vv =Spupvv » > s =0) » » 8=0

»  hyige — hygye = hlm—_hnm si trae infine :

" 12\, (12
Im =U'm =c12=b—(1)l—(2)m=b

cosicché, le equazioni da aggiungere alle (6) sono le:
(0 Puw=Pu+3p Pu=buw+mp, +1p, +Imp

-pw = Pw +0p.

Le (6), (7) coincidono con le (5), se ! =m =0. Dunque:
La coincidenza delle sopra citate relte su cui 8i muovono i fucchi,
e di guelle attorno a cui ruotano i piant focali per la congruenza K
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e per una conveniente trasformata proietitva K di K, ¢ condizione
necessaria e sufficiente per U applicability proiettiva di K, X', quando
8 suppongono soddisfatte le p = p, p; = p;-

0) Studio delle falde focali di congruenze applicabili
(del secondo ordine).

Supporremo qui le sviluppabili % = cost., v = cost. reali,
lasciando al lettore la facile estensione al caso di congruenze con
sviluppabili complesse.

Sia x un fuoco di una retta generica p della congruenza K;
esso generi una superficie §; sia

) p= (vz,) (u, v essendo le sviluppabili).

Se 2’ & il fuoco omologo della retta p’ corrispondente alla p nella
congruenza K’, le asintotiche della superficie §" luogo di ' cor-
risponderanno alle asintotiche della superficie S luogo di »; e
noi potremo normare le 2’ in guisa che

9) (¢ z, 2z, d* %) = (2, x,d%2) .

Restera nelle 2’ soltanto una indeterminazione di segno, e sara:

p' = R (2’ x) (R = funzione di u, v).

Posto
,, =Mz, 4Qx,+Pp1,% (cosa lecita, perchd u, v sono coniugate)
o @, =M 2, + Qx,+ phx,
si avra:
(11) Py = (. +Q%, zx,— M2) p, = (z .,

Sp.py = @2 ,2,) = (¢ 7,2, .
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~

Confrontando con Sp), p,, che, per le precedenti ipotesi, & uguale a
Sp,p,, se ne deduce R*=1, cioé R = 1. Porremo R =0 =
==+1, scrivendo:

(12) P=ow@z) (o=+1).

Ora per ogni sistema di valori delle u, » deve esistere una

proiettivitd unimodulare che porta il punto «' nel punto z =z,
una retta tangente ad S8’ nella tangente omologa di S, le coordi-
nate p’ nelle p, le p, e p, nelle p,, p,- Indicando col simbolo =
due quantitd che si corrispondano in tale proiettivita, dovra dunque
essere per i valori considerats delle u, v:

(13) =rzx x,=06%, + Az ¥, =ox,+ tx
P =0 (@)= (=2,)
(14) P = 0 (2' ) + o (¥, %) = (2 2,,) + (7.2,
U p=e @) =(an.).
Poich® da (13) si ha (') =ro(zx,), da (14) si deduce:
(15) ores=1 ciod w=ro=-41.

Se ¢ «,,= z,,, ciod se x,, sono le quantiti omologhe ad 2],

2
nella nostra collineazione (ciod sono i valori di aa v‘:
considerato calcolati per la superficie S trasformata di S nella
collineazione) sard (nel punto considerato) per 1’ultima delle (14):

nel punto

o (7 z,)=or (z2,,) = (x,,)

z .
X, = ;,”7” +nz (n = conveniente parametro)

donde :
(&' 2, 2, 2, = wo? (z2,2,2,,)

eperla (9): wo?=1, c=4+1, o=1.
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Cambiando eventualmente il segno delle «’, che abbiamo osservato
essere non ancora determinate di segno, potremo reudere ¢ =1,
e quindi per (15)

w=06=r=1.

Quella delle (14) che corrisponde a p diventa, se la nostra colli-
neazione porta &, in ;u,,

(%) + 0 (2, A2, 2, + pr) = (22,,) + (2,2,
ciod :

((.0'— 1) (x“x’l’) + )\U)(xxv) + l.L(.!) (xux) + (xi xu\: - x’(w) = 0
((’)"—' 1) (wux‘v) + (xi Aoz, —rtor, + ;uv - xuu) =0.
Donde si ricava, oltre che di nuovo w =1, anche la:

’

Xy = Xy = &y + T2, — N2, +pT .

Da (10), (13) si trae, ponendo SM =M —M, 8Q=Q —@
e analoghe :

B = M (0 + 22) + @ (8 + p2) + Pha = T + 2,8 +
+2,8Q+ x@py + M'A+Q'p).

Confrontando con la precedente si trae: t=d8M, A= —28@
e infine

p=0pp+ MIN+Qu=23p,+ QM —M3Q.

Cosicché in conclusione le nostre formole sono (per il considerato
sistema di valori delle u, v)

¥ =z r, =, —x3Q =, + xdM

(16) '

Ty=2tnz al,=2,+2,8M+2,8Q+ 2 p,+QSM —M3Q).
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Nel seguito sottintenderemo sovente che le nostre formole valgono
solo per i considerati valori delle u, v.

Dovremo ora trovare sotto quali condizioni avviene che,
dando alle u, v gli incrementi du, dv, il secondo fuoco

ox'

(17) % ==, — M2 |non si confonda con =z = —

della congruenza K’ si sposti lungo una retta, che nella nostra
collineazione & trasformata della retta lungo cui si sposta il
secondo fuoco

(18) 2y =2,—Mzx
della congruenza K, insieme alla proprieta analoga per il secondo
piano focale.
La (17) da per le (16)
pn=u,+c0M —Mzx=(x, +28M)— M+ M)z =
=z, —Mr=uwx
cioé (per ¢ considerati valori delle u, v)
19 TB=ux,.

Ora valgono le:

L1y = xvv—M'ux—Mxv
insieme alle analoghe per =i, , z{,. La condizione sopra enunciata
per i fuochi si enuncia dicendo che esistono dei parametri R,
L, T tali che
Rz, + L=, Rz, + T2} = u,,.

.La prima dice che:
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R[Qu, + @e—M)2]+ L =Qu, + p1p— M)

la quale, per le

8\
f
8

2,==x,4+x0P,
equivale alla:
RQ+98Q e +2[R(Q+8Q)8M + Rp,— RM.] +
+ Lz, —M2x) =Qx, + (pg — M) x.
Le seconda equivale similmente alla :
RBR(x,, +v2)— Myx-—M' (x, + x8M) + Tx,— TPz =
+x,—M,x—Mx,.

Confrontando in questa i termini in =,, si trae R = 1. Confron-
tando poi gli altri termini nella seconda e nella prima equazione
trovata si ha:

T—=8M=p. n=03M,+ MM+ M5M=3M,+ 3 (M?
L=—38Q=\ (Q+03Q) M+ 3p,—3M,+M3Q=0.

cioé (per © consideratt valor: delle u, v)

(20) zh, — 210Q = xy, x, + o M =y,
(21) n=08M, + 8 (M2)
49) S(MQ+ pyy—M,)=0.

Le (19) e (20) sono affatto analoghe alle prime delle (16); la
(21) determina n.

La relazione piw importante é la (I); essa dice che le equa-
zioni (10) di Laplace relative al nostro sistema consugato per le due
superficie S ed S' hanno uguale il primo invariante (per il sistema
considerato di valori delle u, v). Si noti che le equazioni (10) sono
relative alle coordinate di punto (F).
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D) Continuazione. — Formole duali delle precedenti.

Riassumendo noi abbiamo con le (16), (21) e (I) tenuto
conto delle p' =p, p;=p;, e del fatto che nella nostra collinea-
zione si corrispondono le rette lungo cui cominciano a muoversi
i fuochi «, ; ed ', #; quando le w, v ricevono gli incrementi
du, dv. Per trovare tutte le condizioni affinché le congruenze
siano proiettivamente applicabili, basterd trovare quando nella
nostra collineazione si corrispondono le rette intorno a cui comin-
ciano a rotare i piani focali.

Osserviamo a tal fine che le rette (£, ¢,) ed (x, x,) coinci-
dono, e che il rapporto delle (§, &,) alle omcloghe (x ,), dipen-
dendo soltanto dalle a,s, & identicamente uguale al rapporto delle
(¢'&.) alle omologhe (2'x.). Percio, posto p = (£¢&,), potremo ragio-
nare su queste come prima sulle (rx,). E allora, per dualita, noi
possiamo senz’aliro prevedere il risultato finale. Ma, per essere
completi e perché sia ben chiaro il tutto, preferiamo trovare tale
risultato per via diretta. Dobbiamo dunque ricercare le rette attorno
a cui ruotano i piani focali quando le u, v ricevono gli incre-
menti du, dv. I piani focali & £ tangenti ad S, S” ruotano attorno
alle tangenti alle S, S’ coniugate delle rette su cui cominciano
a muoversi i fuochi x, 2"; la nostra condizione & quindi certo
soddisfatta per tali piani perche su S, S" si corrispondono asin-
totiche e sistemi coniugati. La condizione relativa ai secondi piani
focali sard pure soddisfatta in modo analogo allora soltanto che
anche S, ed 8] si corrispondano con conservazione delle asinto-
tiche (e quindi anche dei sistemi coniugati). Scriviamo dunque
questa condizione.

Le coordinate £, & sono date da

1
¢ = 7!77@ z,x,) e analoghe per £ =¢.

Varranno equazioni del tipo :

(10)h!! euu = P‘gu + x&v + ﬂﬂ& ) 6:41: = P" e; + M', E:) + 7:{2 e, .
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La tooria delle superficie insegna che M -+ n, @ 4 » dipendono
solo dai simboli di Christoffel per la forma F, comune ad S, S’
Percid w4+ M ex 4+ @ sono rispettivamente ugunali a o' -+ M,
% + . Posto dp = p'—p e analoghe, sard cosi:

(10)se: Sp=—208M Sn= —28Q.

Poichs, se T¢&, T&, ecc. sono i trasformati di &', &, ecc. me-
diante la nostra collineazione :

0=2S¢a =8S(T¢)(Tz')=Sx(T&), 0=~ 8zt —
—ay, =882, =8(T&)T () =8S(TE)(z,—28Q)=S8x,(T&,)—
——au =Szuﬁu,
sara

Se[(T&)—&]=0, Sz [TE)—E&]=0

e analogamente Sz, [(T&)—¢&,] =0;

sara percio :

TE =&, + a & ossia &, =E +o,8, &=¢ + af.

Si tratta di determinare o; ed a,; a tal fine si noti che 1’iden-
tita dei coefficienti a,; della F, per S ed S' provano che

S(&u + a]_&) (xaw +nx) —S(&u + azg) (xuv + xu,sM + xan +

4 2[dpy + QS M — M3Q]) = 8(TE)(T,) — S(TE) (Tal)=

da, da
. o e 22 12 __ —8
- S gu x‘!)\’ S &11 xuv au av 'S'eu x")‘u &‘U wuv .
Se ne deduce a; = — 8@ e similmente a, = &M, donde (nel

punto considerato) :

(16)y, E.=£& —88Q & =¢& +E3M (oltre alla § =¥§).

Dalle (10),,, € (10), si deduce poi:
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(16)er =16,  —E,0M —£,8Q + (pO%n—- %Oy + 8my,) €.

1 1 .
Posto al solito 2X = A2 = —xy; +—a,, si ha:
ay @og

1 1
SX&I=O; quindi —S&imuu+—setxvv
@11 @as

ha un valore dipendente solo dalle a,; e percid ha lo stesso valore
sulle due superficie. Poiché

S&; (U:.” =S (T &:) (Txalw) = S (&z + o E) (xw + n x) = SECUW + Oy Bag
se ne deduce che

Se: x;u = S(T&') (Tx;u) = S (ei + aie) (T x:@u) = S&ixuu - aiall *

Percid :
Sm’&;u=a11=sxéuu;
’ar vaall ror aall_ _
Swu&;u:— au —-S&uxuu'—'— au S&uxuu
- anaQ = qu&uu - allaQ .
Cosi
rer day, o 3“12____ N(T %) =
va&uu‘— _W'—S&uxuu—'—_au_ S(Teu)( Loy,

da,

=—'_au—_(e'u—€6Q)(xuv +xuaM+ xan +x["'])=

=—-aai1;£—s&uww + anSM = va&uu + allaM *

In conclusione :

S (22‘ + oy (t) euu = Sxieuu + Qi Q1 = S x; 1,m =S(xt + aix) (Te:m)
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S8, =Sz (T¢,) = Sxb..,

ossia :
SZ(T&;“-—EM”) =0 S(x¢+az)(Tg:m—euu)=0-
Percid :

(16)quater T = &uu + v ossia &, =¢&,. +vz,

dove v & un parametro che calcoleremo ben presto.
Le (16)yisy, (16)tery (16)quater sODO le formole duali delle (16).
Le due seconde falde focali sono inviluppate dai piani

g, =8¢, —xé B =&, — 8.

Valgono le:

fo =8 — b — Wl =p L+ @, —w){ =p'E +

= lv+gusp‘—i—&(aﬂlz_l‘."aQ_axv):
=&, + &0+ E@mpy +udp + p/Ox—3un,)
ciod
(20>bis E;v = &11; + 616}’* + 6(87‘12 + 8 ['ﬂ-p‘] —6%,,)
e le
&;'w: ;u—%;e,_%'e:&ze'uu—i_VE—M;é_%'(eu—ng)r-
=t — b b (Y — B+ #8Q) =
= b — &0 — E(1OR— W 5Q — v + 5x)
ciod

(20)ter &;u = &lu - al on + & (V 8 [%2 + %u]) .
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Le (20), e (20), sono duali delle (20). Le equazioni delle
asintotiche sulle due falde focali si ottengono annullando

S (Sl du + &,dv) (2], du + 2,dv) e analoga in &;, z;.
Poiché nella prima alle £, &,, },, =z}, possiamo sostituire

T, e analoghe, otterremo per le formole precedenti che la dif-
ferenza di queste due forme &:

v —8[+ ] du+ 8(ng + np — n,) dof X

X S Ezudu + Ea,dv) ()

ove:
St =—Sab =0 S(En)=—Szt =a,.

Tale differenza & pertanto

Gop |V — O [%2 + %)) du + 8 (myp + % — %) do] do.
Essendo le %, v coniugate anche sulle seconde falde focali, sara:
(21)w, v=20(x* + )

che ci da la v con una formola duale della (21), che dava =.
Si avra dunque corrispondenza delle asintotiche sulle seconde
falde focali soltanto se

an 8 (M + ap— %) =0,

formola duale della (I). Questa formola, insieme alle precedenti,
si poteva anche ottenere, come gid dicemmo, ripetendo i prece-
denti ragionamenti, gid svolti per le coordinate x ed z' di punto,
per le coordinate & &' di piano tangente. L’uguaglianza degli in-
varianti (p;g + @M — M,) e (m;, + % —%,) & anche sufficiente
per 'applicabilitd proiettiva delle due congruenze. In tal caso la

(*) Si ricordi che SEz, =SE 2 =SE%1=SEZ1,=0.
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collineazione 7' che porta ', «,, z,, «,, in =z =, — x3Q,

z, + 23M, x,,+ 28 (M, 4 M?) & unimodulare perchd («'z,z,z,,)=
= (¢ 2, %,%,,). I calcoli precedenti dimostrano che la 7 porta
ciascuna falda focale di K’ in una superficie S tale che una dire-

zione tracciata su S ed uscente dal punto assegnato coincide con
la direzione omologa della corrispondente falda focale di K. Poiché
valgono poi le p=19p', p,=p;, segue appunto che K, K’ sono
applicabili.

Possiamo adunque asserire : Condizione necessaria e sufficiente
per U applicabilita protettiva di due congruenze (del 2° ordine) é
che le asiniotiche di una prima falda focale dell’ una corrispondano
alle asintotiche della falda focale omologa dell’ alira, e che su tali
falde il sistema coniugato delle sviluppabili abbia p. es. lo stesso
primo invariante per la corrispondente equazione di Laplace relativa
alle coordinate di punto, e lo stesso secondo imvariante per U equa-
zione di Laplace relativa alle coordinate di piano tangente.

Naturalmente si corrisponderanno anche le asintotiche delle
seconde falde focali.

E) Trasformazione delle precedenti condizioni.

Di piu notiamo che, »er note proprietd degli invarianti di
una equazione di Laplace, il precedente teorema lascia completa-
meate indeterminato il fattore di proporzionalitd per le coordinate
di punto e di piano tangente delle considerate falde focali. Se esse
sono scelte nel modo sopra citato, si osservi che, oltre alle

(12} L % _(12) | %
M——(l)-{— @11 Q—(g) ®ae
valgono le:
12 %191 (12) %122
=3 —_——— n = —————
" ( 1) a1 2 23

sostituendo alla (II) la differenza ottenuta sottraendola dalla (I),

si otterra essendo & (rts) =0 perche¢ a, =aj,:

Fueint e CecH, Lexioni di Geometria prossitivo-differensials. 39



598 CAPITOLO UNDICESIMO [§ 103, E]

B — )+ 0 (22) 4o () —p (1) Shm

11 5% Ggq
—9 12\ day, —0
2 ay, ’

Ora essendo @,y = 0 le (11) del § 14 B dicono, ricordando le rela-
zioni di coniugio, che:

1123 — %12 _ _ %aom1 _ %a1p
G11 g @11

Tie — P13 =

1 (3ay, o (12 (12 B
— o Con =2 (V) 3 () o) -

Gg
1 (dayy; 3 dlogay, 3 dloga,,
T ay, \ 00 2 gy W 2  Ou 12
ossia :
_ 1 aa222' 1 aam
22) Tig — P12 = im 9w a4, dv

Sostituendo a ;35— p;a questo valore, la formola precedente
diventa :

Qoo a1

1 1 B g0 a
— L Gay), — L~ (3a ,,_6(_&2 _a(_m)
™ (CL29%9) ay (9ayy) )u ) +

+ 1 day dayy, 1 dayy Bayy -0
Gy 00 4y (g OU  GOgg

ossia ¢
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23 8 “_“2) s(?ﬁ) =0.
( ) (azz u+ allv

Dunque: Alla identits (I1) det due invariant: per I equazione di
Laplace relativa alle coordinate di piano tangente si potrd sostituire
la (28), che contiene solo coefficientt dell’ elemento lineare proiettivo
ed ¢é quindi identicamente soddisfatta se le falde focali S ed S’ sono
protettivamente applicabili.

Notiamo un’altra forma che si pud dare a (23) per le rela-
zioni di coniugio:

a a
2 (51) +o(32) —o
(“11 u+ Qg /v

ossia :
12 a 12 a
o [(7) + S +o () + 5, =0
ossia :
(24) s(M,+@,)=0.

Riferendoci dunque alle sole equazioni (10) in coordinate di
punto possiamo dire :

Due congruenze somo proieltivamente applicabili se p. es. le
prime falde focali si corrispondono con conservazione delle asintotiche,
cosicché si possa supporre che esse abbiano uguale forma Fy; e
se le equazioni di Laplace (10) per le coordinate di punto rispetto
al sistema coniugato determinato dalle sviluppabili abbiano uguali
primi invarianti ed eguali valori di M, 4 Q,.

Non riesce poi difficile del resto verificare che solo in tal
caso le p = (z=, soddisfano a tutte le condizioni (5).

F) 11 caso singolare di Cartan.

La rigata du:dv =1L ha nel punto z+ p#, il piano tan-
gente §” determinato dalle:

S&”w =S&"x1= 0
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SE" (Lay + @) + pSE (Lay, + 2,) = 0.

Quindi £ =¢§ -+ ot,

ove

—oLay; +pS(E 4 6t) 2,,=0,

22 a
( )+ﬁ a,=0.

1 414

08sia

—oLay + pay — po

Dunque, se 0Oayy, = 0, tale piano tangente & lo stesso per
rigate omologhe. L’uguaglianza degli invarianti da poi 0Oayy, = 0.

Dunque: Se le falde focali omologhe delle due congruenze sono
proiettivamente applicabili, rigate omologhe delle due congruenze hanno
in punti omologhi due piani tangenti che si corrispondono nella col-
lineazione che porta una delle due congruenze in wuna terza con-
gruenza, che ha un contatto di secondo ordine con U alira delle con-
gruenze assegnate.

G) Nuova trasformazione delle precedenti condizioni.

Date le superficie S, S’ vogliamo vedere se esse possono
essere falde focali di congruenze applicabili. I precedenti risultati
non si possono applicare senz’altro, se non si conoscono le linee
corrispondenti alle sviluppabili.

Variando le precedenti notazioni, siano %, v le asintotiche
delle S, S’, che necessariamente si corrispondono; e sia du —
— pdv = 0 V'equazione delle linee inviluppate sulle S, S’ dalle
sviluppabili delle congruenze. Per i risultati del § 17 C, avremo che:
Le 8, S' sono falde focali di due eongruenze applicabili, se su di
esse 8i corrispondono le asinfotiche u, v, e se esiste una funzione p
(u, v) tale che sulle due superficie le due quantita :

(25) (Be)— (—;—)u

e
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(26)

abbiano uguali valori. In tal caso le mosire congruenze sono quelle
formate dalle tangenti alle linee du— pdv =0 delle due super-
ficie S, §'.

H) 11 caso singolare.

Un caso particolare notevole si ottiene (Cfr. F) supponendo
che le due superficie S, S’ siano proiettivamente applicabili,
ossia abbiano uguali B, 7. Allora la condizione (25) & soddisfatta
qualunque sia la p, E per le linee Z—: =p inviluppate sulle su-
perficie dai raggi della congruenza si ha:

p?0L —8M = 0, ossia du?(8L)—dv®(3M) =0,

Non potendo essere p = 0, oo, sard 6L+ 0, dM £ 0 e, come segue
dal § 16 D, potremo percid rendere, mutando i parametri delle
u, v, 8L =08M = 1. Dovra essere allora f, =17,; © le nostre
linee saranno le u = v = cost, le quali formano un sistema
coniugato R. Si ha dunque il caso particolare gia enunciato dal
Cartan (che lo ha chiamato il caso singolare) senza alcuna dimo-
strazione: Una classe di congrucnze applicabili si trova scegliendo
due superficie R applicabili, e tirando le tangenti all’uno od al-
Ualtro det due sistemi di linee che su di esse formano un sistema
coniugato R. Questo caso & anche dal nostro punto di vista singo-
lare, perche soltanto per esso la condizione relativa a (25) & sod-
disfatta identicamente (qualunque sia p). Questo caso si pud anche
caratterizzare come il caso delle congruenze W, le cui trasformate
di Laplace sono ancora congruenze W, oppure con la proprieta
geometrica enunciata in F.

Tranne 1’enunciato del Cartan che una congruenza & in gene-
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rale proiettivamente indeformabile del 2° ordine, e che le con-
gruenze deformabili (le precedenti escluse) dipendono da una fun-
zione arbitraria di due variabili, non si ha finora alcuna ricerca
sulle classi di superficie S, 8’ che si trovano nelle condizioni
sopra enunciate.

I) Altra deduzione delle formole precedenti.

Le formole ottenute in G si possono naturalmente dedurre
direttamente, assumendo fin da principio coordinate asintotiche
u, v sulle nostre due superficie, ed applicando le formole del § 41
del Cap V. Abbiano le due superficie la stessa a;3 =¢8, e
‘siano :

@ =pe +2(4x, + Bz,) o =p'2 4+ 2(4' 7, + B'x)

i secondi fuochi delle nostre due congruenze, dove . & dato dalla (2)
del citato §, e p' & la quantitd analoga calcolata per la seconda
superficie. Sarda A4: B =p. Si vede facilmente che la proiettivita
che porta la congruenza K’ in una congruenza K che ha il voluto
contatto con K deve portare z' in x, la retta (') in (z=,),
ecc.; e che pill precisamente si ha (con conveniente scelta delle
coordinate omogenee) (cfr. le (5) del § 103)

Y=z a,=z,+1lz r,=x,+mzx
, A B
x,, = %,, + Az 4+ mz, + lx, ove 2l+F8p=2m+T4—-67=0.

Esprimendo che al variare di dv:dw i fuochi #, ed ] si muo-
vono in una stessa direzione, che ciod zj==,, Rz}, 4+ Sz, = x,,,,
Rz, + Tx =ux,,, sitrova eliminando A, R, S, T che:

1 4
A[—-573—;»3B+Bu,.+2A8pu+l(u+3u+

24, + 240) + 2m (B, + Ap + 450)| =
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1 B
=B|— 5 — w87+ 8 + 2B3py +m (b + 8p

2B, +250) + 214, + By + Ba).

Sostituendo a p, I, m i loro valori, osservando che:
A? B2
3p. = f SB + ';1‘ 87)
la precedente condizione diventa per le (5) del § 16:
A3
0 =2A26q11 + —B-' Spu— 2A2630 +

B, A, A3 A
+ 3B [2A2 o —2AA,,+2A2-§_2_BEBu__B,2@]__

3
— 2B gy — 2oy, 4 2B, +

B, B, B
+a1{232% —2BB, + 2B B”_z'ZﬁAv_Zﬂ]‘“

S RC]

La condizione analoga per i piani focali si ottiene semplicemente
mutando 8, v, B in —B, — ¥y, — B. Potremo dunque annullare
separatamente quei termini della formola precedente che con tale
cambiamento mutano di segno e quelli che restano immutati.

I primi danmo:

Az(—26{3,,+2 Seop—2 2 ap) +

+Bz(2611,— %67—&-2—%—“67):0
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ossia, poichd A:B= p, si ritrova la condizione che (25),, ha
uguali valori sulle due superficie.
Dai termini che restano immutati di segno si ritrova che:

1
A2(2QI1+PB«+2BPG¢'—' - 9“82)+

2| — _ X P, 1
+B ( 2q22 ) +27 pz + 9 pg

ha uguali valori sulle due superficie. Si ritrova cio¢ la condizione
relativa a (26).
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