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CAPITOLO X I ( F ) . 

COMPLESSI E CONGRUENZE DI RETTE. 

§ 93. — Formole preliminari. 

A) Rette e complessi lineari. 

1. Noi sappiamo che a coordinate pih =—phi délia retta 
unente i punti x, y, z, t ed x\ y\ z\ t' si assumono i deter-
minanti 

V12 =xy' — xfy> Piz =xz —x'z, , p3A = zt' — z't . 

Per due rette di coordinate p, q la condizione d'incidenza è : 

S (p, q) =rr p12 qu + p^q^ + pHq23 - f puq12 + P42q13 + p23qu = 0 . 

Le coordinate p di una retta soddisfano alla 

SjP = 2 (p12pu + P13P42 + P14P23) = 0 • 

Un complesso lineare è Finsieme delle rette q le cui coordinate 
soddisfano a un'equazione di primo grado 

S (TC, q) = TUl2g34 + tz 13qA2 + + 7 i 2 3qu = 0 . 

Le izrs = — izrs sono le coordinate del complesso ; se 
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8 7C2 = 2 ( 7 R 1 2 7 T 3 4 + 7 T I 3 7 U 4 2 + Tíu TC23) 

e nullo, il complesso é l'insieme delle rette che si appoggiano 
alia retta di coordínate prs = 7crí, che si chiama Y asse del com-
plesffo. Tali complessi si dicono speciali. Come é noto, due com-
plessi lineari si incontrano in una congruenza lineare, tre com-
plessi generalmente in un rególo (cioé in un sistema di genera-
trici di una quadrica), quattro complessi in due rette. 

Diremo sovente retta p invece di diré retta di coordínate prs; 
complesso tí invece di diré complesso di coordínate iírs; se p é 
una retta, il complesso p é il luogo delle rette incidenti alia 
retta p 

Due complessi (lineari) re, i¿ sono detti in involuzione o 
coniugati se 8 tí tí' = 0 . Un complesso lineare tí é luogo delle 
rette p, tali che i complessi (speciali di asse) p sono coniugati a TU. 

Quando volessimo riservare gli indici ad indicare derívate, 
porremo : 

Pi2=P, Pn = í > Va = r , Pn=l, Pn = m , P23 = n \ 

7 C 1 2 = tí , 7 T 1 3 = X , t í u = p , 7 U 3 4 = X , 7 T 4 2 = [ 1 , 7 U 2 3 = V . 

B) Alcune identita. 

Siano dati n complessi p í ? , . . . , píí (i = 1, 2, 3 , . . . w) 
con n = 5 opp. w = 6. La matrice, o determinante delle loro 
coordinate si indicherà scrivendone la sola prima riga 

(piSpS • • • • Pu*) 0 più semplicemente (p ( 1 )p ( 2 ) . . . . p(n)) 

e, se n = 5, cioé se si tratta di una matrice, con questa scrittura 
indicheremo anche i suoi massimi minori col segno stabilito dalla 
seguente convenzione analoga a quella del § 1 A : si aggiunge 
alia matrice una sesta colonna, e si prendono i complementi alge-
brici dei suoi termini, indicando ordinatamente con TC34, 7r42, 
^23) ^12) wiai ^14 i complementi di p g , pg , pi?, , p $ . 

Un determinante (p(1) p(2). • . . p(6)) cambia di segno, scam-
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biando 'P12 con p34, p13 con ^42? Vu c o n 2^3 ? ossia scambiando 
la terna p, q, r con Z, m, n; noi, per moltiplicare (pU) p{2). .. p(6)) 
per un determinante di egual tipo (g(1) q[Z).... g(6)), cambieremo di 
segno uno dei fattori scambiando in esso le terne citáte e poi 
applicheremo la regola sólita del prodotto di due determinant!. 
Troviamo cosi: II prodotto di (p(1) p(2). . . p(6)) ptr (q(1) q(2). . . q(6)) 
vale il determinante delle c# —- Sp(i) q(J) (i, j = 1, 2 . . . , 6) cam-
biato di segno. 

Col prodotto di due matrici 

[pM p(2) . . . . p®) e (q{V . . . . qW) , 

una definente i numeri nrs, ť altra i. numeri secondo le pre-
cedenti convenzioni, indicheremo 

S tz% = 7 C 1 2 % 3 4 + 7 U 1 3 + + 7 U 3 4 X L A . 

I. p.f*" 

Questo prodotto si potra ottenere per note rególe sul o 4\olo delle 
matrici scambiando in una di esse la terna p12, £>13, plá con 
3̂4? P421 V23? facendo il prodotto nel modo abituale, e quindi 

cambiando di segno il determinante cosi ottenuto. Percio: 
II prodotto (p(1> p<*> p̂ 5)) (q(1) q ( 2 ) . . . . q(5>) vale il determi-

nante delle S p(ž) q(Ä) cambíalo di segno. 

C) Collineazioni e correlazioni. 

Ad una collineazione T sulle coordínate ce, y, z, t di punto 
corrisponde pure una collineazione (trasform. lineare intera omog.) 
sulle coordínate prs di retta che trasforma in sé V equazione 
Slp = 0 , e quindi moltiplica la forma SIp per un fattore. Noi 
senz'altro escluderemo le T a determinante negativo; e ci limite-
remo pertanto (§ 2 B) a trasformazioni lineari che moltiplichino 
la Slp per un fattore positivo. Viceversa ogni trasf. lineare 
omogenea sulle p che moltiplichi Slp per un fattore positivo 
definisce una trasform. sulle rette dello spazio che porta rette 
incidenti in rette incidenti e che perciö equivale ad una collinea-
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zione o ad una reciprocita. I due casi si distinguono dal segno 
del determinante della trasformazione (§ 2 B). Cosi per es. la 

1' = p , m = q , n' = r , = Z, qr = m , r = n 

ě a determinante negativo e definisce pertanto una reciprocita. 
Se X(i), 7t(i), sono per i = 1, 2, . . . , 6 due sestuple di 

complessi, e se £X(ť)X(j) = STU T̂C^ (i, 7 = 1 , 2, , 6), allora 
i determinanti (X(1>, X« , . . . . , X(6>) e (TC(1>, TTí2>, . . . . , sono 
uguali a meno del segno, come si riconosce innalzandoli al qua-
drato. Esiste perció una proiettivitá o una correlazione che porta 
le X nelle JJL. 

B) Equazioni di una retta. 

La retta p, q, r, I, m, n ha in coordinate di punto le 
equazioni 

ty + ww + nt = 0 — Ix + rz — qt = 0 

— mx — ry + pt = 0 — nx + qy — pz = 0 , 

che si riducono a due indipendenti. II punto comune a un' altra 
retta p\ q',. . . . , rí ě il punto 

lp' + wr' i mn' — wi" n , nV — rí l, Irrí — V m . 

Formole analoghe si ottengono per i piani, scambiando le terne 
p, r ed l, m, w. 

§ 94. — La forma <p. 

Se le p (cioě p, q, r, Z, ra, 7i) sono funzioni di un parametro 
oppure di 2 parametri w = v = oppure di 3 

parametri w = , v = ? w == , la retta p descrive una 
rigata, od una congruenza, od un complesso. Sara 
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(1) Sp2 = 0, Spp{ = 0 ( ¿=1 ; opp. ¿ = 1 , 2 ; oppure ¿ = 1 , 2 , 3 ) , 

cioé 

(2) Spdp = 0 e quindi Sdp2 = —Spd2p. 

Noi porremo 

(3) 9 = 8 dp2 = — 8pd2p = 2 ars dur dus 

(n = 1 , oppure, 2 oppure 3). 

L' equazione <p = 0 caratterizza, tra le rette considérate, quelle infi-
nitamente vicine ed incidenti alla retta p. Perciö nel caso delle rigate 
(n = 1) se <p é idénticamente nullo, /a rigata é ima .sviluppabile. 
Nel caso delle congruenze e dei complessi (n = 2, 3) Y essere 9 
idénticamente nullo significa che ogni rigata della congruenza o 
complesso e sviluppabile. Prese due rette qualsiasi p e q della 
congruenza o complesso, uscenti Tuna da un punto -á, Faltra da 
un punto i?, noi le potremo congiungere con una rigata della 
congruenza o complesso avente la retta AB per direttrice. Tale 
rigata, essendo sviluppabile, dovrä giacere in un piano passante 
per AB. Pertanto le rette p, q, cioe due rette qualsiasi della 
congruenza o complesso sono complanan. In conclusione: 

Se <p é idénticamente nullo per una rigata, questa é una svilup-
pabile; se <p c idénticamente nullo per una congruenza o complesso, 
questo ente si riduce alle rette poste in uno stesso piano od uscenti 
da uno stesso punto (e perciö in particolare non puö essere un 
complesso (*)). 

(*) Se 9 = 0 idénticamente nel caso dei complessi, é Sp2 = Sppi = 
— Sp* = Spi pj = 0 per j = 1, 2, 3. Esisteranno perciö 4 rette a 2 a 2 
incidenti aventi per coordinate rispettivamente le p, oppure le pi, opp. p2, 
oppure pz. Esse earebbero perciö rette poste in uno stesso piano, od uscenti 
da uno stesso punto. E quindi esisterebbe una relazione lineare ap -f- ßpl 4-
4" YP2 + ep3 = 0, che, cambiando parametri m , si puö ridurre alla forma 
aj)4-ßp3 = 0; la quale, moltiplicando le p per uno stesso fattore, si puö 
ridurre al tipo ^3 = 0. Le p essendo perciö funzioni delle sole w2, la 
retta p descrive al piu una congruenza. 
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Noi trascureremo sempře questi casi elementari. 
Se il descriminante A di <p ě diverso da zero, potremo usare 

i simboli del calcolo assoluto; avremo allora: 

(4) ars = Sprps = — Spprs 

donde, derivando covariantemente Sprpst-\- Spsprt = 0 e Sppist + 
+ SptVrs — 0 • Scrivendo queste formóle per r, s, t = 1, 2 op-
pure 1, 2, 3, si trova in entrambi i casi: 

(5) 8pr pst = 0 8pprst = 0 

L'insieme delle superficie rigate che sono tra loro tangenti 
nei punti di una generatrice p ad esse comune definisce quella 
che diremo una direzione (di spazio rigato). Essa si puó conside-
rare come definita dalla retta p e dalla retta p + dp consecutiva, 
che si deve considerare comune a tutte quelle rigate perche tra 
loro tangenti in p. Dare dunque una tale direzione equivale a 
dare la proiettivitá tra i punti di p e i piani ivi tangenti alie 
rigate considérate: proiettivitá che si puó pensare definita facendo 
corrispondere ad ogni punto di p il piano che lo proietta dalla 
retta consecutiva p + d p. Se le p sono funzioni di n parame-
tri Ui, una direzione (di spazio rigato) uscente da p. sará definita 
dando i rapporti dei corrispondenti differenziali du t . 

§ 9 5 . - 1 complessi di rette con -4 = 0. 

Cominciamo a determinare i complessi, per cui il discrimi-
nante A della corrispondente forma y è idénticamente nullo. E 
dimostriamo che : 

Se A = 0 idénticamente, il complesso è il luogo delle tan-
genti ad una superficie, o delle rette incidenti ad una curva. 

In tale caso infatti la forma 9 ô prodotto di due fattori 
lineari du{) i quali saranno nulli entrambi per un sistema di 

valori — = — = — , che sará anzi indeterminato, se i citati fat-
A L A 2 A 3 
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tori lineari coincidono. Siano V (M1? W2, W3) = cost., e 
X(uu w3) = cost. gli integrali di dux: du2: du3 = o^: a21 c*3; assu-
mendo le X come nuovi parametri p. es. al posto di 
e indicándole senz' altro ancora con ux , w2 ? avremo che i citati 
fattori lineari saranno nulli per du± = du2 = 0 e percio non 
conterranno dw3. Quindi la forma <p avrá nulli i coefficienti 
ai3) a23) cosicché 

Spf = tfpift, = sPzPs = ^PPs = 0 • / 

Percio le p3 saranno coordinate di una retta incidente alia rett;a p 
e appartenente ai complessi p2. Sia B il punto (pp$]j co-
mune alie rette p, p3 e . p il piano . Calcoliamo le coor dinate 
di questo punto e di questo piano. Supposto Z= — 1, la »retta p 
ha per equazioni (in coordinate non omogenee di retta e in coor-
dinate non omogenee di punto, se si suppone anche t = í \ ) ^ 

x = — rz + q , y = mz + n , cosicché : ^ 

tf = dmdq -f- dndr ^ 

E le aiZ= 0, (i = 1, 2, 3) di ventano : x 

qsm3 + w3r3 = 0 (04wi8 + + ( n ^ + w3r4) = 0 ( ¿ = 1 , 2 ) . 

Esistono pertanto 3 parametri X, v tali che 

m z = Xw3 , r3 = — X ? 3 , = Xn2 + p 3 , ^ = — Xgx — \Lqz , 

m2== Xw2 + vn3 , r2 == — X?2 — v?3 . 

La retta p3 avrá per coordinate 

Z 3 = 0 , w3, p3, r3 (p= qm + rn) 

e pertanto é la retta congiungente i punti 

(?3> n3) 0, 0) (— r — Xg, ra —?iX, 1, — X) . 
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II punto B é perció il punto di coordínate 

, , r m , 1 ^ 1 x=q + —, y =n 2; = — — , t = 1 

e i) piano p e il piano, che lo contiene, di equazione 

n3 {x + T z — 9) — ?3 {y — mz — n) = 0 . 

toiché evidentemente é anche 

(!) nzdx' — qzdy' + {rn3 + mq3) dz! = 0, 

avremi): 

II punto B ha al massimo oo2 posizioni (*) e il piano (3 non 
solo contiene B, ma é anche tangente al luogo del punto B. (II caso 
q3 = = 0, escluso in questa trattazione, si puó studiare in 
modo affatto simile). 

§ 96. — L' elemento lineare proiettivo di un complesso. 

A) II complesso n e la forma x-

Escluderemo il caso A = 0, esaurientemente trattato al § 95, 
lasciando al lettore di vedere quali delle seguenti considerazioni 
si possano estendere anche a tale caso. Cosi escluderemo dalla 
trattazione come singolari quelle eventuali generatrici del complesso 

(*) Infatti, se avesse oo3 posizioni, allora per un valore generico di 
v, w le dxr, dy\ d%' sarebbero arbitrario e non potrebbero soddisfare a (1). 

d x' Üyr 

In altro modo si osservi che (l) equivale alie : — — — + VUi OUi 
d* 

+ mclzí — = 0 per i = 1, 2, 8, dalle quali si deduce di nuovo lo stesso OUi 
risultato. 
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per cui A fosse nullo. Diconsi coraplessi lineari ri tangenti al 
complesso dato in una generatrice p i complessi che soddisfano 
aile Siz'p = Sn'pi = 0 (i = 1, 2, 3). Uno di essi è lo stesso 
complesso p (cioè il complesso spéciale di asse p) ; un altro sia TC' ; 
tutti i complessi lineari tangenti saranno quelli del fascio + 
+ p che soddisfano aile 

8(ap + pTC')p = S ( a p + pTc') pt = 0 . 

I raggi del complesso infinitamente vicini a p, che giacciono in 
taie complesso tangente, sono caratterizzati dalla 

S(*p+ P « ' ) ( P + dp + -±d*p + ....) = 0 , 

che si riduce alla 

(1) a Spd*p+ pS7c'd2p = 0 

che, in virtù delle Spdp = Sridp = 0, equivale alla: 

(1)bi8 aSdp* + ÇSdn'dp = 0 • 

Se noi consideriamo per un momento le du% come coordínate omo-
genee di punto in un piano y, avremo in (1) l'equazione di un fascio 
di coniche, una delle quali è la cónica <p = 0 . È eccezionale il 
solo caso che tutte queste coniche coincidano, ossia che i complessi 
tangenti seghino tutti il complesso dato seconda le stesse rette infini-
tamente vicine a p. lo dico che questa propriété caratterizza i com-
plessi lineari. Per dimostrarlo, premettiamo una formóla di carat-
tere generale. Supposto, com'è lecito, di assumere coordínate non 
omogenee di retta, e di scegliere 3 di queste a variabili u^ 
porremo 

(2) i = l, q — u, n = v, r — w (p =— mu — vw) . 

Le coniche corrispondenti ai complessi lineari tangenti di coordí-
nate X, ¡i, v, ecc. saranno (indicando per semplicità con prs ed mrs 

derívate ordinarie e non covarianti) 

FUBINI E £ECH, Lexioni di Geometría proieUivo-differenxiale. 36 
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(3) X2 prsdurdus + tâmrsdurdus — 0 

le quali anzi, tenuto conto del valore di p, saranno 

(3)bi. — Xw) Itmr,durdus — 2 X {dmdu + dvdw) = 0 . 

Tali coniche (q) coincidono soltanto se è mrs — 0 oppure se 
prs = 0 (nei quali casi il coraplesso è lineare, perché m oppure p 
è funzione lineare di u — q, v = n., w = r), oppure se esiste 
un parametro o tale che = om rs. Derivando se ne deduce 
otmrs =.gsmrt. Queste equazioni lineari nelle o¿ danno = o2 = 
= (j3 = 0 (almeno nella nostra ipotesi che 4̂ 4:0, cioè che il 
discriminante (mrs) di una delle nostre coniche, tutte coincidenti 
per ipotesi tra di loro, sia différente da zéro). Sarà dunque 
o = cost., p — om funzione lineare di u, vy w ; e quindi il 
complesso sarà lineare. Escluso dunque anche il caso di nessun 
inter esse dei complessi lineari, ai complessi lineari tangenti cor ri-
sponde dunque nel piano 7 un effeltivo fascio di coniche. Tra queste 
noi ne potremo scegliere una in modo intrínseco invariante impo-
nendo che sia apolare alla <p = 0, cioè che, posto Sdtz'dp 
= Iibrsdurdug, e indicato al solito con Ars il complemento algé-
brico di ars in A diviso per Ay sia : 

da cui si rica va un único valore di a. Porremo TC = a p + p nr ; 
le sue coordínate tc (di complesso) risultano cosi determínate soltanto 
a meno di un lattore comune, che ora fisseremo in modo intrínseco 
invariante nel modo seguente. Posto Sitprs — — S izr ps = — crs, 
sará £ Ars crs= 0. Posto poi 

0 = %Ars (aa„ + p6rí) = 2a + p£6rsJ?, 

w 

N= — A2n = — 2Arsn. 1 1 

sarà : 
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(5) SpP =-j- 2SAr,ppr,= 2Ar,a„ = — 1. 

Sara ancora non soltanto 

( 6 ) SKV =S%Vi - 0 (» = 1 , 2 , 3 ) , 

ma anche: 

(7) SnP = -I- 8ZA„kp„ 2 A „ e „ = 0 . 

Dunque le % sono proporzionali ai minori della matrice 

1 
"jpj" (P> Pi, P2, Pa, P) 

e noi le sceglieremo proprio uguali a questi minori, ponendo cosi: 

1 
(8) 

e quindi : 

TZ = (Pj Pi» Pa» Pa, P) 
1\A | 

X = Sdpdn = — Sitd2p = 
(9) 

1 
= ~~ ¡ / f f f (?» Pn P2, ^ = 2cr,durdu.. 

(10) 

Se ne deduce anche: 

ZAr.cr,= 0. 

SJT 2 

141 

0 0 0 0 SpP 
0 «11 «12 «13 s PiP 
0 «21 «22 «23 Up* p 
0 «31 «32 «33 Sp3P 

S p P « P I P Sp2P Sp3P SP2 
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A A 
(SpP)2 = —r == sgnA . \A\ 

Dunque 

(11) Sir2 = e , ove e = sgnA . 

II complesso n non é mai speciale. Di piii si ha : 

1 
(n)w 7f3f fa Pu p*, Ps' P) «) e. 

B) L'elemento lineare proiettivo. 

Si noti: 
1) Un cambiamento qualsiasi di variabili u non cambia la 

forma <p, che quindi é intrínseca (propriamente); invece sia le 7c 
che la x sono impropriamente intrinseche, perché i cambiamenti 
di variabili u a Iacobiano negativo cambiano di segno le TT e la 
forma x-

2) Moltiplicando le x, y, z, t per uno stesso fattore o, le 
p restaño moltiplicate per a?, la y e la ari per o4, le 

1 - ^ 1 per ; quindi i nuovi valori P delle P differiscono da P per 

una combinazione lineare delle p, Í\A\ resta moltiplicato per o6, 
e quindi x resta moltiplicato per a2, mentre le 7u pestaño inalterate. 

3) Una collineazione a determinante 1 muta in sé stessa 
la (p e la x» 

4) Una collineazione di determinante negativo é il pro-
dotto di una collineazione 2), di ana 3) e della xr = — x, 
y' = y j z1 = z, t' =t\ la quale cambia il segno di q, r, 
lascia inalterate lt m, n\ essa pertanto cambia il segno della <p, e quindi 
anche il segno e di A ed il segno delle Ars e di 3 delle coordi-
nate di retta e percid lascia inalterata la x* Noi di solito prescin-
deremo da queste trasformazioni, che mutano la legge di orienta-
zione delle rette. E potremo percio costantemente supporre p. es. 
8 = 1 . 
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5) Una correlazione T é prodotto dello scambio delle terne p) 

<7, r ed l, m, n e di una collineazione T'; ci limüeremo alie cor-
relazioni T tali che la T' sia a determinante positivo. Per studiare 
l'effetto, basti osservare che lo scambio delle p, q, r ed 1, m, n 
lascia tp inalterato, cambia x di segno. 

In conclusione il rapporlo <p : x 2 é intrinseco invariante, e noi 
lo chiameremo Y elemento lineare proiettivo del complesso. (Se non 
prescindessimo dalle (4) e dalle correlazioni speciali escluse in 
(5), dovremmo innalzarlo al quadrato). Si noti che il rísultato 
precedentemente ottenuto sui complessi lineari si puó anche enun-
ciare dicendo : I complessi lineari sono caratterizzati dalla x = 0 . 

C) Curvature proiettive e coordínate normali. 

I/indeterminazione (di un fattore) delle <p, x si potra togliere 
anche nel caso dei complessi, ricorrendo alie coordínate normali, 
come vedremo nel modo seguente. Consideriamo l'equazione che 
si ottiene uguagliando a zéro il discriminante di wy + Xí 
è, per le relazioni di apolarità 

(12) <û84 + c û Z a „ a . + 0 = O, 

ove G o il discriminante di x̂  o Crs o il complemento algébrico 
di crs non diviso per G. Se si moltiplica x Per u n fattore t e <p 
per T2, le radici co restaño divise per T. Le quantità intrinseche 

G Sa G 
(13) / = _ , « / = — n (7 ô impr. intrínseca) 

restaño moltiplicate per o per - Noi potremo imporre al-

F una o alP altra un valore numérico prefissato, e chiamare normali 
le coordínate corrispondenti : resta escluso il caso anormale I = 
z= J = 0, guando cioè V equazione in a> ha una radice tripla nulla. (*) 

(*) Questi ed altri complessi anormali sono studiati da Paul Mentrc, 
Comptes Kendus t. 145 (20 Nov. 1922) pag. 941. 



5 5 4 CAPITOLO UNDICESIMO [§ 96, C] 

In coordínate normali la forma tp2 determina una geometría métrica, 
(di cui essa é elemento lineare) di carattere intrínseco invariante, 
per mezzo della guale si possono estendere ai complessi le nozioni 
metriche di angolo, distanza, geodetiche, ecc., cosi come V elemento (p 
lineare pud servire a estendere la nozione di pangeodetiche. 

X 

Si noti ancora che non varia, al variare di T, la frazione 

_ C*A _ P 
( U ) (Sa r.C r.)8 ~ J3' 
che si puó dunque chiamare curvatura proiettiva del complesso, 
perché é una quantitá intrínseca invariante [anche per le collinea-
zioni e reciprocitá sopra escluse). Se co¿ sono le radici di (14), 
si ha: 

Í
O = <úx + <o2 + o>3 

"" (<°1 + + w3 Wl)2 

Ad ogni radice cD¿ della (14) corrisponde una cónica co¿cp + x = 0 
scomposta in due rette, e un corrispondente complesso lineare tan-
gente. Perció: J. ogni complesso T lineare tangente corrisponde 
urí infinita quadratica di direzioni (di spazio rigato) tali che T é 
osculatore alie rigate del complesso iniziale uscenti in tali direzioni. 
Vi sono in generale tre e tre soli complessi T per cui questa infinita, 
quadratica si spezza in due sistemi lineari. lo dico che questi complessi 
si possono chiamare bitangenti perché toccano il complesso dato in 
due generatrici p e p -f- dp consecutive. 

Infatti diré che un complesso rc' tocca il complesso dato in p 
e in p + dp equivale a diré che 

(15) 0 = Siz'p = 8a'pt = Siz'dp = Sn' (p4 + dpx) 

(i = 1, 2, 3). 

Le prime tre dicono che rc' é un complesso tangente, cioé un 
complesso <xp + Le ultime di ven taño : 

2* (a aik + pctt) duK = 0 (i = 1, 2, 3) 
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le quali determinano appunto quei valori ü) = a : ß , che annul-
lano (12). Ad ogni radice ô  corrisponde generalmente un sistema 
di valori per dux: du2 : dus. Quindi: Vi sono generalmente Ire 
sistemi di oo2 rigate del complesso, iáli che per ogni retti p del 
complesso esce una rigata di ciascuno di questi sistemi. Per ogni 
generairice p di una di queste rigate passa un complesso lineare che 
tocca il complcsso dato nella generatrice p e nella consecutiva p + dp. 

I tre valori dei rapporti dux: du2: du.¿ si possono anche defi-
niré eliminando le ri da (15), come quei valori che annullano 
la matrice 

( 1 6 ) ( p , p n p2, pz, dpx, dp2, dps) =0. 

Le rigate precedenti sono quelle che soddisfano alie (16): ció che 
ne rende evidente il carattere invariantivo. Si noti che da quanto 
precede segue che queste rigate sono determínate dalV elemento lineare 
proiettivo. Di proprietá affatto analoghe godono altri sistemi di 
rigate, quelle corrispondenti ai quattro valori di dux: du2: du2, 
che annullano contemporáneamente <p e Xi ai 4 punti comuni 
alle coniche <p e x- P e r vederne chiaro il significato geométrico 
osserviamo che ad ogni punto dux: du2 : du3 della cónica <p — 0 
corrisponde una retta p + dp del complesso incidente alia p, 
e quindi determinante con questa un fascio di rette, il quale, 
contenendo due rette p e p + dp consecutivo del complesso, é un 
fascio tangente al complesso, il quale apparterra a tutti i complessi 
tangenti (appunto perche questi ne contengono le rette p e p+dp) 
e quindi anche alia congruenza lineare loro inlersezione, che natu-
ralmente si dice essere la congruenza lineare tangente. Essendo 
S (cap -f- ß7ü)2 = + ß2 nulla solo per ß = 0, questa congruenza 
tangente ha le due direttrici coincidenti entrambe nella retta p. 

Le equazioni <p = X = = 0 equivalgono alle Spd2p =Ä7rd2p=0, 
e significano perciö che le rigate soddisfacenti alie <p = x = 0 
sono in ogni loro generatrice osculatrici ai corrispondenti complessi 
lineari tangenti, cioé alia congruenza lineare tangente. Quindi: 

Esistono generalmente in un complesso á sistemi di oo2 rigate 
soddisfacenti alle <p = x = 0; per ogni retta del complesso esce una 
rigata di ciascun sistema ; ognuna di queste rigate é in una sua 
generairice p osculatrice alia corrispondenle congruenza lineare tangente. 
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§ 97. — Le equazioni differenziali fondamentali 
nella teoría dei complessi. 

A) Equazioni 7, 77, 777. 

Osserviamo che i sei complessi p, piy P, rc sono linearmente 
indipendenti. Chè, se fosse 

+ PPi + ïî>2 + + + o« = 0 , 

allora, indicandone con TU' il primo membro, la 8 TU' TU = 0 dà 
o = 0 , le S r i p i ^ O danno (3a€1 + ^ai2 + Sai3 = 0, donde, 
poichè A-^l 0 , p = Y = 8 = 0 . La S T U ' P = 0 dà e = 0 ; e 
quindi dovrà anche essere a = 0 ; la precedente equazione avrebbe 
tutti i cofficienti nulli. Pertanto sei quantità qualunque si possono 
esprimere come combinazione lineare delle precedenti. In partico-
lare varranno delle formóle : 

Prs = a p + p pt + y P2 + 8P3 + zP + a« , -

ove le a, p, . . . , a dipenderanno dagli indici r, s. Ricordando 
le (5) del § 94 e (6), (7), (11) § 96, ed osservando che 

— 8 pprs = arg, Sp r ,p4 = 0, 8 prs TU = crs 

si deduce z = ars) 0 = P« u + Yai2 + donde, poiché -¿±0, 
P = Y = S = 0 , crs = — a 8 TU2 = — sa . Posto a = ers = esr, si 
avrà in conclusione : 

(I) prt = a r j P — ECRLTU + e r ip. 

Si noti che la forma <J> = %ersdurdus ha pure significato intrínseco, 
ed è apolare alla ç, corne la Infatti da (I) si deduce 

(1) pE4R ,ER ,= ZArsPrs — P^Arsars + STU SArscrs = 

= 3 P — 3 P = 0 . 
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Come si comporti la <]> per effetto di una collineazione è cosa facile 
a studiare ; noi osserveremo soltanto : 

1) Anche la ^ è una forma invariante, se si calcóla in 
coordínate normali : 

2) Se si assumono coordínate di retta non omogenee, p. es. 
si suppone 1 = 1, la forma <]> si riduce alla eXx (infatti per 
Z = 1, b lrs =• 0, L= 0 ; e la (I) dà per p = l immediatamente 
il risultato enunciato). 

3) In generale dalle (I) si deduce che <]> è determínala dalla : 

<pSP2— <|> =IiSPprsdurdui. 

Le (I) sono le equazioni fondamentali, esse determinano comple-
tamente il complesso, (insieme a quelli ad esso proiettivi) ; cosicchè 
la teoría dette tre forme <p, Xr ^ include quella di tutti yl< invarianti 
proiettivi di un complesso ; V análogo dette equazioni di Codazzi (délia 
geometría métrica dette superficie) sono date dalle condizioni iïïnte-
grabilità delle (I) e dette equazioni tratte dalla definizione dette 
forme x- Anzi le sole forme <p, x determinano il complesso. 

Per dimostrarlo, osserviamo che, oltre alie : 

SPrVs = — SpVrs = 0>rs 8 pi prs = 0 — S tí prs = CR, = + Stí$ pr 

valgono le : 

S P tí = 0 donde SP jct = — SnP¿, S t í 2 = s , S t í t í . ^ 0 

S%p = S tí pt= Sp Tít = 0 

8pP = ^VAnSppr*=— ^ S A y s a r s = - 1 

SPpt =±-ZAraSPtPrt = 0 

e quindi anche SpPt = 0, 

SPtp, = —SPpst = — ats SP2 — ets (per le (I)). 
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Anche le Pt, %t si potranno scrivere come conibinazioni lineari 
delle p, p n P, tz\ 

P%= *tp + ZftPi + »(tP + otit 
i 

Kt = \><tV + + StP + V.7C. i 

Per la SPtp = 0 si ha = 0 ; dal valore di SPtps si deduce: 

i 
ha = 0 

(II) ossia = — S P2 — S eta A Qj 
o = 0 per i 4: ; 

Pt = atp + Spíp4 + ol«. 

E in modo simile si trova (per le $7U7:{ = $7cpt = 0 , Srctpr = 
= ctr e SntP = — SnPt) 

(III) rc, = eot p + £ AyCji Pi. 
ij 

Derivando (I) rispetto ad u t ) scambiando s con e sottraendo 
se ne deduce: 

(2) Prst — Vru = 2 (ts, rh) AhkPk = 
h,.k 

= EpÎP» + ^rcj — ^ + f j 

— E C R , T 7 T + S C R T I 7 C 

— ecM |eo tp + ZAijCjtP^ + zcrt(zosp + 

+ («ni — <>rts) V + CrsPt ~ ^tV* ' 

Siano s 4: t e sia i différente da s, cosicchè l sono una 
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permutazione di 1, 2, 3. Essendo p, pi9 n, P linearmente indipen-
denti, la (2) da, confrontando i termini in rc : 

ars art = 6 Crst ® Crts . 

Poiché se ne deducono i valori delle a dati per mezzo 
della ers, crs e loro derívate, come si riconosce p. es. moltipli-
cando per Ars, sommando rispetto ad r. Confrontando i termini 
in px, si trova che la quantitá 

— «re pl = — «r, S et0 Aa¿ + art S Cso AqI ( s í t í l j i s ) 
o o 

o puré individuata dalle ars\ crs. Per r = 1, 2, 3 si hanno tre 
equazioni; dalle quali, come per le a, si deduce che anche le 

— p{= E 6ta A0l (t*l) 
o 

sono determínate dalle forme y e(i <P (ci°o dalle ars e crs). Altret-
tanto si deduce (confrontanto i termini in pt) per la: 

ers + art S es0 A0t — ars S eta A0t — a„ S P2 

a o 

e quindi anche (essendo s 4: 0 per le 

eri — ars 8 P2 — ars 2 e%Q A0t 
o 

(quando e quindi, per simmetria, anche quando r ^ t cioc 
quando non o r = s = t). 

Se dunque r^is, potremo daré alia t i valori 1, 2, 3. Som-
mando rispetto a ricordando che per le relazioni di apolaritá e 
2 Atoeta = 0, ne dedurremo per r ^ s il valore di ers — arsSP2. 
t, o 
Resta dunque determínate (per mezzo delle ars, crs e loro derívate) 
anche il valore per r ^ s di ar!i2eta Aoi j e quindi anche, se 
non sono nulle tutte le ars per r ^ ^ , il valore di 2e í 0 i4 a í , e 
quindi anche quello di S P2. Conoscendo giá il valore di 
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2] etg Aqi per ¿ + ne potremo dedurre i valori di tutte le eta. 
a 
Se fosse ars = 0 per r i s (caso che potremmo del resto escludere 
con un carabiamento di variabili) le quantitá precedenti si riducono 
ad ers per r £ sy che dunque saranno determinate mediante le 
ars, crs e loro derívate; per r = s esse si riducono ad err — 

£ 
—arr[SP2 — ettAu] [r$.t). Restaño cosi determinate le— SP2— arr 

— — ; poiché la relazione di coniugio dáS—— = 0, ció basta 
att O aoo 

a determinare sia le en che 8P ¿ . In ogni caso restaño determi-
nate le e, le p* e SP2. In particolare dunque la terza forma <|> e 
determináta dalle y, x- Confrontando in fine i termini in p si 
riconosce chele ars at — art a,, e quindi anche le at (perche ^4^0) 
si possono determinare appena note le quantitá precedenti, cioé 
appena siano date le forme <p, ŷ . 

Dunque, date le anz* dale le sole forme (p, x sotio 
determinate le (I), (II), (III) insieme alia SP2; e quindi, a meno 
di una collineazione, é determínalo il complesso. 

B) Applicabilitá proiettiva dei complessi. 

Questo teorema ammette una notevolissima interpretazione 
geométrica. Se noi estendiamo ai complessi di rette la nozione di 
complessi proiettivamente applicabili, il nostro risultato si enuncia, 
come ora proveremo : 

I complessi di rette sono proiettivamente indeformabili; cioé 
due complessi proiettivamente applicabili sono proiettivi tra di loro. 
(se ci riferiamo ad applicabilitá proiettive del 2o ordine). 

Naturalmente diciamo che due complessi O, G sono proietti-
vamente applicabili del 2o ordine se le loro generatrici p, p sono 
in corrispondenza biunivoca (definita p. es. da uguali valori dei 
parametri u¿), e se, essendo p, p due generatrici omologhe, esiste 
una collineazione che porta p in p = p e il complesso G in un 
complesso C' tale che rigate omologhe iiscenti da p' = p nei due 
complessi G e C" i vi si osculano (hanno tre generatrici consecutive 
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comuni). lo dico che in tal caso i due complessi hanno comuni 
le forme x (e quindi anche la forma e sono proiettivi per 
quanto abbiamo testé dedotto dalle condizioni di integrabilitá). 

Indicando per un momento con indici apposti alie coordí-
nate p di retta le derívate ordinarie delle p si trova come al § 3 O 
che le nostre ipotesi equivalgono ad ammettere Tesistenza per 
ogni retta p del complesso di corrispondenti costanti o, piy 

vih tal i che per le rette p, p' valgono le: 

(3) pf = a p ; p[ = o (p{ + Ttp); 

Pih = o {pih + PiPk + phPi + vihp) 

(le T^ p<? vife indicano varié costanti, e non derívate di una T o di 
una v). Si trova per la <p = — 8 p d 2 p , che la forma <p' per G' 
vale (nella retta considerata) precisamente o2<p. Poiché p é una 
retta generica, e O, G1 sono proiettivi, esisterá una funzione a 
delle w, v, w tale che la forma <p di G valga o2<p. Potremo dun-
que moltiplicare le coordínate delle rette di C per un tale fattore 
in guisa che sia <p = tp' = <p e che sia o = 1. Potremo allora 
nelle (23) intendere che le pih siano derívate covarianti; e bastera rí-
cordare il valore dato dalle (9) del § 96 sotto forma di determinante per 
le forme Xi x'i X Pe r riconoscere che anche queste sono uguali 
tra loro. 

Oss. Se invece di collineazioni, si fosse usata una reciprocitá 
per portare G in G\ avremmo concluso che <p= <p, x ~ — X • 

Viceversa siano C, G due complessi per cui <p = <p, x = X ? 
saranno uguali i segni e, e dei discriminanti di <p, <p ; e potrem-
mo supporre p. es. e = s = 1. Scegliamo p tale che 8 (P + 
-j- ppf = aSP2, cioé il p dato dalla : 

p =±(SP2-SP>). (*) 

(*) Dal precedente teorema segue anzi p = 0, perché <SP2 é completa-
mente determinato dalle x-
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Allora esisterà (§ 93 C) una proiettività a modulo + 1 che porta le 
sestuple p , P i , rc, P + PP in p, Pi, TZy P. Sia G' il com-
plesso trasformato di G mediante questa proiettività; esso avrà per 
forme <p' = <p, X = i X secondo che la proiettività considerata 
è a modulo jf 1, cioè secondo che è una collineazione od una 
reciprocità. Se vale il segno superiore, le (I) relative ad C ed G' 
dicono tosto che tutte le differenze p'rs — prs sono uguali ad ( e r s + 
+ p ars — O V ; cosicchè sono soddisfatte le (3) con a = 1, 
t . = p. = 0 e il teorema è dimostrato. Il secondo caso (che val-
gano i segni inferiori) è invece impossibile : esso si presenterebbe 
se i determinanti (p, px, P3 , P , TC) e (p, p n p2, p3, P, TC) 
avessero segno opposto, mentre entrambi hanno il segno di s. 

§ 98. — Le congruenze con 4 = 0 . 

I metodi che qui usiamo sono in parte gli stessi, che useremo 
nel caso generale ; e moite delle considerazioni che faremo nel 
caso generale, si potrebbero ripetere con qualche modificazione 
anche se A = 0 . In ogni modo, per evitare soverchie distinzioni, 
è bene studiare a parte, per poi completamente trascurare, il caso 
A = 0. In tal caso si possono scegliere i parametri u = ux e 
v = u2 in guisa che : 

(p = Sdp2 = —8pd2p = andu2 , cioè che 

(1) an = a29 = 0 ossia 8pu pv = Sp\ = 0 , 8ppuv = Sppvv = 0. 

Yi è una retta di coordinate pv incidente alla p ; il fascio da 
esse determinato, cioè il fascio delle rette pp + opv si dira il 
fascio tangente alla congruenza nella generatrice p. I complessi n 
tangenti sono quelli che soddisfano aile : Snp = 8iiPi = 0 (i = 
= 1, 2); e percio i complessi ap + + IV2 e 

i complessi coniugati ai complessi tangenti, e che perciô diremo 
coniugati. Essi sono speciali se S (cap + $px + Y P2)2 = 0, ossia 
se p = 0. Gli unici complessi coniugati speciali sono i complessi 
a P !" Y P2 ? hanno pw asse una retta del fascio tangente ; il 
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quale perciô contiene tutte e sole le rette comuni ai complessi tan-
genti. Questo fascio è anche V insieme dette rette comuni ai complessi 
coniugati. Infatti è ideáticamente 

8(pp + o pv) (a p -f- +YP)* = 0, 

cosicchè le rette del fascio tangente appartengono a tutti i complessi 
coniugati ; e questi complessi non hanno comune nessuna ulteriore 
retta p ; altrimenti i complessi tangenti sarebbero complessi del 
tipo a p + $pv f YP'. Essi sarebbero tutti degeneri ; altrettanto 
avverrebbe perciö dei coniugati; ció che è assurdo perché S p \ ~ 
= i 0 . 

Sia P il vertice del fascio tangente, tz il suo piano Quando 
la retta p si muove nella congruenza, il punto P comincierà a 
inuoversi in una direzione PP' , ove P ' o un punto infinitamente 
vicino a P. Poichè P è il punto comune alle rette p, pv, la retta 
P' P si appoggierà alle rette p, pv, p + dp, pv + dpv, e i n 
particolare apparterrà (almeno se du 4 0) ai complessi pv, 

pu = (P I" ^P) P e ( j . perciô una retta del fascio 

tangente. Dunque il piano ic di questo fascio, contenendo le rette 
PP\ è tangente al luogo del punto P, la cosidetta superficie fo-
cale S (che puô anche ridursi a una curva o ad un punto : casi 
questi, di cui non ci occuperemo neppure). Le rette p délia con-
gruenza inviluppano su 8 le linee u = cost. ; poichè il piano n 
delle rette p e pv, cioè di due tangenti consécutive ad una 
u = cost., è il piano tangente ad 8, le u = cost. saranno asinto-
tiche per 8. Le congruenze con A = 0 sono generalmente formate 
dalle tangenti a un sistema di asintotiche di una superficie S. 

§ 99. — Gli elementi geometrici fondamentali 
di una congruenza. 

A) Fasci centrali e focali. 

Supporremo d'ora in poi A 0. Ad ognuna delle due radici 
ß] : ßi délia (p = 0 (i — 1, 2) considerata come equazione in du:dv 
corrisponde un raggio p | dp incidente al raggio p. Si noti che 
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1'índice i non é Índice di derivazione covariante, ma solo serve 
a distinguere le due radici. Le p sono determínate soltanto a meno 
di fattori. P o i che valgono in ogni caso le: 

2 A n 

A = —2 
22 

12 

»11 
- i L i - , - ß2 "h 1 i L 

ßl 
4 11 
l22 

*22 

Hl 
ßißi 
ßfßl 

noi potrerao (e in infiniti modi) scegliere tali fattori in guisa che : 

(1) ¿I2 = ßiß! + &ß?, - f ^ 2 = ß?ß 1 

donde si trae : 

44 4" (^íi ^22 cßl ßl — ßf ßD2 

cosicchè potremo ottenere (scambiando caso mai le ßx con le ß2) 
che sia anche in segno : 

(2) 

Sarà poi : 

(3) 

ßlßi — ß?ßl = | / - - T -

L11 

ßlßl 

ßißi 

12 

ßl ß! ßf ß? 

ßlßl ßiß« 
a y A 

I due raggi p + dp incidenti a p incontrano p nei punti Pi 

comuni a p ed a pY ß* +' p2 ßf ? e determinano i piani Tzt comuni 
a queste due rette (/ = 1, 2). I punti P* diconsi fuochi> i piani 
Te,- piani focali, i fasci (Pi, 7̂ ) fasci tangenti o con Walsch fasci 
centrali, i fasci (Pi, 7t2) e (P2) 7 )̂ fasci focali. Le ngraie deïïa 
congruenza soddisfacenti alla <p = 0 sono le sviluppabili della con-
gruenza ; da ogni retta di questa escono perlanto due sviluppabili. 
I complessi coniugati (cioè in involuzione con tutti i complessi 
tangenti) sono i complessi p p-j-y1p1-h y2 p2 / essi sono speciali 
soltanto se 

S (p P + Pi Y1 + P2 Y2)'' = 0 , 
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ossia se Y1 : Y2 coincide con una delle ß} : ßf; in tal caso hanno 
pertanto per asse una retta dei fasci centralis Le rette centrali sono 
perciö tutte e solé le rette comuni a tutti i complessi tangenti. E vice-
versa un complesso lineare che contenga le rette centrali i un complesso 
tangente. Le rette comuni a tutti i complessi coniugati sono tutte e 
solé le rette focali. (uniche rette inciden ti a tutti i raggi centrali). 

B) Tangenti focali. 

Se il raggio p si sposta infinitamente poco, il fuoco P{ andra 
in una nuova posizione P¡, il piano nt in n¡. Le rette P{ P¡ e 
tíí TT- danno la direzione in cui si sposta P{ e Tasse intorno a 
cui comincia a rotare rc*. Poiché P* é il punto comune ai raggi 

P, Pi ßl + P 2 ßo 

la retta P¿ P¡ apparterra ai complessi 

P, Pißi + Pißo dp, ¿(pjßl + paß?) 

cioö ai complessi (almeno se ßj: du i ßf: dv ; cfr. la seg. nota a 
pié di pagina) 

P , P i > P 2 > ß i ^ P i + ß i ^ P a . 

Percid la retta P i P- e símilmente la retta 7ü¿ TU- sono rette focali 
appartenenti al complesso ßl d px + ßf d p2 o anche al complesso 
Sp„du r ßJ . (*) 

r, s 

(*) Si noti che 2 prs dur pj non puó essere una combinazione lineare 
rs 

ap + PPi + 0P2 delle p, px, p2- Altrimenti sarebbe 

- S « r i dur pj = S p (s^rí dur P¿) = Sp ( a p + P P i + o p 2 ) 

e percio duL: du2=$l : p?, oaso che abbiamo escluso. In questo caso si po-
trebbe diré che P* sta fermo, che Pí = Pí , cosicchě non ha senso parlare 
della retta P* P\. 

FUBINI E ČECH, Lexíoni di Geometría proiettivo-differenxiab. 37 
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Se lie deduce anzitutto che le rette P4 P¡ tangenti al luogo 
del punto P¿ (¿«sima feida fócale) sono rette focali, che cioé i fasci focali 
sono tangenti alie jalde focali. Cioé coincidono il luogo del punto P j 
e V inviluppo del piano come puré il luogo del punto Pa e Vin-
viluppo del piano Di piü, se un raggio della congruenza si 
sposta nella direzione du : dv, la retta in cui comincia il fuoco P¿ 
a spostarsi, e la retta p4 intorno a cui comincia a rotare il piano izt 

sono le rette focali appartenenti al complesso S prsdur§\. Se 
r,s 

questo complesso interseca uno dei fasci focali nelle rette p (comune 
ai due fasci), interseca necessariamente anche 1'altro fascio nella 
retta p. Ció che avviene se: 

ossia 
= 0 , ossia du : dv = p}: pJ. 

In tal caso 1' altro fuoco Pd (j 4: i) comincia a muoversi su una 
retta e 1' altro piano fócale itj a rotare-attorno ad una retta p¿ 
appartenenti al complesso p] dpt + pj dp2, cioé appartenenti al 
complesso 

(4) P = S p r 5 p ; p j = - l XArsPrt = - 1 A 2p, 

che non varia scambiando gli indici i, j e a tutti i complessi 
P- f - ap + ^Px + Y22>2> diranno i complessi principali. 

Dunque: ad ogni valore di du: dv corrispondono proiettiva-
mente quattro rette: due t ± e p2 del fascio fócale tangente alia prima 
falda fócale, le altre due r2 e px del secondo fascio fócale. Se P* si 
muove nella direzione il piano ic¿ tangente alia ¿e8lma falda 
fócale ruota attorno p5 Percio sulla ¿e8lma falda fócale le 
rette r4 e p5 sono coniugate. 

Se una delle coppie r1 } pj o (r2, p2) coincide con la retta 
1' altra coppia é data dalle direzioni coniugate a p sulle due falde : 
queste direzioni sono V intersezione dei fasci focali con uno dei com-
plessi principali, e diconsi le direzioni principali. 
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C) Asintotiche focali. 

Le direzioni asintotiche della ieBima falda focale sono caratte-
rizzate da ció che ri coincide con p,, direzione coniugata di r¿. 
Le direzioni asintotiche delle due falde focali sono dunque carat-
terizzate da ció che i 5 complessi p, px, p2, Sp^PícZM,, ( i = 1, 2) 
hanno una retta comune (la tangente asintotica considerata) : in 
altre parole che il complesso 

( 5 ) 

1 (p, px, p2, 2p r<pídtt,, Xprs%dus), 

coniugato a ciascuno dei 5 complessi precedenti, è un complesso 
spéciale. Questa proposizione è in difetto se questa matrice è idén-
ticamente nulla, e non dà perciô le coordinate di alcun complesso. 
In questo caso i complessi 2pr,p¿dws (i = 1, 2) sarebbero una 
combinazione lineare dell'altro, e dei complessi p, pA, p2. Essi 
perciô determinerebbero gli stessi due raggi focali ; e coincidereb-
bero pertanto non solo rt con p¿, ma anche r5 con p4 ; cioè sulle 
due falde focali si corfisponderebbe uno dei sistemi di asintotiche e 
quindi anche V altro. In tutti i casi vediamo dunque che l'equa-
zione che da le direzioni asintotiche delle due falde focali si 
ottiene esprimendo che il quadrato simbolico (§ 93 B) della matrice 
(5) è nullo. (Se la matrice fosse indenticamente nulla, allora, 
come abbiamo testé provato, questo quadrato simbolico diverrebbe 
un quadrato effettivo e la congruenza sarebbe W). Questo quadrato 
ottenuto con le rególe del § 93 B, ê un determinante (diviso per 
A) che si riconosce immediatamente uguale al determinante seguente 
moltiplicato per e = sgn A . 

0 Hars$ïdus 2 art%dus 

Sars$dus S(2prs$rdus)2 S(Zp„%dus) (2priftdus) 

(6) 2 ar$ % dus S 2 prt pï du. 2 prt % dus S ( 2 prt % du.f 

2 ars Pï du, 2 ars pj dut
 2 

= S 
Zprsftdtis Zp r i%du t 
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Pi 2 

(6) = 
& PI 

S(Zprsdur8us)* 

ove sia stato posto 

(7) S ux = — a2i ̂ u i — a22 du S u2 = an du± + a12 du2 

(cosicchè <p = ôu2 dux — du2 S ux). 

§ 100. — La seconda forma fondamentale di una congruenza. 

A) La forma 

Siamo dalla (6) del § 99 indotti a introdurre nella teoría un 
nuovo sistema covariante 

(1) hjrs = SVr,Vij • 

Derivando covariantemente la Spr p^ = 0, si ha : 

( l ) b i s hijrs =
 SPr Pijs • 

Poichè pijs — pi5j = — S (js, i o) AopPp , è : 
o, p 

fy/rt — ^ = — SI (js, i a) Aop PpPr = — ir) . 

Da queste equazioni si trae che le hijr$ sono simmetriche nei loro 
indici, eccetto hl2l2 = A2112 = h1221 = h212l ed A1122 = h22n ? P0r 

cui vale la : 

(2) h1122 - h1212 = - (12, 12)=-AK 

se K é la curvatura della forma Alio studio di questo sistema 
covariante si puó sostituire quello di un sistema simmetrico h i i rs, 
ponendo: 
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(3) <& = — 8 (2 prsdurdus)z = 2 Jcijrs dur dus dut duj. 

Si noti che dalle formóle che danno i d2 d3 p si trae: 

(4) £dpd 3 p = 2a r s ^ r 8 3 w, + <í>; £(d2p)2 = 2 a r 5 8 2 M 2 ^ — <í> 

che danno nuove definizioni della 
Si ha: 

V = h n (i = 7 °pp. i * 7 ; ¿ , 7 = 1 , 2) 
3 ¿ii22 = — 8P11P22 — 2Spfg == ft112a + 2A1212 

che insieme alia (2) da 

1 2 
(5)bn 1̂212 = &1122 + A K h1122 = Jfc1122 — AK. 

Le (5) esprimono le hijrg mediante un sistema simmetrico kiJrt. 
Dalla (6) de? § 99 si trae : V equazione complessiva delle asin-

totiche sulle due falde focali é [cfr. le (1)] : 

(6) 2 hijrs dUiduj du rdu t = 0 . 

Come controllo, si puó osservare che essa non muta scambiando 
i simboli d, 8, e ció perche ognuna delle coppie di asintotiche 
divide armónicamente il sistema delle sviluppabili, che danno su 
ogni falda fócale un sistema coniugato. La (6) dá il significato 
geométrico del nuovo sistema covariante hijrt. 

B) Complessi bi tan gen ti. 

Noi ci chiediamo ora: Esistono dei complessi lineari iz bitan-
genti, cioé tangenti al complesso G in una retta pe in una retta 

P + dp + -i- d2p H—^r d*p, infinitamente vicina? É intuitivo, ¿¡ o 
e il seguente calcolo lo dimostra, che, fissata la p, la retta infini-
tamente vicina non si puó scegliere ad arbitrio. Infatti, oltre alie : 
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S pu = SPxTZ Sp2iz = 0 

devono valere anche le : 

8 (px + dpj 71 = S{p2 + dp2) TZ = 0 

che, per le precedenti, si riducono alla : 

í Siz(pildu1 + pi2du2) = 0 (i = 1, 2) 

(ß) 
( Siz1Lprstdurdusdut = 0 . 

(P) 

Affinchè le (a), (ß) siano compatibili dev' essere 

(7) 0 = (;v, Vu V2, Vu^i + P12du2 , p21dux + p22du2, 

equazione di 5° grado in du : dv. 
Per una retta p délia congruenza escono 5 rigate soddisfacenti 

alla (7), ques-e rigate formano 5 sistemi di oo1 rigate ciascuna. Per 
o<7m coppia di generatrici consécutive di una di queste rigate passa 
un complesso lineare che tocca in entrambe la congruenza. Si deter-
minano cosï i complessi lineari bitangenti alla congruenza. (*) Ve-
dremo più avanti come anche V equazione (7) si possa scrivere fácil-
mente per mezzo dette h. 

Possiamo trovare un'altra propriété delle precedenti 5 dire-
zioni (di spazio rigato) uscenti da una retta p délia congruenza. 
La congruenza lineare iperosculatrice a tutte le rigate délia con-
gruenza uscenti dalla retta p in una direzione du:dv è F interse-
zione dei complessi lineari n soddisfacenti aile 8 i z p = 8 n d p ~ 
= Sizd2p = Sizd3p = 0, cioè : 

(*) La parola bitangenti ha un significato precisato dalle (a) e (ß). 

S prstdurdut dut) 
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0 =z Snp = 8tí dp — 8tz (px 82 u + p2 82v + 2 pr9durdus) = 

= Stz {p183u + p2S3v + 3hp r s du r 8 2 u s + Iprstdu^sdut). 

Tenuto fermo dv:du, facciamo variare la rigata in guisa che §2w, 
82v, 8*u, d*v variino nel modo piü generale. La congruenza 
iperosculatrice descriverä generalmente tutto lo spazio rigato ; noi 
ci chiediamo quando essa descriverä un complesso lineare rc, ossia 
quando esiste un complesso tz che soddisfa alle precedenti equazioni 
contemporáneamente per tutti i valori di 82uy 82v, S3w, S3v. Le 
precedenti equazioni equivalgono alle (a), (ß), cosicche possiamo 
dire : 

I precedenti complessi bitangenti in una retta p alla nostra 
congruenza, cioé tangenti in p e in p + d p sono i complessi lineari 
luogo delle congruenze lineari iperosculatrici a tulte le rigate della 
congruenza passanti per le rette p e p + dp. 

C) Complessi satelliti . 

Ricordando che i complessi lineari tangenti sono tutti quelli 
che contengono i fasci tangenti o centrali, riesce spontaneo di 
cercare quello Gt tra essi che contiene anche tutti i fasci centrali 
infinitamente vicini al fascio (P<, TT,) luogo delle rette a p + pj px + 
+ P*2V Tale complesso sarà in involuzione con p, p1? p a , e 
sarà in involuzione con tutti i complessi 

¿(PÏPx + PÏPi) 

cioè sarà il complesso che è in involuzione con 

( 8 ) P, P I , Vi, P Î P N + P<Pl2, P Î P 1 2 + B P 2 2 

e quindi anche con tutti i complessi principali P, loro combina-
zioni lineari. 

I complessi tangenti Ci che contengono tutti i fasci centrali 
infinitamente vicini al fascio TZj) sono i complessi satdliti (Be-
gleitcomplexe del Wàlsch) ; essi appartengono al fascio di complessi 



5 7 2 CAPITOLO I7NDIOESIMO [§ 100, Cl 

coniugato a tutti i complessi principali, fascio che chiameremo satel-
lite. I complessi satelliii sono indeterminati o coincidenti soltanto se 

( 9 ) ¿5 (P Pl Pî Pli Pl2 P22) = 0 

ossia quando é nulla V espressione intrínseca (quadrato della pre-
cedente con le rególe del § 93 B). 

(10) w = + T s 

ove 

0 «11 «12 «22 0 ¿11 a12 a%2 

«11 1̂111 1̂112 1̂122 «11 h\\ h\\ mi 

«32 1̂211 1̂212 1̂222 «12 fls h\¡ bt1 

«13 2̂211 2̂212 2̂222 ¿22 h\¡ h¡¡ TJ22 il o2 

H% = XA AsahPoij 

hrtU = Harpata 

Per riconoscere che questo secondo valore di W é idéntico a 
precedente si osservi che, moltiplicando il terzo membro di (10) per 

A3 

si ottiene il determinante del secondo membro. 
Questa uguaglianza W = 0 è la steasa ottenuta, esprimendo che 

le asintotiche si corrispondono sulle due falde focali. Dato il suo 
carattere intrínseco bastera per verificarlo assumere le sviluppabili 
a rigate coordinate u> v. In tal caso si ha 

1 0 0 0 

0 «11 2 « 1 1 «12 «12 

0 « 1 1 « 12 
1 2 

« 1 1 «22 «12 «12 «22 

0 «12 2 A^2 #22 «22 

«22 =
 0 W A3 — af2 (Aun ^222 — ^1122) 

mentre l'equazione delle asintotiche è (cfr. P ultima delle (6) del 
precedente §) 
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du4 — 2hmzdu2dv2 + h2222dvA = 0 , 

che ha una radice du2: dv2 doppia proprio se W = 0 . 
La W = 0 carailerizza le congruenze W: quelle cioi sulle 

cui falde focali si corrispondono le asintotiche, ossia per cui i com-
plessi satelliti coincidono, ossm per cwi mie Za (9) e quindi le p 
soddisfano a una stessa equazione differenziale lineare omogenea del 
secondo ordine. 

D) Complesso osculatore di una congruenza W. 

Quest'ultima proprietä ha una notevole interpretazione geo-
métrica. Per vederla studiamo nel caso generale quäle é il regolo 
osculatore a una rigata della congruenza. Esso é V intersezione dei 
complessi lineari coniugati a 

p, dp = pxdu + p2dv, d?p = Pj S2w + p2S2v + Sp r s du r du t . 

Consideriamo tutte le rigate della congruenza uscenti dalla retta 
p in una determinata direzione du:dv (di spazio rigato), cioé tenute 
fisse du, dv, facciamo variare S2w, S2v. II regolo varierä, desen-
vendo la congruenza intersezione dei complessi coniugati a 

V, Pi, P2) S 

che é la congruenza lineare osculatrice a tutte le rigate della con-
gruenza tangenti tra loro nella retta p secondo la direzione du : dv 
(di spazio rigato). Notiamo incidentalmente che le sue direttrici 
sono due rette focali, determínate da du : dv, mentre, data una di 
queste rette, il valore du : dv dipende da un' equazione di secondo 
grado. Dunque: 

Le congruenze osculatrici hanno per direttrici due rette focali, 
e stabiliscono cosi tra i fasci focali una corrispondenza 2 — 2. 

Al variare della direzione du : dv la congruenza osculatrice ge-
nera un complesso quadratico; se perö W = 0, ed esiste pertanto 
un unico complesso satellite tí definito dalle S 7u p = S tí p¿ = 
= S tí prÄ = 0 , questo complesso quädratico si riduce al complesso 
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satellite (contato due volte) il quale perció si pud chiamare il com-
plesso osculatore, perché oscula tutte le rigate della congruenza 
uscenti da p. 

E) Fascio satellite e nuoyi invarianti. 

Posto 

(11) \i) = g -S^paPíPMpa (¿ = 1, 2) 

(questo i non si deve intendere essere un indico di calcolo assoluto, 
e tanto meno indica derivazione covariante) ciascuno dei due 
complessi 

(12) W + 2 P„PTP¡ (i-1-1, 2) 
r, s 

é in involuzione coi complessi principali, e appartiene perció al 
fascio satellite. Poiché é una combinazione lineare dei complessi (8), 
esso é in involuzione anche col corrispondente complesso satellite. 
Si noti che, se W 4= 0, il fascio satellite non puó essere tutto for-
mato di complessi speciali. Infatti, assunte a rigate u, v le svilup-
pabili, e an = a22 = 0 ; i complessi satelliti sono i complessi 
(P> Vi P2 P12 Va) con i = 1, 2. Se tutti i complessi del loro 
fascio fossero speciali, sarebbe 

(P Px P2 Pl2 Pn)2 = 0 (i = 1 > 2); (P P\ Pi Pl2 Pii) (p P1P2 Pía P22) = 0 

che, sviluppate, danno hlul = h2222 = hU22 = 0 e quindi W = 0. 
Dunque: Se W 0, il fascio satellite contiene i due com-

plessi satellitiy i complessi (12) coniugati ai satelliti, e contiene due 
soli complessi speciali: quelli che hanno per asse le direzioni prin-
cipaliy le quali restaño caratterizzate da questa proprietá e si pos-
sono fácilmente calcolare. Esse hanno per coordinate 

(13) p7T1 + 07r2=p[X17c + Sp r spíp;] +o[X>flc + 2prfpjpí] 

ove p, o sono scelti in guisa che 
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(14) 0 = 
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-S(piT1+ Oît2)2 =p 2Sît? + 2<jpSjc1s2 + O2/SÎÎC|. 

Si noti che, innalzando al quadrato con le rególe solite si trova: 

(PPiP**ipf = A (Sk\SX¡ — [Svttt2]2) . 

Poichè per le (3) del § 99 A 

(PPiPz^i^P) = 

1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 

= + (PPiPzPnPnPn) 0 0 PÎPÎ 2 pipî PÎPÎ 
0 0 pipi 2 pipi PI Pi 

0 0 0 •412 J - A 
ir 22 

= (PPi P2P11P12P22) 4 / -
1 
A 

e poichè W é il quadrato de! L primo membro di (9), si ha 

(15) 
\ (pPjP^i^Pf = —AW 

í Sit\Sn¡ — 0S%ir2)2 = — W . 

Ora nel fascio satellite i due complessi satelliti, i loro coniugati, 
i complessi speciali aventi per asse una retta principale formano 
dei birapporti, che sono invarianti proiettivi délia congruenza. 
Tutti essi sono noti, appena sia dato il rapporto R delle radici 
délia (14). Al calcolo di R sostituiremo quello di 

( 1 6 ) 
!R-_n2

 = 

\R + l ) 
— flgjfltt» + (^7t17T2)2 

[S m 7t2)2 
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— _ W - 4 W 
~~ (Sic^)* "" 2K + ZhrsijArlAsj ' 

Oss. Per provare quest'ultima formola si noti che, posto 
e l l = e22 — 0 5 

«M = - «2! = PIPI - K S - 4 * ' 

si ha : 

PiP i = * ~ A r i + sri 

cosicchè " 

S JU^ = Sp„pïpî S^P^PI = — 4- SA*,, (¿rt -1- e,.;) + S,,) = 

= 7" ^ T" ^ o" ^hrsijAjj srî — (*) 

= 2 2 — s^ 

= + -J- (̂ 1122""" ̂ 2112 1̂221 = 

= — 2 hrsij Ari Asj — . 

In (16) abbiamo un nuovo invariante proiettivo délia congruenza ; 
altri invarianti sono il birapporto délie 4 asintotiche ; altri inva-
rianti si trovano studiando il sislema dette forme fondamentali <p 
e <I>. Ma sorgono le domande : 

la) Si trovano cosî tutti gli invarianti proiettivi d'una 
congruenza ? 

(*) Quest'ultimo termine è nullo, come si rieonosce scambiando r con i 
ed s con ed osservando che Asj = AjS, en = — eir. 
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2a) Gli invarianti delle forme <p, <ï> sono anche tutti inva-
rianti délia congruenza ? 

Alla seconda domanda si risponde subito. Le collineazioni e 
le réciprocité, 0 lasciano inalterate le forme <p, <I>, 0 le moltipli-
cano per uno stesso fattore ; in realtà perciô unico invariante 
proiettivo è il loro rapporto. Anche qui possiamo perô introdurre 
coordínate normali, evitando cosí di ricorrere a tale rapporto, 
imponendo a qualche invariante (p. es. a W, se la congruenza 
non è W) di avere qualche valore numérico prefissato a priori. 
Cosï la forma 9 resta determinata ; e ne concludiamo che dalla 
congruenza resta determinata urn geometría métrica (invariante 
per collineazioni) che puô servire a de finiré la distanza di due rette 
délia congruenza, le rigate geodetiche ecc. 

§ 101. — Le equazioni differenziali fondamentali. 

Per rispondere affermativamente alia prima delle domando 
posteci in fine del § 100 bastera dimostrare che, note le forme <p, 
<í>, si puó determinare la congruenza. Troveremo infatti (come per 
i complessi) un sistema di equazioni ai differenziali totali (le con-
dizioni d'integrabilitá delle quali sono nel caso attuale Tanalogo 
delle equazioni di Codazzi nella geometría métrica delle superficie). 
Ci occuperemo per semplicitá soltanto delle congruenze non W 
(per queste si dovrebbe cominciare a scrivere Tequazione del 2o or-
dine, cui soddisfano le p ). Allora le p, pr$ sono linear-
mente indipendenti e potremo perció trovare delle quantitá a, 
Y, o tali che : 

(I) Prst = P + S frsti AijPj + lorttiJAimAJnpmn . 

Moltiplicando per pn e sommando, si trova: 

8PnPr,t = s S fr,ti¿ijPjPn = Trstn 
u 

cioé 
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(1) Yrsij = Ksij . 

Moliplicando per p e sommando si trova 

(2) 0 = S Grstij A i ï ï iAjnamn. 

it j, m, n 

Moltiplicando per pfg (/, 9 = 1, 2) e sommando si trova : 

(3) — S pfg prst = + arstafg + S orstijhmnfgAimAjn — 

î, m, n 

= am«/v + %°r3tijHfí • 
I primi membri sono noti, appena siano date le <p, <£> (*). Otte-
niamo cosi nelle (2) e (3) tenute fisse r, s, precisamente 4 
equazioni lineari nelle orsíl2, orsi22, arst ; il determinante 
delle incognito è il terzo membro di (10) § 100, cioô è W^ 0. Le 
(1), (2) e (3) determinano perciô completamente le equazioni fon-
damentali (I). 

§ 102. — L'elemento lineare proiettivo d'una congruenza. 

Posto, indicando con p (u> v) un fattore di proporzionalità, 

P = P P > si ha (p = p2 (p cioè ars = p2 ars 

(ett = 1, Bir = 0 per i £ r) 

(*) Infatti, essendo prst — Prts combinazione lineare delle , un' es-
pressione Spfgprst e simmetrica in r, s, t, cosi come é simmetrica in g. 
Vi sono perció 8 di queste espressioni distinte tra loro, le quali si determi-
nano súbito dalle equazioni ottenute derivando covariantemente le h„ij = 
= — SprsPij • 
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•Pr. = ?~PrS + arsHAioPa p.+pa^Z + 

ove le prs indicano derívate covariantî di p rispetto a <p. Perciô : 

S {Y>prsdurdus)2 = p 2S ÇLprsdurdus)2 — 

_ 2 S AtoPiPa _ 2 S fa _ 2 J^pA d u d u t 

p2 \p p r 
Cioè 

S dur dus dut duj = p2S Jcrsij dur dus diCiduj + B2y + BQ <p2, 

ove B, (l == 0, 2) sono forme di grado Z, dipendenti dalla p. Dun-
que, se scomponiamo (§ 4 E) 

S du, dut duj 
in una somma 

$ 4 + <P<Ï>2 + f ^ O l 

ove í>r (r = 0, 2, 4) sono forme di grado i, e sono apolari 
alla 9 (*) allora sarà : 

= P2 ? = P2 ? • 

Il rapportG <ï>4 : 9 ¿ ww invariante intrínseco, afjatto análogo a 
quèllo che nella teoría délie superficie abbiamo chiamato V elemento 
lineare proiettivo. 

(*) Si noti che, se a rigate u, v scegliamo le sviluppabili, cosicchè a n = 
= a22 = 0, allora $ 4 = ¿ i m du4 + h2222 dv4, 

g 
$2=2 [¿1112 du2 + ^2221 dv2] :a]2, = —- ¿1122 : a». 
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Se le u, v sono le sviluppabili ed esso vale (¡3du4, -\-ydv4)\dudv, 
noi possiamo, cambiando il fattore p, ridurre le forme <I>4 e 4>0 

aile : 

4>4 = + y dv*) <p2 

e chiamare queste forme normali e le corrispondenti coordi-
nate normali. Questo metodo vale anche per le congruenze TF, 
perché basta ricordare l'equazione delle asintotiche delle falde 
focali qnando a n = a22 = 0 per riconoscere che nelle nostre 
ipotesi (3 Y £ 0 in tutti i casi, anche se la congruenza è W. 

Si noti che le deformazioni proiettive non mutano il prece-
dente rapporto ; infatti, assunte a linee u, v le sviluppabili, e 
supposto che le due congruenze abbiamo comune la forma <p, le puu = 
—Puu+aP) ecc., caratteristiche (cfr. il seg. §) per due congruenze appli-
cabili, dicono che kiiU = hiUi. Da tali equazioni segue perô anche 1cim= 
= k 1122 ; cioô per Y applicabilità proiettiva è inoltre necessario, 
che, scelte le coordinate di retta in guisa che le due congrenze 
abbiano comune la forma <p, non solo i precedenti rapporti abbiano 
valori uguali per le due congruenze, ma che esse abbiano comune 
anche V invariante <ï>0. 

Non ci occupiamo di approfondire questo teorema, perché 
noi studieremo la precedente questione per tutt' altra via, e 
perché, per approfondire il precedente risultato, sarebbe necessario 
studiare le condizioni d'integrabilità delle (I) del § 101. 

Alcune altre osservazioni. 

Nelle applicazioni alla teoría delle superficie Y uso delle coor-
dínate di retta ha un ufficio di solito affatto secondario. Abitualmente 
si ricorre a coordínate di punto e di piano (*). Nella teoría delle con-
gruenze ciô si compie nel modo più semplice usando le coordínate 

(*) Perô recentemente il Thomsen ha trattato la teoria delle superficie 
anche in coordinate di retta. 
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dei fuochi e dei piani focali. Si puó anche ricorrere alie coordí-
nate di un solo fuoco, dando in piü sulla corrisponden^e falda 
fócale il sistema coniugato, immagine delle sviluppabili; e questo il 
método che noi abbiamo giá usato al Cap. Vo. Si potrebbero anche usare 
contemporáneamente le coordínate di un fascio centrale, cioé le coor-
dínate x di un fuoco, e le coordínate £ del piano tangente al-
Valtra falda fócale, e studiare poi le espressioni Sdxd£ e analoghe. 
Si potrebbe anche definire una congruenza pariendo dai due fuochi. 
Se p. es. indichiamo con x ed x i due fuochi e con w, v le svilup-
pabili, si potrebbe p. es. definire con Wilczynski una congruenza 
con equazioni differenziali di cui le prime sarebbero del tipo : 

xu= ax bx xr
v = cx -f ex. 

§ 103. — Applicabilité di complessi e congruenze. 

A) Applicabilité del primo ordine di due complessi. 

Yogliamo ora trattare di alcuni più recenti studii del Carian, 
il quale estese le precedenti definizioni del Fubini anche alia de-
formazione proiettiva (del primo ordine) dei complessi, ed enunció 
senza dimostrazione qualche teorema per la deformazione proiet-
tiva (del secondo ordine) delle congruenze di rette. 

Due complessi O, C luogo rispettivamente délia retta p e 
della retta p', funzioni degli stessi parametri ut (i = 1, 2, 3) (ció 
che stabilisce una corrispondenza tra le rette dei due complessi) 
sono proiettivamente applicabili del primo ordine, se per ogni 
sistema di valori delle ut esiste una collineazione T che porta il 
complesso delle rette pr in un altro complesso C, luogo delle 
rette p, in guisa che per i valori consideran delle u¿ valgono 
uguaglianze del tipo : 

(a) V= PP Pi = oPi + ViP 

ove p, o, ti sono convenienti costanti (che varieranno col variare 

FUBINI e ¿ECH, Lexioni di Geometría proiettivo-differenxiale 38 
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del sistema di valori dati alie ut). Se, come possiamo supporre 
senza nulla togliere alla generalità, la T è unimodulare, ö idén-
ticamente 

Sdp2= Sdp2. 

Ma dalle (a) segue che, per i valori considerati delle u t , è : 

Sd~p2 = o2Sdp2 . 

Quindi, poichè alle u{ possiamo daré un qualunque sistema gene-
rico di valori, sarà idénticamente 

8dp,2= a2Sdp2 

ove o è una funzione delle uit 

Cioe : la condiz. necessaria per V applicab. proiettiva del primo 
ordine di due complessi è che alie rigate sviluppabili delV uno corrù 
spondano rigate sviluppabili delV altro. Dimostreremo che questa 
condizione è anche suficiente. Infatti in tal caso le forme Sdp2 e 
Sdp'2 dei due complessi sono proporzionali, e con una opportuna 
collineazione (*) applicata ad una di essi, potremo renderle uguali : 

d p 
Sarà allora, posto p = p0, p'0 = p', p% = (i = 1, 2, 3) : 

o Ui 
S P i P h = S p [ p U h * = 0, 1, 2, 3). 

Esisterà perciö una trasform. lineare intera omogenea delle p, 
che muta in sé la forma Sp2, e porta i valori delle p¿ (corrispon-
denti a un determinato sistema di valori delle u) nei corrispon-
denti . E questa trasform. definisce appunto una trasform. proiet-
tiva dello spazio ambiente. II problema délia applicabilità proiet-
tiva del prim' ordine di due complessi coincide dunque col pro-
blema délia rappresentabilità conforme di due forme di secondo 
grado in tre differenziali (forme differenziali quadratiche ter-
nario) : problema già studiato e risoluto dal Cartan e dal Pinzi. 

(*) Questa collineazione sulle x, avra un modulo, il cui segno e quello 
di Sdp'2 : Sdp2. Qui con x indichiamo coordinate di punto. 
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B) Applicabilitá proiettiva di due congruenze. (F) 

Per V applicabilitá proiett. del Io ordine di due congruenze 
K, K si trova come sopra la condizione che le forme Sdp2, Sdp'2 

ad esse relative siano proporzionali fra loro, condizione che equi-
vale alFaltra che, trasformando una di esse con una opportuna 
proiettivitá, le due forme Sdp2 e Sdp'2 siano identiche. Quali 
ulteriori condizioni sono necessarie per T applicabilitá proiettiva 
del secondo ordine ? Come sappiamo, bisognerá che per ogni 
sistema di valori delle u¿ esista una collineazione tale, che se essa 
porta Kr nella congruenza K luogo della retta p, allora, per il 
sistema di valori da noi considéralo delle u¿, valgano le: 

l Puu=ePuu+2$Pu+a>P Puv=ePuv + PPv + TPu +bp 

(I) < p= sp 

[ Pvv=ePvv + 2*(P<o+CP P» = SPu+h Pv=*SPv+™P 

con p, Y, a, b, c, Z, m costanti (che pero varieranno al variare 
dei valori dati alie u). La identitá Sdp2 = Sdp'2 da e2 = 1, cioé 
s = + 1 . Mutando le p di segno, se e = — 1, potremo rendere 
c = 1 . 

[Jguaglianze affatto simili si hanno sostituendo alie puu, 
Puv, Pw le derívate co varían ti rispetto alia Sdp2 = Sdp'2 = 
= Sdp2 = 2 arsdurdus; si trova cosi (posto ¡3 = , y =• P2 > 
a = bn, b = b12, c = b22 

(1)M. Prs = Prs +CrsP + $rPs + &Pr 

ove: 

Ora: 
- — d „— — - da,, 1 í f l , , „ 

Spv pmt = -^Spupv — Spupuv= 2" = SPvP*« 
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perché K e K hanno gli stessi coefficienti ars. Percio, nel punto 
considérate, si avrá in virtü delle (1): 

(2) — m a n + 2 p a 1 2 = 0 e símilmente —la22 + 2 ya12 = 0 . 

— 1 Sa2o 0 . . 
Cosi: 8 p v puv = — - ^ - - = ^ S p v p u v donde: 

! P a 2 2 + Y a n — raa12 = 0 e símilmente : 

T a n + P«22 — = 0 -

Infine, poiché la differenza h1122 — hí212 dipende soltanto dalla 
curvatura di 

£ ars dur dus 

e percio ha valori uguali per le due congruenze, sará ancora in 
virtü delle (l)big 

( 2 ) t e r ZArS(Vr$s + crs) = 0 . 

Eliminando Z, m dalle (2) e (2)bis si ha : 

«11 (P«22 + Y«ll) = 2pa?S «22 (P«22 + T«n) = 2y«i2 

cioé : a12 (a22 p — an 7) = 0 . 

Dunque : se a32 £ 0 , sará : 

a 2 2 p==a n Y donde: 2 p a n a 2 2 = 2 pa?2, 2*(ana22 = a¡2, 

cioé, essendo nelle nostre ipotesi an a22 — a\2 0 , per le (2), 
(2)m., (2)tw 

(3) (se a12± 0) p = Y = ° > l = m = 0 , 2 M r s c r s = 0 . 

Se invece fosse a i a = 0 si troverebbe: 
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Y «a = — ß«22 ? Z = m = 0 (perché axla22 £ 0) oltre alla (2)ter. 

Se an = a22 = 0, se cioè assumiamo a rigate u, v le sviluppabili 
delle due congruenze che necessariamente si corrispondono, le 
(3) danno : 

(4) a u == a22 = ß = y = l = m = c12 = b12 = 0 

e le (1) diventano sernplicemente : 

ÍP - P , Pu = Pu , Pv = Pv _ 

P««=Puu + »P> Pwo^Puv, Pvv=Pvv + Cp. 
Se noi ci muoviamo nella direzione du : rife (di spazio rigato) le 
rette lungo cui si muovono i fuochi, o rotano i piani focali costi-
tuiscono due coppie di rette, ciascuna delle quali è determinata 
(§ 99 A) come quella coppia di rette, che è intersezione di certi 
4 complessi lineari. Basta osservare le formóle precedenti per rico-
noscere che il sistema lineare oo3 determinato da questi 4 com-
plessi relativi ad una congruenza coincide col sistema lineare analogo 
relativo alla seconda congruenza, che cioè corrispondentemente alla 
direzione du : dv di spazio rigato, i fuochi délia K e quelli délia K 
si muovono in una stessa direzione cosi corne i piani focali di IL e 
e quelli délia K rotano intorno alla stessa direzione. Dal che segue 
anche in particolare (come si potrebbe anche dedurre dalle for-
mole (6) del § 99) che ai sistemi coniugati di una falda focale di K 
corrispondono sistemi coniugati délia falda omologa di K ; cioè 
che le falde focali di K sono tangenti alle falde omologhe di K e 
che le asintotiche delle falde focali di K corrispondono aile asinto-
tiche delle falde omologhe di K. 

du 
Supponiamo ora viceversa che per ogni valore di — le rette 

in cui cominciano a muoversi i fuochi od a rotare i piani focali 
siano le stesse rette sia per la congruenza K che per K, e siano 
soddisfatte le 

(6) P = P , Pu — Pu + l p i ~Pv =Pv +mp • 
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Allora i citati due sistemi lineari di oo3 complessi relatiyi a K 
coincidono coi sistemi lineari omologhi relativi a K. Se 1 e u, v 
sono per es. le sviluppabili, qnesti sistemi lineari sono uno 
quello definito dai complessi p, pu, pv) puudu + puvdv = dpu, l'altro 
quello definito dai complessi p, p„, pv, dpv. Affinché sia soddi-
sfatta la nostra ipotesi dovranno dunque valere (per il sistema di 
valori Ui da noi considerato) le: 

ove a, i, ecc. sono opportune costanti. 
Poiché a12 = — Sppuv = — 8 p puv, dovrá essere r = 1. 

Con ragionamenti analoghi ai precedenti dalla 8 pu puv = 0 = 
= S pupUv si trae : V a12 — l a12 = 0, cioe l = V e analogamente 
m, — m'. 

Dalla Spu puu = ÜPuVuu = 0 si trae ¿ = 0, e analogamente tf = 0 

» S PnPvv = SVnVvv » » *' = 0, » > « = 0 

» 1̂122 1̂212 = 1̂122 ^ 12.12 ^ r a e infilie I 

cosicché, le equazioni da aggiungere alie (6) sono le: 

(7) l>uu = Puu+ap l>uv = Puv + rnpu+lpv + lmp 

Le (6), (7) coincidono con le (5), se í = m = 0. Dunque: 
La coincidenza delle sopra cítate rette su cui si muovono i fuochi, 
e di quelle attorno a cui ruotano i piani focali per la congruenza K 

Puu = rPuu + SPu + tPv + «P 

Puv = rp»v + ™'Pu + l'Pv + bp 

Pvv = rPvv + t'Pu + s'Pv + 

Pvv = Pvv + CP . 



H 103, C¡ COMPLESSI E CONORÜENZE DI RETTE 5 8 7 

e per una conveniente trasformata proiettiva K di K', è condizione 
necessaria e suficiente per V applicabilité proiettiva di K, K', quando 
si suppongono soddisfatte le p = p, p» = p». 

C) Studio delle falde focali di congruenze applicabili 
(del secondo ordine). 

Supporremo qui le sviluppabili u = cost., v = cost. reali, 
laseiando al lettore la facile estensione al caso di congruenze con 
sviluppabili complesse. 

Sia x un fuoco di una retta generica p della congruenza K; 
esso generi una superficie S ; sia 

(8) p= (xx¿) (w, v essendo le sviluppabili). 

Se x' è il fuoco omologo della retta p/ corrispondente alla p nella 
congruenza K\ le asintotiche della superficie S' luogo di x' cor-
risponderanno alie asintotiche della superficie 3 luogo di x ; e 
noi potremo normare le xr in guisa che 

Restera nelle x' soltanto una indeterminazione di segno, e sarà : 

( 9 ) (x'x'ux'véP x') == (xxuxvd2x) . 

pr = R (x
f x'v) (E = funzione di u, v). 

Posto 

(10) 
xuv =Mxu-\-Qxv+p12x (cosa lecita, perché u, v sono coniugate) 

= M'x'u + Q'< + p[%x , '«u 

si avrà : 

(11) p. = (»„ + «*, xv — Mx) Vv^{xxm) 

SPuPv = xvXm) = (a;' x'ux'0x'„) . 
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Confrontando con Sp'up'v) che, per le precedenti ipotesi, è uguale a 
SPuVv) se ne deduce R2 = 1, cioè R = + 1. Porremo R — a> = 
= + 1, scrivendo : 

(12) p' = <»{x'x'v) (co = + 1). 

Ora per ogni sistema di valori delle u, v deve esistere una 
proiettività unimodulare che porta il punto x' nel punto x = x, 
una retta tangente ad 8' nella tangente omologa di le coordí-
nate p nelle p, le p'u e p'v nelle pu, pv. Indicando col simbolo = 
due quantità che si corrispondano in taie proiettività, dovrà dunque 
essere per i valor i œnsiderati ddle u, v : 

(13) x' = rx xÚ = gx„-\-\x x'v = axv-j-zx 

S p = (O (xx'v) = 

p'u = (o («' <v) + (0 « <) == (s + (zw O 

p'v = (0 (»'»w) = . 

Poichè da (13) si ha da (14) si deduce: 

(15) (ûra = 1 cioè o> = ra = + 1 . 

Se è x'vv= xvv, cioè se xvv sono le quantità omologhe ad x'vv 

d2 ~x 
nella nostra collineazione (cioè sono i valori di nel punto 

considérate calcolati per la superficie S trasformata di 8' nella 
collineazione) sarà (nel punto considerato) per P ultima delle (14): 

<0 («' x'w) = tóí* (XXW) = 
ossia 

eu 
= + n x (n = conveniente parametro) 

donde : 

(x1 x'ux'v x'vv) =ÎÛO2 (a;xu xvxvv) 

e per la (9) : oo a2 = 1, a = + 1, <o = 1 . 
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Cambiando eventualmente il segno delle x\ che abbiamo osservato 
essere non ancora determinate di segno, potremo rendere a = 1, 
e quindi per (15) 

a) = a = r = 1 . 

Quella delle (14) che corrisponde a p'u diventa, se la nostra colli-
neazione porta x'uv in xuv 

Xuv) + w
 ixu + X a , xv + \ix) = (x xuv) + (xu xv) 

cioé: 

( ü ) — 1 ) (x„xv) + X(0 (x xv) + [1(0 (xu &) + (», xuv — xuv) = O 

(to — 1 ) {xuxv) + ( x , \toXv — Xtí)Xu + xuv — xuv) = O . 

Donde si ricava, oltre che di nuovo to = 1, anche la: 

Xuv == X uv = Xuv -f- X xn — X xv -f- p X . 

Da (10), (13) si trae, perneado 8M = M ' — M , 8Q = Q' — Q 
e analoghe: 

*«» = M' {xu + X») + Q' (»„ + t í a ) - f p[»x = xuv + x J j M + 

+ xJQ + x($p12+Mr\ + Q'}}<). 

Confrontando con la precedente si trae: T = 5M, X = —8Q 
e infine 

P = + M'\ + Q'\i. = 8plz + Q8M— MSQ. 

Cosicché in conclusione le nostre formóle sono (per il considéralo 
sistema di valori delle u, \) 

x =x x'u = xu — x8Q x'v = xv + x8M 
(16) 

*;,=*„+»* x'uv=xuv+xnBM+ xv8Q+ x(Spn+Q8M—M8Q). 
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Nel seguito sottintenderemo sovente che le nostre formóle valgono 
solo per i considerati valori delle u} v. 

Dovremo ora trovare sotto quali condizioni avviene che, 
dando alie u, v gli incrementi du, dv, il secondo fuoco 

( 1 7 ) ®í = x ' v — M ' x non si confonda con x[= ^ 
du 

délia congruenza K! si sposti lungo una retta, che nella nostra 
collineazione è trasformata délia retta lungo cui si sposta il 
secondo fuoco 

(18) Xl = xv — Mx 

délia congruenza K, insieme alla proprietà analoga per il secondo 
piano focale. 

La (17) dà per le (16) 

xi = xv + xôM — M'x = (xv + x ôM) — (M+ 8M) x = 

= xv — M x = xx 

cioè (per i conaiderati valori delle u, v) 

(19) x[ =S ^ . 

Ora valgono le : 

dx-, 

xuv — Mux — M xu = Qxv + (p12 — Mu)x; 

= xvv —M vx — Mxv 

insieme aile analoghe per x[u, x[v. La condizione sopra enunciata 
per i fuochi si enuncia dicendo che esistono dei parametri ¿2, 
L, T tali che 

Rx[u + Lx[ = Rx[v + Tx[ = xlv. 

La prima dice che : 
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R < + (Vn — K ) + Lx[ = Qxv + (p12 — JfO x 

la quale, per le 
xf = x, x'v = xv + xd P, 

equivale alla : 

B(Q+ SQ) xv+x[R(Q+ 8Q) 8 Jf + Bp[2 — * J f i ] + 

+ — ¿fa) + (Pi2 — J t f J®. 

Le seconda equivale similmente alla : 

B(xvv + vx) — M'vx — M' {xv + x8M) + Txv — TPx = 

+ xw — Mvx — Mxv. 

Confrontando in questa i termini in xvv si trae ¿2 = 1. Confron-
tando poi gli altri termini nella seconda e nella prima equazione 
trovata si ha : 

T — 8M = ti n = $MV + M'ÔM + M8M = 8MV + S (M2) 

L = — 8Q = X (Q + 8Ç) S M + Sp12 — 8Jf„ + M 8Q = 0 . 

cioè fper ¿ considerati valori dette u, y) 

(20) x[u — x[dQ = xlu x[v + x[ 8M s= 

(21) n = 8 J i v + S(J/2) 

(I) 8(M(3 + p 1 2 - i f i J = 0 . 

Le (19) e (20) sono affatto analoghe aile prime delle (16) ; la 
(21) determina n. 

La relazione piû importante è la (I) ; essa dice che le equa-
zioni (10) di Laplace relative al nostro sistema coniugato per le due 
superficie S ed S' hanno uguale il primo invariante (per il sistema 
considerato di valori delle u, v). Si noti che le equazioni (10) sono 
relative alie coordínate di punto (F). 
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D) Continuazione. - Formole duali delle preceden ti. 

Riassumendo noi abbiamo con le (16), (21) e (I) tenuto 
conto delle p' = p, p[ = Pi, e del fatto che nella nostra collinea-
zione si corrispondono le rette lungo cui cominciano a muoversi 
i fuochi x, xx ed x\ x[ quando le u, v ricevono gli incrementi 
du, dv. Per trovare tutte le condizioni affinchè le congruenze 
siano proiettivamente applicabili, bastera trovare quando nella 
nostra collineazione si corrispondono le rette intorno a cui comin-
ciano a rotare i piani focali. 

Osserviamo a tal fine che le rette (£, çu) ed (x, xv) coinci-
dono, e che il rapporto delle (£, £u) alie omóloghe (x xv), dipen-
dendo soltanto dalle a r s, è idénticamente uguale al rapporto delle 
(É'êù) alie omologhe (x' x'v). Percio, posto p = potremo ragio-
nare su queste come prima sulle (xxv). E allora, per dualità, noi 
possiamo senz'altro prevedere il risultàto finale. Ma, per essere 
completi e perché sia ben chiaro il tutto, preferiamo trovare tale 
risultàto per via diretta. Dobbiamo dunque ricercare le rette attorno 
a cui ruotano i piani focali quando le u, v ricevono gli incre-
menti du, dv. I piani focali tangenti ad S, S' ruotano attorno 
aile tangenti aile S, S' coniugate delle rette su cui cominciano 
a muoversi i fuochi x, x ; la nostra condizione è quindi certo 
soddisfatta per tali piani perché su S, S' si corrispondono asin-
totiche e sistemi coniugati. La condizione relativa ai secondi piani 
focali sarà pure soddisfatta in modo analogo allora soltanto che 
anche Sx ed S[ si corrispondano con conservazione delle asinto-
tiche (e quindi anche dei sistemi coniugati). Scriviamo dunque 
questa condizione. 

Le coordinate ê, ê' sono date da 

1 

£ = y = xv) e analoghe per g' == S . 

Yarranno equazioni del tipo : 
( 1 0 ) b i s L v = S« + * + « l a É , C = & + %' Si + wis S ' . 



[ § 1 0 0 , Cl COMPLESSI E CONGRUENZE DI RETTE 5 9 3 

La tooria delle superficie insegna che M + ^ , Q + x dipeudono 
solo dai simboli di Christoffel per la forma F2 comune ad S, S\ 
Perciô \l + M ex + Q sono rispettivamente uguali a -f- M', 
x' + Q\ Posto S {JL = p/ — e analoghe, sarà cosi : 

(10)ter 8(L = — 8 M Sx = — 8 Q. 

Poichè, se T£', ecc. šono i trasformati di ^ ecc. me-
diante la nostra collineazione : 

0 = S&z- = S (TQ (T x') = Sx (T£u), 0=Sxiu — 

- a n = < = 2 1 « ) = S(TQ(xu-xSQ)= Sx»{TQ -

an = S xi> 
sarà 

Sx [ ( n i ) - y = o , s x u u r o - e j = o 

e analogamente S [(T — £M] = 0 ; 

sarà perciô : 

5Tťu=6t. + aiS ossia & == 6« + 04 É , £v = iv + * 2 i . 

Si tratta di determinare ed a2 ; a tal fine si noti che l'iden-
tità dei coefficienti ars délia F2 per S ed S' pro vano che 

S & + axî) {xvv -\-nx)—S{tv + «2i)(xuv + xu8M + xv8Q + 

+ * [S Vn + Q 8 M - M 8 Q1 ) = S {T Q (T x'„) - S [T í[) (T x'uv) = 

— r ' — SÉ' — d a 2 2 — gž*12 — «f r a; 
O Sw V̂V ° ^UV ^^ ^^ " W «¿'-yu ^ Su «A'iiV • 

Se ne deduce a1 = — SQ e similmente a2 = S l f , donde (nel 
punto considerato) : 

(16)bi, & = L - i 8 Q Si = ëi, + 6 8 Jtf (oltre alla 6' = 6) -

Dalle (10)Mi e (10)ter si deduce poi : 
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(16)ter C == C — Jf — 6,8« + (ii8* - - + 8iclf) 6 . 

Posto al solito 2 X = A2 x = — + — ce22 si ha : 
a n «22 

SXZi= 0 ; quindi — S^x^ + -Ls6 i® w 
«11 «22 

ha un valore dipendente solo dalle e perciô ha lo stesso valore 
sulle due superficie. Poichè 

S 6 i ^ = S(T6Î) {Tx'vv) = S (6,+ a,6)(*w + nx) = Sixw+*ia22, 

se ne deduce che 

S%x'uu = S(T6') ( T O = 5 (6, + a,6) ( T ^ = - a , a u . 

Perciô : 

S % 6UU ̂  «11 ^ J 

— 8a>xx 9g/ g' — g a n <?£ a; — 

— a u S Q ~ S» t t6uu — « u 8 « . 

Cosï 

5 xv 6UW = — S 6L = ^ S (T 6m) (T = 

d(p*-Sluxnv + an8M = Sxviu»+ an8M . èu 

In conclusions : 

5 ( * , + <xtx) $ „ „ = S s , U + a , o u = 5 x\i'uu= S(zt + a , » ) ( T Q 
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•5x'ťuu — Sx ( T = SX£„„ , 
ossia : 

Sx{T^u - iuu) = 0 5 & + a*) ( T C - = 0 . 

Perciö : 

(16 ) q U ater T = + V S OSSÍa ť u n = + V £ , 

dove v è un paramétra che calcoleremo ben presto. 
Le ( 1 6 ) b l a , ( 1 6 ) t e r , ( 1 6 ) , l u a t e r sono le formóle duali delle ( 1 6 ) . 

Le due seconde falde focali sono inviluppate dai piani 

= €i = 6 1 — x ' r . 

Valgono le : 

& = <t' -*'£ = ¿ c + - o r = jfc'e« + 

= 6i» + €»«1«. + € (8*ia - V-'tQ — 8*») = 

= + 5!8n+ €(8*M +*8(i + li'8x —8*,) 

cioè 

(20)ble & = + êx 8 + 4 (8 «M + 8 [x ji] - S xv) 

e le 

= iL — < í ' — *' & = a„„ + v S — - *' (S„ — 6 8(2) = 

= S l i t - S „ 8 x + ê ( + v - 8 x ; + x'8<2) = 

= Êi« — a x 8 x - S ( x 8 x — x ' 8 0 - v + 8 < ) 
cioè 

(20)ter 4L = ê,. — 4! 8 X + ? (v 8 [x2 + x j ) . 
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Le (20)bis e (20)ter sono duali delle (20). Le equazioni delle 
asintotiche salle due falde focali si ottengono annullando 

S {i[udu + (x'iudu + x'ivdv) e analoga in x±. 

Poichè nella prima aile x u possiamo sostituire 
TêL e analoghe, otterremo per le formole precedenti che la dif-
ferenza di queste due forme è : 

j(v — S [X2 + < ] ) du + 8 (TT12 + x^ — xv) dv\ X 

XS(txiudu + i&l9dv) (*) 
ove : 

s (4«lu) = —Sxi in = 0 S (ixlv) = — S X x i v = a22. 

Taie differenza è pertanto 

A 2 2 i(v — s [ X 2 + < ] ) du + 8 ( Î C 1 2 + X [ 1 — xv) dv\ dv. 

Essendo le u, v coniugate anche sulle seconde falde focali, sarà : 

(21)bis v = S (x2 + < ) 

che ci dà la v con una formola duale délia (21), che dava n. 
Si avrà dunque corrispondenza delle asintotiche sulle seconde 

falde focali soltanto se 

(II) 3 (^2 + ^ — 0 = 0 , 

formola duale délia (I). Questa formola, insieme aile precedenti, 
si poteva anche ottenere, come già dicemmo, ripetendo i prece-
denti ragionamenti, già svolti per le coor'dinate x ed x' di punto, 
per le coordinate di piano tangente. L'uguaglianza degli in-
varianti (p12 + QM — Mu) e (tc12 + — *«) è anche sufficiente 
per F applicabilità proiettiva delle due congruenze. In tal caso la 

(*) Si ricordi che S g xt = S xi = S X\u = S X\ v = 0 . 
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collineazione T che porta x\ x'u, x'v, x'vv in x, xu — xSQ, 
+ + »8 (iív + M'2) é unimodulare perché (x'x'ux'vz'vv) = 

) . I calcoli precedenti dimostrano che la T porta 
ciascuna falda fócale di Kr iu una superficie S tale che una dire-
zione tracciata su S ed uscente dal punto assegnato coincide con 
la direzione omologa della corrispondente falda fócale di 2L Poiché 
valgono poi le p = p!, pt = p¡, segue appunto che K, K' sono 
applicabili. 

Possiamo adunque asserire: Gondizione necessaria e suficiente 
per V applicabilitá proiettiva di due congruenze (del 2o ordine) é 
che le asintotiche di una prima falda fócale delV una corrispondano 
alie asintotiche della falda fócale omologa delV altray e che su tali 
falde il sistema coniugato delle sviluppabili abbia p. es. lo stesso 
primo invariante per la corrispondente equazione di Laplace relativa 
alie coordínate di punto, e lo stesso secondo invariante per V equa-
zione di Laplace relativa alie coordínate di piano tangente. 

Naturalmente si corrisponderanno anche le asintotiche delle 
seconde falde focali. 

E) Trasformazione delle precedenti condizioni. 

Di piü notiamo che, per note proprietá degli invarianti di 
una equazione di Laplace, il precedente teorema lascia completa-
mente indeterminato il fattore di proporzionalitá per le coordínate 
di punto e di piano tangente delle considérate falde focali. Se esse 
sono scelte nel modo sopra citato, si osservi che, oltre alie 

—(W-S- + 
valgono le: 

/ 1 2 \ _ ®121 ( 12\ «122 • 
l ] \ 2 J a22 ' 

sostituendo alia (II) la differenza ottenuta sottraendola dalla (I), 

si otterrá essendo 8 = 0 perché ars = a'rs: 

FuBim e CBCH, Lexioni di Geometría proUUbvo-cliff'erm%iat3. 39 
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Ora essendo a12 = 0 le (11) del§ 14 B dicono, ricordando le rela-
zioni di coniugio, che : 

^1121 1112 ^2221 "1112 
7 C 1 2 — plt = = = 

a u a22 an 

_ 1 (<><h22 3 a logan 3 dlogq22 \ 
ó¡¡ \~5m 2 ôïT~ 122 _ T T T " 222 

1 (daul 3 3 loga» 3 d log«22 „ \ 
~~ ^ ^ 2" ~ ~ 1 1 1 ~ T °1 1 2 / 

ossia : 

(22) = - — - — • 

Sostituendo a TC12 — p12 questo valore, la formola precedente 
diventa : 

- 0 - (8«m)w - a - (SaUJ), - 8 M - S N + 
a22 a l l \a22/u \allJv 

J L g a l l S a l l l « _L ga22 Sg222 _ Q 
an ôv an a22 du a22 

ossia : 
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(23) 8 + 8 fell) = 0 . 
\ «22 V «11 /v 

Dun que : Alia identitá (II) dei due invarianti per V equazione di 
Laplace relativa alie coordinate di piano tangente si potrá sostituire 
la (23), che contiene solo coefficienti delV elemento lineare proiettivo 
ed é quindi idénticamente soddisfatta se le falde focáli S ed S' sono 
proiettivamente applicabili. 

Notiamo un'altra forma che si puó dare a (23) per le rela-
zioni di coniugio: 

8 í^m) + § = 0 
\an/u \ «22 /v 

ossia: 

ossia: 
(24) S (Mu + Q V )= 0 . 

Riferendoci dunque alie sole equazioni (10) in coordinate di 
punto possiamo dire: 

Due congruenze sono proiettivamente applicabili se p. es. le 
prime falde focáli si corrispondono con conservazione delle asintotiche, 
cosicché si possa supporre che esse abbiano uguale forma P 2 ; e 
se le equazioni di Laplace (10) per le coordinate di punto rispetto 
al sistema coniugato determinato dalle sviluppabili abbiano uguali 
primi invarianti ed eguali valori di Mu + Qv. 

Non riesce poi difficile del resto verificare che solo in tal 
caso le p = (xxv) soddisfano a tutte Je condizioni (5). 

F) II caso singolare di Cartan. 

La rigata du: dv = L ha nel punto x + p^i il piano tan-
gente S" determinato dalle: 

H + 122 

«22. 
= 0 

s r ® = 5 e " * i = o 
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Quindi 

ove 

Si" (Lx„ + « + pS4" (Lxlu H- xlv) = 0. 

S" = i + gL >u 

— nLan + pS(£ -¡- OÊu) xw= 0 
ossia 

— oLalx + pa22 — po 

Dunque, se 8a221 = 0 , taie piano tangente è lo stesso per 
rigate omologhe. L'uguaglianza degli invarianti dà poi Sa222 = 0. 

Dunque : Se le falde focali omologhe delle due congruenze sono 
proiettivamente applicabili, rigate omologhe delle due congruenze hanno 
in punti omologhi due piani tangenti che si corrispondono nella col-
lineazione che porta una delle due congruenze in una terza con-
gruenza, che ha un contâtto di secondo ordine con V allra delle con-
gruenze assegnate. 

G) Nuova trasformazione delle precedenti condizioni. 

Date le superficie S, S' vogliamo vedere se esse possono 
essere falde focali di congruenze applicabili. I precedenti risultati 
non si possono applicare senz'altro, se non si conoscono le linee 
corrispondenti aile sviluppabili. 

Yariando le precedenti notazioni, siano u, v le asintotiche 
delle S, 5', che necessariamente si corrispondono ; e sia du — 
— pdv = 0 Tequazione delle linee inviluppate sulle 5, S' dalle 
sviluppabili delle congruenze. Per i risultati del § 17 C, avremo che : 
Le S, S' sono falde focali di due congruenze applicabili, se su di 
esse si corrispondono le asintotiche u, v, e se esiste una funzione p 
(u, v) tale che sulle due superficie le due quantità : 

(25) 

e 
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ip2 L + p P i t _ p2p2 + 2 ¡3p„) + 

abbiano uguali valori. In tal caso le nostre congruenze sono quelle 
formate dalle tangenti alie linee du — p d y = 0 delle due super-
ficie S, S'. 

H) Il caso singolare. 

TJn caso particolare notevole si ottiene (Cfr. F) supponendo 
che le due superficie S, Sr siano proiettivamente applicabili, 
ossia abbiano uguali p, Y- Allora la condizione (25) ô soddisfatta 

du 

qualunque sia la p. E per le linee — = p inviluppate sulle su-

perficie dai raggi délia congruenza si ha : 
p28L— 8M = 0 , ossia du2 (8L) — dv2 (8M) = 0 . 

Non potendo essere p = 0, oo, sarà 8L^ 0, 8M £ 0 e, come segue 
dal § 16 D, potremo perciô rendere, mutando i parametri delle 
u, v, 8L = 8 M = 1. Dovrà essere allora pv = ; e le nostre 
linee saranno le u + v = cost, le quali formano un sistema 
coniugato R. Si ha dunque il caso particolare già enunciato dal 
Cartan (che lo ha chiamato il caso singolare) senza alcuna dimo-
strazione : Una classe di congruenze applicabili si trova scegliendo 
due superficie R applicabili, e tirando le tangenti alV uno od al-
V altro dei due sistemi di linee che su di esse formano un sistema 
coniugato R. Questo caso è anche dal nostro punto di vista singo-
lare, perché soltanto per esso la condizione relativa a (25) è sod-
disfatta idénticamente (qualunque sia p). Questo caso si puô anche 
caratterizzare corne il caso delle congruenze W, le cui trasformate 
di Laplace sono ancora congruenze TF, oppure con la proprietà 
geometrica enunciata in F. 

Tranne Y enunciato del Cartan che una congruenza è in gene-
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rale proiettivamente indeformabile del 2o ordine, e che le con-
gruenze deformabili (le precedenti escluse) dipendono da una fun-
zione arbitraria di due variabili, non si ha finora alcuna ricerca 
sulle classi di superficie S, S' che si trovano nelle condizioni 
sopra enuncíate. 

I) Altra deduzione delle formole precedenti. 

Le íormole ottenute in G si possono naturalmente dedurre 
direttamente, assumendo fin da principio coordínate asintotiche 
u, v sulle nostre due superficie, ed applicando le formole del § 41 
del Cap V. Abbiano le due superficie la stessa a12 = eQ, e 
"siano : 

i , = px + 2 (Axu + Bxv) x¡ = JI/V + 2(A'x'u + 5V v ) 

i secondi fuochi delle nostre due congruenze, dove ¡i è dato dalla (2) 
del citato §, e p/ è la quantità analoga calcolata per la seconda 
superficie. Sarà A : B = p. Si vede fácilmente che la proiettività 
che porta la congruenza K' in una congruenza K che ha il voluto 
contatto con K deve portare x' in x, la retta (xr x'u) in (xxu) , 
ecc. ; e che più precisamente si ha (con conveniente scelta delle 
coordínate omogenee) (cfr. le (5) del § 103) 

x = x x'u = xu -\-lx xv = xv-\-mx 

x'uv==xuv+ Ax + mxu + lxv ove 21 + = 2 m + JL ST = 0. 

Esprimendo che al variare di dv: du i fuochi xx ed x[ si muo-
vono in una stessa direzione, che cioè x[ = xx, R x[u + S x'v = xlu, 
Rx'lv-\- Tx[ = xlv, si trova eliminando A, R, 8, T che : 

— T 4 * ^ + + + 1 (í* + 8 i* + 

+ 2 Au + 2Abu) + 2m (Bu + A p + ¿8p) 
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+ 2Bv + 2BQv) + 2l(Av + Bf + i í S f ) ] . 

Sostituendo a |i, Í, m i loro valori, osservando che : 

A 2 132 
8 lt = - g - 8 p + T 8 ï , 

la precedente condizione diventa per le (5) del § 16 : 

0 = 2 ¿ * 8 í u + ~ 8 p „ - 2 ¿ » 8 p , + 

Bz 

-2Bnq¡&- - j 8'(v+ 2B*8 ï t t + 

La condizione analoga per i piani focali si ottiene semplicemente 
mutando p, 7, B in — p, — 7, — B. Potremo dunque annullare 
separatamente quei termini délia formóla precedente che con tale 
cambiamento mutano di segno e quelli che restaño immutati. 

I primi danno : 

+ Sp — 2 ^ 8 ^ + 

+ 5 2 ( 2 8 7 . - 2 ^ 8 7 + 2 ^ 8 7 ) = = 0 



6 0 4 CÁPITOLO UNDICESIMO [§ 1 0 3 , ZJ 

ossia, poichè A : B — p, si ritrova la condizione che (25)bls ha 
Tiguali valori sulle due superficie. 

Dai termini che restaño immutati di segno si ritrova che : 

( 2 q u + p + 2 p P w - - y p a p 2 ) + 

ha uguali valori sulle due superficie. Si ritrova cioè la condizione 
relativa a (26). 
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