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Caprroro XII.

INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA
PROIETTIVO - DIFFERENZIALE NEGLI IPERSPAZI.

§ 104. — Le forme fondamentali delle ipersuperficie.

4) Preliminari geometrici. (F)

Riprendiamo gli stessi metodi che ci hanno servito per le-
superficie. In uno spazio 8,,; ad » 4 1 dimensioni siano =z,
Yy..., t un sistema di n 4 2 coordinate omognee; talvolta por-
remo la prima di esse uguale ad 1, le » successive a z,, ¥,,...,
z,, Vultima a 2. Le z; e la z costituiranno un sistema di » 4 1
coordinate non omogenee. Sia data una ipersuperficie V, ; senza
limitare la generalitd potremo supporre che z = 0 sia 1’iperpiano
tangente nel punto O generico z; = #, = ... =2, =0. A meno
di termini del quart’ordine varrd uno sviluppo:

2= P, (2) + Py (0),

ove P; & (per ¢ = 2, 3) un polinomio omogeneo di grado ¢ nelle .
La P, =0 definisce le direzioni lungo le quali 1’iperpiano tan-
gente incontra V,; direzioni che pertanto formano un cono qua-
drico, detto cono asintotico. Le quadriche di S,y,, la cui inter-
sezione con V, ha in O un cono di terzo grado di direzioni tan-
genti, sono le quadriche la cui equazione & del tipo:

z2— Py, 4+2z(hz+ P) =0, ove P=23Xhx, (h, h; = cost.).
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I1 cono cubico di direzioni tangenti in O alla quadrica ed a V, &

Py+P,P=0.

Vi sono oo di questi coni dipendenti dalle costanti A. Se il
discriminante 4 di P, & diverso da zero, ve ne & tra essi uno e
uno solo (cfr. Introd. § 4 B) apolare o coniugato a P,.

Ponendo t=P,, § = x,P,, nello spazio =, ad n dimen-

sioni, ove le &, t© sono coordinate omogenee si trova una ipersu-
perficie W di terzo grado con punto doppio; il cono tangente nel
punto doppio di W & I’'immagine del cono asintoto; le sezioni
iperpiane I’immagine dei coni cubici precedenti, la sezione prin-
cipale 1’ immagine del cono cubico apolare al cono asintoto.
" Se A =20, potremmo talvolta al cono cubico apolare a P,
sostituire un altro cono definito pure in modo invariante; p. es.
se n = 3 sostituire ad esso il cono immagine di quella sezione
piana di W che passa per due delle rette di W, che escono dal
punto #, =2, =... =2,= 0. Ma tale considerazione intro-
duce degli irrazionali.

B) Formole fondamentali. (F)

Passiamo al lato analitico della trattazione; supponiamo le
%, Y,..., t funzioni di » parametri w,, uy,..., w,, e, per ora,
indichiamo provvisoriamente con indici apposti alle , y,... le
loro derivate.

Poniamo :

— 2
Fy =k, 2, 23,00, %, d?)

® Py = A(x, z;, 25,..., ®,, d37) — —:2)’- dF, .

‘Come nel caso delle superficie si prova che F,= 0 & I’equa-
zione del cono asintotico e che ®; =0 & 1’equazione di uno
dei citati coni cubici (variabile con A e col fattore per cui si
-moltiplicano le coordinate omogenee). Tra questi coni cubici quello
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1
n42
VIBI

apolare ad F, si trova, come ora proveremo, ponendo A =
se B & il discriminante di
(=, 1, Tgy...y @, d2z) = Bb,du.du,.
Posto B,, uguale al compl. algebrico di b,, in B, diviso per B, e
®; = AXb,,,du,du,du,,

si avra in tale ipotesi

_ 1 abﬂ abrt ab“
b= (xxl Ty oo a:,,xm)—— _2"' (aut + du, + aur) +
1 dlog B dlog B dlog B)
HEIE) ( " Tou T e T )
¢ quindi

ob, re\ 1 dlogB
z Brsbrn =r,sz“ [(wxlxz"'x"xr‘")— ‘}—E:( )+_§~ aiz !

s 0 u \r

ove <rrt> sono i simboli di Christoffel di seconda specie per la
2b,.du.du,. Gli ultimi due termini del secondo membro si elidono;

basterd dunque provare che & nullo il primo, cioé che & nullo

(2) 2‘ z Br: (il' Tyooe By %y xi-\\—l e Xy xrt)
i s

Ora, se X, Y... & un sistema di quantita tali che (zz;...2,X)=1,
dalla definizione delle b,, segue che valgono delle formole

Zys =b,X + Pors +Z.vrijja
J

ove le p, v sono quantitd che ora non ci interessano. Pertanto la
(2) vale
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%2 B, '_visibrz — bi:Vm] =2 (Viy — Vi) = 0 )
g

irs

come si doveva provare.

Il valore della forma &, corrispondente a questo valore di A si
indichera con Fg In generale ogni altro valore di ®, differisce
da Fg per il prodotto di F, per una forma di primo grado. Ma.

nie_
noi intenderemo sempre di aver fissato - = YIB| .
E porremo

1 .
F,= Sa, du,du, = ——=— (£ 2;...2,d%)

@3) ~ V4]
) Py = 2a,,du, du, du,

1
ove A & il discriminante di F,, e quindi A = _V:

Le forme F,, F3 sono determinate dalla ipersuperficie i
modo impropriamente intrinseco (perché cambiando e soltanto di
segno per trasformazioni sulle u, a Iacobiano negativo) e invariante
per collineazioni a modulo 1. Le collineazioni a modulo — 1 le
cambiano di segno; quelle moltiplicative le moltiplicano per uno

oy . - . 3 F3 - . . -
stesso fattore positivo, cosicchd in ogni caso == & infrinseco in-

F 2
variante o riceve il nome di elemento linearc proiettivo,
n+2
Notiamo che, se n & dispari, alla }|B| potremo sostituire
n+2
la YB , senza timore di introdurre quantiti immaginarie nel

caso di ipersuperficie reali.

Invece di considerare la ipersuperficie come luogo di punti
la possiamo anche considerare come inviluppo di iperspazi &,
Tye.., T, ciod degli iperpiani tali che:

4) Sgx =8fx;= 0 e pertanto anche Sz§ =0
(t=1, 2..., n).

Queste & 7,..., © sono dalle (4) determinate solo a meno di un
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fattore, che resterd completamente determinato se imponiamo che
(5) Sédix = — Sdédx = Sxd?E=F,

da cui segue

0 0 O0..... 0 F,
@13 Qg Oy,
0 Gy gy ovv Ty
(xxy2y.. . 2, d%) (E&;... 8, d28) = (—1)" =
O An1 Ope Qpn
F2 ------------
= (—1)*" A F;.

Posto ¢ = sgn{— 1) 4, se ne deduce per (3) che la posizione
(5) sulle § equivale a porre

(& ...5,d%) =c(za,...2,d%x) = erVrfﬁ.
Si avra

€

1
6) t=—F=(r2,...2,), z=—7="(§ &1, &ay.-+) &) .
V14l yid]

Sard poi, come si deduce dalla definizione di F3 e dalle (6):

1y Fy= S&d"x——g—dﬁ’a =dF, — Sdtd> s — % dF, =

= —Sded ——;—dF.a,= dF, + Sdzd2¢ —-——é—sz =

-;—sz n Sdzd2e=—g—dpz—sxdse

~

od anche (Cech)

1

1
®) F3=——2—S(da:d3€—d5d2z)=—2-—S(Ed3w—xd3&).
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Scegliendo in altro modo il fattore di indeterminazione per le §, questa
formola non darebbe pit F; apolare ad F,;, ma un’altra forma del si-

stema lineare delle @y, ciod cFy+F, So,du,; perchd, se £=pé, allora
S(dxd?t —dEd?a) = pS(dud?t —dEd?a) +
+dp(28dzd§— Std?x) = pS (dxd*§ —dEd?x) — 3dpF,.

Indicando con =,, #., ecc. derivate covarianti rispetto ad F,, sara
anche :

(9) ars=—SErx:=_Sesxr=Sexﬂ=Smén'
Poichs

d*x = 22,084, + 3%z, du,. 0%y, + 2, du. dudu,
dF, = 2Xa,du, %u,,
si trae tosto dalle precedenti che
Fy, =3 (8¢x,,) du,.du,du, ,
donde, derivando covariantemente le (9) (*):
(10) a,, =8¢z, =—08x,=—8¢x, =—8x, =
= 8z,¢, ==Sx.§, =8=,§,= —S=x¢,,.
Le relazioni di coniugio danno poi :

(11) r}.‘.‘ A,.6.,=0 per t=1,2,...,n

(*) Si ricordi che le derivate covarianti delle @, sono nulle, e percio
non sono indicate con @rs.
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C) Le equazioni differenziali fondamentali.

Potremo infine scrivere le equazioni differenziali che dalle
forme F,, F3 (e, per ora, da una terza forma P) permettono di
risalire all’ipersuperficie. Poniamo :

X= —711,— A,z e analoghe.

Sara
1 1
(12) SX&——n—-EA,SS&x,s= —n—-ZA,,ar,—l.
(13) SX&1=%2 Arngixrs=—"l2Ar:arsl=0
s rs

e quindi, derivando la penultima, anche

(14) SEX, =0.

Analogamente si definiscono le E, e si dimostrano per queste le for-
mole duali delle precedenti. Allora le », z;, %,..., %,, X sono
linearmente indipendenti, e pertanto valgono formole del tipo :

Xy = Ny @ + z!*m z, + V,.,X
t

ove le A, 1, v sono quantitd da determinare. Moltiplicando per &
e sommando si trova:

Ve =882, = a,,.
Moltiplicando per &, e sommando, si trova
—ay, =8§;2, =-'—? Worst @iy CLOB . = ?An Firs
cosicch® si ha in conclusione: (F)

(I) Zpy = ‘z‘ ar:LAli Zy + uﬂX + DPrs «
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Moltiplicanco per 4,, e sommando rispetto r, s, si trae:
{15) 4,9, =0.

Dunque: Si presenta, come nel caso delle superficie, neces-
saria ’introduzione di una nuova forma intrinseca

P = 3p,du,.du,

pure apolare ad F, (ma, come le F,, F; invariante solo per
collineazioni unimodulari). Formole analoghe si hanno per le §-:

(I}bls &rs = tE' archu' Ei + aNE + 'TCN& b
g T

ove ancora la forma
I =Xnr,.du,du,

¢ apolare alla F,. Derivando covariantemente la (I), se ne
deduce poi:

Lpsg = zarxtiAtj x; + zar:tAtj (Xa’ijhAhk 3’;«) + Pri® 1+ P2y +
+ e, X 4 Za, 4,057 + a..X;.

‘Ora per le 8¢X,= 0, varrd una formola del tipo: X, =g,z +
+ Zl =, (della determinazione delle g, I ci occuperemo altrove).
h

Quindi :

(16) Lpsg = z_ [2 Dpsei Atj + E Qpsy Alkaihh Ahj + Qs l(zj)] xj +
J

A Bra + M8) @ + D

Valgono formole duali per le .-
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D) Alcune applicazioni dei risultati precedenti.

Noi abbiamo escluso in molti punti del precedente paragrafo
che 4 =0. Quale significato ha tale esclusiono? Esso si trova
subito, osservando che per 4 =0 vi & almeno una direzione
duy:dug:...:du, doppia per il cono asintoto; essa, cambiando
variabili, si pud portare nella du, =duz = ...= du, =0, cosic-

~chd sard a; =a,=...=a, = 0; ciod oltre alle

an S¢x =86x;=...= 8&x, =0, varranno le:
(17)bis S&.lx:SElxl:...:S&lx”: 0.

Ora, avendo noi supposto che la nostra varietd sia proprio una
ipersuperficie, composta di «” punti, e non meno, la matrice
(xx;...z,) non é nulla. E le § dalle (17) sono determinate a
meno di un fattore. Dal confronto di (17) ed (17)y, si deduce per-
tanto che le &, sono proporzionali alle & che ciod vale un’equazione:

] . RN
75—- = pé (p = fattore di proporzionalita).
1
Quindi potremo moltiplicare le § per un tale fattore che & = 0.
Quindi 1’iperpiano tangente £ dipenderebbe dalle sole n—1
variabili u,, #3,..., ,. E viceversa. Percio:

Se la nostra varieta ¢ non soltanto luogo proprio di oo™ punti,
ma anche inviluppo proprio di ™™ iperpiani, cioé é una vera iper-
superficie sia come luogo di punti, che come inviluppo di iperpiani,
allora A+ 0. E viceversa.

Se 4 =0, gli iperpiani tangenti saranno dunque co” con
r<n. Scegliamo i parametri » in guisa che le § non dipendano
dalle %, con i>>r. Poiché i punti 2 sono i punti soddisfacenti alle :

(18) St =8tx=0 (h=1,2...,17),

essi saranno del tipo:

FuBint e Cecr, Lexions di Geometria prokttivo—dt)fm'emiala. 40
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(19) x=a0+ I va® h=1,2,...,8=n—7)
h=1

so ¥, 2 .., 2@ sono un sistema completo di soluzioni delle (18).
E percid la V, sardi luogo di oo spazii lineari §,, nei punti di
uno qualsiasi dei quali ha uno stesso iperpiano tangente. K pure
importante un’altra osservazione valida nel caso pill generale: Se

Uy = (g Ugy ooy Uy—1) G=vv+1,..., )

sono le equazioni che definiscono la sezione V' di V, con uno spazio
lineare a v dimensioni, allora, sostituendo in F,, ®, alle uy,...,u,
1 precedents valori, si trovano le forme corrispondentt che indicheremo
con ¥, e ®; di questa sezione V'.

Dato il carattere intrinseco e invariante (per -collineazioni a
modulo 1) delle nostre formole, e dato che uno spazio lineare od

& un iperpiano, oppure 6 sezione di iperpiani, potremo supporre
che sia v =mn, che I'iperpiano segante sia x =0, e infine che

sulla ¥, valga la z =w,. In tali ipotesi, se (z, y,...,¢) e
¢ m..., ) & un elemento di V,, di cui il punto giaccia sul-
Piperpiano segante, allora (y,..., f) ed (7,..., t) sono evi-

dentemente in quest’ultimo le coordinate dello stesso punto e del
corrispondente S,_; che, nell’iperpiano segante « = 0 considerato
come spazio totale, & 1’iperpiano ivi tangente alla V', Basta ricor-

1
dare le Fy = — Sdadtf, &; = —Q'S (dxd?§ — d&d?z), perche il
nostro enunciato risulti evidente. Ne segue subito :

Se Fg =0, ossia sc unz, e quindi tu'te le forme ®; sono

divisibili per By, allore, se A+ 0, la nostra ipersuperficie é una
quadrica e viceversa.

Infatti, se ®,, & divisibile per F,, ci6 avverra, per !’ osserv.,
precedente, anche per 1’intersezione di V, con uno spazio lineare
Sy generico a tre dimensioni, in cui 1’intersezione citata sara una
superficie, che avrid la sua forma ®; divisibile per Fi, ciod
F3=0; e quindi, come gia ci & noto, sard una quadrica. Poich®
ogni 83 generico taglia V, in una quadrica, anche V, stessa sara
una quadrica di S,4;.
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A questa dimostrazione si pud fare un’obiezione. Il teorema
che le superficie di un S,, per cui ®; & divisibile per F;, sono
quadriche vale nell’ipotesi sempre sottintesa che F; abbia un
discriminante diverso da zero. Che cosa avverrebbe nella dimostra-
zione precedente se la F, della sezione di V, con un S, generico
avesse un discriminante sempre uguale a zero, ciog F; fosse
sempre un quadrato perfetto? In tal caso necessariamente anche
F, sarebbe un quadrato perfetto (e in particolare avrebbe 4 =0
contro l’ipotesi fatta nell’enunciato). Ma possiamo facilmente esau-
rire la ricerca, abbandonando 1’ipotesi A % 0. La sezione di ¥V,
con un 83 generico sarebbe sempre una sviluppabile (od un caso
limite di questa). Le generatrici delle sviluppabili intersezione di
V, con tutti gli 83 che escono da un punto generico O di V,
sono rette appartenenti a V,, per cui F,= 0 e (poiche F, &
un quadrato) formano di solito un §,_; lineare intersezione di V,
con l’iperpiano tangente in O. Lungo una linea qualunque di
questo 8,_; si dimostra (come nel teorema iniziale di questo §)
che I'iperpiano tangente non cambia. La ipersuperficie é percid
tnviluppo di ol iperpiani (le cui caratteristiche sono i precedenti
spazii S,_,): ecco le uniche ipersuperficie per cui non solo A == 0,
ma anche ®g ¢ divisibile per ¥,.

Injine le tpersuperficie per cus Fy & identicamente nullo sono
gii iperpiani,

§ 105. — La quadrica di Cech.
A) Polarita e quadrica di Cech.

Possiamo ora definire la quadrica di Cech, che & la genera-
lizzazione della conica osculatrice a una curva piana e della qua-
drica di Lie per le superficie. Consideriamo (sempre se A4 0),
per un punto generico O = (z) della nostra ipersuperficie, quella
corrispondenza che al punto di coordinate

Ar 4+ pX 4+ Ivie
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fa corrispondere 1’iperpiano
M+ B 4 DV,

sempre inteso di aver fissato i fattori di proporzionalitd per le =,
& nel modo sopra definito (*). Se dunque moltiplichiamo le 2 per
uno stesso fattore p, le & restano moltiplicate pure per p, e, come
si vede facilmente, la reciprocita sopra definita resta inva-
riata. Tale reciprocitdi & dunque definita in modo invariante e
naturalmente anche intrinseco (per ogni punto della ¥,). Affinchs
il punto Az + pX 4+ Iviz, e liperpiano N\ &4 p' B + Zv'iE,
si appartengano, dev’essere :

(A" N p) Zayviv®™ 4+ pp' SXE =0.

La simmetria nelle variabili accentale o non accentate dimostra
che la nostra reciprocita non & che la polarita rispetto alla quadrica

2ap + p28XE — Za,y' =0

che chiameremo la quadrica di Cech. Le quadriche nel fascio deter-
minato dalle quadrica di Cech, ¢ dall iperpiano tangente pr =0
contalo due volte sono tutte e sole le quadriche che intersecano V,
nel cono di direzioni avente per equazione Fy = 0. Infatti un punto
di V, posto in un intorno di O ha per coordinate

x+dx+—;—d2x+ —fls—dax—l-...:

(*) Si ricordi la definizione di X, E del § 104 C. Si vede facilmente che
al punto

Az 4 Iyt 4 -'%—ZAN Lrs
corrisponde il piano
AE+ 2V 4 % 2 ArsErs

anche supponendo che gli indici delle « e g indichino derivate ordi?]arie’(non
covarianti),
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=z + Jz,du; + —;—-(E 2, 0%u; + 2, du,du) -+

+ % 22,83 w, + 32z, du, 2u, + X2, du, du,du,)

ciog, tenendo conto delle equazioni fondamentali :

Ae + pX + Zviz,, ove:
1 !
A=1 +—?2p,,du,.du,—l— e

o= .;_ F, + —;—Za,‘sdu,b‘zu,-i— —%—Fs +..

V' = du, + —;— o%u; + —;—Ea,.,j 4;du,du, + ...
Cosicche in un punto dell’intorno di O si ha:
2 p — Za VW = F, + Xa,,du, 8%y, + ‘—g;)—Fa —F, —

— Ya,du, 8%u; — Ya,,du dudu, + ... = ——:——Fs—}— e

I termini di grado inferiore (terzo) si annullano appunto sul
cono Fg=0.

A questo proposito, anche senza entrare in particolari di
dimostrazione, vogliamo aggiungere una osservazione, Come risul-
tera da un teorema di (\J/ech, che ben presto proveremo, il luogo
delle rette polari di un punto a" dell’iperpiano tangente rispetto
alle coniche osculatrici delle sezioni di ¥, con un piano S, pas-
sante per la retta z'x & un iperpiano & passanté per xz. Questo
iperpiano &' si pud anche definire come 1’ iperpiano polare di =z’
rispetto a una qualsiasi delle quadriche del § 104 4 e B, a cui
corrisponde un cono ®, di direzioni contenente la retta 2’ x. Nel-
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Puno o nell’altro di questi modi equivalenti si stabilisce una cor-
rispondenza birazionale tra gli iperpiani &' della stella = e i
punti =" dell’iperpiano tangente & (*). Agli iperpiani § che passano
per una retta gemerica uscente da x corrisponde nell’iperpiano
tangente § (ad » dimensioni) una ipersuperficie (ad »—1 dimen-
sioni) cubica con punto doppio in «, la quale ha in 2 il cono
F, =0 di direzioni come cono tangente; questa ipersuperficie &
immagine del sistema lineare delle forme ®; (**).

_ Al teorema di Moutard corrisponde un analogo teorema di
Cech.

B) Teorema di Cech.

1. Sia o un Sy (1 =<v=n—1) langente in un punto O

ad un’ ipersuperficie V, (con Azo; le quadriche di Ceck in O

(a v dimensioni) delle ipcrsuperficie Vy sezioni di T mediante tusls
gli spazi Syy, passanii per w riempiono una quadrica ad n dimensionst.
Posto v =1, n= 2, si ottiene il teorema di Moutard.

Per dimostrare il teorema nel caso generale, scegliamo la
piramide di riferimento [indico con 2, %,,... #,4, le coordinate
omogenee] in modo che le equazioni di o siano

By=Xg= ... =Ly yp =0

ed inoltre che z, = 0 sia I’equazione dell’iperpiano tangente a
V, in O. In O si avra pertanto :

ox, Om _ 0z
(1) du,  Bu, —“'_c’)un_o'
Scegliamo i parametri »,, %g,..., %, in modo che le tangenti a

V, in O situate in o siano quelle per cui

(*) Se m»==2, tale corrispondenza & la corrispondenza 2, di Moutard
studiata al Cap. IX.

(**) Cfr. E. Bertini, Introduzione alla geometria proiettiva degli iper-
spazi, 2% ed., Cap. XV, no 1.
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(2) duyyy = duyy, = ... du, =0.

Un 8,4 passante per o & determinato da equazioni del tipo :

(38 —MNz, =0, 23—z, =0,... Ty —N_y2; =0

in cui le A siano costanti qualunque. Esso interseca V, in una
Vv ; le coordinate dei punti di Vv si ottengono facilmente in fun-
zione di u,, uy,...uy; basta infatti, date le z,... a4, su V, in
funzione di u, ,...u,, calcolare w,,,...u, come funzioni di u;...uv
dalle equazioni (3) ottenendo p. es.

uv+l=(PV+l(u1) Ug o oo Uy )\1, )\2---)‘n—v)a
)

Un = Pu (g, Ug. oWy Ay, Doy,

e sostituire poi le ¢y4x al posto di w,y, nelle ;. Dall’ipotesi (2) si
vede subito che si ha in O, qualunque siano le A,

0Py _ 00, .
©) _5;7_..__6—%__0 (i=1,2...9).

Oalcoliamo anche i valori delle derivate seconde delle ¢ in O.
Dalle (3) si deduce

_6—2179 b ( 82xp Bcpk Bzxp 830,, +
ou; 0uy £ \ Ou;0u, Oy oujou, Ou;

0%xp 0P 0% dzp 0%, 0%z,
k1 0wy 0u, 0% du; +§ ou. Ou; du; = ot Ou,; 0u; +

321:1 a(Ph 62331 a?k) 32:1:1 aQPk B(P;
i Sphen 4.2 -/ X
+§ (auiauh ou; Ouj 0w, Ou k1 O0uxdu, Ou; Quy +
e o2, az?h] p=23...n—v+4+1

k Oun 0u0U; i,j=1,2...v; kl=v+1 v+ 2, . ..0.
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Nel punto O valgono le (1) e le (5), sicché le precedenti si ridu-
cono ivi alle

02z, ozp 9%p, d%z,
ou, 0u; % Ou, Ou;0u; P=1 "Bu, ou;
. 6xp
1l determinante | — | (p=2, 3...n—v+1, k=v+41,

ou,
v+ 2,...n) si riconosce subito diverso da zero, sicché si trova
nel punto O

a 2
- (6) T = e M A,

dove le ¢ sono costanti numeriche.
C) Continuazione e fine della dimostrazione.

Passiamo al calcolo delle forme fondamentali F;, F; per Vy.
Essendo F,, F3; quelle di V,, dalla formola del § 104 (5) e
dal secondo teorema del § 104 D si deduce tosto che

P =[oFy], F}= [c (F,,— 3 22 Fz)],

dove (anche nel seguito) le parentesi [ ] indicano la sostituzione (4)
e ¢ si sceglie in modo che Fj risulti apolare a F,. Cid determina

. do .
univocamente it sia

do

() -G—=E1dul+...+Evduv.
E importante osservare che, lasciando le X indeterminate, le &
risultano funzioni razionali delle [a,.], [a@..] e Z;{:" (f=v+

+1,...n,¢=1...v), sicché le %}i sono polinomi lineari nelle



.
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2 .
Bu-g;j con coefficienti funzioni razionali delle [a,], [a..],
v

aan aarst a(Pk y 1 1
[au,,J’ [ Fu, ], Ju Le (5) e (6) mostrano quindi che

si ha nel punto O

E, =e,,
8

b,

du;

= A e

dove le e sono costanti. Di piu, comunque si fissino le X, il
secondo membro della (7) & un differenziale esatto. Per fissare
completamente o, noi poniamo la condizione che sia 6 =1 nel
punto O per tutti i valori delle \; sicchd in O

60 620 aEl
(8)hls s=1, 3_m=Ei’ W=W+E'EJ.

Dalla prima nota a pi¢ di pagina al § 105 A risulta, ragio-
nando similmente come al § 105 D, che 1'Sv polare del punto

9]

@ eldtwm G+t 3[x]+ B, O[]

Bi 5 u; Ou;
rispetto alla quadrica di Cech di Vv sta nell’iperpiano

d[at! 6*[a€]

3[05]
Tt duy +§B” u, Ou;

(10) o]+ 1

dove [oF,] = Zb;du;du; e B; sono i complessi algebrici di b;
nel det. |b;| divisi per il det., la parentesi [ ] indicando al solito
la sostituzione (4). Ora per i valori delle w corrispondenti al
punto O, le (9) e (10) diventano per le (5), (6), (8) e (8)us:

82 ox

dz
yEPx+le+---+§* +20 6uk+
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+RDOP LT 4, Top 2L
k

Uy, o u,

’

£ a3

n—u&ﬂ»l( +ele)+ +( e)+

v 4. (9% 43 0§
+;‘;A’L(6 8u’+zau+1a +ee’&>+

+ 0P S DO

+ M (Z OV e — 4 DY &) o My (2 Cr -——‘95 + Dw—wg>
Gi=12...v; k=v4+1, v+2...0)
dove
ng) =.Z.Aiic(,-jp,)k, D¥ =§Aiie§f’ (p = 0, 1, 2...m— V).
(%} ]

Il punto y sta sulla quadrica di Cech di ¥y se Synm =0. Ora
questa & un’equazione quadratica (non omogenea) (che sarebbe
facile scrivere) negli » 4 1 parametri

W Bay.e-- Py, )‘]a )‘2"')‘n—V'

Potendosi tali parametri riguardare come coordinate (non omog.)
di y, il teorema & stabilito.

§ 106. —-Rette normali; coordinate normali.

Sia per ogni punto x di Vv assegnata una retta uscente da
e non posta sull’iperpiano tangente £; sia ’F un punto di
questa retta, Sara

Stx'£0.
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Ogni altro punto della retta avrd coordinate del tipo =’ + pz;
affinché esso sia un fuoco, ciod sia intersezione della retta consi-
derata e di una retta infinitamente vicina uscente dal punto

2+ dx = x + Zx,du, della ipersuperficie ¥V, dovranno esistere
due parametri B, v tali che:

d(z' + pz)= Bz +q2'.
Scriviamo le coordinate 2’ nella forma

' =Ax + X 4 Ty,
L’iperpiano £ + a,&, che passa per z, passerd anche per 2’ se

0==8a"(§ +a;f)=—v,+o ossia o=y,

ove vy; & il sistema duale del sistema controvariante v*

v, =2a,v, v=XA4,v,.

r r

Dire che d(z' + px) & combinazione lineare di z, 2’ & come

dire che esso giace sugli iperpiani §; 4 v;§ (che si intersecano
appunto nella retta considerata) cio& che

S+ vEd(@ +pa)=0, ossia 82 +pa)d ¢+ v& =0

ciog

2 .
Sdu,{pay + Sz 9 &——-v,.vh—{—ﬂ' =0.
& Uy,

ou; 0w,

Eliminando le du,, si trova un’equazione di grado » in p, a cui
corrisponderanno » fuochi del nostro raggio. Supponiamo che essa
abbia tutte le radici distinte ; & facile riconoscere che le n direzioni

AT
0wy, o u,
differenziale esatto dv (cid si prova p. es. scegliendo le » in modo
che nel punto considerato queste direzioni coincidano con le

al cono asintolico, soltanto se , ossia se Dv,du; é un
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direzioni coordinate [du,=du, =...=du;; = du,, = ... =
= du, = 0] e imponendo poi la condizione @, = 0 per 7% %).

Viceversa, se 2v,du; & un differenziale esatto, cambiando il
fattore di proporzionalita per la x, § potremo rendere v, =0.
Ed & facile riconoscere che nelle nostre ipotesi le » direzioni con-
siderate sono (per v;= 0) a due a due coniugate rispetto al cono
asintotico.

In tal caso 1’insieme delle nostre rette si dice essere una
congruenza coniugala alla V, (estendendo locuzioni gia usate nella
teoria delle superficie).

Le congruenze coniugate a V, sono quelle formate dalle inter-
seziont dei piani (ev §);, che coincidono con la retta congiugente X ad
X 4 2vix,;. In alire parole, facendo variare il solito fattore di pro-
porzionalita, si ottengono dalle retle intersezioni dei piani §;, ossia
dalle rette congiungents x ad X tutte e sole le congruenze coniugate
alla mostra ipersuperficie (almeno se ci limitiamo a congruenze
con fuochi distinti). Per questa congruenza le = direzioni citate
sono quelle dello #* autopolare rispetto al cono asintoto F,= 0
e all’altro cono quadrico definito dall’uguagliare a zero la forma
I = ¥=,.,du,.du, duale della forma P.

Ad ognuna di queste congruenze potremo dare il nome di
congruenze delle normali. Come ne sceglieremo una nel modo piu
semplice possibile? Questa domanda, per quanto ora si & detto, equi-
vale all’altra: Come si fissano nel modo piu semplice i fattori di pro-
porzionalitd per le coordinate di punto « e di iperpiano tangente, ben
inteso in modo che sia sempre soddisfatta la (5) o la (6) del § 104 B »
O, in altre parole ancora, tra le coppie di forme ¢,, ¢, tali che
9y pg = Fy: Fg, come ne fissiamo una in modo intrinseco inva-
riante col metodo pit semplice possibile? Noi p. es., analogamente
a quanto si & fatto (§ 15 C) nel caso n = 2, potremmo (F) co-
struire un invariante assoluto I del sistema delle forme F,, F,
formando il quoziente di due convenienti potenze dei discriminanti
di F3 ed F,, e moltiplicare poi le x, & per un tale fattore che
questo quoziente I abbia, se possibile, un valore numerico prefissato.
Ma per »>2 vi sono altri metodi: quelli (F) che, invece che ai
discriminanti, ricorrono ad altri invarianti del sistema delle forme
F,, Fy, Tutti questi metodi ricorrono per la determinazione di
p a sole derivate terze. Questa molteplicita di metodi che si pre-
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senta nel caso »>2 & dovuta al fatto seguente. Se p e p’ sono
due fattori, ciascuno dei quali pud servire, secondo i metodi pre-
cedenti, a normare le coordinate e le forme fondamentali, allora
p:p  (che & un’espressione formata da prodotti e quozienti di
invarianti simultanei di F,, Fj) & wuna curvatura proieltiva della
ipersuperficie ; un numero cioé (dipendente da derivate di ordine
non superiore al terzo) di caraftere intrinseco invarianle. Queste
curvalure non esistono nel caso n = 2.

Per la generalizzazione alle ipersuperficie della nozione di
linee di Segre rinviamo alla Memoria del Crom: I fondamenti della
geometria proiettivo - differenziale secondo il metodo di Fubini. (Ann.
di Matematica 1923 Ser. 3 tomo 31), ove si trovera anche una
generalizzazione delle superficie isotermo — asintotiche.

§ 107. — L’applicabilitd proiettiva delle ipersuperficie. (F)

I metodi stessi, che abbiamo usato per le superficie e per i
complessi di rette, si applicano sia alla definizione di ipersuper-
ficie proiettivamente applicabili, sia al teorema :

Condizione mecessaria e sufficiente per U applicabilita proiettiva
di due superficie é che abbiano wuguale elemenio lineare proiettivo
F3:Fy, o, cid che & lo stesso, che le coordinate omogence dei loro
punti 8i possano scegliere in modo che le due ipersuperficie defini-
scano una stessa coppia di forme F, ed F,. Trovare le ipersuper-
ficie applicabili su una ipersuperficie data corrisponde dunque,
date le forme F, ed ¥5 a trovare le possibili forme P tali che
siano soddisfatte le condizioni di integrabilita delle equazioni fon-
damentali, che senz’altro riscriviamo :

(1) Tps = Lapsdu®i + Qg X -+ Pps .
Le condizioni d’integrabilita sono :
Tps —— Xpts = — X (st, ph) Ape i

che scriveremo nella forma:
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(2) EpArp (xpst - xpts) = - 2 (S t’ Ph) AhhArp Ty

Porremo anche:

(3) X:=gtx+§lzwi=gzx+2luAijxj-

Porremo p; =ZXp;4;. Sviluppando (2) tenendo conto delle (1)
J

e (3) si deve ottenere una identitd in z, x;, ed X. Ma il coeffi-
ciente di X si riconosce tosto nullo nei due membri Ugunagliando
pertanto nei due membri i coefficienti di », e di x, si trova:

) [st, r&] = 0 lf — 0o b + NP7 — N 15 -
(6) T4, [ppu — Pout 2 (G Pt — @i pi‘)] + Nee s — Ny = 0
ove & posto: %,..=1, 1,,=0 per rxs, ed & posto anche
[st,rk] = Z Ay, 4,0 X
< [a,,pt,—a,,p,, + (¢s, ph) + i%Aij (@pic Anss — aps,-a,,,j)] *) .
Esprimendo che, derivando le (3), si trova X, = X, si de-

duce in modo simile:

lsz = lzs

[
(6) ) Ges lthAhjp‘s =fgu + ElshAhipjt
( 9 Nsk —Gs N+ z A, (lhts — lhst) + 2' (ZP Qpgp,— lp aPch) 4;,=0.

e (4) danno

(*) Si notino le identitd: [sf, 7] = — [ts, k]

[st, 7k] 4 [st, krl = = A Anj (@jits — Ujist)
by j

[st, sk] — [ts, ks]==Z Ar; Asi ¥ijes -
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o [t r8]= —p; (per t+r, rks, tts)

) } [st, s8] =10 —p; (s&t)

( [st, s#) =1 (tds, txr, s%r)

[st, st]=1U + 0 (3%1)
mentre la relazione di coniugio di P ed F, da:

(8) Ypi=0.

Se n>2, ed r#t, potrd trovare un indice s differente sia da r,
che da ¢; cosicche la prima e la terza equazione danno tutte le I7,
p; in funzione dei coefficienti delle forme F,, F3, dai quali sol-
tanto dipendono i simboli [ ... |. L’ultima poi delle (7), insieme
alla (8) permettono di determinare le pi e le I{. E 1'ultima delle
(6) permette poi di determinare anche le g,. Dunque, date le
forme F, ed F3, sono determinate le g. le /, ed anche la forma 2.

Dunque: Una ipersuperficie (ad n>>2 dimensioni di uno
spazio ad » + 1 dimensioni) € proiettivamente indeformabile. Ciog :
Due ipersuperficie proteltivamente applicabili sono anche proietiive
tra di loro. Questi teoremi valgono naturalmente nel caso 4 0
ciod per le ipersuperficie luogo proprio di o™ punti, e inviluppo di
o™ iperpiani. Del come si possa estendere la ricerca al caso 4=0
non ci occuperemo qui rinviando a una nota di uno degli A. (¥)

Sara bene piuttosto vedere con Cech il significato geometrico
di alcune delle quantita che si sono presentate nel calcolo prece-
dente. Cosi la X1I,du,0u, =0 (ove le du,, Ou; definiscono due

differenti direzioni) & un’equazione di carattere intrinseco. Sia ¢

(*) Fubing 11 problema della deform. proiett. delle superficie. Rend.
della R. Accad. dei Lincei, ser. b, vol. 27,, pag. 147 (anno 1918). Chi desi-
deri vedere come si possa affrontare la ricerca delle ipersuperficie con un
gruppo continuo di deform. proiettive in sé stesse veda la Mem. dello stesso A. :
Fondament! di geom. protettivo-differ. Rend. del Circ. Matem. di Paler-
mo (1910) tomo 43. Cfr. anche CarTan Sur la déform. project. des surfaces.
Annales de 1’ Ecole Norm, Supér.
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la retta tangente a V, nella direzione definita dai du, e © la tan-
gente all’ipersuperficie luogo del punto X nella direzione dei ou,
¢' la tangente a V, nel punto considerato che incontra t. L’equau-
ziome citata ¢é la condizione perché t e t' siano condugate (rispetto
al cono asintoto). Cio si dimostra subito, osservando che ¢ & la
retta dal punto X al punto XX, du, = x2g,du, + ZA44l,;x,0u, ;
cosicch®d ¢ & la retta dal punto « al punto = 4+ Xxz,d'w;, ove

d'uy = B A;ly8u,, cosicchs
r§
Sapduduy, = S, 3u,.du, .

La equazione 2g,du, = 0 caralterizza quelle direzioni, tali che la
tangente alla direzione corrispondente sulla iperswperficie luogo del
punto X incontra U intersezione degli iperpiani § e E.

Accanto alle (3) valgono formole duali:

(3)bi- Ei =18+ 2;‘ A&, .
Da esse si trae

%“=8XE;, 9,=8X,E, donde:
Xy, du; + Bg,du, =dSXE.

Quindi in particolare, se uno dei differenziali Xvy,du;, ¢ Zg,du, &
osatto, & esatto anche 1’altro. Teorema che si pud rendere intui-
tivo nel modo seguente. Se g & una funzione il cui differenziale
& 2g,du,, allora D’iperpiano passante per X —gz e tangente
alla ipersuperficie W luogo di questo punto (determinata a meno
della costante additiva che figura in g) & 1’iperpiano passante per

X —gx e per i punti
(X —ga)= yw.-—l-%lixt-

Se questi punti sono indipendenti, esso passa per tutti i punti z,, ciod
passa per I’intersezione degli iperpiani § e E. Viceversa, se esiste
una ipersuperficie W posta in corrispondenza biunivoca con V, e
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tale che un punto di W stia sulla retta (x, X), mentrs I’iperpiano
tangente passi per 1’intersezione degli iperpiani omologhi &, E,
il differenziale Xg,du; & esatto. Ma, poich®é le ipotesi fatte sono

autoduali, ne segue che anche Zv,du, & esatto, come avevamo gia
provato per via analitica.

§ 108. — Alcune generalizzazioni.

La precedente teoria si pud generalizzare alle varietd di oo”
elementi, ciascuno composto di un punto z e di un corrispondente
iperpiano £ che passa per x, dipendenti da n parametri u; e sod-
disfacenti alle:

SEx-:- Séz;, =8z =0,

anche quando lo spazio ambiente & a n + d 4+ 1 dimensioni con
d>0. (Per d =0 si ritorna alla teoria delle ipersuperficie).
Pongasi

F,= S¢d*x = —Sdéde = Sxzd?t = Ya,du,du,
By = 58 @ed?t — d4d*e) = By, du, du,du,.

Moltiplicando le = per uno stesso fattore p, le & per un fattore o,
i nostri elementi restano immutati, e le forme F,, ®; si mutano

. 3 3
in poF,, podg + —?(adp—pdo)F2=pc P, +-2—F2d10g—£- .

Nel sistema lineare ®, 4 F, 2 \;du; potremmo scegliere una
forma Fy apolare ad F,, almeno se (come supporremo d’ora in
poi) il discriminante 4 di F,, & diverso da zero. Ma generalmente
non si possono, se d >0, determinare, come per le ipersuper-
ficie, i fattori p, 6 in modo che ®3 coincida con Fy, ossia non
potremo piu scrivere le relazioni di apolarita tra ZXZa,,du,du,du,
ed F,. Per definire un punto analogo al punto X, dovremo per-

Fusint e CecH, Lexioni di Geometria proisttivo-differenxiale 41
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cid accontentarci di definirlo come uno dei punti che soddisfano
alle:

SEX =1 SX=0 (=1,2,...,7).

Se X & una soluzione di queste equazioni, le altre ne differiranno
per una combinazione delle x@) =1, 2,..., d), essendo =,
X® @ 4 1 punti linearmente indipendenti soddisfacenti alle :

9eXM =0 S8£xMN =0,

e ciod posti nello spazio (pseudonormale) caratteristico intersezione
degli iperpiani £ e £;. Si noti che I’apice (\) non & qui un sim-
bolo di calcolo assoluto. In modo correlativo si definiscano E e
&™), Valgono equazioni del tipo :

Lpy = zarstAn' Z; + ars-X + Prlx + z pg\) —X()\)
A

& = — DAyl + 0, E + 71,6 + T sMER),
A

Diciamo che due tali varietd V,, ¥, di elementi in corrispon-
denza biunivoca sono protettivamente applicabili in due punti omo-
loghi A, A', se, proiettando dallo spazio caratieristico di V,, i piani
osculators in A alle curve di 'V, uscenti da A, e dallo spazio carat-
teristico di V,, 4 piani osculatori in A’ alle curve omologhe di V.,
uscenti da A', si trovano stelle collinears.

Vale il seg. teorema di Cech, per la cui dimostrazione (affatto
simile a quella da noi data per le ipersuperficie) rinvianwo alla

Mem, del Cech piti volte citata :

Due variets V, e V. sono proiettivamente applicabili, se hanno
uguale elemento lineare proiettivo Fy:F,. Ne segue che, in caso
affermativo, anche le varietd correlative sono proiettivamente appli-
cabili tra loro.
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§ 109. — Le superficie ¥, non paraboliche in 8,
e la loro prima forma fondamentale.

Diamo un altro esempio del modo con cui i metodi svolti in
questo libro (*) si -possono applicare ad altri tipi di varieta
iperspaziali, studiando le varieta ¥V di punti a due dimensioni
contenute in uno spazio a quattro dimensioni, in cui =z, g,
z, t, w, o & m, § t, ® sono coordinate non omogenee di
punto o di iperpiano. La V sia definita dando queste in funzione
di due parametri u = w; e v =u,. Soli iperpiani tangenti sono
gli oo! iperpiani soddisfacenti a

) St = S8Ew, = Sta,=0.

Cerchiamo se tra essi ve ne sono di quelli bitangenti, cioé tan-
genti in due punti z ed x4 d, cosi chiamando gli iperpiani
soddisfacenti alle (1) e alle:

(*) I risultati di questo e dei seg. §§ sono dovuti al Fubini. Questi in
altre due Note : Nuove ricerche di geom. protettivo - differenziale (Rend. della
R. Acc. dei Lincei ser, 5 vol. 29,) e I differenxiali controvariant? (ibidem) si
propone di esaminare come i metodi svolti in questo libro si possano appli-
care alla varietd V.. luogo di punti contenute in uno spazio Spy1 ad 241
dimensioni per 2 << # <<%, Uno dei metodi proposti é di studiare I’ insieme
delle proiezioni di V, sugli Syy1 di Spq1, proiezioni che in Sry1 sono iper-
superficie ; le forme F, ed F; per queste dipendono dalla proiezione eseguita ;
e percid, data V7, , non sono determinate, ma descrivono sistemi lineari di
forme. L’estensione duque si ottiene sostituendo a una coppia di forme F, ed
F; la coppia di due sistemi lineari di forme quadratiche e cubiche, la cui
teoria 6 ancora da costruire.

Si potrebbe anche cercare di costruire una teoria che assuma a punto
di partenza delle forme isolate; ma non sempre si trova facilmente come
prima forma una forma differenziale quadratica. Si presentano di solito invece
forme di grado superiore al secondo. Se quindi non si riesce, coi metodi della
teoria delle forme, a dedurne delle forme covarianti quadratiche, bisognerebbe
costruire un calcolo assoluto rispetto a forme di grado maggiore di 2. Cosa
molto complicata, perché si trovano formole in cui compare a denominatore
lo Hessiano della forma considerata.
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SE(x + da) = 8& (v, + de,) = 8& (2, + dag) =0

ciog alle:

(2) Sta =8tz = 88xy = Séda; =88dz, =0.

Queste equazioni nelle § sono compatibili se

(3) (%, 2y, 2y, doy, day) =0,

Questa & evidentemente un’equazione di carattere intrinseco inva-
riante. Posto

(2 z, z, dz; dy) = b, du, du, ,

si debbono distinguere due casi:

o) Il caso (parabolico) in cui B = b;;byy — b}, =0, che
noi per brevitd trascuriamo :

8) Il caso generale in cui B# 0. Cominciamo ad occuparci
di questo, ponendo:

(% 2y 2o dy day)
3

ViBl

= XYa,,du,.du, = F,

2 3__
il cui discriminante 4 vale B:|B|3=VB .
Questa forma & propriamente intrinseca, & ¢nvariante per

trasformazioni a modulo -+ 1, cambia di segno per collineazioni
5
a modulo —1, si moltiplica per p? , se moltiplichiamo le z, y,...

per uno stesso fattore positivo p, B utile osservare perd che noi
potremmo trascurare le collineazioni a modulo negativo anche
perché, cambiando di segno tutti i coefficienti di una collineazione,
questa non muta, mentre il suo modulo cambia di segno.

Le due direzioni soddisfacenti alla F, = 0 sono le direzioni
corrispondenti ai due iperpiani bitangenti, che noi indicheremo
con &V e &®,

Il fascio AW 4 p€® & il fascio degli iperpiani S, tangenti;
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il suo sostegno & il piano S, tangente. Un iperpiano tangenle in-
contra la superficie V, data nelle due direzioni determinate da

0= SO\ + ptN a2ty = —ASdENdr — nSdEde =
= ASzd?¢® 4 pnSaxd?E®.

Al variare di A, ., quests coppia descrive un’involuzione, ¢ cui
raggi doppit sono le direzions definite da ¥y = 0, che si ottengono
ponendo A =0 oppure p =0, Infatti (p. es. per p =0) si ha
la coppia

StV @2y = SEM (v, du? 4 2z, dudv + 2,,dv>) =0,

Ma il primo membro & un quadrato perfetto; infatti la direzione
corrispondente su V, a £V annulla S&Mdx, = &Y (x,, du + 2, dv)
e S&Wdx, = SE? (,,du 4 x,,dv), ciod annulla le derivate (rispetto
a du o dv) del primo membro della equazione considerata.

Quindi : Mentre un iperpiano generico tangente in un punio
generico O di V, incontra V, in una linea che in O ha wn punto
doppio, ¢ soli iperpiani £V e £® la incontrano in una linea che in
O ha un cuspide, e $i dicono percid iperpiani cuspidali.

Cosi si possono chiamare cuspidali (principali, caratteristiche)
le linee di V, per cui F, =0. Esse formano 2 sistemi di oot
linee ciascuno, e sono in qualche modo 1’ analogo delle asintotiche
di una superficie dello spazio ordinario.

Ancora una osservazione sulla forma F,, che noi assumeremo
a base di un calcolo assoluto. I 6 punti #, z;, 2,, ;, #;5, 23, DoD
possono essere linearmente indipendenti, perché punti di un 8,.
Tra essi intercederd pertanto una relazione lineare completamente
determinata (a meno di un fattore inessenziale). Perchd se ne
intercedessero due, allora p. es. le z,,, ,, sarebbero combinazioni
lineari di =, #,, @,, %,,; altrettanto avverrebbe di dx,, dz,; e
quindi le 4,, sarebbero tutte nulle, mentre qui si suppone B % 0.
Tale relazione lineare si trova subito. Aggiungendo alla matrice
(x 2, x, 2yy ®;5 ¥9p) una riga uguale alla prima, si ha un determi-
nante di sesto ordine con due righe uguali e quindi identicamente
nullo. Sviluppandolo secondo gli elementi della riga aggiunta si
trova
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(% @, %, 211 B1p) Tgg — (¥ Ty Vg @11 Tay) Ty - (2% Ty 21 Tpp) ¥11 —
— (X2 %y yp Xag) Ty + (XX, Ty Typ Tpg) Ty — (470 By Bpp Tpp) © =0

ciog, dividendo per
8__ 8
AY|B| =¢yB* (¢ =sgn 4)

(4) gy %y + 241,21 + Aoy + Way - B2y +ma=0

ove le !, m sono definite dalle:

3
m = — ¢ (¥ Ty T11 T13 Tpy) :VBz

3
Wy — 1@ gy = ¢ (x dae @, %y 2q9) : Y BE
(Notisi che (x da 2,25, %,,):/[B| & un’espressione intrinseca).
Se ne deduce subito che le linee principali coincidono con le
caraiteristiche dell’ equazione cui soddisfano le coordinate dei punti
della V,: cid che spiega perché a tali linee si dia anche il nome
di linee caratteristiche.
Assunte a linee u, v le linee cuspidali, si ha a;; = a3, = 0,
e x,, ==x,,; e tale equazione diventa :

®) 24,2, + W, + 1Pz, + me=0.
Gli iperpiani cuspidali ¢V e ¢® diventano 1’uno 1’iperpiano
(zz,x,x,) passante per i punti =z, x,, 2,, %,
Paltro iperpiano
(xx,x,x,) passante per i punti =z, w,, x,, ,,.

Cid rende evidente che: Gli “Zperpiani cuspidali sono quegli iper-
piani tangenti che osculano (hanno un contatto tripunto con) le
linee cuspidali. I due piani S, osculatori alle linee cuspidali di un
sistema in due punti consecutivi di una linea cuspidale dell altro
sistema giacciono in un iperpiano cuspidale, Infatti i piani oscula-
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tori in un punto z e in un punto x 4 x,dv alle linee v = cost.
uscenti da essi sono i piani l'uno dei punti z, x,, %, 'altro
dei punti z + x,dv, =z, + z,.dv, z, + T,,dv. In virti della
(5) e della equazione che se ne deduce derivando rispetto ad u,
si riconosce che questi punti giacciono tutti nell’iperpiano dei
punti z, x,, x,, T,,.

Poichs le proiezioni V; di ¥, su un 83 hanno in guesto S
per coordinate di un loro punto quattro combinazioni lineari a
coefficienti costanti delle x, y, 2, ¢, w, che ancora soddisferanno
alle (4) o (5), si ha: Alle linee cuspidali o caratteristiche di Vg cor-
risponde su una superficie di Sz, che dalle V, si ottenga con una
protezione, un sistema coniugato,

Le tangenti alle linee cuspidali di un sistema in due punti
consecutivi delle linee cuspidali dell’ aliro sistema [p. es. la retta dei
punti x, x;, e la retta dei punti x4 x,dv, @, + x3dv] giacciono
nel piano S, tangente (piano dei punti =z, z,, x,) e percid si incon-
trano in un punto. Altretianto dicasi per le tangenti alle linee cuspi-
dali dell’ aliro sistema. I due punti 2A,x, + 192 2A 2, + 1M
cost ottenuti sono quellt che si ottengono da x mediante la trasfor-
mazione di Laplace applicata alla (5). Essi generano pertanto due
superficie, trasformate di Laplace della data, tra cui intercede cor-
rispondenza delle linee principali.

Risultati correlativi si ottengono per i sistemi W, di oo iperpiani.

Per ogni iperpiano n di W esistono ool punti di contatto posti
su una retta. Da ognuno di questi punti P escono due iperpiant
di W infinitamente vicini a wm; cioé il cono circoscritto a W da
uno di questi punti P ha m come iperpiano bitangente. I due iper-
pians citati coincidono per due sole posizioni P’ e P'' del punto P:
cioé i coni circoscritti da P’ o da P a W hanno, potremmo dire,
n come tperpiano stazionario (*). Possiamo definire (per dualita) le
sviluppabili principali ecc. ecc.

Applichiamo questi risultati alle due varieta W e W® de-
critte dagli iperpiani £ e &®. Occupiamoci p. es. di

8 = (x 2,2, 2,,) .

(*) Cioe sono duali di una linea in cui a = corrisponde un punto doppio
a tangenti coincidenti.
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La retta di contatto corrispondente & I’intersezione di &®, &P, &0,
E, per semplicitd di calcolo, scriviamo la (5) nella forma :

(6) Ty =gV, + g2, +n2.

Si trova, scrivendo senz’ aliro & anziché £, e tenendo conto di questa:

u = gm& + (IE Ly 2y xuuu)

©)
o =2¢ME 4 (22, Zpy Tu) -

I punti = ed x, giacciono pertanto in &, &,, & . Quindi: La rigata
delle rette tangenti alle linee principali v = cost. é la rigata delle
rette di conlatto della variets WO formata dai corrispondenti iper-
piani principali €Y. E un risultato analogo vale per W®. E si
osservi che tale rigata & il luogo dei punti x 4wz, (*) e che ap-

punto valgono le:
St (z 4+ wa,) =88 (x4 wa,), =8¢ (x +wz,), =
=8§(x+ wz,)w =0

ciod che la rigata V, formala dalle tangenti alle linee principali
v = cost. ha come iperpiano tangente lungo tutla wuna generatrice
il corrispondente iperpiano principale £V,

Si pud dimostrare facilmente che le due rigate V4 somo tra-
sformate di Laplace U una dell altra, e che le corrispondenti svilup-
pabili principali o caratleristiche corrispondono proprio alle linee
principali della superficie iniziale V.

Infatti i sei punti z, @,, ®,, %yu, Loy, Tyuu di uno spazio
a guattro dimensioni non possono essere linearmente indipendenti, e,
poichd i primi cinque non sono legati da alcuna relazione lineare,
I'ultimo #,,, & combinazione lineare dei precedenti. Basta dunque
vedere la prima delle (7), e ricordare la definizione di &V e &®
per dedurre che £ & combinazione lineare di & e di £%; altret-
tanto si trova per &¥: cid che prova il nostro teorema.

(*) Non si confonda con la w del § 109.
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Troviamo su una generatrice di una delle nostre ipersuper-
ficie rigate, p. es. di V4 i due punti principali. Essi sono i punti
comuni a &, &,, § o rispettivamente a &, od a §,; ciod essi
sono quei punti ' =z 4+ w'z, della retta di contatto che sod-
disfano alla: S§&,,2 =0 [oppure S¢,a = 0], che, per le
8¢, =0 [8§,2 =0] & equivalente alla S§,2, = 0 [oppure
8,2, =0]. Il primo punto & percio ' = x (per cui w' =0).
Il secondo & «'= x, —g®x, per cui =, =gVx, + (n + ¢%) .
Quindi :

I trasformati di Laplace del punto X sono insieme allo stesso
punto X , 1 punti principali delle due ipersuperficie rigate formate
dalle tangents principali dell’ uno o dell’ allzo sistema.

§ 110. — La seconda forma fondamentale di una V, in S,.

4) La forma Fj.

Per completare la determinazione della nostra superficie oc-
corrono altri elementi oltre la forma F, e !’equazione (4) o (6)
del § 109. Per trovarli potremmo ricorrere a semplici considera-
zioni analitiche, o procedere per via geometrica. Scegliamo questa
seconda via. Gli 8, osculatori ad una linea C uscente da un punto
xz di V, sono quelli determinati dai tre punti

®, Xz du., Zz.0%u, 4+ Sz.du.dy,.
Se noi teniamo fissi # e la direzione du,:du,, facendo variare
la linea C uscente in questa direzione, gli S, osculatori descrive-
ranno lo §; determinato dai punti

®, Xy, %y, Sx.du.du,

che noi chiameremo lo Sy osculutore nel punto z alla direzione
du: dv, perché & osculatore a tutte le curve uscenti da z in tale
direzione.

Quali sono le curve tali che lo Sy osculatore in un loro punto
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alla loro direzione coincide con lo Sy tiperosculatore alla curva?
(cioé ha un contatio quadripunto con questa ?). Esso sono eviden-
temente le curve, per cui la forma impropriamente intrinseca

1
Vd] (@, x,, @y, Lo, du.du,, d*z)

4]

(1)
¢ nulla, Questa forma vale evidentemente

du v — dvd2u
- i4]

(2, @)y %gy Ty + Zyodv, Ty du + 2gadu) +

+ Vléi_l (z, %, 2y, Zx,du,.du,, J2,,du.dudu)=

= 3J]4]F, (du 8ty — dvd?u) + ®;

ove:
1
V4]

X, Xy, Ty, D2, du.du,, 2x,,du. dudu,
b} 1) 2 )

@ @ =

& pure una forma (impropriamente (*)) intrinseca dipendente pero
dai soli differenziali primi. Essa resta, come F,, invariata per
collineazioni a modulo 1; vediamo cié che avviene quando le z,
¥,..., si moltiplicano per uno stesso fattore p. La F, si muta

= - . . . . .
in Fy= p?% F,. Facilmente si verifica col calcolo effettivo dei
nuovi valori di &%, 8%v che il nuovo valore di

VA F, (dud*v — dvd2w)

10 _

p? VA Fy(dud*u — dvd?u) + F3 Ry,
ove R, & una forma di primo grado in du, dv, che dipende da p.
— (z, 2, %y, d°w, d37) e 3V|-Z|_F2 (du 8% —

4]
— dvd%u), di cui essa 6 differenza.

(*) perché tali sono
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Poiché anche V% (z, #,, %y, d?®x, d®x) resta moltiplicato per
3 01
p°:p3 =p3, troviamo che il nuovo valore di ®; vale

&, =p3 &,—3FIR,.

Cerchiamo di sostituire alla ®; una forma di comportamento piit
semplice. Servira ancora il metodo delle forme apolari, che ci ha
tante volte servito in questo libro. Cerchiamo di scrivere @y
nella forma :

O, =F; + F,Fy + FiFq, (%)
ove Fy ed Fgq siano apolari ad F,. Poniamo :

1 1 1 m
= —_—— = g~ @, ™
X 5 X4,z 3 W, 5 1® gz, 5

2%, du, du, = 2z, du,du, — X F,, cosicchd
$4,,2, =0
(cios la forma X'z, du.du, & apolare ad F,) e, derivando:

2, du, du, du, = 2, du, du,du, — Fyd X

1 1 e
dX = — ?l(”dxl —-—2-1("’dx2 + termini in =z, #y, 2,.

(¥) Questa trasformazione, che io ho chiamato devisione covariante di @,
per F,, 6 possibile in uno e in uno solo modo, come si vede p. es. osser-
vando che, se F, & scritto nella forma 2a,, dudy, le F; sono del tipo adu’ +-
+-bdvt. Se F,, ®; hanno carattere intrinseco, lo hanno pure le forme
F,, F;3, F; cosi determinate (§ 4 E).
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Sara poi:

1
‘bs=’:<xv Ty, g, d2;du + daydv, __é—l(l)dxl_

V14l

1 -
———%—l‘”’dzz) F, —}-VT(%, Ty, Ty B, du, du,, D 2, du,du, du,) =

- % (19 du — 1) F? +

+ VITI(x’ Ty, @, B Xpdu.du,, 2z du,.dudu,).

[Si ricordi che X & combinazione lineare delle =, x;, =,].
Poiche, se ¢, © ¢, sono due forme apolari alla F,, il loro pro-
dotto si pud scrivere nella forma ¢; + ¢, F;, ove ¢ & apolare ad

F, (*), ne otteniamo in conclusione (essendo X w,, du,du, e

L z,,,du,du,du, apolari ad F,) che
o, =F,F; + Fy,

ove F, & una forma di primo grado in dw, dv, F;, una forma di
quinto grado apolare ad F,. Moltiplicando le X per wun fattore

positivo p, la F; si trasforma in modo complicato, mentre F; si
10

muta semplicemente in p?¥ Fjy, cosicche

F;
F3

resta invarialo; questa espressione & un invariante (improprio).
Anche qui possiamo definire delle coordinate normali, impo-
nendo che il quoziente A di convenienti potenze dei diseriminanti di

(*) Cid si vede subito, riducendo F, alla forma 2a,,dudv.
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Py

F,, Fy, quoziente che & una espressione intrinseca, abbia un
valore numerico prefissato. Sard anormale il caso A==0. I valori
corrispondenti ¢y, ©,, @5, delle Iy, F,, Fy, delle tre forme costi-
tuiscono un sistema di forme sntrinseco ed invariante della nostra
superficie. Si tratta di vedere se da esse questa & determinata.

B) Significato geometrico della F;.

Prima di occuparci di questo problema, cerchiamo di trovare
il significato geometrico della nuova forma Fy. Assumjamo coor-
dinate non omogenee, ponendo w = 1. OChiameremo iperpiano
all’infinito 1’iperpiano w = 0; e sia O un punto generico della
superficie. L’iperpiano w = 0 & per ora assoggettato alla sola con-
dizione di non contenere O. Sceglieremo ad assi delle z, y le
tangenti principali, a iperpiani 2=0 e #=0 i corrispondenti
iperpiani tangenti cuspidali. Trascurando i termini di 4° ordine
varranno nell’intorno di O formole del tipo

2 =22 4 hy;; &% 4+ 3hy1p 2%y + Bl Y? 4 haga ¥ + ...
t=y? 4 Fy @3 4 By 2%y + 3k y® + kg y® + ...

dove le A, k sono delle costanti. Le quadriche che tagliano la 7,
in una linea che in O ha un punto quadruplo sono le quadriche

Mt —y?— kg 22 — Bkyypzy — 3hig @t — kyge yt) +
+w(z— 2% — Ry ¥z — 3hyyp2y — Shypa ¥ — hypa yt)+
+ v22 4 2pat + ot =0,
Per A =0 contengono l'asse delle y, per w =0 1'asse delle z.
Nel punto (2, 0, 0, 0, 0, w') dell’asse delle x quelle delle pre-
cedenti quadriche che contengono 1’asse delle » hanno come iper-

piano tangente

& (— kyppz — Bkyget) + W't =10
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cosicch® 1’ iperpiano z= 0 ha (se %;;; ¥ 0) come punto di contatto

wl

- = 3kyge. Se noi scegliamo questo punto come punto all’
dell’asse delle x (cio® come punto y =z={¢= w =0, punto
che si poteva ancora scegliere ad arbitrio sull’asse delle z) sara
ko = 0. Cosi sard hyja =0, purché a punto all’w dell’asse
delle y scegliamo (se kg5 # 0) il punto di contatto dell’iperpiano
t= 0 con quelle delle nostre quadriche che passano per I’asse
delle y. In sostanza noi con cid abbiamo fissato sul piano tan-
gente Xy una retla (la congiungente i precedenti punti di contatto,
per cui facciamo passare 1’iperpiano w = 0). Prendiamo ora il
piano polare del punto all’ oo dell’asse delle x rispetto a quelle
delle nostre quadriche che passano per 1’asse delle y:

— 2@ —hyy 2 — Bhygt = 0.

Se noi lo assumiamo a iperpiano coordinato x =0 (cid che &
lecito, com’& ben evidente) sard %,y; = hyyp = 0. In modo ana-
logo scegliendo I’iperpiano y = 0, otterremo Kkyyy == ;1 = 0.
In questo modo i nostri sviluppi si-riducono alla forma :

t=y2 4+ Ada® + ... z=x2+ Ay ...

ove, come prima, sono trascurati i termini di quart’ordine.

Gli iperpiani z2=0, t=0, =0, y=0 sono stati
completamente determinati; resta solo Iarbitrarietd dell iperpiano
w =0 (scelto per iperpiano all’ ), per il quale € soltanto fissata
la retta del piano tangente xy, per cui deve passare. Il punto all’ o
dell’asse delle x ha come iperpiant polari rispeilo alle nostre qua-
driche MA'z + 2px =0, ¢ quali sono il fascio di iperpiani at-
torno al piano x =z =0, che, come vedremo, é osculatore a una
linea principale. E analogamente dicasi del piano y=2z=0.

Infatti 2= 0, essendo un iperpiano cuspidale, contiene tre punti
infinitamente vicini della corrispondente linea principale; bastera
dimostrare che in O su tale linea & d?z = 0. Troviamo 1’ equa-
zione delle linee principali. Posto # = u, y =1, essa &:

dz, dt,

0=
dt,

l 2dz 4-... 6dAxdz+ ...
B 64 ydy +... 2dy + ...

14
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ove i termini non scritti sono binomii di primo grado in dz,
dy, i cui coefficienti sono nulli del second’ordine almeno per
z =y = 0. Tale equazione & dunque

0 = Ppda® 4-2(1 + Pp)dady + Pp,dy?

ove le P sono infinitesime almeno del second’ ordine per z = y = 0.
Differenziando si avra, trascurando i termini nulli per # =y = 0

dad?y 4-dyd2z =0,
Quindi una direzione principale & dx =0, e per la linea prin-
cipale corrispondente vale la d?x = 0, come volevamo provare.
(Che anche z =0 sia osculatore, si pud provare anche osservando
che, trascurando i termini nulli per 2=y =0 si ha: d?z =
=2d2a? che & nullo per dz =0). Si noti che & anche

(3) Fo =@Qd2* + 2 (1 + @) dady + @y d 97,

ove le @ sono pure infinitesimi del second’ ordine almeno per
x=y=20, i simboli di Christoffel invece almeno del primo.
Nel punto O pertanto 82z = d®x, 8%y = d?y. Ricordando questo,
se ne deduce che le derivate seconde covarianti di z e di ¢ rispetto
x=u=1u, ed y=v=u, coincidono in O con le ordinarie.
E, poichs

Az =28%x 4 2,83y + Xz, du, 8% u, + Dz, du,.du,du,
z, =2,=0 (nel punto O)

e la stessa formola vale, sostituendo a 82w, le d?u,, alle derivate
covarianti le ordinarie, avremo che in O anche le derivate terze
covarianti di z e di ¢ rispetto ad x =wu, ed y =wu, coincidono
con le ordinarie. Si calcola cosi subito che, a meno di un fattore
puramente numerico, &, nel punto O:

Fo=Ada® — A'dyp .

L’ intersezione della nostra superficie coll’iperpiano # —py =0
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® una curva, che dall’iperpiano tangente z 4- At =0 & interse-
cata nei punti ove

224+ A2 A4y +Mda® +... =0, ossia:
O=(\-p3)y24+ (4 +2Ap3) 3+ ...
Avremo un punto guadruplo d’intersezione in O se

N4 p2=0 A 4+ NApE =0
ossia
A= —p2 A —Ap>=0.

Gli iperpiani x —py = 0 tagliano V, in una curva che ha con
un iperpiano tangente (precisamente con- z — p2t = 0) wuna inter-
sezione quadrupla soltanto quando I iperpiano considerato passa per
una delle 5 direziont che annullano Fy.

Oss. Nel ragionamento precedente si & escluso che k;, =0
oppure hg,, = 0. Se fosse %;;; = 0 le nostre quadriche (n =0)
che passano per 1’asse delle x avrebbero tutte sull’asse delle z
per punto doppio il punto

p— — L
3k122 )
Dunque anche in questo caso si pud rendere %y, nullo prendendo
questo punto doppio a punto all’ co dell’asse delle z. Altrettanto
dicasi di ;5. Se ky;; =0 oppure Ay, = 0 (caso in cui quelle
delle nostre quadriche che passano per 1’asse delle = o per 1’asse
delle » hanno un punto doppio) si ha questa unica differenza
che la By si riduce ad una quinta potenza od é identicamente nulla
(se kq33 = hyyy = 0): in Questo caso analogo a quello delle rigate
e delle quadriche dello spazio ordinario), il discriminante di F, é
nullo (caso anormale, perché non si possono coi metodi prece-
denti normare le coordinate di un punto della ¥,). Abbiamo cosi
trovato un primo carattere geometrico delle superficie anormali.
I due punti scelli come punti all’ o degli assi delle x, y
(punti di contatto di z=0 e ¢t =0 con certe quadriche) non
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sono che @ due punii trasformati di Laplace del punto x, (sopra
trovati per tutt’altra via). Infatti nel sistema di coordinate testé
definito tali punti all’co hanno uno per coordinate ,, ., 2.,
t,, w=0 e laltro z,, v,, 2,, £, 0 (tutte calcolate nel punto O
della V,). Basterdi dimostrare che nel punto O i coefficienti g
‘delle (6) del § 109 sono nulli; e, poich® nel punto O si ha
z,=1, y,=1, x,=y, =0, basterd provare che ivi »,,=»,,=0.
Si avranno infatti in O due sviluppi

r=u-toau? 28wyt +... y=v4put2quvtr?4...

Sostituendo nella F,, data dalla (3), i coefficienti di du? e di dv?
devono risultare identicamente nulli. Ora tali coefficienti si trovano,
con la materiale sostituzione

4(pu+gqv)+ ..., 4Bu+yv)+...,

dove i termini trascurati sono del secondo grado. Percido in par-
ticolare p = ¢ =3 =7y =0, da cui segue appunto che per
vu=v=0 si ha 2,, =y,,=0. Segue anche x,,= ¥, =0,
ciod che il piano ¥ =z = 0 & osculatore alla linea u = 0, il piano
y=t=20 alla v=0, come gia sapevamo. Possiamo dedurre un
nuovo modo di definire geometricamente gli iperpiani z =0,
y=10. Cosi p. es. I"iperpiano £ =0 6 un iperpiano passante per
il piano osculatore della v =10; se 2’ =0 & uno qualsiasi degli
iperpiani passanti per esso, gli altri sono "+ Az = 0. Quello
da noi scelto per iperpiano xz = 0 & I’ unico tale che z —3x%2 =0
sia una quadrica, la cui intersezione con V, sia una linea avente
in O un punto triplo, le cui tangenti coincidono con la direzione
principale y =0 (con I'asse delle z). Le quadriche z — x2 = 0,
o anche pilt generalmente le quadriche Az% 4 2pzf 4-v2® +
42— a* =0 sono facilmente definibili per via geometrica.

§ 111. — Le equazioni differenziali fondamentali. (F)

Per risalire dalle forme F,, F,, F; alle superficie dovremo
al solito ricorrere ad equazioni differenziali, le cui condizioni
d’integrabilitda daranno tutte le relazioni intercedenti tra le forme.

Fusint e Cech, Lexfont di Geometria proiettivo-differeniale. 42
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Noi ci limiteremo a studiarle nel caso che le wu, v siano le linee
principali, scrivendole nella forma :

Lyuy = Az, + Bxuu +px, +q2, +r2
(1) wi=B'.xvv+A'xuu+%xu+“xv+px
Ty =hx, + kx,+ lz.

Notiamo, che posto a,; =ex, si ha
(%, x, 2, x,,) = 263%
donde, derivando rispetto #, oppure rispetto v :
(2) (2k + B) =3a,, (2h+ B')=3a,.
D’altra parte

F.F} 4 Fy= =% (2, 2y, x,, x,du? + x,dv?, 2z, du.du,du,).

Ora
dx
%% _ .
T111 = W— 2 A, Xy = -67 (xuu — 0y xu) —32 Oy (zuu — Oy xu)
dx 0
= 1 —
L1120 = —Tv‘ = 5‘5‘ (zuu — Oy 13“) - 5;; (xuv) T Oy Xy, — Gy Ly
_ 0
Tog1 == = "a';)- (xuv) — Oy Xy — Oy Ty
_ , 9
Togy = = 'a'; (xvv —_a, xv) —2 Oy (xw — 0y xv) .
Quindj :
F F 4+ Fy = 2620 X
du? dv?

(B—3a,)du® + Shduddy + A'dv® Adud + 3kdudv?® + (B'—3a,)dv?
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F P} + Fy = 262 [Adu® — A’ dv¥] -
3)
+ 2e2%dutdv? {3 (k + a,) — Bl du + | B —3(h +a,)] dv].

Assegnare F,, F,, F, equivale in virtu delle (2) e (3) ad asse-
gnare le A4, A') B, B’, h, k. Dimostreremo che possiamo calco-
lare i residui coefficienti 1, p, ¢, r, =, %, p. Ora derivando I’ul-
tima delle (1) si deduce, tenendo conto della prima:
Ty = h A, + (2R, + l+hB -+ hk) Ty +
+Gkp+ N+ GBg+pa, +Gr +)2

ove A, I, v sono espressioni formate con le &, k, 1 e loro derivate,
che ci & inutile scrivere esplicitamente.

Dalla prima delle (1) si deduce, tenendo conto delle altre:

Loyuuo = (Bv + AAI + Bh) Zouu + (Av + AB, ‘+’ 9) Loy +

+ Ax+p,+ph+) 2, + (A7 + ¢, +pE+r+2) 2, +
4+ (dp+r +pltwa

ove T, z, w sono formate esclusivamente con le A4, B, 4', B, h, k, 1,

Confrontando successivamente i coefficienti di =,,, ., z,, 2,, 2,
si determinano 1’uno dopo I’altro i valori di

l q P, + A% Axn 4+ pk+r Ap +r,+ pl—bhr.
Similmente dal calcolo di #,.. si deducono i valori
! » =,+4q Ap+ah+p Ar+p,+al—hp.

Cosicch® in conclusione restano determinati

l) gy %, Dyy Tu, r+A‘R+pk, P+A'P+1th,
@
Ap+4r,+pl—hr, A'r+4p, 4zl —hp
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In particolare sard
r=—Ar—pk+ M p=—A'p-—7th+N

ove M, N sono note; sostituendo questi valori di r, p nelle
ultime delle (4), che sono pure note, si trovano, notando che p,,
m, sono noti, i valori di
—p(— A4 1 —k, + hE) + (A7), = p(+ 44 +
+ I) + (‘4 ’n)'u
—a(—A44" 4+ 1—bh, +hk) 4 (4'p), =
= (44 +T) + (4'p)),

®)

ove I, T sono gli invarianti dell’ultima delle (1). Insieme ai valori
gid noti di w,, p, cid basta generalmente a determinare =, p,
tutt’al pit a meno di costanti arbitrarie.

Senza entrare in particolari di questa ricerca, vogliamo
piuttosto caratterizzare le superficie anormali (con A = 0 oppure
A =0). Se p. es. 4=0, la prima delle (1) da

(6) . xuuu=Bxuu+pxu+qxu+rx'

Se ¢ =0, le v= cost. apparterranno ad un piano S,, perchs
ogni 8, osculatore (contenente #, z,, w,,) € anche iperosculatore
(contiene =z,,,). Se g+ 0, si ricavi dalla (6) il valore di z, e lo
si sostituisca nella equazione che si deduce derivando la stessa (6)
rispetto ad w, e sostituendo ad «,, il valore dato dall’ultima
delle (1). Si trovera un’equazione lineare omogenea che lega =,
Tuy Ty Tyuw ©d Tyy,. Le cinque soluzioni z, y, 2, t, w di
questa equazione non identica del quarto ordine sono dunque legate
da un’equazione

(7 rx 41y + 13z +ryt+rsw=0

dove le » sono funzioni della sola v; alla stessa equazione sod-
disferebbero le
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dix oty dtw .
a—ui, W,..., —87 perz=1,2,3

e quindi per (6) le z,,..., w,. Sarebbe pertanto anche

dr dr dr
(8) Tl?lx+7i172y+"'+ﬁi—w=0'

Confrontando le (7), (8) si ha che due casi sono possibili:
1°) Le %:]—' sono proporzionali alle »;; sopprimendo un fattore

comune, sarebbe r; = cost., e quindi la nostra V, apparterrebbe
ad un 8,, caso che abbiamo escluso.

2°) Le (7), (8) sono equazioni distinte, e rappresentano percio
un 8, che contiene la corrispondente v = cost. Ritorniamo ciod
al caso g =0; del resto avevamo sopra gid calcolato il valore
di ¢; da quel calcolo si deduce appuanto che, se 4 = 0, anche
¢ = 0. In conclusione dunque: Le superficie anormali sono tutte
¢ sole quelle per cui uno det sistemi di linee principali é formato
da linee piane (di un S,). Se la forma F, fosse identicamente
nulla (A = A' = 0), cié avverrebbe per entrambi ¢ sistemi di linee
principali, e viceversa. (*)

(*) Per I’ estensione del concetto di superficie proiettivamente applicabili
cfr. le Note del Dr. Bersano:

« Contatti del secondo e del terzo ordine tra varieta iperspaziali ». Rend.
Istituto Lombardo Vol. LVI (1923) e «Sulla applicabilitd proiettiva di una
particolare classe di varietd iperspaziali» Rend. Linocei, Vol. XXXII
serie V (1923).

In dette Note si dimostrano i seguenti teoremi :

I. Condizione necessaria e sufficiente perché due varietd V» di S,
siano proiettivamente applicabili del secondo (del terzo) ordine é che — es-
sendo le due V5 riferite biunivocamente in modo che a punti omologhi spet-
tino eguali valori delle coordinate curvilinee — siano collineari le configurazioni
degli S, [S;] osculatori — in punti omologhi — a curve omologhe. (Questo
teorema costituisce un’estensione del teorema di Cech di oui al § 20 B).

II. Condizione necessaria e sufficiente perché due Vi di S, - che
siano ciascuna soluzione di una e una sola equazione alle derivate parziali
del secondo ordine - siano proiettivamente applicabili del 2° ordine, 6 che i
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§ 112. — Superficie rigdte appartenenti ad uno spazio
ad un numero impari di dimensioni. (C)

Questo e il seguente § riassumono i metodi del Cech per lo
studio delle superficie rigate.

Consideriamo una rigata R appartenente allo spazio S, ad
r=2n + 1 dimensioni. Per definire R, partiamo da due curve
0, e C,, in corrispondenza biunivoca, le coordinate y e 2z dei
punti di C, e C, essendo funzioni di un parametro v. Indichiamo
con apici le derivate rispetto a ». Il punto generico x di R &

(1) x =4y + 2.

coni caratteristici uscenti da punti omologhi siano generati da direzioni omo-
loghe. (La corrispondenza tra le due V3 é la stessa di quella del teor. I).

Ne segue che, perché due V, di .S; siano proiettivamente applicabili del
secondo ordine, occorre e basta che le due forme F), differiscano soltanto per
un fattore.

In quanto alla applicabilitd del 3° ordine, essa trae di conseguenza la
collinearita delle due V,. Infatti se due ¥V, (V°, V") sono proiettivamente
applicabili del 3° ordine, ad ogni punto O di V” si potra associare una V7"
collineare con V"’ e avente in O un contatto del terze ordine con V. V"
e V7’ saranno percid, in O, legate dalle :

/ 177 4 4 7 17 /II

rT=T 5 =T, Ty =T xnt = xnt + Lse T

F+ Xt @)+ Are®” (r, s, t=1, 2) e analoghe
dove z’,...; «”’,..., sono le coordinate non omogenee rispettivamente di
03y

Oup Ous Ouy
{5 costruite per V7 coincidono con quelle costruite per le V7. Ma V" e V"
sono collineari, e nella I nota é anzi dimostrato che esistono infinite colli-
neazioni che mutano 77’ in una V" avente in O un contatto del 3° ordine
con V’. Tra queste omografie scegliamo quelle che sono unimodulari. Ne
seguira che V77 e V" hanno le stesse forme fondamentali f,, f,, f5. Se ne
trae ancora (teor. I) che: Due V, di Sy sono collineari se sono tali le confi-
gurazioni degli S; osculatori a curve omologhe uscenti da punti omologhi.

Ve V" od & posto: :cr,; = Ne segue che le forme f,, f,
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Supponiamo, limitandoci a tale caso generale, che il determinante
(yxyrzr v y(n)z(n))

non sia identicamente zero, ed, escludendo gli eventuali punti
isolati in cui tale determinante svanisce, scegliamo il parametro v
in modo che sia identicamente

© (yzy/'2 ... 9" =0 =41.

La teoria che andiamo ad esporre & la generalizzazione del me-
todo gia usato al Cap. IV nel caso particolare n =1. I punti
Y, 2,...y™, 2™ essendo linearmente indipendenti, le coordinate
di y e z soddisfano alle equazioni differenziali

3 Yy = B a9 4 b2 ) = B gy | g2,
§ue0

iw0
Derivando (2) si deduce che

©) a, +d, =0.

E evidente che 1’iperpiano

(5) & = (yz y' 2 Cee y(n—l)z(n—l), tl y(") + tz z("))

contiene gli 8, osculatori a tutte le curve di R passanti per il
punto (1) di R. Esso si dice pertanto 1’iperpiano = — tangente
(o n — osculatore) di R in z. Si dicono, con Bompiani, gquasiasin-
totiche le curve di R tali che, in ogni loro punto, I’iperpiano
n — tangente § contenga 1’S,,, osculatore alla curva. Proprieta
caratteristica di una quasiasintotica & evidentemente

dn-l—l
88— (1Y -+ 1a2) = SE [y 4 fyz 4

+ (1) (4 + §27)] =0.
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Sostituendovi i valori di y+, z+ dati dalle equazioni differenziali
(3) ed il valore (5) di & si trova

(6) (n + 1) (tlt;—t2t;) + bnt% + (dn‘ an) tlt2 —'cnt; = 0-

Dalla forma di quest’ equazione . differenziale si deduce subito il
teorema di Bompiani :

Le curve quasiasintotiche di R segnano sulle generatrici pun-
teggiate lutte proiettive tra di loro. Di piu si vede come al Cap. IV
§ 34 A, che possiamo scegliere y e z in modo che il punto (1)
descriva una quasiasintotica sempre che ¢,:%, sia costante. Sotto
tale ipotesi 1’equazione (6) deve ridursi a f;¢, — fy¢; = 0 sicche

sicch® le equazioni (3) diventano
n—l1 i n-1 . .
(M) ¢ =5 a4 b, =T ey da,
1= =l

Le nostre ipotesi restano soddisfatte, introducendo = e ¢ al posto
di y e z mediante le formole (*¥) (A, i, v, p, essendo numerici)

(8) n=Ay+pz, L=vy+pz, hp—pv=1.

Come al Cap. IV § 34 B vediamo che, 1,, 7, essendo cogredienti
a ty, ty, le n forme bilinear:

9) filtyn) = —bityty +aityte—dityT - Cityty  (1=0,1...n—1)

(*) Per brevitd, supponiamo orientate le generatrici di R sicché non
abbiamo bisogno di studiare il caso Ap—pv<<O.
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non cambiano per la trasformazione (8). E lo stesso wale adunque
delle forme quadratiche

(10) fi(t)=—0b88 + (@, —dy) 4ty +citp (G =0,1...n—1)
e delle espressions

11 2ji=a;,+d; (t=0,1...n—1).

La rigata B & evidentemente determinata, a meno di collineazioni,
dalle forme bilineari (9) o, ci6 che & lo stesso, dalle forme qua-

dratiche (10) e dalle j;. Ma tali forme non sono ancora invarianti ;
infatti le nostre ipotesi restano soddisfatte facendo la trasformazione

2
(12) Y=py, Z=pux, V=f[pl”dv.

Alle equazioni (3) corrispondono le altre due della stessa forma

gy | msl o grly a1z
gy = B A gy B
gtz gl @y "1z

v = 5 Gogye T e

Un facile calcolo da che

4
An-l— n—] T IP| " (an-l_dn—l)y
13)

4 _ 4
B,y=lpl ™ b, Cou=lpl ™ euu

mentre gli altri coefficienti delle equazioni (7) si trasformano in
modo complicato. Se ne deduce

8

(An—l - Dw-l)z +48B,, Cpy = !P| T X
(13)pis
>< [(an—l - n—l)2 + 4bn—l cn—l] .
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Se il discriminante di f.—s (!) & diverso da zero, possiamo quindi
togliere ogni ambiguitdi in modo intrinseco ed invariante sup-
ponendo che

(14) (aﬂ-—l - dn—l)z + 4bpyCpy = 4e, &= i 1.

Possiamo dire arco proiettivo di R la variabile v corrispondente
alle ipotesi (2) e (14). Le forme bilineari (9) corrispondenti all’i-
potesi (14) sono intrinseche ed invarianti.

E facile dedurne il sistema completo degli invarianti proiettivi
di R. Per maggior chiarezza, riprendiamo la notazione del
Cap. IV ponendo

(15) —b,,=4 y Opqy— dn—l = 2B3 Cp1 = c

sicché
foa(®) = At} + 2B, +C13,

B:—AC=e=+1

e poniamo, come al Cap. IV, § 35 B

4 B ¢
(16) B2 —AC=h,|4 B ¢ |=k.
AN BH CU

Supposto k3 0, noi sappiamo da 1. c. che A e k determinano

fa—1 (t) @ meno di sostituzioni (8) a coefticienti numerici. Posto
ancora

o | At B But o
g() =
A't, + By, B4y+Ct |,

le forme quadratiche f, (), fii(t) =4"68 +2B'¢t,t, +C't; e

g (¢) sono linearmente indipendenti, se & % 0, cosicchd valgono delle
identita della forma

fi(t) = Lifpes () + Mifoa () +Neg (1) 6=0, 1...2—2).
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E chiaro che (sotto le ipotesi (14) e A+ 0), il segno ¢ =41 e
le quantita -

B(h>0 se e=—1), ¥ 4 (+=0,1...n—1)
17)
Li, MI', N" (7:=0’ 1...n—'2)

formano un sistema completo di invarianti prosettivi di R.

§ 113. — Superticie rigate appartenenti ad uno spazio
ad un numero pari di dimensioni. (C)

Consideriamo ora una rigata R appartenente ad uno spazio
S, a r=2n dimensioni. Come nel caso di r impari, definiamo
la rigata mediante due curve direttrici C, e C,, sicch® il punto
generico di R & anche qui

(1) =1ty + tz

y e z dipendendo dal parametro v, Limitiamoci al caso generale
supponendo che non siano nulli identicamente tutti i minori del
massimo ordine della matrice

(2 E= (yzy'2 ...y~ ).

Tali determinanti sono le coordinate dell’iperpiano § che & evi-
dente (n — 1) — tangente in tutti i punti della generatrice yz
di R. L’iperpiano £ & di piu »n — tangente nel punto (1) se

(3) (yzy'2' ...y V20 0 ™ g 2™) =0,

mentre negli altri punti della generatrice (yz) lo spazio » — tangente
riempie tutto lo spazio ambiente S,.. Si osservi che la (3) deter-
mina univocamente il punto (1) della generatrice generica di R;
infatti nel caso contrario, y™ e z™ sarebbero per ogni v combi-
nazioni lineari dei punti che compaiono nella matrice (2) donde
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si concluderebbe facilmente che lo spazio d’appartenenza di S,
avrebbe meno di 2» dimensioni, contro 1’ipotesi. Determinando,
per ogni valore di v, il rapporto f,:¢, dalla (3), il punto (1)
descrive una curva ben determinata di R che diremo col Bompiani
la curva quasiasintotica di R. Essa & pertanto 1’unica curva di R
in cui punti lo spazio n —tangente a R.ha dimensione < 2n.

Supponiamo d’ora innanzi che la curva ¢, sia quasiasinto-
tica sicché

) (yzy'z ...y Dele-Dylely — @ ;

e scegliamo il parametro » in modo che sia identicamente

(4) bis (yzy'e ... gD = 1,

escludendo senz’altro i valori isolati di » in cui il determinante

(4)wis sia uguale a zero. Dalla (4) si deduce che le coordinate di
y e z soddisfano all’equazione differenziale della forma

n—1
) y =T @y + b

In generale b,.,+0; se b,,=0, la (5) dimostra che, in ogni
punto della quasiasintotica C,, I’S, osculatore a C, sta nello
spazio (n — 1) — tangente ivi ad R. Limitiamoci a trattare il
caso generale b, ,%0.

Le equazioni (4) e (4)y, restano soddisfatte senza cambiare
il parametro v sostituendo a y e z rispettivamente % e { dove

* (6) n=p"y, (=pT"z4 Ly

p e A essendo funzioni qualunque di ». Ne vogliamo approfittare
per semplificare la (5). Eseguendo la (6), alla (5) corrisponde la

n—1
1= 3 an 4+ B

dove, come un facile calcolo dimostra,
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(7) Op—1 = Ay — )\ P" bn—l + n (n + 1) "r;— b} pn—l = p2"+l bn—l i

Possiamo pertanto scegliere p e A in modo che risulti
® a1 =0, By=1;

infatti a tale scopo occorre e basta scegliere

__1 n41 ,
®us p=0bpy t, A=0b, 2+l n(n41)b,_,

e

Le equazioni (4) e (4)u, restano pure soddisfatte facendo la
trasformazione

©) p=0"y, 3=z, v=[odo.
Alla (5) corrisponde ora la

a'p day d'3
el S z
ay: i =f & dv‘ +higyr dvi

ed un facile calcolo prova che

‘n~—=1 + w 0,

1
(s An1= T a 9 rER bpr = o™t bny -

Posto ancora

Y =g, Z=pm540p, V=0v,

sard, analogamente alla (),

ey gt g 24 &z
= y:|
av i§0 ‘ Vi + B d V; ¢

Affinch® risulti 4,,=0, B, = 1, ‘occorre e basta secondo
le (8)w, che
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- __’;“H n(n +1) dlogh,._
(9ter p=b"‘1 L A=1D,n a"—lﬁzn +1 av 1

Supponiamo ora che sia @, ;= 0, b,_,=1 (il che si poteva

raggiungere mediante una trasformazione (6)). Le equazioni (9),,

diventano

nn41) o
2

—_— — an—l1
Ay = a2’ bn-—l =0 3

sicché le (9),, danno

_n=1 3 n (n + 1) _n9+4n+l ,
— Tntl —_—— N 2n41
p=o y A T on 1 c a.

Abbiamo pertanto ottenuto il risultato: 8¢ posssono in infinits

modi sceglicre le curve C, e C,, i fattori delle coordinate y e 1z,
il parametro v, in modo che valga la (4), € la

N2 X
(10) y(") = pn—1) + ¥ a, y(‘) + bi 2,
§=0
La pid generale trasformazione che non lede tali ipotesi é

. 3
Y___,:,zi+n+ly’ Z=r”‘”"’z+ _2__n (n+ 1) i—n=—1 ,:'y,

1)
V = [r’”'“dv,

© essendo funzione arbitraria di v (v 0).
Eseguendo la (11), alla (10) corrisponde la

&Y Az 2 @iy 4z
avs = ap— T 2 Aig + B

Un calcolo piuttosto lungo e che ometto, da

(12) B,_, =t #n+) [bn_z - (n— 1) (n 2) —i—] )

2
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] A R VR A

(12)p14
+ L n(n?—1) (n—4) LA n(n?—1) (4n®—19n—42) =
6 T 24 w2 |’
Derivando la (12) e confrontando con la (12)y, si deduce che
1 dB,_,
n+2)4, .+ ?n(n -+ 1)(n—4)—d—V— —

1 n(n41)(4n* — 52 4 10) B
6 n—1)(n+ 2) e

(12)t0r
= ¢ [(n + 2) @y _2 + %- n (n + 1) (n - 4) b:,_z -

1 a(r+1)(4n*— 50+ 10)
T 6 (n—1)(n +2)

b2 sl .

L’ ultima equazione prova che si pud ¢n generale togliere ogni
ambiguitd supponendo

1 a(n+1)(n—4)

Ay o9 = 3 n + 2 bn—2 +

(13)
1 n(n-41)(4n?—>5n4 10)
T % m—1) (n F 2

b _s +e

dove a e si pud dare un valore numerico scelto comunque, pur-
ché diverso da zero, p. es. ¢ = =41,

Il parametro v corrispondente a (13) pud dirsi I’ arco proiettivo
di BR; le y e z son perfettamente determinate a meno di una
sostituzione unimodulare a coefficienti numerici. Dalla (4) si de-
duce derivando che, accanto alla (10) vale 1’equazione della forma

n=—1
14) 2 = B ¢, y¥ 4 d,2¥.
=0

Ed & chiaro che il segno ¢ e le quantita
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a,, by, ¢,d (=0, 1...n—3; §=0, 1...2—2;
k=0, 1...n—1)

formano un sistema completo di invarianti proiettivi di R.

La normalizzazione ora esposta diventa impossibile se vale
la (13) con e = 0. In tal caso il procedimento piu rapido & il
seguente. La (12) prova che si pud in ogni caso scegliere v in
modo che sia b,, = 0. Ma tale normalizzazione non & inva-
riante, perché la condizione b, , = 0 resta inalterata ponendo

Y =ty Z =tz V ="y, = costante.

Mediante tale sostituzione, le a;, b;, ¢;, d, si cambiano rispet-
tivamente in 4;, B;, C;, D, dove

A, =ta;, By=1"1b, COy= 12, D= irHig, t= ",

Nel caso eccezionale [quando ¢ = 0 nella (13)], facendo b,_, =0
sard anche @, ,=0. Sia @, ,=b, =0, ma p. es. a,_3F 0.
Allora il differenziale

1
(15) Ay "—3dv = dw

e le quantita

1 da,_ a3 b3,
an_a—dwi, o (=0, 1...n—4), an‘f_;_l (#=0, 1..n—3),
(16)
cn—s . dn—s .
-5,5_1_:;2— (=0, 1...n—1), T:—_gﬁ“ (G(=0,1...n—1)

sono evidentemente invarianti proiettivi di B; e la B & completamente
determinata a meno di collineazioni, date le quantitd (16) in fun-
zione della variabile w definita da (15). Si osservi che, per deter-
minare le (16), le quadrature non sono necessarie che in apparenza.
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