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CAPITOLO X I I . 

INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA 

PROIETTIYO - DIFFERENZIALE NEGLI IPERSPAZI. 

§ 104. — Le forme fondamentaii delle ipersuperficie. 

A) Preliminari geometrici. (F) 

Riprendiamo gli stessi metodi che ci hanno servito per le 
superficie. In uno spazio 8^ ad n + 1 dimensioni siano xy 

y,..., t un sistema di n -f- 2 coordínate omognee; talvolta por-
remo la prima di esse uguale ad 1 ,1 en successive a xl9 

xn, T ultima a z. Le xi e la z costituiranno un sistema di n + 1 
coordínate non omogenee. Sia data una ipersuperficie Vn; senza 
limitare la generalitá potremo supporre che z— 0 sia 1' iperpiano 
tangente nel punto O generico xx == x2 = ... = xn = 0. A meno 
di termini del quart^rdine varrá uno sviluppo: 

z=P2 (x) + Ps(x), 

ove Pt é (per i = 2, 3) un polinomio omogeneo di grado i nelle x. 
La P2 = 0 definisce le direzioni lungo le quali 1' iperpiano tan-
gente incontra F n ; direzioni che pertanto formano un cono qua-
drico, detto cono asintotico. Le quadriche di la cui inter-
sezione con Fa ha in O un cono di terzo grado di direzioni tan-
genti, sono le quadriche la cui equazione é del tipo: 

z — P2 + z(hz+P)= 0, ove P = (h, = cost.). 
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Il cono cubico di direzioni tangenti in O alla quadrica ed a Vn è 

P3 + P2P = 0. 

Yi sono con di questi coni dipendenti dalle costanti h. Se il 
discriminante A di P2 è diverso da zéro, ve ne è tra essi uno e 
uno solo (cfr. Introd. § 4 B) apolare o coniugato a P2 . 

Ponendo T = P 3 , = x{ P 2 , nello spazio izn ad n dimen-
sioni, ove le t sono coordínate omogenee si trova una ipersu-
perficie W di terzo grado con punto doppio ; il cono tangente nel 
punto doppio di W è P immagine del cono asintoto ; le sezioni 
iperpiane P immagine dei coni cubici precedenti, la sezione prin-
cipale P immagine del cono cubico apolare al cono asintoto. 

Se A = 0 , potremmo talvolta al cono cubico apolare a P% 

sostituire un altro cono definito pure in modo invariante; p. es. 
se n = 3 sostituire ad esso il cono immagine di quella sezione 
piaña di W che passa per due delle rette di W, che escono dal 
punto x± = x2 = ... = xn = 0 . Ma tale considerazione intro-
duce degli irrazionali. 

B) Formole fondamentali. (F) 

Passiamo al lato analítico della trattazione ; supponiamo le 
Í/, . . . , t funzioni di n parametri ux, u2,..., un, e, per ora, 

indichiamo provvisoriamente con indici apposti alie y , . . . le 
loro derívate. 

Poniamo : 

F2 = X (x, xX) x2,..., d? x) 
3 

$3= X(a, z8, . . . , zn, d3x) g" dF2 . 

Come nel caso delle superficie si pro va che ^ = 0 è Pequa-
zione del cono asintotico e che <ï>3 = 0 è P equazione di uno 
dei citati coni cubici (variabile con X e col fattore per cui si 
moltiplicano le coordínate omogenee). Tra questi coni cubici quello 
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apolare ad F2 si trova, come ora proveremo, ponendo X 

se B é il discriminante di 

( f f , xl7 x2j. . ., xnl d2x) = Iibr$durdus. 

Posto Brs uguale al compl. algébrico di brs in 2?, diviso per B) e 

<J>3 = X £ diíj, 

si avrá in tale ipotesi 

, / , 1 (dbrs dbrt 36,A 
o* - •. - 2~ [é^ + SÜ; + + 

• r ¿logg , glog^ , h siog B\ 

e quindi 

X = I [ ( , . . . _ ¿ y - Z (V) + 4 ^ , 

ove sono i simboli di Christoffel di seconda specie per la 

2 brsdurdu9. Gli ultimi due termini del secondo membro si elidono; 
bastera dunque provare che é nullo il primo, cioé che e nullo 

(2) £ S 
«i • • • i Xü X^ . . . Xn Xrt) 

i r,s 
Ora, se X, Y... é un sistema di quantitá tali che (x xx ... xn X) = 1 , 
dalla definizione delle brs segue che valgono delle formóle 

zr5 = brsX + \irs x + S vrjZj, j 

ove le [x, v sono quantitá che ora non ci interessano. Pertanto la 
(2) vale 

6 0 7 

1 
n+2 ' 
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S 2 Brs \yisibrt — &ítvrH] = S (vw — v<M) = 0 , 
i r,s í 

come si doveva provare. 
II valore della forma <í>3 corrispondente a questo valore di X si 

indicherá con Fd. In generale ogni altro valore di <J>3 differisce 
da F3 per il prodotto di F2 per una forma di primo grado. Ma. 

1 

noi intenderemo sempre di aver fissato — = ^\B\ . 

E porremo 

l 2^2 = Sawdwrdtt# = {xx1... x¿d* x) 
(3) J f \ A \ 

( Fz = 2 arst dur dus dut 

1 
ove A é il discriminante di F2, e quindi X = j • 

Le forme JF2, -F3 sono determínate dalla ipersuperficie in 
modo impropriamente intrínseco (perché cambiando e soltanto di 
segno per trasformazioni sulle ur a Iacobiano negativo) e invariante 
per collineazioni a modulo 1. Le collineazioni a modulo — 1 le 
cambiano di segno ; quelle moltiplicative le moltiplicano per uno 

F 
stesso fattore positivo, cosicché in ogni caso ~ é intrínseco in-

2 
variante e riceve il nome di elemento lineara proiettivo. 

Notiamo che, se n é dispari, alia }[\B\ potremo sostituire 
n-f-2 

la Í B 
, senza timore di introdurre quantitá immaginarie nel 

caso di ipersuperficie reali. 
Invece di considerare la ipersuperficie come luogo di punti 

la possiamo anche considerare come inviluppo di iperspazi 
7 ¡ , . . . , T, cioé degli iperpiani tali che : 

(4) 8 6 x = 8 i x{ = 0 e pertanto anche 8 x = 0 

(i = 1 , 2 . . . , » ) . 

Queste v j , . . . , T sono dalle (4) determínate solo a meno di un 
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fattore, che resterá completamente determinato se imponiamo che 

(5) S ^ x = — Sd£dx = SxdH = F2 

da cui segue 

(xx±x2...xnd*x) ...ind2í) = (—1Y 

0 0 0 . . . 

0 a n aJ2 . 

0 ^21 2̂2 ' 

o anl an2. . 

Fo 

0 Fo 

"ln ' 
«2». 

Q>nn • 

= ( _ ly-^AFl. 

Posto s = sgn (— l)"1"1 se ne deduce per (3) che la posizione 
(5) sulle S equivale a porre 

. . . índH) = 8 . . . xnd?x) = sFj\A\ 
Si avra 

( 6 ) ^ T P T Í « ^ - - - ^ ; x==~m (£> , $2 ) • • • 1 

Sara poi, come si deduce dalla definizione di Fz e dalle (6): 

(7) F3 = S£d3 x ^-dFi = dF2 — Sdld*x — = 

= — Sdid2x — ~dF^= dF2 + SdxdH — -^-dF2 = 

= ^-dFs + Sdxd*í = -?rdFz — Sxd3i ¿i ú 

od anche (Cech) 

(8) =-^S{dxdH — díd*x) — 



6 1 0 CAPITOLO I 7 N D I O E S I M O [§ 1 0 0 , Cl 

Scegliendo in altro modo il fattore di indeterminazione per le questa 
formóla non darebbe piü F3 apolare ad F2, ma un' altra forma del si-
stema lineare delle <í>3, cioé aF3+F2Z<3idui¡ perché, se 6 = p£, allora 

8{dxd2í—dld2x) = p 8(dxd2i—did2x) + 

+ dp(28dxdí — 8íd2x) = pS(dxd2í — d^d2x) — 3dp.F2. 

Indicando con xr, xrt ecc. derívate covarianti rispetto ad F2, sara 
anche: 

(9) ars = — 8£rxs = — 8is xr = Si xri = Sxirs. 

Poiché 

d3x = Ixr83ur + 3Ixrsdur82us + 2xrstdurdusdut, 

dF2 = 22 arsdur82us> 

si trae tosto dalle precedenti che 

Fz = 2 (8ixrst) durdusdut, 

donde, derivando covariantemente le (9) (*): 

(10) arH = S£ xrst = — 8£txrs — —S£rxst = — S£txrs = 

= Sz¿rt —SZrtt, =Sxsírt == — Sx£rst. 

Le relazioni di coniugio danno poi: 

(11) 2 A„arst = 0 per i = 1, 2 , . . . , n. 

(*) Si ricordi che le derivate covarianti delle ar$ sono nulle, e percio 
non sono indícate con ar«t. 
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C) Le equazioni differenziali fon dame ni ali. 

Potremo iufine scrivere le equazioni differenziali che dalle 
forme F2, F3 (e, per ora, da una terza forma P) permettono di 
risalire all' ipersuperficie. Poniamo : 

X = - i - A2 x e analoghe. 

Sara 

(12) SXÍ = — S AnSixrg= —2Arsars = 1 . v ' n n 

(13) SX^ = S ArsSíiXr* = - — S Arsarsi = 0 
V ' W r , s 7h R { S 

e quindi, derivando la penúltima, anche 

( 1 4 ) S U < = 0 . 

Análogamente si definiscono le E, e si dimostrano per queste le for-
móle duali delle precedenti. Allora le x, xly x2,..., xn, X sono 
linearmente indipendenti, e pertanto valgono formóle del tipo: 

Xrs = Ks X + S \lrst a , + v r 4 X 

ove le X, ¡i, v sono quantitá da determinare. Moltiplicando per £ 
e sommando si trova: 

vr, =S£xrs = ars. 

Moltiplicando per e sommando, si trova 

— a¡rs = S a?r, = • — S ati, cioé = 2 a{r, ¿ i 

cosicché si ha in conclusione: (F) 

(I) = S arfl¿Mg< + arsX + Prsx-
ti i 
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Moltiplicando per Ars e sommando rispetto r, sf si trae : 

(15) ZArsVrs =0. 

Dunque : Si presenta, come nel caso delle superficie, neces-
saria 1' introduzione di una nuova forma intrínseca 

P = S prs dur dus 

pure apolare ad F2 (ma, come le F2, Fs invariante solo per 
collineazioni unimodulari). Formole analoghe si hanno per le 

(I)bi. 6r. = — 2 arstAti^ + arsS + <Krsi , 
i 

ove ancora la forma 

II — S :rri dur du5 

è apolare alla F2. Derivando covariantemente la (I), se ne 
deduce poi : 

xrsi = IdrstiAtjXj + ïiCirstAtJ (ZamAhhxh) + prsix -f pr9xi + 

+ arsiX + ZdrstAtjPijX + arsXi. 

Ora per le S£Xi = 0, varrà una formóla del tipo: X, + 
+ hliXh (della determinazione delle <7, l ci occuperemo altrove). 

h 

Quindi : 

(16) xrsi = S \ I a r s t i A t j + Sa r s tA t ha i k hA h j + artl{p] z¿ + 

; 

+ (Prsi + Mr*) ® + Prs%i • 

Valgono formole duali per le ir,i • 
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D) Alcune applicazioni dei risultati precedenti. 

Noi abbiamo escluso in molti puuti del precedente paragrafo 
che A = 0. Quale significato ha tale esclusione? Esso si trova 
súbito, osservando che per A = 0 vi é almeno una direzione 
dul: du2 :...: dun doppia per il cono asintoto ; essa, cambiando 
variabili, si puó portare nella du2 == du3 = . . . = dun = 0, cosic-
che sará an= a12 = ... = aln = 0; cioé, oltre alie 

(17) S£x = S£x1 = ... = S£xn = 0 , varranno le : 

(17)bis flfeX « = . . . = S Í , X n = 0 . 

Ora, avendo noi supposto che la nostra varietá sia proprio una 
ipersuperficie, composta di oon punti, e non meno, la matrice 
(x x±... xn) non é nulla. E le $ dalle (17) sono determínate a 
meno di un fattore. Dal confronto di (17) ed (17)bis si deduce per-
tanto che le sono proporzionali alie che cioé vale un' equazione: 

= p £ (p = fattore di proporzionalitá). 

Quindi potremo moltiplicare le £ per un tale fattore che = 0. 
Quindi Tiperpiano tangente 2 dipenderebbe dalle solé n — 1 
variabili E viceversa. Perció : 

Se la nostra varietá é non soltanto luogo proprio di oon punti, 
ma anche inviluppo proprio di oon iperpiani, cioé é una vera iper-
superficie sia come luogo di punti9 che come inviluppo di iperpiani, 
allora A ^ 0. E viceversa. 

Se ^ 4 = 0 , gli iperpiani tangenti saranno dunque oor con 
r < w . Scegliamo i parametri u in guisa che le i non dipendano 
dalle u{ con Poiché i punti x sono i punti soddisfacenti alie: 

(18) Bihx=Slx = 0 1, 2 ; . . . , r) , 

essi saranno del tipo : 

FUBINI e ¿ECH, Lexioni di Geometría proiettivo-diffwenxiaU. 40 
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(19) x = xw + S vhx™ ( h = 1, 2 , . . . , « = » — r) 
/i=l 

se :r(0), . . . , x{s) sono un sistema completo di soluzioni delle (18). 
E perció la Fn sará luogo di oor spazii lineari nei punti di 
uno qualsiasi dei quali ha uno stesso iperpiano tangente. É puré 
importante un' altra osservazione valida nel caso piü generale: Se 

«i = «ai • • • i «v-i) (» = v, v + 1 , . . . , n) 

sono le equazioni che definiscono la sezione Vf di Vn con uno spazio 
lineare a v dimensioni, allora, sostituendo in F 2 , <í>3 alie u v , . . . , un 

i precedenti valor i, si trovano le forme corrispondenti che indicheremo 
con F£ e <J>g di questa sezione F'. 

Dato il carattere intrínseco e invariante (per collineazioni a 
modulo 1) delle nostre formóle, e dato che uno spazio lineare od 
é un iperpiano, oppure é sezione di iperpiani, potremo supporre 
che sia v = che 1'iperpiano segante sia x = 0 , e infine che 
sulla Fw valga la a ; = ux. In tali ipotesi, se t) e 
(£, t¡, . . . , t) é un elemento di Fn , di cui il punto giaccia sul-
T iperpiano segante, allora (*/ , . . . , t) ed (vj,. . . , T) sono evi-
dentemente in quest' ultimo le coordínate dello stesso punto e del 
corrispondente S^ che, nelP iperpiano segante x = 0 considerato 
come spazio totale, é P iperpiano ivi tangente alia F \ Basta ricor-

dare le F2 = — Sdxdi, <í>3 = -1-S (dxd2£ — d£d2x), perche il 
u 

nostro enunciato risulti evidente. Ne segue súbito : 

Se Fa = 0, ossia s°, una, e quindi lu'te le forme <í>3 sono 
divisibili per F2, allora, se A 0 , la nostra ipersuperficie é una 
quadrica e viceversa. 

Infatti, se <t>3, é divisibile per P 2 , ció avverrá, per l'osserv. 
precedente, anche per P intersezione di Fn con uno spazio lineare 

generico a tre dimensioni, in cui P intersezione citata sará una 
superficie, che avrá la sua forma <£>3 divisibile per K , cioó 
F'z = 0 ; e quindi, come giá ci é noto, sará una quadrica. Poiché 
ogni S3 generico taglia Fn in una quadrica, anche Fn stessa sará 
una quadrica di S ^ . 
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A questa dimostrazione si puo fare un'obiezione. II teorema 
che le superficie di un S3, per cui 4>3 é divisibile per F'2, sono 
quadriche vale neir ipotesi sempre sottintesa che F2 abbia un 
discriminante diverso da zero. Che cosa avverrebbe nella dimostra-
zione precedente se la F2 della sezione di Fn con un S3 generico 
avesse un discriminante sempre uguale a zero, cioé F'2 fosse 
sempre un quadrato perfetto ? In tal caso necessariamente anche 
F2 sarebbe un quadrato perfetto (e in particolare avrebbe -4 = 0 
contro 1' ipotesi fatta nelFenunciato). Ma possiamo fácilmente esau-
rire la ricerca, abbandonando V ipotesi 0. La sezione di Vn 

con un S3 generico sarebbe sempre una sviluppabile (od un caso 
limite di questa). Le generatrici delle sviluppabili intersezione di 
Vn con tutti gli 83 che escono da un punto generico O di Vn 

sono rette appartenenti a Vn, per cui F2 = 0 e (poiché F2 o 
un quadrato) formano di solito un S^ lineare intersezione di Vn 

con l'iperpiano tangente in O. Lungo una linea qualunque di 
questo 8n_i si dimostra (come nel teorema iniziale di questo §) 
che Fiperpiano tangente non cambia. La ipersuperficie é percid 
inviluppo di oo1 iperpiani (le cui caratteristiche sono i precedenti 
spazii S7l_i): ecco le uniche ipersuperficie per cui non sólo A ~ 0, 
ma anche <í>3 é divisibile per F2. 

Inftne le ipersuperficie per cui F2 é idénticamente nullo sono 
gli iperpiani. 

§ 105. — La quadrica di Cech. 

A) Polaritá e quadrica di Cech. 

Possiamo ora definire la quadrica di Cech, che é la genera-
lizzazione della cónica oscuíatrice a una curva piaña e della qua-
drica di Lie per le superficie. Consideriamo (sempre se A 4: 0), 
per un punto generico O = (x) della nostra ipersuperficie, quella 
corrispondenza che al punto di coordínate 

\x + + 
i 
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fa corrispondere l'iperpiano 

X£ + jlS + SV^ , 

sempre inteso di aver fissato i fattori di proporzionalitá per le x, 
4 riel modo sopra definito (*). Se dunque moltiplichiamo le x per 
uno stesso fattore p, le £ restaño moltiplicate puré per p, e, come 
si vede fácilmente, la reciprocitá sopra definita resta inva-
riata. Tale reciprocitá é dunque definita in modo invariante e 
naturalmente anche intrínseco (per ogni punto della Fn). Affinche 
il punto Xx + ^X + hyixi e l'iperpiano X'S + ¡i'S + SvríJ{ 

si appartengano, dev' essere : 

(Xji/ + X » S a ^ v V ^ + pp'SXE = 0 . 

La simmetria nelle variabili accentate o non accentate dimostra 
che la nostra reciprocitá non é che la polaritá rispetto alia quadrica 

2X¡i + \L2SXE — Sa^vV = 0 

che chiameremo la quadrica di Cech. Le quadriche riel fascio deter-
minato dalla quadrica di Cech, e dalV iperpiano tangente [i2 = 0 
contalo due volte sono tutte e solé le quadriche che intersecano Vn 

nel cono di direzioni avente per equazione F3 = 0. Infatti un punto 
di Vn posto in un intorno di O ha per coordínate 

x d x-\ \r d2 £ + -i- d3 $ + = 

(*) Si ricordi la definizione di X, E del § 104 C. Si vede fácilmente che 
al punto 

\X 4- SV* Xi -H S Ars Xrs 

corrisponde il piano 

Xg-fSv* Xi + -J- XArslrs 

anche supponendo che gli indici delle x e g indichino derívate ordinarie (non 
covarianti), 
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= x + 2 x ^ + - i " ( S xiS2ui + S xrsdur dv.s) + 

+ -1(2^8»^+ 3hxrsdur 82 us +2xrstdurdusdut) 

cioé, tenendo conto delle equazioni fondamentali: 

\x + l^X + 2v<£¿, ove : 

X = 1 + ~ üprsdurdu,+ . .. 

v - = F * + - y + 4 " ^ + • • • 

v* = dut + -i" 82 + + . . . 

Cosicché in un punto delPintorno di O si ha : 

2X[¿ — 2ai/tv(i)v(7l) = + 2r/r< dur82us + -i-JFa — — 

2 
— E a ^ d t ^ S 2 ^ — + . . . = —í1

 3 + . . . 

I termini di grado inferiore (terzo) si annullano appunto sul 
cono F3 = 0 . 

A questo proposito, anche senza entrare in particolari di 
dimostrazione, vogliamo aggiungere una osservazione. Come risul-
terá da un teorema di Cech, che ben presto proveremo, il luogo 
delle rette polari di un punto x delP iperpiano tangente rispetto 
alie coniche osculatrici delle sezioni di Vn con un piano S2 pas-
sante per la retta x! x é un iperpiano passanté per x. Questo 
iperpiano si puó anche definire come 1' iperpiano polare di xr 

rispetto a una qualsiasi delle quadriche del § 104 A e 5, a cui 
corrisponde un cono <J>3 di direzioni contenente la retta x' x. Nel-



6 1 8 CAPITOLO I 7 N D I O E S I M O [§ 1 0 0 , Cl 

F uno o nelF altro di questi modi equivalenti si stabilisce una cor-
rispondenza birazionale tra gli iperpiani délia Stella x e i 
punti x' delF iperpiano tangente £ (*). Agli iperpiani che passano 
per una retta generica uscente da x corrisponde nelF iperpiano 
tangente £ (ad n dimensioni) una ipersuperficie (ad n — 1 dimen-
sioni) cubica con punto doppio in a?, la quale ha in x il cono 
^ 2 = 0 di direzioni come cono tangente ; questa ipersuperficie è 
immagine del sistema lineare delle forme <3>3 (**). 

Al teorema di Moutard corrisponde un analogo teorema di 
Cech. 

B) Teorema di Cech. 

1. Sia oo un Sv (1 v n — 1) tangente in un punto O 

ad un! ipersuperficie Yn (con A ^ 0 ; le quadriche di Cech in O 

(a v dimensioni) delle ipersuperficie Yv sezioni di S mediante tutti 
gli spazi Sv+i passanli per to riempiono una quàdrica ad n dimensioni. 

Posto v = 1, n = 2, si ottiene il teorema di Moutard. 
Per dimostrare il teorema nel caso generale, scegliamo la 

pirámide di riferimento [indico con xi, x2,... x^ le coordinate 
omogenee] in modo che le equazioni di o> siano 

= ~ ' ' ' = ŵ-V+1 ~ 0 

ed inoltre che xx = 0 sia F equazione delF iperpiano tangente a 
Vn in O. In O si avrà pertanto : 

(1) = = = o 
dux du2 ou„. 

Scegliamo i parametri uX) u2,..., un in modo che le tangenti a 
Vn in O situate in co siano quelle per cui 

(*) Se n = 2, tale corrispondenza è la corrispondenza 21 di Moutard 
studiata al Cap. IX. 

(**) Cfr. E. Bertini, Introduzione alia geometría proiettiva degli iper-
spazi, 2a ed., Cap. XV, n<> 1. 
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(2) duv+1 = dw
v
+2 = . . . dun = 0 . 

Un 5V+1 passante per o> è determinato da equazioni del tipo : 

(3) x2 — Xj xx = 0 , x3 — X2 xx = 0 , . . . — Xn_v a?! = 0 

in cui le X siano costanti qualunque. Esso interseca Vn in una 
Fv ; le coordínate dei punti di Fv si ottengono fácilmente in fun-
zione di u1, , . . . ; basta infatti, date le Fu in 
funzione di u t , , . . , calcolare wv+I . . . wn come funzioni di . . . 
dalle equazioni (3) ottenendo p. es. 

^V+l = ?V+1 . . . Mv ; Xx, X 2 . . . , 
(4) 

^n == (^1, . • • Wv ; Xx , X2 . . . Xw_v) , 

e sostituire poi le <pv+* a l posto di uy+k nelle x t . Dali' ipotesi (2) si 
vede subito che si ha in 0, qualunque siano le X, 

Calcoliamo anche i valori delle derívate seconde delle <p in 0. 
Dalle (3) si deduce 

J 2 x? + s / d2xp â<pk_ d2xp d<pk\ 
dUiduj k \duiduk duj SUjduh dUij 

duiduf 

+ y (J*Xl Èîi. + g2a ;i + s 02 Xl ê?k d(pl 1 
t \dUiduK duj dujduk dttj h,i Suhdut dUi dUj 

+ S 
k.l duhBut oUi dut í «5wit duibuj P_1 

p = 2, 3 . . . » — v + 1 

»,7 = 1, 2 . . . v ; M = v + 1, v + 2 , . . . » . 
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Nel punto O valgono le (1) e le (5), sicché le precedenti si ridu-
cono ivi alle 

i s d 2 ( p k = X _ 

II determinante 

d2Xp 

duiduj 1 T dUidUj 

dxp 

d2xx 

dUi duj 

duk 
(p = 2, 3 . . . n —v + 1, ¿ = v + l r 

v -f 2 , . . . n) si riconosce súbito diverso da zero, sicché si trova 
nel punto O 

duiduj (6) — C$>h + • • • + > 

dove le c sono costanti numeriche. 

Continuazione e fine della dimostrazione. 

Passiamo al calcolo delle forme fondamentali F2, F'z per Fv . 
Essendo F2} Fs quelle di Fn, dalla formóla del § 104 (5) e 
dal secondo teorema del § 104 D si deduce tosto che 

dove (anche nel seguito) le parentesi [ ] indicano la sostituzione (4) 
e o si sceglie in modo che F's risulti apolare a F2. Ció determina 

da unívocamente — : sia o 

( 7 ) 
— = Et dux + . . . + Ev duv a 

É importante osservare che, lasciando le X indeterminate, le E 

risultano funzioni razionali delle [ars], [arí í] e (k = v + 

d E% 

+ 1 , . . . ra, i = 1 . . . v), sicché le sono polinomi lineari nelle 
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qu qu%
 c o u coefficienti funzioni razionali delle [«rSî]î 

. Le (5) e (6) mostrano quindi che 
' dars " 3 arst <9<f>fc 

) SuP ' du{ 

si ha nel punto 0 

Et = e,, 
(8) 

dE, 
3 Ut 

dove le e sono costanti. Di più, comunque si fissino le X, il 
secondo membro délia (7) è un differenziale esatto. Per fissare 
completamente o, noi poniamo la condizione che sia a = 1 nel 
punto O per tutti i valori delle X ; sicchè in 0 

(8)m. 0 = 
3s 
du. 

320 
du i duj 

dE{ 

dus + EiEj. 

Dalla prima nota a pié di pagina al § 105 A risulta, ragio-
nando símilmente come al § 105 D, che F£v polare del punto 

i -i . 3 [al , , 3 \x\ . v _ 32 fx~] 
(9) nL*] + i4 + + + 

rispetto alia quadrica di Cech di Fv sta nelP iperpiano 

(10) nIaÉl + 14 + [Xv 
3_[aji 
3wv dut dlij 

do Ye [a F2\ = 2 b¡j dzi¡ duj e Bi}- souo i complessi algebrici di 
nel det. |6¡,-| divisi per il det., la parentesi [ ] indicando al solito 
la sostituzione (4). Ora per i valori delle u corrispondenti al 
punto O, le (9) e (10) diventano per le (5), (6), (8) e (8)bis: 

3wv dUi duj k du. 
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+ Xx E Cg> + . . . + v S e rV) ö * 
k 8uh k 8 uh 

o. V A { W , di . 8i \ 

k OV,h 

(¿, ? = 1, 2 . . . v ; fc = v + 1, v + 2 . . . n) 
dove 

OSf) = S , D^ = S elf (p = 0, 1, 2 . . . n - v). 
ij ij 

II punto y sta sulla quadrica di Cech di Fv se Syyj = 0. Ora 
questa e un' equazione quadratica (non omogenea) (che sarebbe 
facile scrivere) negli n + 1 parametri 

V-> t ^ H • • • V* 5 • • ' ^ n - v • 

Potendosi tali parametri riguardare come coordinate (lion omog.) 
di y, il teorema e stabilito. 

§ 106. — Rette normal!; coordinate normali. 

Sia per ogni punto x di Fv assegnata una retta uscente da x 
e non posta sulP iperpiano tangente £; sia xf x un punto di 
-questa retta. Sara 

flfSa' + O. 
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Ogni altro punto délia retta avrà coordínate del tipo x + p x ; 
affinchè esso sia un fuoco, cioè sia intersezione délia retta consi-
derata e di una retta infinitamente vicina uscente dal punto 
x + dx = x + hxidUi délia ipersuperficie F, dovranno esistere 
due parametri ¡3, Y tali che : 

d (x! + p x) = ¡3 x + y x' • 

Scriviamo le coordínate xf nella forma 

x' = \z+X+hvWxim 

L' iperpiano + a¿ che passa per x, passera anche per a/ se 

0 =£»'(£< + «XiÉ) = — vt + ossia a4 = v4, 

ove v¿ è il sistema duale del sistema controvariante v1' 

v, = S a i rv r , v* = S J i r v r . 
r r 

Dire che d (x' + p x) è combinazione lineare di », x' ë come 
dire che esso giace sugli iperpiani ^ + (che si intersecano 
appunto nella retta considerata) cioè che 

S& + ^i)d{x + p*) = 0 , ossia S(xf + px)d(£i + v,6)= 0 

cioe 

= 0 . 

Eliminando le si trova un'equazione di grado n in p, a cui 
corrisponderanno n fuochi del nostro raggio. Supponiamo che essa 
abbia tutle le radici distinte; e facile riconoscere che le n direzioni 
corrispondenti dui : du2: . . . : dun sono a 2 a 2 coniugate rispetto 

11 i 3 Vi . _ 
al cono asintohco, soltanto se —— = , ossia se 2J V¿ e un 

ouk d us 
differenziale esatto dv (ció si prova p. es. scegliendo le u in modo 
che nel punto considérate queste direzioni coincidano con le 
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direzioni coordínate [dux = du2 = .. . = du^ = = . .. = 
= dun = 0] e imponendo poi la condizione aih = 0 per i £ 

Viceversa, se Ev^di^ é un differenziale esatto, cambiando il 
fattore di proporzionalitá per la x, potremo rendere = 0 „ 
Ed é facile riconoscere che nelle nostre ipotesi le n direzioni con-
sidérate sono (per v4 = 0) a due a due coniugate rispetto al cono 
asintotico. 

In tal caso Tinsieme delle nostre rette si dice essere una 
congruenza coniugaía alia Vn (estendendo locuzioni giá úsate nella 
teoría delle superficie). 

Le congruenze coniugate a Vn sono quelle fórmate dalle inter• 
sezioni dei piani (ev , che coincidono con la retta congiugente x ad 
X + Ev^x*. In áltre parole, facendo variare il solito fattore di pro-
porzionalitá, si ottengono dalle rette inter sezioni dei piani ossia 
dalle rette congiungenli x ad X tutte e sote le congruenze coniugate 
alia nostra ipersuperficie (almeno se ci limitiamo a congruenze 
con fuochi distinti). Per questa congruenza le n direzioni cítate 
sono quelle dello neáro autopolare rispetto al cono asintoto F2 = 0 
e alPaltro cono quadrico definito dall'uguagliare a zero la forma 
II = ETTr8durdus duale della forma P. 

Ad ognuna di queste congruenze potremo daré il nome di 
congruenze delle normali. Come ne sceglieremo una nel modo piu 
semplice possibile? Questa domanda, per quanto ora si é detto, equi-
vale all'altra: Come si fissano nel modo piü semplice i fattori di pro-
porzionalitá per le coordínate di punto x e di iperpiano tangente, ben 
inteso in modo che sia sempre soddisfatta la (5) o la (6) del § 104 B ? 
O, in altre parole ancora, tra le coppie di forme <p2, í>3 tali che 
?2: ?3 = ^2 : ) come ne fissiamo una in modo intrínseco inva-
riante col método piü semplice possibile? Noi p. es., analogamente 
a quanto si é fatto (§ 15 C) nel caso n = 2, potremmo (F) co-
struire un invariante assoluto I del sistema delle forme F2, Fs 

formando il quoziente di due convenienti potenze dei discriminanti 
di F3 ed e moltiplicare poi le x, i per un tale fattore che 
questo quoziente I abbia, se possibile, un valore numérico prefissato. 
Ma per n > 2 vi sono altri metodi: quelli (F) che, invece che ai 
discriminanti, ricorrono ad altri invarianti del sistema delle forme 
F2, F3. Tutti questi metodi ricorrono per la determinazione di 
p a solé derívate terze. Questa molteplicitá di metodi che si pre-
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senta nel caso n > 2 è dovuta al fatto seguente. Se p e p' sono 
due fattori, ciascuno dei quali puô servire, secondo i metodi pre-
cedenti, a normare le coordínate e le forme fondamentali, allora 
p : p' (che è un' espressione formata da prodotti e quozienti di 
invarianti simultanei di F21 F3) è una curvatura proiettiva délia 
ipersuperficie ; un numero cioè (dipendente da derívate di ordine 
non superiore al terzo) di caraitere intrínseco invariante. Queste 
curvalure non esistono nel caso n = 2. 

Per la generalizzazione aile ipersuperficie délia nozione di 
linee di Segre rinviamo alla Memoria dei CECH : I fondamenti délia 
geometría proiettivo - differenziale secondo il método di Fubini. (Aun. 
di Matematica 1923 Ser. 3 tomo 31), ove si trovera anche una 
generalizzazione delle superficie isotermo - asinfotiche. 

§ 107. — L'applicabilité proiettiva delle ipersuperficie. (F) 

I metodi stessi, che abbiamo usato per le superficie e per i 
complessi di rette, si applicano sia alia definizione di ipersuper-
ficie proiettivamente applicabili, sia al teorema : 

Gondizione necessaria e suficiente per V applicabilité proiettiva 
di due superficie è che abbiano uguale elemento lineare proiettivo 
F 3 :F 2 , o, ció che è lo stesso, che le coordínate omogenee dei loro 
punti si possano scegliere in modo che le due ipersuperficie definí-
scano una stessa coppia di forme F2 ed F3 . Trovare le ipersuper-
ficie applicabili su una ipersuperficie data corrisponde dunque, 
date le forme F2 ed F3 a trovare le possibili forme F tali che 
siano soddisfatte le condizioni di integrabilità delle equazioni fon-
damentali, che senz'altro riscriviamo : 

{1 ) %ps = S ap$íA a Xi + ap,í + Pps v. 

Le condizioni d'integrabilità sono: 

Xpst — Xpts = — S ph) Ahk xk 

che scriveremo nella forma: 
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(2) s Arp (xpst — xpu) = — S (-519 p A) ¿ r p a* . 

Porremo anche: 

(3) Xt = gtX + ZllXi =gtx + ^ A ^ X j . 
i 

Porremo = I i p i j A j t . Sviluppando (2) tenendo conto delle (1) 
/ 

e (3) si deve ottenere una identitá in x, ed X. Ma il coeffi-
ciente di X si riconosce tosto nullo nei due inembri XJguagliando 
perianto nei due membri i coefficienti di xh e di x, si trova : 

(4)- [st, r fc] - r¡rsV¡ — i¡trlh
s + TjtfcP; — y . 

(5) 2 ¿ r p [pprt — ppís + 2 (atpA p j — atph pj) + — y¡rtgg = 0 
p L ¿ 

ove é posto : Y¡rr = 1, 7¡rs = 0 per r s, ed é posto anche 

X ahpts Uhpst + its> + iapit^hjs — apsiahtj) 
*>3 

Esprimendo che, derivando le (3), si trova Xts = Xst, si de-
duce in modo simile : 

ht — Its 

(6) { 9ts + ^lthAhjPjs = 9st + ZlshAhi<pjt 

/ 9tT¡sh—9sritk+ZAk(hts — hst)+ 2 (lfaPlfc — lp
s a9th) Ahk= 0. 

\ P. h 

Le (4) danno 

(*) Si notino le identitá : rk] = — [¿s, rk] 

[st, rk] 4- [st, kr] = 2 (c t̂s — «jút) 
h,j 

sk] — = 2 Akj Asi ciiju • 
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; [sí, r 5] = — pi (per t £ r, r i s, t ± s) 

! [íí, ss] =ÏJ —pi (a + 0 
( 7 ) ( 

j [at, sr] = l'i + t £ r, s £ r) 

( [ai, «0 = ï{ + pî (.5 i <) 

raentre la relazione di coniugio di P ed F.¿ dà : 

(8) S pl = 0 . 
S 

Se 2, ed r 4= potro trovare an indice 5 différente sia da r, 
che da t ; cosicchè la prima e la terza equazione danno tutte le lr

t, 
pr

t in funzione dei coefticienti delle forme F2, JP3, dai quali sol-
tanto dipendono i simboli [ . . . J . L* ultima poi delle (7), insieme 
alla (8) permettono di determinare le ps

s e le l\. E T ultima delle 
(6) permette poi di determinare anche le gt. Dunque, date le 
forme F2 ed Fz, sono determínate le g. le l, ed anche la forma P. 

Dunque : Una iparsuperficie (ad n > 2 dimensioni di uno 
spazio ad n + 1 dimensioni) è proiettivamente indeformabile. Cioè : 
Due ipersuperficie proieitivamenie applicabili sono anche proietiive 
tra di loro. Questi teoremi valgono naturalmente nel caso A 3: 0 
cioô per le ipersuperficie luogo proprio di œn punti, e inviluppo di 
00n iperpiani. Del come si possa estendere la ricerca al caso A = 0 
non ci occuperemo qui rinviando a una nota di uno degli A. (*) 

Sarà bene piuttosto vedere con Cech il significato geométrico 
di alcune delle quantité che si sono presentate nel calcolo prece-
dente. COSÍ la l¡lstdusdut= 0 (ove le dudu¿ definiscono due 
differenti direzioni) è un'equazione di carattere intrínseco. Sia t 

(*) Fubini II problema della deform. proiett. delle superficie. Eend. 
della R. Accad. dei Lincei, ser. 5, vol. 272, pag. 147 (anno 1918). Chi desi-
deri vedoro come si possa afrontare la ricerca delle ipersuperficie con un 
gruppo continuo di deform. proiettive iti sé stesse veda la Mem. dello stesso A. : 
Fondamenti di geom. proiettivo - differ. Rend. del Gire. Matem. di Palor-
1110 (1910) tomo 43. Cfr. anche CARTAN Sur la déform. project. des surfaces. 
Annales de l'École Norm. Supér. 
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la retta tangente a Vn nella direzione definita dai du, e x la tan-
gente ail'ipersuperficie luogo del punto X nella direzione dei du, 
t' la tangente a Vn nel punto considerato che incontra t. V equa-
zione citata è la condizione perché t e t' siano coniugate (rispetto 
al cono asintoto). Ciô si dimostra subito, osservando che T è la 
retta dal punto X al punto EXrSwr = x%gr8ur + E ^ ^ a ^ S i ^ ; 
cosicchè t' è la retta dal punto x al punto x + E^d ' î ^ , ove 

d'Ui~ E Aij lrj S ur, cosicchè 
rj 

S aik d'Ui duh = S lrh dur du h . 

La equazione EgtduÉ = 0 caralterizza quelle direzioni, tali che la 
tangente alla direzione corrispondente sulla ipersuperficie luogo del 
punto X incontra V intersezione degli iperpiani £ e S. 

Accanto aile (3) valgono formóle duali : 

( 3 ) b i s t 
Da esse si trae 

= 04 = S Z 4 S , donde: 

+ « d f l X B . 

Quindi in particolare, se uno dei differenziali Elidiii e Sg^Ut è 
esatto, è esatto anche l'altro. Teorema che si puô rendere intui-
tivo nel modo seguente. Se g è una funzione il cui differenziale 
è E ^ á ^ , allora Piperpiano passante per X — gx e tangente 
alla ipersuperficie W luogo di questo punto (determinata a meno 
délia costante additiva che figura in g) è Piperpiano passante per 
X — gx e per i punti 

(X — g Xi + S l\xt. t 

Se questi punti sono indipendenti, esso passa per tutti i punti xi, cioè 
passa per P intersezione degli iperpiani $ e S. Viceversa, se esiste 
una ipersuperficie W posta in corrispondenza biunivoca con Vn e 
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tale che un punto di W stia sulla retta (x , X), mentre 1' iperpiano 
tangente passi per 1' intersezione degli iperpiani omologhi E, 
il differenziale S^dw* é esatto. Ma, poiché le ipotesi fatte sono 
autoduali, ne segue che anche 23yidu( é esatto, come avevamo giá 
provato per via analítica. 

§ 108. — Alcune generalizzazioni. 

La precedente teoría si puô generalizzare alie varietà di oon 

elementi, ciascuno composto di un punto x e di un corrispondente 
iperpiano £ che passa per a?, dipendenti da n parametri u{ e sod-
disfacenti alie: 

= StZi^SèiZ = 0 , 

anche quando lo spazio ambiente è a n + d -f- 1 dimensioni con 
d > 0. (Per d = 0 si ritorna alia teoría delle ipersuperficie). 
Pongasi 

F 2 == 8£d2x = —Sdídx = S xd2£ = Zaradurdu9 

<í>3 = -i- 8 (d xd2 £ — d£d2x) = S arstdurdusdut. 
u 

Moltiplicando le x per uno stesso fattore p, le £ per un fattore o, 
i nostri elementi restaño immutati, e le forme F 2 j <f>3 si mntano 

3 
in p g F 2 , p o $ 3 + — (odp — pdo)F2=po 2 
Nel sistema lineare <i>3 + F 2 S d potremmp scegliere una 
forma F3 apolare ad F21 almeno se (come supporremo d'ora in 
poi) il discriminante A di F2, é diverso da zero. Ma generalmente 
non si possono, se d > 0, determinare, come per le ipersuper-
ficie, i fattori p, o in modo che <fr3 coincida con F s , ossia non 
potremo piü scrivere le relazioni di apolaritá tra %arstdurdusdut 

ed F 2 . Per definire un punto analogo al punto X, dovremo per-

FUBINI e CECH, Lexioni di Geometría proieUivo-differenxiale 41 



6 3 0 CAPITOLO DODICES1MO [§ 106J 

ció accontentarci di definirlo come uno dei punti che soddisfano 
alie : 

= l S i ( X = 0 (» = 1 , 2 , . . . , » ) . 

Se I è una solucione di queste equazioni, le altre ne differiranno 
per una combinazione delle i W (X = 1, 2 , . . . , d), essendo xy 

i W d 4- 1 punti linearmente indipendenti soddisfacenti alie : 

SIXto = 0 

e cioè posti nello spazio (pseudonormale) caratteristico intersezione 
degli iperpiani £ e Si noti che Tapice (X) non è qui un sim-
bolo di calcolo assoluto. In modo correlativo si definiscano S e 
SW, Yalgono equazioni del tipo : 

av, - Sa^rt*, + arsX + prtx + 2 p£> 
X 

i , = - Za^A^ + a r i S + 1C„Ê + S SW. 
X 

Diciamo che due tali varietà F n , F* di elementi in corrispon-
denza biunivoca sono proiettivamente applicabili in due punti orno-
loghi A, A', «e, proiettando dallo spazio caratteristico di Yn i piani 
osculatori in A alie curve di Vn uscenti da A, e dallo spazio carat-
teristico di Y'n i piani osculatori in A' alie curve omologhe di Y^ 
uscenti da Af, si trovano stelle collineari. 

Vale il seg. teorema di Cech, per la cui dimostrazione (affatto 
simile a quella da noi data per le ipersuperficie) rinvianio alia 
Mem. del Cech più volte citata : 

Due varietà Yn e Yf
n sono proiettivamente applicabili, se hanno 

uguale elemento Untare proiettivo F3 : F2 • Ne segue che, in caso 
affermativo, anche le varietà corrélative sono proiettivamente appli-
cabili tra loro. 
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§ 109. — Le superficie Fa non paraboliche in S4 

e la loro prima forma fondamentale. 

Diamo un altro esempio del modo con cui i metodi svolti in 
questo libro (*) si -possono applicare ad altri tipi di varieta 
iperspaziali, studiando le varietà F di punti a due dimensioni 
contenute in uno spazio a quattro dimensioni, in cui z, y, 
z, t, w, o 7], Ç, ï, co sono coordinate non omogenee di 
punto o di iperpiano. La F sia definita dando queste in funzione 
di due parametri u = ux e v = u2. Soli iperpiani tangenti sono 
gli oo1 iperpiani soddisfacenti a 

(1) Sîx = S£x1=S£x2= 0 . 

Cerchiamo se tra essi ve ne sono di quelli bitangenti, cioè tan-
genti in due punti x ed x + d x, cosi chiamando gli iperpiani 
soddisfacenti aile (1) e aile : 

(*) I risultati di questo e dei seg. §§ sono dovutí al Fubini. Questi in 
altre due Note : Nuove ricerche di geom. proiettivo - differenxiale (Rend. della 
R. Acc. dei Lincei ser, 5 vol. 292) e I differenxiali controvarianti (ibidem) si 
propone di esaminare come i metodi svolti in questo libro si possano appli-
care alia varietá Vr luogo di punti contenute in uno spazio /SWfi ad w + 1 
dimensioni per 2 < r < n. Uno dei metodi proposti é di studiare 1' insieme 
delle proiezioni di Vr sugli Sr+1 di S^i, proiezioni che in Sr+i sono iper-
superficie; le forme F2 ed Fz per queste dipendono dalla proiezione eseguita; 
e perció, data Vr , non sono determínate, ma descrivono sistemi lineari di 
forme. L' estensione duque si ottiene sostituendo a una coppia di forme F2 ed 
Fz la coppia di due sistemi lineari di forme quadratiche e cubiche, la cui 
teoría é ancora da costruire. 

Si potrebbe anche cercare di costruire una teoría che assuma a punto 
di partenza delle forme isolate; ma non sempre si trova fácilmente come 
prima forma una forma differenziale quadratica. Si presentano di solito invece 
forme di grado superiore al secondo. Se quindi non si riesce, coi metodi della 
teoria delle forme, a dedurne delle forme covarianti quadratiche, bisognerebbe 
costruire un calcolo assoluto rispetto a forme di grado maggiore di 2. Cosa 
molto complicata, perché si tro vano formole in cui compare a denominatore 
lo Hessiano della forma considerata. 
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8i(x + dx) = Sg (a?! + c2«a) = Sí{x2 + dx2) = 0 

cioè aile : 

(2) Six = StxL = Six 2 = Sidx± = S %dx2 = 0. 

Queste equazioni nelle £ sono compatibili se 

(3) (#, x1, x2, dxx, dx2) = 0 . 

Questa è evidentemente un'equazione di carattere intrínseco inva-
riante. Posto 

{x xl x2 dx1 dx2) = Sbridurdus, 

si debbono distinguere due casi : 
a) Il caso (parabólico) in cui B = bnb22 — b\2 = 0, che 

noi per brevità trascuriamo : 
¡3) Il caso generale in cui B ^ Q . Cominciamo ad occuparci 

di questo, ponendo : 

(sahx2dx, dx2) = 1(lrsdUrdUs = F% 

Î \ B \ 

2_ 3 
il cui discriminante A vale B :\B\3 = ^B . 

Questa forma è propriamente intrínseca, è invariante per 
trasformazioni a modulo -j- 1, cambia di segno per collineazioni 

5 

a modulo —1, si moltiplica per p 3 , semoltiplichiamo le x, y,... 
per uno stesso fattore positivo p. É utile osservare perô che noi 
potremmo trascurare le collineazioni a modulo negativo anche 
perché, cambiando di segno tutti i coefficienti di una collineazione, 
questa non muta, mentre il suo modulo cambia di segno. 

Le due direzioni soddisfacenti alia F 2 = 0 sono le direzioni 
corrispondenti ai due iperpiani bitangenti, che noi indicheremo 
con £(1) e £(2>. 

II fascio X£(1) + è il fascio degli iperpiani S3 tangenti ; 



[§ 110, A] INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA, eCC. 6 3 3 

il suo sostegno è il piano S2 tangente. Un iperpiano tangente in-
contra la superficie Y2 data nette due direzioni determínate da 

0 = S(k&l) + ^ ) d 2 x = —\Sd£{1)dx — pSd£i2)dx = 

= \SxdH{1) + \LSxd*£{2). 

Al variare di X, ¡a, questa coppia descrive un9 involuzione, i cui 
raggi doppii sono le direzioni definite da F2 = 0, che si ottengono 
ponendo X = 0 oppure ¡jl = 0 . Infatti (p. es. per = 0) si ha 
la coppia 

S$"d*x = S£{1) (xuudu1 + 2 xwdudv + xwdv*) = 0 . 

Ma il primo membro è un quadrato perfetto ; infatti la direzione 
corrispondente su V2 a £(l) annulla S£{1)dz1 = S £(1) (xuu du -f xuo dv) 
e 8£{l)dx2 = S£{2)(xnvdu + xvvdv), cioè annulla le derívate (rispetto 
a du o dv) del primo membro délia equazione considerata. 

Quindi : M entre un iperpiano generico tangente in un punto 
generico O di V2 incontra V2 in una linea che in O ha un punto 
doppio, i soli iperpiani £(1) e £(2) la incontrano in una linea che in 
O ha un cúspide, e si dicono percià iperpiani cuspidali. 

Cosí si possono chiamare cuspidali (principali, caratteristiche) 
le linee di V2 per cui F2~-0. Esse formano 2 sistemi di oo1 

linee ciascuno, e sono in qualche modo 1' analogo delle asintotiche 
di una superficie dello spazio ordinario. 

Ancora una osservazione sulla forma F2, che noi assumeremo 
a base di un calcolo assoluto. I G punti x, x±, x2, xn, x12, x22 non 
possono essere linearmente indipendenti, perché punti di un Sá. 
Tra essi intercederá pertanto una relazione lineare completamente 
determinata (a meno di un fattore inessenziale). Perché se ne 
intercedessero due, allora p. es. le xuu, xvv sarebbero combinazioni 
lineari di xu1 xv¡ xuv\ altrettanto avverrebbe di dxu, dxv ; e 
quindi le brs sarebbero tutte nulle, mentre qui si suppone B ^ 0. 
Tale relazione lineare si trova subito. Aggiungendo alla matrice 
(x xu xv xn x12 x22) una riga uguale alia prima, si ha un determi-
nante di sesto ordine con due righe uguali e quindi idénticamente 
nullo. Sviluppandolo secondo gli elementi clella riga aggiunta si 
trova 
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(x Xu Xv X^i #12) ^22 ^11 ^22) ^12 "H ^12 ^22) ^11 """" 

(X Xj ÍĈ l 1̂2 2̂2) ^2 "f" ^2 ^11 1̂2 2̂2) '̂l (^1 1̂2 ^22) ^ === ® 

cioé, dividendo per 

3 3 

Aj\B\ = e^JB2 (e = sgn -á) 

(4) tf22 + 2 4 1 2 a;12 + xn + Z(1) x1 + V& x2 + m x = 0 

ove le l} m sono definite dalle: 
3 

m = — s (x1 x2 xn x12 x22): ]/B2 

3 

l{l)dv — HZ)du =s{xdx xn x12 a:22) : }/B2 

(Notisi che (x dx xnx12 x22) : ]/¡JB¡ é un7 espressione intrínseca). 
Se ne deduce súbito che le linee principali coincidono con le 

caratteristiche delV equazione cui soddisfano le coordinate dei punti 
della Y2: ció che spiega perché a tali linee si dia anche il nomo 
di linee caratteristiche. 

Assunte a linee u, v le linee cuspidali, si ha a n = a22 = 0, 
e xuv = x12; e tale equazione diventa : 

(5) 2 Al2xuv + í(1> xj + í(2)x2 + mx = 0 . 

Gli iperpiani cuspidali £(l) e £(2) diventano Tuno 1'iperpiano 

(xxuxvxuu) passante per i punti x} xu) xv, xuu 

l'altro iperpiano 

(xxuxvxvv) passante per i punti x, xUJ xv} xvv. 

Ció rende evidente che: Gli iperpiani cuspidali sono quegli iper-
piani tangenti che osculano (hanno un contatto tripunto con) le 
linee cuspidali. I due piani S2 osculatori alie linee cuspidali di un 
sistema in due punti consecutivi di una linea cuspidale delVáltro 
sistema giacciono in un iperpiano cuspidale. Infatti i piani oscula-
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tori in un punto x e in un punto x + xvdv alio linee v = cost. 
uscenti da essi sono i piani Tuno dei punti x, xVi, xuu, l'altro 
dei punti x + xvdv, xu+xuvdv, xuu + xuuvdv. In virtù délia 
(5) e délia equazione che se ne deduce derivando ríspetto ad u, 
si riconosce che questi punti giacciono tutti nelF iperpiano dei 
punti x, xu, xv, xuu. 

Poichè le proiezioni V'% di V2 su un S3 hanno in questo S3  

per coordínate di un loro punto quattro combinazioni lineari a 
coefficienti costanti delle x, y, z, t, w, che ancora soddisferanno 
alie (4) o (5), si ha : Alie linee cuspidali o caratteristiche di V2 cor-
risponde su una superficie di S3, che dalle V2 si ottenga con una 
proiezione, un sistema coniugato. 

Le tangenti alie linee cuspidali di un sistema in due punti 
consecutivi delle linee cuspidali delV altro sistema [p. es. la retta dei 
punti x, xx e la retta dei punti x-{-x2dv¡ xx + xl2dv\ giacciono 
nel piano S2 tangente (piano dei punti x9 xu, xv) e percid si incon-
trano in un punto. Altrettanto dicasi per le tangenti alie linee cuspi-
dali delV altro sistema. I due punti 2A12xt +1(2)#, 2Aiaa:2 + i(1)a; 
cosí ottenuti sono quelli che si ottengono da x mediante la Ir as for-
mazione di Laplace applicata alia (5). Essi generano perianto due 
superficie, trasformate di Laplace della data, tra cui intercede cor-
rispondenza delle linee principáli. 

Risultati correlativi si ottengono per i sistemi W2 di oo2 iperpiani. 
Per ogni iperpiano tí di W esistono oo1 punti di contatto posti 

su una retta. Da ognuno di questi punti P escorio due iperpiani 
di W infinitamente vicini a tí ; cioè il cono circoscritto a W da 
uno di questi punti Y ha tí come iperpiano bitangente. I due iper-
piani citati coincidono per due sole posizioni P ; e P " del punto P : 
cioè i coni circoscritti da P ' o da P ' ' a W hanno, potremmo dire, 
tí come iperpiano stazionario (*). Possiamo definire (per dualità) le 
sviluppabili principáli ecc. ecc. 

Applichiamo questi risultati aile due varietà W{1) e W[z) de-
critte dagli iperpiani £(1) e £(2). Occupiamoci p. es. di 

£ ( 1 ) == { x x u x v x u u ) . 

(*) Cioè sono duali di una linea in cui a tz corrisponde un punto doppio 
a tangenti coincidenti. 
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La retta di contatto corrispondente è Y intersezione di £(1), 
E, per semplicità di calcolo, scriviamo la (5) nella forma : 

Si trova, scrivendo senz' altro £ anziehe £(1), e tenendo conto di questa : 

I punti x ed xu giacciono pertanto in iu) Quindi : Larigata 
dette rette tangenti alle linee principali v = cost. è la rigata delle 
rette di contatto délia varietà W1} formata dai corrispondenti iper-
piani principali £(1). E un risultato analogo vale per TF(2). E si 
osservi che tale rigata è il luogo dei punti x + w xu (*) e che ap-
punto valgono le : 

Si(x+wxu) =8i(x + wxu)u = Si (x + v>xu)v = 

cioè che la rigata V3 formata dalle tangenti alle linee principali 
y = cost. ha come iperpiano tangente lungo tutta una generatrice 
il corrispondente iperpiano principale £(1). 

Si puö dimostrare fácilmente che le due rigate V3 sono tra-
sformate di Läplace V una delV altra, e che le corrispondenti svilup-
pabili principali o caratteristiche corrispondono proprio alle linee 
principali della superficie iniziale Y2. 

Infatti i sei punti x, xu, xv, xuu1 xvv, xuuu di uno spazio 
a quattro dimensioni non possono essere linearmente indipendenti, e, 
poichè i primi cinque non sono legati da alcuna relazione lineare, 
T ultimo xuuu è combinazione lineare dei precedenti. Basta dunque 
vedere la prima delle (7), e ricordare la definizione di ê(1) e 4(2) 

per dedurre che 6SÎ* è combinazione lineare di £(1) e di £(2) ; altret-
tanto si trova per : ció che prova il nostro teorema. 

(6) *«, = 9ll)xi + f]x<2, +nx. 

(7) 
€.= + (x xu xv xuuu) 

= 2 (xxuxvvxuu). 

= Sí (x + wxu)w - 0 

(*) Non si confonda con la w del § 109. 
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Troviamo su una generatrice di una delle nostre ipersuper-
ficie rigate, p. es. di F^ i due punti principali. Essi sono i punti 
comuni a ê, 6» e rispettivamente a £uu od a £vv ; cioè essi 
sono quei punti xf = x + w' xu délia retta di contatto che sod-
disfano alla : S £uu x = 0 [oppure 8 £vv x = 0], che, per le 
S x = 0 x' = 0] è equivalente alla S £u x'u = 0 [oppure 
8£vx'v = 0], Il primo punto è perciô x' = x (per cui wf = 0). 
Il secondo è xh = xu — g[2)x, per cui x'v = g(l)xu + (n -f g®) x. 
Quindi : 

I trasformati di Laplace del punto x sono insieme allô stesso 
punto x , i punti principali delle due ipersuperficie rigate formate 
dalle tangenti principali delVuno o delV altro sistema. 

§ 110. — La seconda forma fondamentale di una F2 in SA. 

A) La forma Fh. 

Per completare la determinazione délia nostra superficie oc-
corrono altri elementi oltre la forma F2 e l'equazione (4) o (6) 
del § 109. Per trovarli potremmo ricorrere a semplici considera-
zioni analitiche, o procedere per via geometrica. Scegliamo questa 
seconda via. Gli 82 osculatori ad una linea G uscente da un punto 
x di F2 sono quelli determinati dai tre punti 

S xr dur, S xr d2ur + S xrs dur dus. 

Se noi teniamo fissi a; e la direzione du± : du2, facendo variare 
la linea G uscente in questa direzione, gli S2 osculatori descrive-
ranno lo S3 determinato dai punti 

xi xn x2) Zxrsdurdus 

che noi chiameremo lo osculatore nel punto x alla direzione 
du\dv, perché è osculatore a tutte le curve uscenti da x in taie 
direzione. 

Quali sono le curve tali che lo S3 osculatore in un loro punto 
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alia loro direzione coincide con lo S3 iperosculatore alia curva ? 
(cioé ha un contatto quadripunto con questa ?). Esse sono eviden-
temente le curve, per cui la forma impropriamente intrínseca 

1 

^ }¡\A\ X l J ^ SxrsdUrdU'1 d 3 x ) 

é nulla. Questa forma vale evidentemente 

3 dUS V , — ( s , x2} xndu + xndv, x21du + x22du) + 
M 

+ — x 2 i ^Xr*durdus, Hxrstdurdusdut) = 

= 3Í\A\F2 (du8*v — dv8*u) + ®b 
ove: 

(2) <í>5 = J— (x) x2 ? s xrs dur dut, S xrst dur dus dut) 

é puré una forma (impropriamente (*)) intrínseca dipendente pero 
dai soli differenziali primi. Essa resta, come F2, invariata per 
collineazioni a modulo 1 ; vediamo ció che avviene quando le x, 
2/ , . . . , si moltiplicano per uno stesso fattore p. La F2 si muta 

in F2= p3 F2. Fácilmente si verifica col calcolo effettivo dei 
nuovi valori di 82u) S2v che il nuovo valore di 

Í~AF2 (dud2v —dvd2u) 
é 

10 

p3 i A F%(du82u — dv82u) +F¡R±, 

ove é una forma di primo grado in du, dv, che dipende da p. 

(*) perché tali sono xi, d:x, d^x) e 3FU| F t ( d u í b -
1\A\ 

— dv&u), di cui essa é differenza. 
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Poiché anche (x, #2, d2a;, d3a;) resta moltiplicato per 
V\A\ 

_5_ ü 
p5 : p 3 = p 3 , troviamo che il nuovo valore di <í>5 vale 

_10_ 
<í>5= P

3 

Cerchiamo di sostituire alia <E>5 una forma di comportamento piü 
semplice. Servirá ancora il método delle forme apolari, che ci ha 
tante volte servito in questo libro. Cerchiamo di scrivere <t>5 

nella forma: 

ove Fs ed siano apolari ad F2. Poniamo : 

x = i - z a r , x r t = l p z , . - -y - ^ x 

2 xri dur dus = 2 xrs dur dus — XF2, cosicché 

S Ars xrs = 0 

(cioé la forma 2 xrsdurdus é apolare ad e, derivando: 

2 áí¿É = 2 dut — F2dX 

dX = ^r-l{l)dx± \-l[2)dx2 -f- termini in x, xí9 x2 u u 

2 Ars xrst = 0 . 

(*) Questa trasformazione, che io ho ehiamato divisione covariante di <&5 
per F2t é possibile in uno e in uno solo modo, come si vede p. es. osser-
vando che, se F2 é scritto nella forma 2 al2dudv, le Fi sono del tipo adu* -f-
-\-bdv1 . Se F2, Í>5 hanno carattere intrinseco, lo hanno pure le forme 

F3) F5 COSÍ determinate (§ 4 E). 
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Sara poi: 

1 / 1 
' x±' a?2' dXidu + dx2dv, — 

~li2)dx^j F2 xx, x2) Zxrsdurdun S xrstdurdusdut) = 

)r{l^du — l^)dv)Fl + 
u 

+ j / j j j" 5 S xrsdurdus, S xrstdurdusdut). 

[Si ricordi che X é combinazione lineare delle x9 xlf x2]. 
Poiché, se <p2 e <p3 sono due forme apolari alia F2, il loro pro-
dotto si puö scrivere nella forma <p5 + (pxF¡, ove <p5 é apolare ad 
F2 (*), ne otteniamo in conclusione (essendo 2 xrs dur dus e 
Ii xrstdurdusdut apolari ad F2) che 

ove F± e una forma di primo grado in du, dv, JP5 una forma di 
quinto grado apolare ad F2. Moltiplicando le x per un fattore 
positivo p, la Fx si trasforma in modo complicato, mentre Fb si 

_10 
muta semplicemente in p 3 Fh, cosicché 

resta invariato; questa' espressione é un invariante (improprio). 
Anche qui possiamo definire delle coordinate normali, impo-

nendo che il quoziente A di convenienti potenze dei discriminanti di 

(*) Ció si vede subito, riducendo F2 alia forma 2 ai2dudv. 
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F2, Fb, quoziente che è una espressione intrínseca, abbia un 
valore numérico prefissato. Sarà anormale il caso A == 0. I valori 
corrispondenti <pj, <p2, <p5, delle Fx, F2, F^, delle tre forme costi-
tuiscono un sistema di forme intrínseco ed invariante della nostra 
superficie. Si tratta di vedere se da esse questa è determinata. 

B) Significa to geométrico della F5. 

Prima di occuparci di questo problema, cerchiamo di trovare 
il significato geométrico della nuova forma F$. Assumiamo coor-
dinate non omogenee, ponendo w = 1 . Chiameremo iperpiano 
air infinito 1'iperpiano w = 0 ; e sia O un punto generico della 
superficie. L' iperpiano w = 0 o per ora assoggettato alia sola con-
dizione di non contenere O. Sceglieremo ad assi delle x, y le 
tangenti principali, a iperpiani z = 0 e t = 0 i corrispondenti 
iperpiani tangenti cuspidali. Trascurando i termini di 4o ordine 
varranno neirintorno di O formóle del tipo 

z =x2 + hinx3 + 3h112x2y + 3h122xy2 + h222 y3 + .. . 

t = y2 -j- kinx3 + 3 k112 x2 y + 3 k122 x y2 + k222y3 + . . . 

dove le h, k sono delle costanti. Le quadriche che tagliano la V2  

in una linea che in O ha un punto quadruplo sono le quadriche 

X (t — y2 — klxl xz — 3 kU2 zy — 3 k122 x t — k222 yt) -f 

+ (z — x2 — hnixz — 3h112zy — 3h122xt — h222 yt) + 

+ vz2 + 2pzt + ot2 = 0 . 

Per X = 0 contengono 1' asse delle y, per [i = 0 P asse delle x. 
Nel punto 0, 0, 0, 0, w') delPasse delle x quelle delle pre-
cedent quadriche che contengono l'asse delle x hanno come iper-
piano tangente 

(— hmz — 3 ¿j22 t) + w't= 0 
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cosicché 1' iperpiano z— 0 ha (se h n x 4: 0) come punto di contatto 
wf 

= 3 ¿122. Se noi scegliamo questo punto come punto all' oo 
x 

deirasse delle x (cioé come punto y=z = t= w = 0, punto 
che si poteva ancora scegliere ad arbitrio sull'asse delle x) sará 
& 1 2 2 = 0. COSÍ sará hn2 = 0, purché a punto all' oo dell'asse 
delle y scegliamo (se h222 ^ 0) il punto di contatto dell' iperpiano 
t = 0 con quelle delle nostre quadriche che passano per Y asse 
delle y. In sostanza noi con ció abbiamo fissato sul piano tan-
gente xy una retía (la congiungente i precedenti punti di contattoT 

per cui facciamo passare 1' iperpiano w = 0). Prendiamo ora il 
piano polare del punto all' oo dell' asse delle x rispetto a quelle 
delle nostre quadriche che passano per 1' asse delle y : 

Se noi lo assumiamo a iperpiano coordinato x = 0 (ció che é 
lecito, com' é ben evidente) sará hni = h122 = 0. In modo ana-
logo scegliendo Y iperpiano y = 0, otterremo Jc222 = lc112 = 0 . 
In questo modo i nostri sviluppi si riducono alia forma: 

ove, come prima, sono trascurati i termini di quart'ordine. 
Gli iperpiani z = 0, £ = 0, x = 0 , y = 0 sono stati 

completamente determinati; resta solo V arbitrarietá dell'iperpiano 
w = 0 (scelto per iperpiano all' oo), per il quale ¿ soltanto fissata 
la retta del piano tangente xy, per cui deve passare. II punto álV oo 
delVasse delle x ha come iperpiani polari rispetto alie nostre qua-
driche X A ' z + 2 p , x = 0, i quali sono il fascio di iperpiani al-
terno al piano x = z = 0, che, come vedremo, é osculatore a una 
linea principóle. E análogamente dicasi del piano y = z = 0. 

Infatti z = 0, essendo un iperpiano cuspidale, contiene tre punti 
infinitamente vicini della corrispondente linea principale; basterá 
dimostrare che in O su tale linea é d2x = 0. Troviamo Pequa-
zione delle linee principali. Posto x = w, y = v, essa e : 

— 2x — hinz — 3h12ot = 0 . n i 

t= y2 + Ax3 + ... z = x2 + A'y3 + .. . 

0 = 
dzx dtx 

dZy dty 

2dx 4- . . . 6^4 xd x + • . 

6 A'ydy + ... 2dy + . . . 
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ove i termini non scritti sono binomii di primo grado in dx, 
dy, i cui coefficienti sono nulli del second'ordine almeno per 
x = y = 0. Tale equazione é dunque 

0 = Pxxdx2 + 2(1 + Px2)dxdy + P22dy2 

ove le P sono infinitésimo almeno del second' ordine per x -- y = 0. 
Differenziando si avrá, trascurando i termini nulli per x = y= 0 

dxd2y + dyd2 x = 0 . 

Quindi una direzione principale é dx = 0, e per la linea prin-
cipale corrispondente vale la d2 x = 0, come volevamo provare. 
(Che anche z = 0 sia osculatore, si puó provare anche osservando 
che, trascurando i termini nulli per x = y = 0 si ha: d2z = 
= 2dx2, che é nullo per dx = 0). Si noti che é anche 

(3) F 2 = Qí2dx2 + 2 (1 + Q12) dxdy + Q22dy2, 

ove le Q sono puré infinitesimi del second' ordine almeno per 
x = y = 0, i simboli di Christoffel invece almeno del primo. 
Nel punto O pertanto S2 x = d2 x, 82 y = d2 y. Eicordando questo, 
se ne deduce che le derívate seconde covarianti di z e di ¿ rispetto 
x = u = ux ed y = v = u2 coincidono in O con le ordinarie. 
E, poiché 

ddz = zd3x + zy83y + Szrsdur82us + Zzrstdurdu$dut, 

zx = z y = 0 (nel punto O) 

e la stessa formóla vale, sostituendo a 82us le d2us) alie derívate 
covarianti le ordinarie, avremo che in O anche le derívate terze 
covarianti di z e di t rispetto ad x ux ed y = u2 coincidono 
con le ordinarie. Si calcóla cosi súbito che, a meno di un fattore 
puramente, numérico, é, nel punto O: 

= Adxb — A'dy\ 

V intersezione della nostra superficie coll' iperpiano x — ¡i y = 0 
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è una curva, che dall'iperpiano tangente z + Xi = 0 è interse-
cata nei punti ove 

x2 + \y2 + A' y3 + \Ax3 + ... = 0, ossia : 

0 = (X ¡x2) y2 + {A' + X ^ 3 ) y3 + ... 

Avremo un punto quadruplo d'intersezione in O se 

X + [i2 = 0 A' + \A\¡? = 0 
ossia 

X = — ¡X2 A' — A ¡i5 = 0 . 

6?Zi iperpiani x — [x y = 0 tagliano V2 in wna cwrya che ha con 
un iperpiano tangente (precisamente con- z — [x2¿ = 0) una ínter-
sezione quadrupla solíanlo quando V iperpiano considerato passa per 
una delle 5 direzioni che annullano F5 . 

Oss. Nel ragionamento precedente si è escluso che = 0 
oppure ¿222 = Se fosse k n i = 0 le nostre quadriche (¡x == 0) 
che passano per Tasse delle x avrebbero tutte sulFasse delle x 
per punto doppio il punto 

1 

Dunque anche in questo caso si puô rendere fc122 nullo prendendo 
questo punto doppio a punto alP oo delF asse delle x. Altrettanto 
dicasi di h112. Se = 0 oppure A222 = 0 (caso in cui quelle 
delle nostre quadriche che passano per l'asse delle x o per l'asse 
delle y hanno un punto doppio) si ha questa unica differenza 
che la F5 si riduce ad una quinta potenza od è idénticamente nulla 
(se k m = h222 = 0) : in questo caso analogo a quello delle rigate 
e delle quadriche dello spazio ordinario), il discriminante di F5 è 
nullo (caso anormale, perché non si possono coi metodi prece-
denti normare le coordínate di un punto délia F2). Abbiamo cosi 
trovato un primo carattere geometrico delle superficie anormali. 

I due punti scelti come punti ail9 oo degli assi délie x, y 
(punti di contatto di z = 0 e t = 0 con certe quadriche) non 
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sono che i due punti trasformati di Laplace del punto x, (sopra 
trovati per tutt'altra via). Infatti nel sistema di coordínate testé 
definito tali punti alP oo hanno uno per coordínate xu, yu, zu, 
tu, w= 0 e Paltro xv) yv, zv9 tVJ 0 (tutte calcolate nel punto O 
della F2). Bastera dimostrare che nel punto O i coefficienti g 
delle (6) del § 109 sono nulli; e, poichè nel punto O si ha 
xu = 1, yv = 1, xv=yu= 0, bastera provare che ivi xuv=yuv = 0. 
Si avranno infatti in O due sviluppi 

x~u-\- v.u2 -\-2$uv-\-yv2 ... y = v-\- pu2 + 2 quv + rv2 + • • -

Sostituendo nella F2, data dalla (3), i coefficienti di du2 e di dv2 

devoho risultare idénticamente nulli. Ora tali coefficienti si trovano, 
con la materiale sostituzione 

±{pu + qv)+ ..., 4([3t¿ + yv) + . . ., 

dove i termini trascurati sono del secondo grado. Perciô in par-
tícolare p = q = p = y = 0 , da cui segue appunto che per 
u = v 0 si ha xuv == yuv = 0 . Segue anche xvv = yuu = 0, 
cioè che il piano x = z = 0 è osculatore alia linea u = 0, il piano 
y = t == 0 alla v = 0, come già sapevamo. Possiamo dedurre un 
nuovo modo di definire geométricamente gli iperpiani x = 0 , 
y = 0. Cosï p. es. l'iperpiano x = 0 é un iperpiano passante per 
il piano osculatore della v = 0 ; se x = 0 è uno qualsiasi degli 
iperpiani passanti per esso, gli altri sono ce' + Xz = 0. Quello 
da noi scelto per iperpiano x = 0 è V único tale che z — x2 = 0 
sia una quadrica, la cui intersezione con Y2 sia una linea avente 
in O un punto triplo9 le cui tangenti coincidono con la direzione 
principale y = 0 (con Passe delle x). Le quadriche z — x2 = 0, 
o anche più generalmente le quadriche Xz2 + 2¡xz¿ + vz2 + 
+ z — x2 = 0 sono fácilmente definibili per via geométrica. 

§ 111. — Le equazioni ditferenziali fondamentali. (F) 

Per risalire dalle forme F2, Fh alie superficie dovremo 
al solito ricorrere ad equazioni differenziali, le cui condizioni 
d'integrabilità daranno tutte le relazioni intercedenti tra le forme. 

FUBINI e ÔECH, Lexioni di Geometría proiettivo-dífferenxiale. 42 
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Noi ci limiteremo a studiarle nel caso che le w, v siano le linee 
principali, scrivendole nella forma: 

xuuu == A Xvv -j- Bxuu + <pxu + qxv+rx 

(1) { xm = B'xvv + A'xuu + kxu +zxv + px 

xuv = h xu + k xv + l x . 

Notiamo, che posto a12 = e«, si ha 

[x Xu Xv Xuu XVJ) = 2 63a 

donde, derivando rispetto u, oppure rispetto v: 

(2) {2k + B) = 3a„ , (2h + B')=3*v. 

D'altra parte 

FXF\ + Fh = er% (x, xt, x2, xuudu2 + xvvdv2, Zxr9tdurdusdut). 

Ora 

555 2 aw a ^ = — — 2 aw — aw xu) 

v112 
8 __ 8 . \ _ ® / \ 

\Xuu au Qy \ xuv) aMV aM 

5 / \ 
^221 ^ = -r^ C^MVJ AUT>

 xv X.uv 

8 
x222 ^ — (xw — av xv) — 2av — av . 

Quindi: 

FXF¡ +F¡ = 2e2a X 

du2 dv2 
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F X F ¡ + Fh = 2e2a [.Adu5 — A'dv>~\ + 
( 3 ) 

+ 2e2*du2dv2 [¡3 (k + au) — B\ du + ¡B' — 3 (h + AV)¡ dv ] . 

Assegnare F h , F 2 equivale in virtü delle (2) e (3) ad asse-
gnare le A, A\ B, B', h, k. Dimostreremo che possiamo calco-
lare i residui coefficienti Z, P, G, R, RC, X, p. Ora derivando Tul-
tima delle (1) si deduce, tenendo conto della prima: 

xuuuv — h A Xvv + (2 hu + l + hB + hk)xuu + 

+ (hp + X) + (M + f<) xv + (hr + v)x 

ove X, |JL, v sono espressioni fórmate con le h, k, l e loro derívate, 
che ci é inutile scrivere esplicitamente. 

Dalla prima delle (1) si deduce, tenendo conto delle altre: 

s«™ = {Bv + A A' + Bh) xuu + {AV + A Bf + q) xvo + 

+ (A% + pv + <ph + T) + {Atz + qv + pk + r + z) xv + 

+ (Ap + rv +pl + w) x 

ove z, z, w sono fórmate esclusivamente con le A, B} A\ JB', A, l. 
Confrontando successivamente i coefficienti di xuu, xvv, xu, xv, x, 
si determinano Tuno dopo Taltro i valori di 

l q pv + A% An + pk-\-r Ap+rv + pl— hr . 

Símilmente dal calcolo di xvvvu si deducono i valori 

l % tz U + A'q A'p + n h p Ár + pu - f ni — h p . 

Cosicché in conclusione restaño determinati 

Pv, r + An + pk, p + A'p + nh, 
( 4 ) 

Ap +rv + pl — hr , A!r + pu -f nl — hp 
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In particolare sarà 

r = — — pkM p = — A ' p — ith + N 

ove M, N sono note ; sostituendo questi valori di r, p nelle 
ultime delle (4), che sono pure note, si trovano, notando che p,:, 
icu sono noti, i valori di 

— p (— A A' + l — kv + h Je) + {Aic)v = p (+ AA' + + + 
_ (_ AA' + l - K + hk) + (A'p)u = 

= n(AA' + J ) + (A'p.), 

ove / , 3 sono gli invarianti deir ultima delle (1). Insieme ai valori 
già noti di pu ció basta generalmente a determinare rc, p, 
tutt'al più a meno di costanti arbitrarie. 

Senza entrare in particolari di questa ricerca, vogliamo 
piuttosto caratterizzare le superficie anormáli (con A = 0 oppure 
A' = 0). Se p. es. .4 = 0, la prima delle (1) dà 

(6) - == B xuu + pxu + qxv + r x . 

Se q = 0, le v = cost. apparterranno ad un piano S2, perché 
ogni S2 osculatore (contenente x, xu) xuu) è anche iperosculatore 
(contiene xuuu). Se q^. 0, si ricavi dalla (6) il valore di xv e lo 
si sostituisca nella equazione che si deduce derivando la stessa (6) 
rispetto ad w, e sostituendo ad xuv il valore dato dalT ultima 
delle (1). Si trovera un'equazione lineare omogenea che lega x, 

xuuu ed xluuu. Le cinque soluzioni x, y, z, t, w di 
questa equazione non idéntica del quarto ordine sono dunque legate 
da un'equazione 

(7) rxx + r2y + r3z + r4¿ + rbw = 0 

dove le r sono funzioni della sola v ; alia stessa equazione sod-
disferebbero le 
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dix d* y d*w per i = 1, 2, 3 
du* ' 5 M 4 ' " ' ' d u* 

e quindi per (6) le xv,..., wv. Sarebbe perianto anche 

dr, , dr» , , dr5 A 
(8) + + = 

Confrontando le (7), (8) si ha che due casi sono possibili : 
dr • 

Io) Le -j— sono proporzionali aile r*; sopprimendo un fattore 
comune, sarebbe rt = cost., e quindi la nostra V2 apparterrebbe 
ad un caso che abbiamo escluso. 

2o) Le (7), (8) sono equazioni distinte, e rappresentano perciô 
un S2 che contiene la corrispondente v = cost. Ritorniamo cioè 
al caso 2 = 0 ; del resto avevamo sopra già calcolato il valore 
di q ; da quel calcolo si deduce appunto che, se ,¿4 = 0, anche 
q = 0. In conclusione dunque : Le superficie anormali sono tutte 
e sole quelle per cui uno dei sistemi di linee principali è formato 
da linee piane (di un S2). Se la forma F5 fosse idénticamente 
nulla (A = A' = 0), ció avverrebbe per entrambi i sistemi di linee 
principali, e viceversa. (*) 

(*) Per P estensione del concetto di superficie proiettivamente applicabili 
cfr. le Note del Dr. Bersano : 

« Contatti del secondo e del terzo ordine tra varietà iperspaziali ». Rend. 
Istituto Lombardo Yol. LYI (1923) e «Sulla applicabilità proiettiva di una 
particolare classe di varietà iperspaziali » Rend. Linoei, Yol. XXXII 
serie Y (1923). 

In dette Note si dimostrano i seguenti teoremi : 
I. Condizione necessaria e sufficiente perche due varietà Vk di Sn 

siano proiettivamente applicabili del secondo (del terzo) ordine é che - es-
sendo le due V\ riferite biunivocamente in modo che a punti omologhi spet-
tino eguali valori delle coordinate curvilinee - siano collineari le configurazioni 
degli S2 [£3] osculatori - in punti omologhi - a curve omologhe. (Questo 
teorema costituisce un'estensione del teorema di Cech di oui al § 20 B), 

II. Condizione necessaria e sufficiente perché due Vk di Sn - che 
siano ciascuna soluzione di una e una sola equazione aile derivate parziali 
del secondo ordine - siano proiettivamente applicabili del 2° ordine, è che i 
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§ 112. — Superficie rigáte appartenenti ad uno spazio 
ad un numero iuipari di dimensioni. (C) 

Questo e il seguente § riassumono i metodi del Cech per lo 
studio delle superficie rigate. 

Consideriamo una rigata R appartenente allo spazio 8r ad 
r = 2 n + 1 dimensioni. Per definire R, partiamo da due curve 
Gy e C,, in corrispondenza biunivoca, le coordínate y e z dei 
punti di Gy e Gz essendo funzioni di un parametro v. Indichiamo 
con apici le derívate rispetto a v. Il punto generico x di R è 

(1) x =txy + t%z. 

coni caratteristici uscenti da punti omologhi siano generati da direzioni omo-
loghe. (La corrispondenza tra le due Vk é la stessa di quella del teor. I). 

Ne segue che, perché due V2 di SA siano proiettivamente applicabili del 
secondo ordine, occorre e basta che le due forme F2 differiscano soltanto per 
un fattore. 

In quanto alia applicabilitá del 3o ordine, essa trae di conseguenza la 
collinearitá delle due F2. Infatti se due V% (F*, F") sono proiettivamente 
applicabili del 3° ordine, ad ogni punto O di Y si potra associare una Y" 
collineare con V" e avente in O un contatto del terzo ordine con V. V" 
e VTr saranno percio, in O, legate dalle: 

xr = x " • xr = xr ; xrg = xrs ; xrtt = xrst X^t xr + 

+ XrX" + Xrs*"' (r, 8, t = 1, 2) e analoghe 

do ve xf,.. . ; a?'",..., sono le coordínate non omogenee rispettivamente di 
d*x 

F" e VT" ed é posto : xrst = -z ^ 5— • Ne segue che le forme fL, f2, 
o ur o us vut 

f5 costruite per Y coincidono con quelle costruite per le V"\ Ma V" e V"' 
sono collineari, e nella I nota é anzi dimostrato che esistono infinite colli-
neazioni che mutano V" in una V9" avente in O un contatto del 3o ordine 
con F \ Tra queste omografie scegliamo quelle che sono unimodulari. Ne 
seguirá che Y e Y' hanno le stesse forme fondamentali / i , f%, Se ne 
trae ancora (teor. I) che: Due Y% di S4 sono collineari se sono tali le confi-
gurazioni degli S3 osculatori a curve omologhe uscenti da punti omologhi. 
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Supponiamo, limitandoci a tale caso generále, che il determinante 

{yxy'z' ..-y{n)¿n]) 

non sia idénticamente zero, ed, escludendo gli eventuali punti 
isolati in cui tale determinante svanisce, scegliamo il parametro v 
in modo che sia idénticamente 

(2) {yzyTz'... y{n)z{n)) = co = + 1 . 

La teoría che andiamo ad esporre é la generalizzazione del mé-
todo giá usato al Cap. IY nel caso particolare n = 1. I punti 
y? • • • 2/(n'\ z(n) essendo linearmente indipendenti, le coordínate 
di y e z soddisfano alie equazioni differenziali 

{ 3 ) y{n+l) = S aiy[i) + biK{i) ¿n+l) = S CiyiQ + d<zy 
V J <-0 0 

Derivando (2) si deduce che 

(4) an + dn=0. 

É evidente che Piperpiano 

(5) 6 = (;yzyz' ... + t2z™) 

contiene gli Sn osculatori a tutte le curve di R passanti per il 
punto (1) di R. Esso si dice pertanto Piperpiano n — tangente 
(o n — osculatore) di R in x. Si dicono, con Bompiani, quasiasin-
totiche le curve di R tali che, in ogni loro punto, Piperpiano 
n — tangente £ contenga P osculatore alia curva. Proprieta 
caratteristica di una quasiasintotica é evidentemente 

Jn+l 
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Sostituendovi i valori di j/"*1*, z[7l+l) dati dalle equazioni differenziali 
(3) ed il valore (5) di £ si trova 

(6) (» + 1) {t±íí — t21[) +bnt\+ (dn - an) t ^ - c J l ^ O . 

Dalla forma di quest' equazione. differenziale si deduce súbito il 
teorema di Bompiani: 

Le curve quasiasintotiche di R segnano sulle generatrici pun-
teggiate tutte proiettive tra di loro. Di piü si vede come al Cap. IY 
§ 34 A, che possiamo scegliere y e z in modo che il punto (1) 
descriva una quasiasintotica sempre che tx: t2 sia costante. Sotto 
talé ipotesi Pequazione (6) deve ridursi a txt2— t2t¡ = 0 sicché 

K = cn = dn — an = 0 . 

Confrontando con (4) vediamo che 

«n = K = cn = dn = 0 

sicché le equazioni (3) diventano 

(7) = "s a% yW + b^ , z™ 1
 c< y® + d,z«>. 

i= 0 i=0 

Le nostre ipotesi restaño soddisfatte, introducendo T¡ e C al posto 
di y e z mediante le formóle (*) (X, ¡i, v, p, essendo numerici) 

(8) = + C = v y + pz , Xp — ¡iv = 1 . 

Come al Cap. IV § 34 >B vediamo che, zl9 z2 essendo cogredienti 
& t2, \e n forme bilineari 

(9) ft(í, z) = — b^Zi + a ^ — d ^ i + ctí2z2 (i = 0, 1 . . . n — 1) 

(*) Per brevitá, supponiamo orientate le generatrici di R sicché non 
abbiamo bisogno di studiare il caso X p — JJLv <T0. 
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non cambiano per la trasformazione (8). E lo stesso vale, adunque 
dette forme quadratiche 

(10) n (0 = — btt* + (a, — d,) t, t2 + cA (i = 0, 1 . . . n - 1 ) 

e dette espressioni 

(11) 2ji = + di (i = 0, 1 ... n — 1) . 

La rigata R è evidentemente determinata, a meno di collineazioni, 
dalle forme bilineari (9) o, ció che è lo stesso, dalle forme qua-
dratiche (10) e dalle Ma tali forme non sono ancora invarianti; 
infatti le nostre ipotesi restaño soddisfatte facendo la trasformazione 

(12) r = p y , Z = px, V=f\P\^dv. 

Aile equazioni (3) corrispondono le altre due délia stessa forma 

d«+iY i , d^Y . ^ d*-lZ 
2J 

i - 0 d V"*1 ~ ¿o Ai d F""1 + Bi d Vn~l ' 

dn+iZ n-1 d»-l y ^ dn~lZ 
d F"*1 iZo * d F - 1 1 1 d F»"1 ' 

Un facile calcolo dà che 

4_ 
-Dn-1 = |P| " K - l — <4-l), 

(13) 
4_ 4_ 

B n -1= |p| » Cn_, = |p| » c„_, 

mentre gli altri coefficienti delle equazioni (7) si trasformano in 
modo complicato. Se ne deduce 

K - i - i)2 + = X 
(13) bis 

X [(«»-i — + 46„_1c„_1] . 
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Se il discriminante di (¿) è diverso da zéro, possiamo quindi 
togliere ogni ambiguità in modo intrínseco ed invariante sup-
ponendo che 

(14) K_ a — dn_x)2 + 46n_j = 4 s , s = + 1. 

Possiamo dire arco proiettivo di R la variabile v corrispondente 
aile ipotesi (2) o (14). Le forme bilineari (9) corrispondenti ail' i-
potesi (14) sono intrinseche ed invarianti. 

É facile dedurne il sistema completo degli invarianti proiettivi 
di R. Per maggior chiarezza, riprendiamo la notazione del 
Cap-. IY ponendo 

(15) - = A , an_i — 4 - i = 2 B, c^ i = G 

sicchè 

f1^l(t)==At\ + 2Bt1t2 + Gtl} 

B* — AO = e=±l 

e poniamo, come al Cap. IY, § 35 B 
A B C 

(16) B'2 — A'C' = h, A' B' C = k 

A" B" C" 

Supposto h 4:0, noi sappiamo da 1. c. che h e k determinano 
/n-i (0 a meno di sostituzioni (8) a coefficient numerici. Posto 
ancora 

AL + Bt2} Btx + Ct2 
g(t) = 

A'^ + B'tt, B'^+C'^ , 

le forme quadratiche /n-i(0, /*-i (') = A't\ + 2 B1 txt2 + G11\ e 
g(t) sono linearmente indipendenti, se h^. 0, cosicchè valgono delle 
identita délia forma 

U (t) = L . / - 1 (*) + ^ / U (0 + N{g (t) (i = 0, 1 . . . n - 2). 
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È chiaro che (sotto le ipotesi (14) e A £ 0), il segno e = + 1 e 
le quantità 

h(h> 0 se s = — 1), i , j\ (i = 0 , 1 . . . W — 1) 
(17) 

L i , J f , , (i = 0 , l . . . n — 2 ) 

formano un sistema completo di invarianti proiettivi di R. 

§ 113. — Superficie ri gâte appartenenti ad uno spazio 
ad un numero pari di dimensioni. (0) 

Consideriamo ora una rigata R appartenente ad uno spazio 
8r a r = 2 n dimensioni. Come nel caso di r impari, definiamo 
la rigata mediante due curve direttrici Gy e Ca, sicchè il punto 
generico di R è anche qui 

(1) x = txy + t2z 

y e z dipendendo dal parametro v. Limitiamoci al caso generale 
supponendo che non siano nulli idénticamente tutti i minori del 
massimo ordine délia matrice 

(2) 6 = (yzf/z1 ...if-W-V). 

Tali determinanti sono le coordínate delP iperpiano £ che è evi-
dente (n — 1) — tangente in tutti i punti délia generatrice y z 
di R. L'iperpiano S è di più n — tangente nel punto (1) se 

(3) {yzy'z ... y ^ z ^ , tt y[n) + t2 «W) = 0 , 

mentre negli altri punti délia generatrice (yz) lo spazio n — tangente 
riempie tutto lo spazio ambiente Sr. Si osservi che la (3) deter-
mina unívocamente il punto (1) délia generatrice generica di R ; 
infatti nel caso contrario, y{n) e z{n) sarebbero per ogni v combi-
nazioni lineari dei punti che compaiono nella matrice (2) donde 
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si concluderebbe fácilmente che lo spazio d' appartenenza di 8r 

avrebbe meno di 2 n dimensioni, contro l'ipotesi. Determinando, 
per ogni valore di v, il rapporto tx: t2 dalla (3), il punto (1) 
descrive una curva ben determinata di R che diremo col Bompiani 
la curva quasiasintotica di R. Essa é pertanto Túnica curva di R 
in cui punti lo spazio n — tangente a .R ha dimensione < 2n. 

Supponiamo d'ora innanzi che la curva Gy sia quasiasinto-
tica sicché 

(4) {yzy'z ... z^y{n)) = 0 ; 

e scegliamo il parametro v in modo che sia idénticamente 

(4)bis (y z yf z'... y ^ z™) = 1, 

escludendo senz'altro i valori isolati di v in cui il determinante 
(4)bis sia uguale a zero. Dalla (4) si deduce che le coordinate di 
y e z soddisfano alFequazione differenziale della forma 

(5) s w = S 1 f l / + M < ) . 
i-o 

In generale ^ 0 ; se 6n - 1 = 0, la (5) dimostra che, in ogni 
punto della quasiasintotica Gy, V 8n osculatore a Cy sta nello 
spazio [n — 1) — tangente ivi ad R. Limitiamoci a trattare il 
caso generale b £ 0 . 

Le equazioni (4) e (4)bis restaño soddisfatte senza cambiare 
il parametro v sostituendo a y e z rispettivamente r¡ e £ dove 

(6) 7j = p "+ly, £ = p -nz + \y 

p e X essendo funzioni qualunque di v. Ne vogliamo approfittare 
per semplificare la (5). Eseguendo la (6), alia (5) corrisponde la 

TjW = V a ^ + &e(i) 

í—o 

dove, come un facile calcolo dimostra, 
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(7) a»-i = « w — >• P"6»-i + » (» + 1) , = Pîn+1&»-i • 
r 

Possiamo pertanto scegliere p e X in modo che risulti 

(8) an_! = 0 , = 1 ; 

infatti a tale scopo occorre e basta scegliere 

n (n + 1) &n-L n + 1 
2 n + l 6„_i 

Le equazioni (4) e (4)bis restaño pure soddisfatte facendo la 
trasformazione 

(9) 3 = * , V=fodv. 

Alla (5) corrisponde ora la 

dVn ¿=o * dV4 ^ * dv4 

ed un facile calcolo prova che 

G 

• , ^ (n + 1) 0 ' 
"-1 + T (9)H. 

Posto ancora 

sarà, analogamente alla (5), 

d n r 
d F 1 i=o 1 dV4 ¿F 4 ' 

Affinchè risulti = 0 , -B«^ = 1, occorre e basta secondo 
le (8)Wi che 
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n + l 
( 9 ) t . r X = 1 2 n + 1 8 n - l 

M* + *) ¿lOgbn-l 
2n 1 dV 

Supponiamo ora che sia an_x = 0, x = 1 (il che si poteva 
raggiungere mediante una trasformazione (6)). Le equazioni (9) bU  

diventano 

_ n ( n + 1) f l b _ Qn-i 

sicché le (9)ter dánno 
3 n (n + 1) - n , + 4 T + I , 

Abbiamo perianto ottenuto il risultato: Si posssono in infinili 
modi scegliere le curve Cy e Cz9 i fattori delle coordinate j e z, e 
il parametro v, in modo che valga la (4)bii c la 

n—2 
(10) yw = Z ( » - D + 2 + M " • 

4 = 0 

La piü generale trasformazione che non lede tali ipotesi é 

Y = x » * + » + l y j ^ _ _ X n ( » - D z n ( n _J_ 1 ) t « ' - » - l 

d i ) 
F = j z^+'dv, 

x essendo funzione arbitraria di v (t ^ 0). 
Eseguendo la (11), alia (10) corrisponde la 

dnY _ dn~lZ n~* , d'Z 
d F " _ d Fn_1 + > o dF* + 1 d F4 

Un calcolo piuttosto lungo e che ometto, da 

(12) K-i 
(n, — 1) (ra + 2) 
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^n — 2 — ^ 

(12)b 

+ _L n (n2 — 1) (» — 4) — n (n2 - 1 ) (4n2 - 1 9 n - 4 2 ) l i j . 

Derivando la (12) e confrontando con la (12)bU si deduce che 

(» + 2) An_2 + - 1 n (n + 1) (n - 4) _ 

1_ n ( n + 1) (4 n2 — 5n + 10) _ 
6 (n — 1) (n + 2) n~2 ~~ 

(12), 

(» + 2) a„_2 + — n (n + 1) (n - 4) &;_2 -_ T-2(»n+l) 

1 n(w -f 1) (4 n2 — 5 n + 10) 
6 (»_!) (n + 2) bU 

L'ultima equazione prora che si puô in generóle togliere ogni 
ambiguità supponendo 

a„-, = 
1 n(n+ l ) ( n - 4 ) 

+ 

(13) 

+ T 

3 n + 2 

1 n(» + 1) (4n2 — 5n + 10) 
(n — 1) (n + 2)2 «L. + e 

dove a e2 si puô daré un valore numérico scelto comunque, pur-
chè diverso da zéro, p. es. s = + 1. 

Il parametro v corrispondente a (13) puô dirsi Y arco proiettivo 
di R ; le y e z son perfettamente determínate a meno di una 
sostituzione unimodulare a coefficienti numerici. Dalla (4) si de-
duce derivando che, accanto alla (10) vale l'equazione délia forma 

(14) 
¿=0 

Ed è chiaro che il segno e e le quantità 
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«i, bj, cky dk (i = 0, 1 •.. n — 3 ; 7 = 0, 1 . . . n — 2 ; 

Jk = 0, l . . . w —1) 

formano un sistema completo di invarianti proiettivi di R. 
La normalizzazione ora esposta di venta impossibile se vale 

la (13) con e = 0. In tal caso il procedimento piü rápido é il 
seguente. La (12) prova che si puó in ogni caso scegliere v in 
modo che sia &n_2 = 0. Ma tale normalizzazione non é inva-
riante, perché la condizione &n_2 = 0 resta inalterata ponendo 

Y = y, Z = Z, V = T2^1 V, T costante. 

• Mediante tale sostituzione, le a4, b{, ci} di si cambiano rispet-
tivamente in Aif Bi9 Ci9 Di dove 

Nel caso eccezionale [quando e = 0 nella (13)], facendo &n_2 = 0 
sará anche an_2 = 0. Sia an_2 = 6W_2 = 0, ma p. es. an_3 ^ 0. 
Allora il differenziale 

i_ 

(15) an_s
 n - s d v = d w 

e le quantitá 
1 dan_ 3 d!l~z bi~~z 

a düT ' ( i = 0 ' ( » = 0 , l . . . » - 8 ) , 
an—3 aiü . an-3 3 
(16) 

3 /7tt—3 
( i = 0 , 1 . . . W - 1 ) , — ^ (¿ = 0, l . . . » - l ) 

an-3 an- 3 

sono evidentemente invarianti proiettivi di R; e la R é completamente 
determinata a meno tli collineazioni, date le quantitá (16) in fun-
zione della variabile w definita da (15). Si osservi che, per deter-
minare le (16), le quadrature non sono necessarie che in apparenza. 
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