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CHAPITRE II.

LES ELEMENTS DE LA THEORIE PROJECTIVE DES COURBES PLANES.

4. Les courbes planes. — Soient x, y, z les coordonnécs homo-
génes d’un point # mobile sur un plan donné et &, 0, ¢ les coordon-
nées homogénes d'une droite du méme plan, L’équation

- Stz =tx+ny+Lz=o0

nous donne la condition pour que le point et la droite s’appartiennent.
Nous avons déja remarqué que 'on ne change pas le point z (ou la
droite £) en multipliant ses coordonnées homogénes par un méme
facteur p 3£ o. Les z, y, z (de méme queles, v, {) ne peuvent pas étre
nulles toutes les trois. Sipar exemple z £ o,lesz’'=x 3,y =y 2
sont les coordonnées non homogénes du point z (ou z'). Si z,, 3, s
sont trois points du plan, nous indiquons par (zy, ;) les complé-
ments algébriques de x3, )3, 23 dans le déterminant (x4, x5, z;). ls
sont les coordonnées de la droite (24, ) qui jointles points z, ct z,.
De méme les (£, £2) sont les coordonnées du point intersection des
droites £, et £,.

Si z, y, = sont fonctions d’un paramétre u, et si la matrice (z, Z4)
n’est pas identiquement nulle, le point z engendre une courbe C. [Si
la matrice (z, z,) était nulle, les rapports x : y : zseraient des cons-
tantes et le point z ne dépendrait pas du paramétre u.] Nous suppo-
sons que les x(u), y(u), 3(u) possédent finics et continues toules
les dérivées, que nous introduirons dans nos calculs.

La droite

(1) £ =p(x, zu),

ou p 5% o est un facteur arbitraire, est la droite tangente en (z) a la
courbe C. On aura

(12) Eu=rpu(2, Zu) + p(Z, Zuu),
(]3) (&, Eu) = 92[ (.Z‘, x,,), (a:, xun)] = 92 (Z; -Tu,-z'uu)x~
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Si
() B2 Ty ) =1, o0 p = (2, T4, Tun) 3,
alors

() o= p (4 £,

Cette équation est tout a fait analogue a 1'équation (1). Nous donne-
rons en conséquence au facteur p loujours la valeur définie par
I'équation (2); ce qui est possible, si I'on suppose que

(22) B A= (z, Ty, Tyu) # 0.

Si cette condition n’est pas satisfaite, les points z, £, Z.. sont en
ligne droite. Si cela arrive pour toutes les valeurs de «, la courbe C
est une ligne droite : et nous ne considérerons pas ce cas élémentaire.
Si au contraire (&, Zu, Zuu) cst nul seulement pour quelque valeur
de u, par exemple pour u = u,, alors le point z.= x(u,) est un
point d’inflexion pour la courbe C. Nous négligeons ces points, que
nous considérons comme des points singuliers.

Si nous multiplions les x, y, z par un méme facteur o(u) 7 o,
les £ définies par les équations (1) et (2) restent multipliées par le
méme facteur. Si nous changeons le paramétre u, en posant
u=u(v), ou v est un nouveau paramétre, les £, n, ¢ restent inal-
térées; c’est-a-dire

. -1 L
(), Tuy, Tuw) (2, zu) = (z, zy. Zvo) (2, zv).

On le vérifie trés simplement en remarquant que

x, =z, U, oo =Ty U + Ty 12
ou «' du u’ dru
- —— = ——)-
dy dv?

Nous dirons que les &, n, ¢ sont les coordonnées de la droite tan-
gente, correspondant aux coordonnées x selon la définition de
M. Cech. On a évidemment, en vertu de I'équation (1),

(3) Stz =SEtz,=o.

En les différcntiant, et en sc rappelant les équations (2) et (25), on
trouve

: Stz =o
(3) { Eu )

SzEuu-_—"' S-Z'usu = SE-Z'uu = P(»T, Ly, x'uu)‘: Az,



1o CHAPITRE 1II.

D’aprés la régle de multiplications des déterminants, on déduira

o [ St zuu
(%, Zu, Zuu) - (&, Euy Eun) = o Stu . Sty zyu | = [_SE.T,“‘]:’ = A¢,
SEuu-T SEuuzu SEuu-Z'uu

Cette équation démontre I'identité de M. Cech

(4 (2, @uy Tuu) = ( §uy Euu) = A3,

que nous pouvons transformer. On en déduit en effet
(%) 3428, = (&, Tuy Tuuu) = (§, Eu, Euun)

¢t en conséquence

(51) - Stxuuu= STlunu= p(&, Tu, Tyuu) = 3AA4.
En différentiant les équations (3,) on en déduit

(52) SEyzyu=Sxytue =— AA,.

En différentiant les équations (5.) et (5,) on trouve
(53) Szutuuu= StuZuuu, SE2uunu=SxEuyu.
Des équations (4) et (5) on déduit aussi

(6) 0 = (&, Tu, 3ZuuBu— AZuuu) = (§, &u, 3§uudu— Afuuu)-

On pourra en conséquence déterminer quatre fonctions a, b, «,
de u de maniére que
(64) AZyuu— 30y Zyu+ ax,+ bz =o,

(62) Asuuu _'SAM Ellll+ a EU -+ BE =o.

On en déduit
AS Euxuuu_BAuS Euxuuj’_ aszuEu
=ASzy buuu— 30uSzy Buu+ a2 Saut, = o,

ou, d’aprés les équations précédentes,

(63) a=oa= &2 [Assuzuuu"‘g’AuSEua’;uu]-

5. Les coordonnées normales et l’arc projectif. — Les équa~-
tions (6,) et (63) jouent un rdle fondamental dans la théorie des
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courbes planes. Occupons-nous par exemple de la premiére, & laquelle
satisfont les z, y, z. Si nous considérons trois solutions indépen-
dantes z', y', z' quelconques de la méme équation, nous savons
qu’elles sont des combinaisons linéaires a cocfficients constants de z,
¥, 3. La courbe lieu du point z’, ¥, 2’ est donc une transformée
homographique de la courbe C, lieu du point z, y, z.

En résumant : Deuzx courbes sont projectivement identiques si
les coordonnées homogénes de lewrs points satisfont @ une méme
équation (6,).

Le théoréme réciproque n'est pas vrai; en effet a la courbe C (ou a
ses transformées homographiques) correspoud une classe d’équations;
on déduit toutes ces équations de I’équation (6,) par les transforma-
tions suivantes :

o. En changeant le paramétre u;

B. En substituant a l'inconnue z une autre fonction z'=rxz,
ol 75£ o est une fonction arbitraire du paramétre.

Nous pouvons éviter ces indéterminations. Si 'on a choisi les «,
£ sclon les définitions précédentes, nous pouvons choisir un para-

metre correspondant ¢ (fonction de u) de maniére que (z, v, zv,) =1.
En effet

dv d2v . do \?
Ly=Ty—5— o =Ty 5— x —_— y
“ Ydu u Y du? '\ du
dv\3
AV = (_;l‘, Xy, Tyu) = (2, Zy, Zyy) (;m .

Il suffit de poser

[ :L[A du.

Si nous changeons les notations, et appelons encore « le nouveau
paramétre, nous obtenons le résultat ue, si nous avons choisi les z,
£, on peut déterminer le paramétre u de maniére que A —=1. (Ce
paramétre est défini & moins d’une constante additive.) Naturelle-
ment, si I'on change les z, £ en les multipliant par un méme fac-
teur o(u) % 0, on devra changer aussile paramétre correspondant u.
En effet, de 'équation (2, 24, Zuu) =1 on déduit

[0z, (02)u, (62)uu] = 03(Z, Zu, Tuu) = o>
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Si l'on pose z'= oz, on aura

(z', zy, 2y,) =1 si o =fc du.

Si A =1, nos équations deviennent plus simples :

(41) (z, Zuy Tuu) = (& Euy Evu) =1,

(54) (7, ruy Tuwu) = (E, Eu, Euuu)

= Sexuuu = Sfl‘Euuu = SEuzuuz quEuu =0,
(65) i =a=SEuTyuu=STubuuu= S(Eu-’liu,l)u—— SEuwz'uu =—S8uuZuu,
(65) Zuyyu—+ ax, - bx = 0,

(66) Buwu-ta £y 1'3 = 0. .
On peut facilement calculer 3. En effet,

£E= (.Z‘, -Tu), Eu= (17, 1‘:411),
Euw=(Zu, Tuu) + (2, Tuwu) = (Tu, Tyu)— ak,

Euuutz (_zu, xuuu) -_ (aE)u,
c’est-a-dire

(61) Evun-t+(al)u—ObE=o,

qui doit éire identique al’équation (6;). On en déduit que B=a, —b
et que U'équation satisfaite par les ¥ est U'adjointe de U'équation
satisfaite par les z. ‘

Ces deux équations se réduiront a une sculement si b = f = a, — b,
c’est-d-dire si a,— 2b=o0. Si cela arrive, les { seront des combi-
naisons linéaires des « a coefficients constants. Il y a par conséquent
une corrélation qui porte chaque point de la courbe C dans la tan-
gente correspondante. En conséquence la courbe C est une conique,
et cette corrélation est la polarité définie par elle. Si nous posons
2'=0x, dv =0c du, I'équation (6;) devient

Ty + @'z, + bz’ = o.
On vérifie facilement que
(a,—2b')dvd = (ay—2b) dus.

Nous en déduisons que, si a,— 2 b=o, alors a, — 2b' est encore
nul; comme nous pouvions prévoir d’aprés ce que nous avons trouvé
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- plus haut. Fn excluant les coniques, c’est-a-dire en supposant

Ay

—b#o,

il est bien naturel de choisir le facteur ¢ de maniére que
a, ,
V= 1.
2
{Naturellement nous excluons méme les points ot a, — 2b = o, que
nous regardons comme singuliers; ils sont les points ou la conique
osculatrice a un contact au moins du cinquiéme ordre avec la courbe
donnée.)
En changeant les notations et en écrivant z et u au licu de 2’ et
de ¢, en posant a=2q, a, — 20 =2, c’est-a-dire b =g

VN

1, on
aura
(N

{ Zuwu -+ 'lgxu—i—(qu—l).‘li =o,
‘( Eunu+2¢ §u+(gu+1)E=0.

Nous dirons que les z, £ du point ¢t de la droite tangenle sont les
coordonnées normales ou normalisées, que u est 'arc projectif, ¢ la
courbure projective de la courbe. Une courbe plane G, qui n’est ni
une droite, ni une conique, est définie projectivement par la con-
naissance de la courbure projective comme fonction del’arc pro-
jectif.

Si une homographie porte unc courbe G dans une autre courbe C/,
c’est-a-dire si les courbes C, C' sont projectivement identiques, alors
la correspondance cntre les points de C, C' conserve la courbure
projective et I'arc projeclif (si Pon a choisi sur les deux courbes
comme origine de l'arc projectif deux points correspondants). (Il
faut cependant remarquer que, si I'on considére aussi des courbes,
ct des variables imaginaires, la différentielle de I'arc projectif n’est
pas complétement définie : sa différentielle est définie seulement a
moins d'un facteur, racine cubique de I'unité.)

De méme les coordonnées normales  d’un point de G sont des
combinaisons linéaires a coefficients constants (indépendants de «)
des coordonnées normales 2’ du point correspondant de C'. L’homo-
graphie qui porte G en C' porte la droite (z, z,) tangent en z a G
dans la tangente correspondante (z', z,) a G'. Mais elle porte aussi
la droite (z, Zux) dans la droite (2, z,,). Nous disons que (z, Zux)
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est la normale projective a G en z (naturellement on a supposé que
les x sont les coordonnées normales).

Cette définition a quelque analogie avec celle que 'on peut donner
pour la normale métrique, dont les cosinus directeurs sont Zuu, Yuu,
si z, y sont les coordonnées rectangulaires d’un point de G, et u est
I'arc métrique.

En coordonnées normales, la normale projective est la droite §,;
et l'on pourrait dire que x, est le point normal.

Si z =1, c’est-a-dire si les z, y sont des coordonnées projectives
non ‘homogeénes, et si y = ¢(z) est I'équation de G, le paramétre ¢
correspondant a ces coordonnées est défini par la (z, z,, Zw) =1,
c’est-i-dire par la dv = A dz, ou

z ¢(z) 1
M= (2, Tx, 7o) = | 1 9(2) o |=g'(2).
o 9'(z) o

Alors les z, z,, Zvw, Zosw €t par conséquent méme les coeflicients a,
b, de I'équation (6;), dépendent de ¢ et de ses dérivées jusqu’a celles
du quatriéme ordre; l'arc projectif 1 dépend en conséquence de ¢ et
de ses dérivées jusqu’a celles du cinquiéme ordre. La normale projec-
tive (£, Zun) dépend en conséquence des dérivées de ¢ d’ordre non
supérieur au sixiéme. On peut donc énoncer le théoréme de Terra-
cini [14] (*). S¢ une homographie transforme en lui-méme un
point d'une courbe C et son voisinage du siziéme ordre, elle
transforme aussi en elle-méme la normale projective.

M. Terracini a trouvé aussi (loc. cit.) des théorémes analogues
(méme pour les surfaces) pour les géométries métriques et affines ; et
il a démontré que la propriété énoncée caractérise la normale.

6. Les coordonnées locales. — Dans ce qui suit, nous ferons
usage de coordonnées homogeénes'z et § correspondantes quelconques
(de maniére que Sdfd*z =S dz d?E) et d’un paramétre u choisi a
volonté. Si u = u, est un point A de la courbe C, nous écrirons z,
Zuy Zuuy €te., au lieu d’écrire z(uy), zu(Uo), etc. Si z; est un point
quelconque du plan, nous pourrons choisir les /, m, n de maniére

(') Les nombres entre crochets se rapportent a I’index bibliographique a la fin du
volume.
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que

) zy=1lx +~mz,+ nZuy (u = uy).

(Les équations analogues pour y, et z, sont sous-entendues.) En
effet, on peut résoudre les (7), puisque (z, Zu, Zuu)7% 0. D’'une
maniére analogue, si £, est une droite quelconque du plan, on pourra
déterminer les A, ., v de maniére que

(71) gy = )\E_’_ P’EM_FVEIHL-

Nous appellerons les [, m, n etles A, p, v les coordonnées locales du
point z,, et de la droitc £, par rapport au point u = u, dela courbe C.
La condition Sz, =0 pour que ce point et cette droite s’appar-
tiennent devient, d’aprés les équations du paragraphe 4,

(8) § (v -r—nl—m}f)A?——(mv+Hn)AAu+ Anv=o
l

(ou A =Szuutun) (u = uy).

L’équation de la droite §, en coordonnées locales de point est en con-
séquence

(8) LI+Mm+Nn=o,
ou

L= A'-’v,
(82) M = pA2—vAA,,

N =2A2— pAA,+ VvA.

Etudions la corrélation qui fait correspondre a un point {,, m,, n,(c’est-
a-dire au point l, z ~+ my zy+ ny zuw) la droite L&+ m Ly~ ny Ly,
qui, en coordonnées locales de point, aura [en vertu des équations (8)]
I'équation

(Iny+ nly— mmy)A2— (mny+ my n)AA,+ A nny = o.

On pourra donc définir cette corrélation, en disant qu’elle est la
polarité par rapport a la conique

(9) (2ln —m2)A2—2mnAA,+ An=o.

On pourrait reconnaitre dircctement avec la plus grande facilité que
la précédente corrélation ne dépend pas du paramétre u, et reste
inaltérée méme si I'on change le facteur de proportionnalité des coor-
données (homogénes) z, £.. En conséquence la conique (9) est com-
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plétement définie par la courbe C et son point u=u,. En effet
nous pouvons démontrer que cette conique est la conique osculatrice
en u = u, a la courbe C. Pour le 'démontrer, nous pouvons sup-
poser A=1 ().

De I'équation (6;) on déduit

Zyyu= Azy— bz,

Zyuuw= Axyy + (Au— b)zu‘— b,z

En indiquant par A, b, etc. les valeurs de ces quantités dans le
point u = u,, on aura

1
z(uy+ du) =z 4+ x, du +- 5 Zuu du?
. 1
g (Az,— bz) dud
)

= )i/‘ [Azuu—+ (Ay—b)2y— bz ]dut ...

=1z + mzy-+ nxy,,
1 1
l=1—=bdud— = b, dut—+...,
(1} 24
1 1
m=du—+ zAdud-+ — (Ay—0)dut-+...,
6 24

Adub+....

| =

du? -+

1
n= -
2 2

Ee

Et, en substituant ces valeurs dans I’équation (9), on reconnait que
son premier membre s’annule au moins du cinquiéme ordre.
c. Q. F. D.

Soient = z(u), y = y(u), 3 = s(u)les équations d’une courbe,
et le paramétre u soit choisi a volonté. Si u était le paramétre corres-
pondant aux coordonnées z, y, 3, c’est-a-dire si (&, Lu, ZTuu) était
égal a 1, alors la polaire du point z, - Az (ou u= u,) par rapport &
la conique osculatrice a C dans le point u = u, serait la droite
(%, Zuu) + Mz, z.). Dans le cas général, soit (z, Tu, Zux) = ¢ (u).
Posons #'=pa'; on aura

-t
(2'y &y Tyu) = PP o(u) =1 si o=[p(u)] 3.

(1) L’é¢quation (b,) démontre que, si A =1, alors

A=—a=—a=88,2,=—S8Zu.=— 52, b
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Le paramétre u correspond aux coordonnées z'. Le point 2,4+ Az
est (dans les coordonnées nouvelles ') le point ), + pz', on

19
“=)‘+3‘?—?" (u = ug),

dont la polaire par rapport & la conique osculatrice est la droite
(z'y z,,+ px,), qui, dans le premier syst¢éme de coordonnées x, est
la droite

1
(xy, Zyu) -+ < \—3 %’-‘) (2, o).

Prenons un autre point z, )—;, Z, L qui n’appartient pasauplant =o
de la courbe C, et dont les coordonnées sont des constantes. l.es déter-
minants ¢ = (&, Zy, Luu) du troisi¢éme ordre, et Y = (x, Zuy x,,,,,;')
du quatriéme ordre satisfont & ’équation ¢, : ¢ = ¢, : ¢. On pourra
donc dire que la droite polaire du point z,+ Az (ot u=u,) par
rapport a la conique osculatrice & G dans le point u= ug est
la droite

(2, Tun) ( —\% %‘\ (z, zu),

o Y= (x, Zuy Tuu, 5), les z sont des constantes et le point z n’ap-
partient pas au plan de la courbe C.

Naturellement ce résultat est encore vrai si la courbe C n’appar-
tient pas au plan ¢ = o, mais est une courbe plane quelconque.

7. L'invariant de contact de Smith, Mehmke et Segre. — Soient
o =uz(u), r=X(v)

les équations de deux courbes C, I'. Nous supposerons qu’elles ont
un contact du premier ordre dans le point ¥ =y¢ =0. On pourra
changer les parameétres et les coordonnées homogénes de maniére que

z(0) =X(0), ru(0)=X,(0),

ou, comme a l'ordinaire, les équations analogues pour les y, 3 sont
sous-entendues. Si nous posons x'=pz et u=¢(u,) pour la pre-
miére courbe, X'=0X et v = ¢(v,) pour la deuxiéme, nous pour-
rons choisir les 2’ et les X/ comme nouvelles coordonnées des points
de C et T, et «,, qui est fonction de u (que nous supposerons nulle

FUBINI ET CECH 2
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pour « = 0) comme nouveau paramétre de C, ¢; qui est une fonction
de v (que nous supposerons nulle pour ¢ = 0) comme nouveau para-

métre de I'. On aura
.’l,": p.l,‘ = O‘X = X',

(p2)u,= (5X)s, pour uy = vy = o,

seulement si pour u;,=v,=ol’'on ap=c et t/(u,)=1+¢'(v;). On
aura alors (toujours pour u; = v, =o0)

(&', Zuy Tup) _ (Fy Tuy Tun) P[0 (W) P (2, Zuy, Tun)
X, X, X)) XX, X @[ P ~ (X, X, Xo)

De plus ce dernier rapport ne change pas si l’on soumel les coor-
données homogénes a une trausformation linéaire a coefficients cons-
tants et a déterminant égal'a 1. Ce rapport est donc un invariant
projectif j; et, puisque z = X, x,= X, (siu = v =o0), on dura

(.’l‘, Ly, "l'uu—jxvv) =0,

c’est-a-dire cet invariant est le nombre j tel que Zuw— J Xo» appar-
tienne a la tangente

(=, zu) = (X, Xo).
Sipar exemple s =Z =1,z =u, X =9, les z, y et X, Y seront des
coordonnées non homogénes. Si les deux courbes se touchent dans
un point O, nous aurons dans ce point

.‘IJ:X, x,,:XV:I; .}/IY’ y,,:y_E:Yx_—_Y‘,,
L’invariant j se réduit a

dry  d2Y

dz? ' dXz’

qui est le rapport des courbures euclidiennes des courbes G et I' dans
le point de contact. Ce rapport est donc (Smith [1] et Mehmke [1], [2])
un invariant projectif. C. Segre [2] en a donné une trés élégante
interprétation géométrique. Supposons que le point O de contact
soit le point =y =X =7Y =o, et que la droite y =Y = o soit
la tangente en O. Les équations des courbes C etTI, dans le voisinage

de O, seront
y=azxr:+..., Y=AX2+...,

ou les termes négligés sont au moins du troisiéme ordre en z, X.
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Si (pc, ¢) est un point A quelconque qui n’appartient pas a la tan-
gente y = o, c’est-a-dire si ¢ £ o, une droite passant par A aura une
équation

L—py—e(y—c)=o,

ou ¢ est une conslante arbitraire. Cette droite rencontrera la tan-
gente y = o etles deux courbes G, I en trois points E, O’, O", dont
la premiére coordonnée est donnée par les formules

X =—Ce¢,
Z'=-—ce-+aucet--. .., z'=—ce+ Apc2e?i-. ..
(ou les termes négligés sont au moins du troisiéme ordre en¢). Le

birapport (A, E, O', O")

ap.cet-t-..,  MC-i-CE— ap.Ced. ..
Apecrer-i-.., "weH-ce+ Apce?--...

. . a . , . . .
a (pour ¢ = o) la limite 4, qui ne dépend ni de p, ni de ¢, mais est

la valeur en O de y. : Yxx; en vrésumant, !'invariant j de Smith-
Mehmke est la limite d’un birapport (C. Segre [2]).

Remarque. — Naturcllement on peut généraliser les considéra-
tions de C. Segre. Si par exempleles courbes CetTonten O (x =y = o)
un conlact d’ordre n — 1 (avec n > 1), ou pourra écrire

y=axt-i-.. ., Y:AX"»-:...,

en négligeant les termes au moins d'ordre 2 +—1 en z, et étudier
I'invariant
dry dnY

a:A:II.L'“ CdXne

(pour z = X =oj.

Remarque. — Tout a fait récemment, M. B. Segre[7] atrouvé des
interprétations géométriques trés intéressantes du précédentinvariant,
en démontrant aussi qu'il est un invariant d’'un groupe infini de
transformations bien plus général que le groupe des transformations
projectives. Mais il a donné aussi une trés simple interprétation pro-
jective,

Considérons les deux coniques, qui passent par un point A arbi-
traire et y ont une droite tangente ¢ choisie a volonté, et qui sont oscu-
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latricesen O (z = >=o) auxcourbesy = az?*+...,y=Az>+....
Elles ont un invariant (le birapport de ces deux coniques bitangentes
et des deux coniques de leur faisceau, qui se réduisent & une couple
de droites). On démontre que cet invariant ne dépend ni du point A,
ni de la droite ¢ et u’il se réduit a 'invariant, que nous avons étudié
ici.

Pour I’étude systématique des courbes planes nous renvoyons le lecteur aux

traités de M. Wilczynski (Chap. II, p. 58-91) et dz M. Cech (Chap. III,
p. 214-237). Voir aussi Halphen [2], Study [1], Pick [1], Berwald [1], Sannia [4],
Kawaguchi [2], [6], ainsi que notre Geometria proiettiva diffevenvuiale (§8).
Pour des questions particulitres, voir encore Lie [1], [2] (courbes W), Den-
ton [1] (quartique osculatrice), Nyberg[1] (cubiques rationnelles), Reaves [1]
(courbes W), Rabut [1] (invariants de contact), HHarding [1] (courbes cova-
riantes), Kurosu [1] (courbes covariantes), Wilczynski [29], [30] (arc pro-
jectif), Wirtinger [1] (cubiques elliptiques), Bompiani [28] (invariants de
contact) et [33] (points singuliers), Kawaguchi [10] (normale projective},
Cartan [10] (développement de la conique osculatrice, extrémales de I'arc
projectif), Palozzi [1] (points singuliers).

— O ——
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