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CHAPITRE X. 
RÉSEAUX 1) L A X S. 

51. Transformation de Laplace d'un réseau plan. — Considérons 
dans un plan P deux familles de courbes telles que de chaque point 
d'une région de P il sorte une courbe de chaque famille. On dit alors 
que ces deux familles constituent un réseau plan. En particulier, on 
obtieul un réseau plan en partant d'une surface S non développable 
et en projetant ses asymptotiques d'un centre fixe O dans le plan P. 
Nous verrons bientôt qu'un réseau ainsi obtenu jouit d'une propriété 
spéciale; nous l'appellerons réseau asymptotique. Des propriétés 
connues de la surface S, on passe immédiatement à celles du réseau 
asymptotique; mais nous verrons que plusieurs notions importantes 
ainsi obtenues se généralisent facilement au cas d'un réseau plan 
quelconque. Ainsi, la géométrie d'un réseau plan peut être regardée 
comme une extension de la géométrie d'une surface. 

Analytiquement, on obtient un réseau plan en exprimant les coor-
données homogènes x du point mobile du plan P en fonction de deux 
paramètres u, v; les deux familles de courbes du réseau s'obtiennent 
en ne faisant varier qu'a« des deux paramètres w, v, Toutefois, pour 
qu'on ait un véritable réseau, il faut que (x} xUl xv) ^ o, car autre-
ment le point v) ne décrirait qu'une courbe ou bien serait fixe. 
Occasionnellement, nous parlerons d'un réseau dégénéré dans le 
cas où (x , xu, xv) = o. 

La figure corrélative d'un réseau plan est appelée congruence 
plane. Une congruence plane est donc donnée en exprimantes coor-
données homogènes \ d'une droite du plan P en fonction de u, v\ les 
courbes de la congruence sont enveloppées par la droite v) 
lorsqu'on fait varier un seul des paramètres w, r. 

La congruence est dégénérée si £„, ç„) = o. La figure corréla-
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tive (l'un réseau asymptotique est une congruence asymptotique. 
On l'obtient en formant les intersections £(*/, r ) du plan P avec les 
plans tangents d'une surface non développable S pour laquelle r 
sont des paramètres asymptotiques. 

Soit x(u, r ) un réseau plan non dégénéré; donc ( r , xu, xv) ^ o 
de manière que les points xu, assoient linéairement indépendants. 
Chaque point du plan P peut donc être exprimé en combinaison 
linéaire de ces trois points. Il en résulte en particulier qu'on a des 
équations de la forme 

! X t t u = W ' f H - $ X v - h p X , 

xVi> — û^ -1- qx, 

x x,tv = axu -\ bxv-{- c x. 

Les coefficients de ces équations sont des fonctions de u, c. Ils sont 
liés par certaines relations, les conditions d'intégrabilitè du 
système ( i ) ; nous les formerons plus loin (§ 60). 

Par un procédé classique, nous déduirons du réseau x(u, v) donné 
deux autres réseaux x{ ( u, r ) , x2(w, r ) . 

Remarquons d'abord que les eongruences ( 4 ) 

Ç i ( M , t>) = ( x , X u ) , 

V) = ( r , X v ) 

sont intrinsèquement liées au réseau x(u, v). Les droites par exemple 
sont les tangentes aux courbes r==const . du réseau x(u, v) ; ces 
courbes forment donc une famille de courbes de la congruence Ei (w, r). 
Calculons la seconde famille de courbes de cette congruence! Les 
courbes de cette famille étant les enveloppes de la droite Hi pour 
// — const., désignons par xx le point de contact. Donc on peut 
poser X\ = Xu-h^Xj où X se détermine de la condition que le 
point xx v est situé sur la droite H,. Or, on déduit de (i 3) 

x l u = a x u +- ( b - f - X ) a v - h ( c 

d'où X = — b ou 

(2) Xi =xu—bx. 

Le réseau x{(u, e) est dit le transformé de Laplace du réseau x(u,v) 

(!) Ces congruences peuvent être dégénérées. 
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dans le sens du paramètre u. Pareillement, on arrive au transforme 

(•>') x2 = x{,— a x 

du réseau x(u} v) dans le sens de v. Les réseaux xK (u, r), x2(u,v) 
peuvent d'ailleurs être dégénérés. 

Remarquons que la relation géométrique des deux congruenees 
£<(*/, v), 0 au réseau x (m, r ) est la même ( ' ) que la rela-
tion des deux réseaux x(uí v)} xt (u, v) à la congruence \,\(U) r ) , 
ou la relation des réseaux x2(u, e), p) à la congruence ¿2O', <•)* 

Dans la théorie classique de la transformation de Laplace, les 
quantités 

( 3 ) h = c a b — alt, k = c - H ab — bf, 

jouent un rôle fondamental. On les appelle ordinairement les inva-
riants de Laplace-Darboux de l'équation ( i s ) ou du réseau x(u, r ) . 
Elles jouissent de la propriété d'invariance par rapport à la substitu-
tion x'=px, mais non par rapport à r¿'=cp(í¿), r'=zd>(p) qui con-
serve aussi le réseau x ( u , v). Au contraire, les deux formes diffé-
rentielles quadratiques 

( 4 ) hdudv, kdudv 

sont invariantes par rapport à toutes les substitutions que nous 
venons d'écrire. D'ailleurs, cette invariance découle aussi immédia-
tement de la signification géométrique des formes (4) que nous allons 
expliquer. A cet effet, donnons à u un accroissement infinitésimal du, 
ce qui change le point x enxf ; encore l'accroissement infinitésimal dv 
donné à v change le point xK en x\. En négligeant les quantités infi-
nitésimales d'ordre supérieur au premier, on a 

x' = x -i- xu du y x\ = Xi -f- x i t, dv. 

Or de ( i 3 ) on déduit que 
xlt, = axi -f- Â\r, 

de manière qu'en continuant à négliger les quantités infinitésimales 
du second ordre 

x' = (1 -¡- b du ) (x -{- x± du ), 
x\ = (1 -h a du) (xx -i- kxdu). 

(') Ou plutôt corrélative. 
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Les points x, x\, sont donc sensiblement situés sur la droite 
(.r, x { ) = >]) ce qui était intuitif. En calculant le rapport anharmo-
nique des quatre points x, x,, x\ x\ de la droite on trouve pré-
cisément la forme kdudv. C'est la signification géométrique 
cherchée de cette forme, que nous appellerons la forme associée à 
la congruence £i(w, r ) . En échangeant u et on arrive à la 
forme h du dv associée à la congruence 

La droite ( x , , x2) qui joint les deux transformés de Laplace de x 
joue un rôle important dans ce qui suit. Nous l'appellerons la droite 
de Laplace du réseau x(u} r ) . 

52. Réseaux asymptotiques. — Soit 

x(u} = (>!(>, v), xt(u, f), Xi(u, V)\ 

un réseau situé dans un plan P. On a ( x , xu, xt,) o ; donc on peut 
poser 

( I ) (x, xu, xv) = ± e 

On en déduit par différentiation, en tenant compte de ( I ) , 

0 M == a 4 - b, 0 k , = 8 -4- a. 

Les équations ( I ) prennent donc la forme 

( Xuu = ($u — \lxv + pT, 
( II) )xuv= Y-^ii-î- (Of— a)xv-+- qx, 

[xUi,= axu-h bxt,~h ex. 

Or considérons un espace à trois dimensions contenant le plan P. 
Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que l'équation 
du plan P soit xs = o. Dans l'espace, le point x(u, v) a quatre coor-
données homogènes x1y x%, dont la dernière est identiquement 
égale à zéro. Cependant, les équations (II) étant homogènes, elles 
sont vérifiées non seulement par xK, x3, mais aussi par xA. Pour 
abréger, écrivons les (II) sous la forme 

I n ( ^ ) = o, L2(.r) = o, L3(^C) = O. 

Cela étant, soit y un point fixe de l'espace (donc yu — yv = o) 
non situé dans le plan P, de manière que 

(x, xu, xv, v) ^ o. 
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Soit z = z(uy v) un point situé sur la droite (.r,^), de manière 
que x soit la projection de z du centre y dans le plan P. En choisis-
sant convenablement le facteur de z, on aura (< ) 

z(u, ç)=zj'(ff? r )•--*( m, v)y. 

Les expressions L, (i = i, 2, 3) étant linéaires et homogènes, on a 

L ¿(z) = L i(ty). 

Or L/(J;)=:O; d'autre part le point y étant (ixe, les expres-
sions L ¡ ( t y ) sont manifestement proportionnelles à y. Donc 011 
peut poser 

(*) '\<x(z)=fxy, h,(z)=J\y, L .Jz)--=J'y. 

Les asyrnptotiques de la surface S engendrée par le point z(u, r) 
sont données par l'équation 

(z, zu, Zi,. zuu du--}- \>. z,tt. du dv -i- g,.,, dv-) = o. 

D'après (*), cette équation prend la forme 
J\ du-~ f* f/r'-'-h '}.f dudv — o. 

Si le réseau %(u, c) est asyniplotiqùe, on peut s'arranger de 
manière que les u, r soient des coordonnées asymptotiques sur la 
surface S, d'où ft =J\ = o; f o et le système ( • ) devient 

Zuu ^ (Ou-b)Zu-!" ¡ÏSr-hpZ, 
zrr = y Zu - [0r— a )zr-h f/ z, 
Zur = Cl Zu -i- t> Zv-\- c Z -h j'y, 
y n —yv= «». 

Donc, si le réseau x(u, v) est asymptotique, on peut déterminer la 
fonction f = J\u, r) o de manière que le système (5) soit complè-
tement intégrable. 

Inversement, supposons que le système (5) soit complètement 
intégrable. On peut alors l'intégrer en prescrivant arbitrairement les 
valeurs initiales de J, zu, z^^y. Donc le système (5) a quatre solutions 
linéairement indépendantes, soit z;,yi (i = 1, 2, 3, 4). Sans restreindre 
la généralité, on peut supposer que yK =y>2 = o, y\= 1. De 

i1) On suppose que le point z soit distinct du point y. 
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plus, on peut encore supposer que Zi = Xi(i = i, 2, 3) pour la valeur 
initiale (u0, t>0) de (m, e). Or, pour ¿ = 1, 2, 3, on a identiquement 
y-j= o, de manière que le système (5) se réduise à la forme (II) ; il en 
résulte que Xi (i =* 1, 2, 3) identiquement [non seulement pour 
(u, v) =t (u0, v0) |. Donc le point x = (xu x*} x3, o) est la projection 
du point z = (z 1, z^ z3, ^ ) du centre y = (o, o, o, 1). Or, des équa-
tions (5) on déduit comme plus haut que les u, v sont des coordon-
nées asymptotiques pour la surface S engendrée par le point z (w, r). 
Donc le réseau x(u, v) est asymptotique. 

Pour trouver la condition pour un réseau asymptotique, nous 
n'avons donc qu'à écrire les conditions d'intégrabilité du système (5). 
Ces conditions sont 

( Ziiut' Zuru — O, ZUi,v— Zvvu = 

où l'on doit remplacer les premiers membres par les expressions 
obtenues en différentiant le système (5). Cela donne des équations 
de la forme 

X/ z -+- m zn[-h v,- z%, -h Kiy = 0 (i = 1, 2 ). 

Le système (5) est donc complètement intégrable si 
[M = î — o ( i = I, 2). 

Or, on voit que le système (5) se réduit au système (11) en remplaçant 
y par zéro, d'où il résulte que les conditions d'intégrabilité du sys-
tème (II) sont A/= ¡xi = vt- = o ( i = i, 2). Donc ces équations doivent 
être des identités, car le système (II) est complètement intégrable par 
l'existence même du réseau x. Donc les conditions d'intégrabilité 
de (5) sont 7T| = tt2 = o. Autrement dit, il faut seulement annuler le 
coefficient de y dans les premiers membres de ( * * ) • Cela donne 

fu = ( 6 m - 2 6 ) / , f > = ( 0 , - 2 « ) / . 

La condition nécessaire et suffisante pour un réseau asymptotique est 
donc que l'on puisse déterminer la quantité f o satisfaisant aux 
équations précédentes. Cela donne évidemment 

(6) au= bit. 

C'est la condition cherchée pour un réseau asymptotique. 
D'après (3) on peut l'écrire aussi 
(6') h = k. 
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Nous en donnerons une interprétation géométrique au paragraphe 
suivant. 

53. Correspondances polaires. — Considérons le point x(u: c) 
décrivant une région du plan P. A chaque position du point x, atta-
chons une droite v) du plan P, en excluant seulement que la 
droite H passe par x. Nous pouvons donc poser 

( 7 ) Ç = 0 „ - i - l\ x , xv-\- L x ) . 

Nous dirons que la correspondance entre le point x et la droite £ est 
polaire si lidu-\- Udv est une différentielle exacte. Cette définition 
est intrinsèque, la forme de Pfaff lK du + l2 dv étant telle. Elle est 
aussi invariante, car en remplaçant x par px, la forme l, du-\-l2 dv 
se change en 

du -t- h dv — — • p 

Pour un choix convenable du facteur du point x, on a \ = (xU) xv) 
dans le cas d'une correspondance polaire. 

Le nom polaire s'explique comme il suit. Soit F = F(rr,, x2) x3) 
une forme algébrique ternaire. Dans la géométrie algébrique, on 
donne le nom de polaire linéaire du point x = (xi1 x2, xz) par 
rapport à la courbe F — o à la droite £ dont les coordonnées sont 

( * ÉL, ÉL ( ) F 

àXi ' rjx2 ' àx3 

Or, en excluant les points situés sur la courbe F = o, on peut norma-
liser le facteur du point x selon la condition 

Posons x= (x1y 
X2, X3 ) = x(u, v). En différentiant l'équation (* *), 

on voit que la droite (*) contient les points xu, xv. La polarité 
linéaire par rapport à une courbe algébrique est donc une cor-
respondance polaire au sens que nous venons d'expliquer. 

La correspondance polaire a une signification géométrique simple. 
Choisissons le facteur de x = (x<, x2, #3) de manière que £ = (xU) x„). 
Supposons que le plan P soit le plan à l'infini de l'espace ordinaire. 
On peut considérer xK, x2, x3 comme les coordonnées non homo-
gènes d'un point décrivant une surface S. Alors la droite £ estla droite 
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à Tinfini du plan tangent à S. Donc la correspondance polaire la 
plus générale dans le plan P s1 obtient par la construction sui-
vante : soit S une surface et O un point fixe (en dehors du plan P); 
le point x du plan P étant donné, la droite correspondante \ est 
Vintersection de P avec le plan tangent ci S à ce point de S qui 
est situé sur la droite ( 0 # ) . Nous avons supposé que le point x 
décrive toute une région du plan P. La droite au contraire, peut 
rester fixe ou bien envelopper une courbe. Dans la construction qui 
précède, cela arrive si la surface S est plane ou développable. 

On peut donner une autre propriété caractéristique d'une corres-
pondance polaire, en ne sortant pas cette fois du plan P. A ce but 
considérons une correspondance quelconque entre le point x et la 
droite \ du plan P, en supposant seulement que Sx'i ^ o. On peut 
donc normaliser les facteurs selon la condition 

De ( * ) il résulte que les points 

xH — x S£./•„, xr— x Sç.r,. 

sont situés sur la droite En comparant avec (7), on voit que 

de manière que la correspondance entre le point x et la droite \ est 
polaire lorsque S^dx est une différentielle exacte. Ceci donne la con-
dition 

t)v du 

qui peut s'écrire aussi 

(8) = S *tlxv. 

Or, il est facile d'interpréter géométriquement la relation (8). A ce 
but, donnons aux variables v des accroissements infinitésimaux 
(du, dv) ou (âw, 3e). Dans le premier accroissement, le point x se 
déplace dans la direction ( x y d x ) ; dans le second accroissement, la 
droite \ touche son enveloppe au point(£, ô£). Cherchons la condition 
pour que la droite (x, dx) passe par le point (£, 3£). L'intersection 
de ( x j dx) avec \ étant, d'après l'équation ( * ) , 

dx — x S £ dx, 
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nous devons écrire que ce point est situé sur la droite à'i, ce qui 
donne 

S dx — Sx o£ S%dx = n. 

Or, d'après ( * ) , on a + = o de manière que l'équation 
trouvée prenne la forme 

( 9 ) S dx ôç }- S Ç dx S \ ûx — o. 

Cette relation bilinéaire entre (du, dv) et (Su, Sv) définit une projee-
tivité dans le faisceau au centre x\ cette projectivité est évidemment 
une involution si la forme S dx <3; est symétrique et dans ce cas seule-
ment. Or cette symétrie est précisément demandée par la condi-
tion (8) pour une correspondance polaire. 

En excluant les cas où la droite^ est fixe, ou enveloppe une courbe 
fixe, il résulte des équations ( • ) et (8) que la correspondance 
inverse d'une correspondance polaire est elle aussi polaire. 

Revenons à l'étude du réseau x( u, v) ; la droite de Laplace (§ ¿il ) 
de ce réseau est \ = (xu — bx, xv —ax). Nous voyons \voir (G)] que 
la correspondance entre le point x(u, v) et la droite du Laplace ; 
du réseau engendré par x(u, v) est polaire si le réseau est asyrnp-
totic/ue et dans ce cas seulement. Dans ce cas on peut choisir le 
facteur du point x de manière que \ = (xUj x„) ou bien a = b = o. 

L'équation (53) donne alors que la droite (z, zuv) coïncide avec 
(y, z ). Or, la droite (z, zllv) correspond à la droite (zu, zdans la pola-
rité fondamentale relative à la surface S décrite par le point z(u, v). 
Donc : 

Si Von projette les asymptotiques d'une surface S d'un point O 
dans un plan P, la droite de Laplace clu réseau projeté est la 
projection de la droite qui correspond, dans la polarité fonda-
mentale relative à S} à la droite qui joint le point de S avec le 
centre de projection O. 

54. L'élément linéaire projectif d'un réseau. — Prenons d'abord le 
cas d'un réseau asymptotique. D'après (5) l'élément linéaire pro-
jectif de la surface S correspondante est 

( • ) ( P du3-h y dv'6) : -x du dv. 

Or, pour un réseau quelconque, la forme différentielle ( * ) est intrin-
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séque et invariante par rapport aux homographies. Il est donc naturel 
d'appeler élément linéaire projectif d'un réseau x(u, v) la forme 
différentielle fractionnaire ( * ) . 

D'après cette définition, l'élément linéaire projectif d'une sur-
face S est égal et celui d1 un réseau projection des asymptotiques 
de S. Au lieu de vérifier parle calcul les propriétés d'invariance de ( * ), 
nous en donnerons l 'interprétation géométrique. Nous ne pouvons 
pas transporter l ' interprétation donnée au paragraphe 22 pour les 
surfaces, mais nous en donnerons une autre qui, comme le lecteur le 
verra, est valable aussi pour une surface. 

A. ce but, considérons dans le plan P une cubique rationnelle C 
ayant un point double en x(u, e), les tangentes à G à ce point coïn-
cidant avec les tangentes ( x , xu), xv) aux deux courbes du réseau 
qui passent par x. En considérant les quantités x0, x,r x2t comme les 
coordonnées du point 

X0 X -h Xi Xu -t- x» xr, 

l 'équation de la cubique G est 

(10) x0xix*-+- a.\ x''} -h Itix^x*-*- 0.yXiX% -h a.>xi o. 

Les trois points d'inflexion de la cubique C sont situés sur la droite l 
dont l 'équation est 

fio') Xq-\-biXi-\-biX.y^ u. 

Si a a = o (et pareillement pour a , = o), la cubique C contient la 
droite ( x , xv) (x{ = o) et la partie résiduelle de G est une conique 
C„ ; la droite l est la tangente à la conique G0 à son intersection (dif-
férente de x) avec la droite (# , xu). Enfin, si a{ =a2 — o, la cubique 
C se compose des trois droites ( x , xu ), (x, x„) et L 

Cela posé considérons un point x1 du plan P infiniment voisin du 
point x. En négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur, on a 

x •-= x -h xu du-\- xv dv. 

Soit P( Q) l'intersection de la droite (x} x') avec la cubique G (avec 
la droite / ) ; un calcul aisé donne la valeur du rapport anharmonique 

( . .P.V.Q) — 

Ce rapport anharmonique dépend donc seulement des valeurs de a i , ' 
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aa , et non des nombres 6,, b> qui fixent la position de la droite 1. 
Pour arrivera l'interpréta lion géométrique de (*) , il suffit donc d'avoir 
la signification des nombres aM a2. Or (voir § 38) les invariants de 
contact des deux branches de la cubique G et de la courbe u = const. 
ou v = const. qui la touche en x sont 

•à a i . 'Mo 

En faisant usage de la notation expliquée (loc. cit.), nous avons 

Donc pour C = C(i, i; /), c'est-à-dire en choisissant la cubique G de 
manière que, au point x, chaque branche ait un contact du second 
ordre avec la courbe du réseau qui la touche, on obtient 

i du dv 

Posons encore C = ( i, o ; /), c'est-à-dire prenons pour G une conique 
ayant en x un contact du second ordre avec la courbe u = const. du 
réseau; alors 

Ainsi, nous sommes arrivés à la signification géométrique non seu-
lement de l'élément linéaire projectif, mais aussi des formes élémen-
taires (') 

n du- dv-
ïrfiT 

Appelons réglé un réseau plan pour lequel ¡3 = o ou y = o. 
Or, d'après ( i ) , l'équation j3 = o, par exemple, peut s'écrire 
(x, xu, xuu) = o, ce qui signifie que les courbes y = const. sont des 
droites. Donc les réseaux réglés sont ceux dont une famille de 
courbes est composée de droites. Pour (3 = y = o, on a les réseaux 
doublement réglés dont toutes les courbes sont des droites. 

Pour un réseau non réglé, on peut considérer les courbes de 

(l) Celle dénomination a élé introduite par M. Bompiani [34]. 
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Darboux et les courbes de «S'erre'définies rcspectixement par 

{J du¿ r- 7 dv3 = o, B du ' — 7 dv?t = o. 

Pour un réseau asymptotique, les courbes de Darboux et de Segre 
sont naturellement les projections de courbes du même nom de la 
surface. Pour un réseau quelconque, il résulte des remarques faites 
au paragraphe 38 que les points d'inflexion de la cubique C( i , i ; l ) 
sont situés sur les tangentes de Darboux et que les intersections, 
différentes de x , des coniques C ( i , o; /), C ( o , i ; l) sont situées sur 
les tangentes de Segre. 

De l'invariance de ( * ) on déduit (voir § 23) Finvariance des formes 
entières 

2 3t du dv, py ( 3 du3 — 7 dv* ), 

qui sont identiquement nuls dàns le cas d'un réseau réglé. La forme 
quadratique (3ydudv a une signification géométrique simple; c'est la 
forme associée au réseau x(u. r ) (voir le paragraphe 51, où est 
expliquée la notion corrélative de forme associée à une congruence). 
Pour un réseau asymptotique, la démonstration est essentiellement 
donnée au paragraphe 23; elle reste la même dans le cas général. 

55. Les caractéristiques d'une correspondance entre deux plans. 
— Nous montrerons au paragraphe suivant qu'on peut transporter la 
notion de déformation projeclive d'une surface aux réseaux plans. 11 
convient de commencer avec quelques considérations générales sur 
une correspondance arbitraire entre deux plans P e t Q ( l ) . Supposons 
que le point x(u} v) décrive le plan P et le point y(u,v) le plan Q ; 
la correspondance sera définie par valeurs égales des paramètres a , v. 
Pour qu'on ait une correspondance proprement dite, il faut que 

(x, xa, xv) 3^0, (y, yu, yt.) =¿ o. 

Alors, on peut choisir les facteurs des coordonnées homogènes de 
manière que 

00 (•*•, -ru, xv) = (y, yu, y,,). 

L'équation (11) est évidemment intrinsèque. 

(') Nous n étudierons que les propriétés projectiles de la correspondance indépen-
dantes de la position relative des deux plans. 
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Nous étudierons la correspondance au voisinage de u = w0, r = v0. 
Les subst i tut ions u = uQ, c — v0 seront sous-entendues pour ne pas 
compliquer la notat ion. Considérons une homographie K entre les 
plans P et Q assujett ie à la condit ion de réaliser un contact analy-
tique du premier ordre des deux plans. En désignant, pour chaque 
point z du plan P, par KJ le point transformé de ^ moyennant K, on 
doit avoir, pour un déplacement infinitésimal quelconque, 

K.r = o v, K dx = d(oy), 

p = p(u, (') étant une fonct ion convenablement choisie de u et p. On 
peut supposer que p(u0, c 0 ) = i , de manière que 

( i v. ) K r = r , K ./•„ = y„ Ày% K ,rt. — yv-' - \iy. 

Il y a donc oo2 homographies K, les quanti tés ). — y * ¡x = étant 

arbi t ra i res . 
O r , soit G une courbe du plan P, passant par x(u0, e 0 ) . Lorsque le 

point x(u, r ) décrit C, le point correspondant y(u, c) du plan Q 
décrit une courbe Y, et le point Kx t ransformé de x moyennant K 
décrit une courbe C*. D'après la définit ion,de K, les courbes Y et C* 
ont au point y(u0Ji>0) un contact (analyt ique) du premier o rdre ; 
désignons par j l ' invariant de contact relatif. D 'après le p a r a g r a p h e ? 
on détermine / par la condi t ion que le poin t d\y— jKdix dépende 
l inéairement de y, dy, ce qui donne 

(y. dy% d-y — y K d-.r) = o. 

D'après (12), cela peut s 'écrire 

dy, d-y) = y (K.r, K dx% K d.-x). 

O r pour trois points z0, ziy z2 du plan P, on a toujours 

(*) ( So, z¡, Ss) = (Ks0, KZ\, K:2) 

de manière que l 'équat ion précédente prenne la forme 

(13) (yy dy, d*y) = y(*, dx, d*x). 

Pour démontrer la formule ( ¥ ), posons 

zr = arox -4- ar\Xu ar2xu (r = o, 1, 2); 
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d'après la règle de mul t ip l i ca t ion d e s dé terminants , 

(5n, «i, 52) = Xu, X v ) , 

( Ks0) Kzi, KS2) = A(K¿e, Ka\,), 

où A est le déterminant de la matrice (a r s). Or, d'après (n) et (12), 

(K.r, K xti, 1ÙV) = (y, y a-y ly, J o \iy) = (y. yu, yv) = -M 

et l'on arrive bien à la relation (* ) . 

L'équation (i3) montre que l'invariant j est indépendant des quan-
tités |ul dont dépend le choix de l'homographie K. En général, l'équa-
tion ( i3) contient des différentielles secondes. Cependant, il y a une 
exception importante, à savoiry = 1. En effet, d'après (11), l'équation 

( i/{ ) (7, dy, il'1 y) — (x, dur, d*-x) = o 

ne contient que les différentielles premières. Nous appellerons direc-
tion caractéristique de la correspondance donnée chaque direction 
vérifiant l'équation (i4)- L1 homographie Iv réalise un contact du 
second ordre d ' une courbe C avec sa courbe correspondante Y lorsque 
la direction de Ça au point x (u-q, v0)est caractéristique et dans ce cas 
seulement. En particulier, la correspondance conserve les inflexions 
dans les directions caractéristiques. Cette propriété peut servir 
comme définition de ces directions; on voit en effet que des trois 
équations (i4) et 

(x, dx, dïx) = o, (y, dy, d*y) = o, 
-T-

chacune est une conséquence des deux autres. En particulier, l'équa-
tion ( i4) est une identité seulement lorsque la correspondance con-
serve toutes les inflexions ou, ce qui est équivalent, toutes les droites; 
c'est, comme on le sait, le cas d'une simple homographie. En excluant 
ce cas élémentaire, ( i4) est une équation différentielle du premier 
ordre et du troisième degré; les courbes intégrales dans le plan P 
(ainsi que les courbes correspondantes dans le plan Q) s'appellent 
les (courbes) caractéristiques de la correspondance. En général, on 
a trois systèmes 001 de caractéristiques; mais il peut exister une 
famille oo1 de caractéristiques doubles ou triples. 

Pour écrire plus explicitement l'équation (i4)> faisons usage des 
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équations (II) et des équations analogues ( f) 

( y au (oM— b')yu-h Pyt>+ p'y. 
(i5) < yvv = p'yu-t-(K—a')yv-b q'y, 

( = «>«-+- c> 

relatives au plan Q. L'équation (i4) obtient alors la forme 

( 1 4 ' ) ( f i ' — 3 ) rfa-1 - h 3(0'— b) du1 dv — 3 ( a ' — a ) rfu — — y ) = o . 

56. Déformation projective d'un réseau plan. — Considérons main-
tenant deux réseaux plans x(u, e), t') (2). En associant les points 
x{uiv)} y(u, e) appartenant aux mêmes valeurs des paramètres a, r, 
on obtient une correspondance entre les plans P, Q des deux réseaux, 
qui porte le premier réseau dans le second. Pour chaque valeur de 
u, e, nous avons vu qu'il existe des homographies K ayant un contact 
analytique du premier ordre avec la correspondance étudiée. Précisé-
ment, nous savons que 

(i-0 Kx=y, K xu = y a -+- \y, Kxt. = py, 

les quantités 1 et ¡x pouvant être choisies à volonté. Sans restreindre 
la généralité, nous pouvons supposer, comme au paragraphe précé-
dent, que le choix des facteurs des coordonnées homogènes soit fait 
selon la condition 

0 0 (.«, -'M = (7, JM-

Cela étant, nous dirons que la correspondance considérée estune 
déformation projective si, pour chaque valeur admissible de u, v, 
U homographie K réalise un contact du second ordre des courbes des 
deux réseaux. Cela veut dire que les courbes du réseau x(u, v) soient 
des caractéristiques de la correspondance La condition pour 
une déformation projective est donc que l'équation (i4 ) s°il vérifiée 
par w = const. et par e = const., ce qui donne |3' = (3, y' = y. Donc 
la condition nécessaire et suffisante pour la déformation projective 
d'un réseau plan est Vinvariance de l'élément linéaire projectif. 

(*) La quantité 8 est la même dans les deux cas, d'après ( I ) et ( n ) . 
(2) Ici encore, la position relative des deux pians est indifférente. 
( 3 ) On voit que la notion de déformation projective, comme celle de caractéris-

tiques. ne dépend point des quantités [i dont dépend l'homographie K. 

F U I U M IÏT CECII t l 
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D'ailleurs, on peut déduire aisément ce résultat de l'interprétation 
géométrique de l'élément linéaire projeclif donnée au paragraphe 
sans avoir recours aux considérations du paragraphe 55. 

Une correspondance générale (à trois systèmes distincts de carac-
téristiques) est une déformation projeclive pour trois réseaux ayant 
une famille commune deux à deux. Une correspondance qui possède 
un système de caractéristiques doubles est une déformation projective 
pour un réseau. Une correspondance à caractéristiques triples n'est 
une déformation projective pour aucun réseau. Enfin, une corres-
pondance homographique est une déformation projective pour chaque 
réseau. 

lividemment, la déformation projective change un réseau réglé 
ou doublement réglé en un réseau jouissant de la même propriété. 
En particulier, chaque correspondance entre deux réseaux dou-
blement réglés est une déformation projective, car un réseau double-
ment réglé est caractérisé par la propriété que son élément linéaire 
projectif est identiquement nul. *On obtient ce résultat simple 
aussi par la remarque suivante : une direction caractéristique étant 
caractérisée par la propriété de conserver les inflexions, on voit 
que, dans une correspondance quelconque portant un réseau dou-
blement réglé en un réseau pareil, les courbes (droites) des réseaux 
sont des caractéristiques de la correspondance. 

Dans la définition de la déformation projective, l'homographie K 
joue un rôle important. Or, pour chaque valeur de w, v, K dépend des 
deux quantités X, ¡JL. Bien que la notion de la déformation ne dépende 
point du choix de X, p., il convient de les fixer d'une manière intrin-
sèque. A ce but, posons la condition que K réalise un contact 
analytique du second ordre des courbes des deux réseaux. Cela 
exige l'existence d'une fonction p(u, v) telle qu'on ait pour u = u0l 

( • ) K.r = py. K j-n=(py)u. K . r t , = ( py),., 

(* • » K Xuu= (py)uu, Kav„= (py )„„. 

Les équations (*) donnent d'après (12) 

0 = 1, Pk=À, (pour 11 = if0y v = P0). 

Ensuite, les équations (* *) donnent, en faisant usage des équations 
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( H ) c i ( . 5 ) , 

(V— b—'±\)ya (p — ) f v (p—p'-~ X.Oa — b |V — 

(y — Y ')yu:- ( — a — (</ — 7 ' îA A - — a-\- y a — p,.,. — O. 

11 en résulte en premier lieu les équations ¡3' = (3, y — y qui nous sont 
déjà connues, ensuite les équations 

( i j ) h' — b — 1X — o, a' — a — >. j 1 = o ; 

enfin deux équations déterminant et p̂ . qui ne nous intéressent 
plus. 

Les équations ( 15), dont nous connaissons ainsi !a signification 
géométrique, déterminent sans ambiguïté les valeurs de X, ¡JL. En les 
supposant vérifiées, l'homographie K est, pour chaque valeur de w, 
r, complètement définie; nous l'appellerons V homographie fonda-
mentale de la déformation projectile. En vertu de ( i5) , les équa-
tions (12) prennent la forme 

( K.r = y. K(2.rM-h bx) — \>.yu , b'\\ 
( 1 b ) • 

f 1\ ( 1 xv -j~ ax) = •>. y- ; a y. 

On voit par exemple que, en échangeant les deux réseaux x(u, r), 
y (M, o), l'homographie fondamentale passe dans son inverse. Rappe-
lons que les équations (16) supposent effectué le choix des facteurs 
selon (11). 

Nous avons vu que, pour une déformation projective, deux familles 
de caractéristiques se confondent avec les courbes du réseau. La troi-
sième famille de caractéristiques est donnée d'après (i4') Par 

(17 ) ( b — b ) du = { a'— n ) <!v. 

Appelons direction principale de la déformation projective la 
direction définie par (17). L'homographie fondamentale K en donne 
une construction simple. A cet effet rappelons du paragraphe 51 que 
les deux transformés de Laplace de x sont 

xv — xu— bx. x., — xr— ax. 

Pareillement, les deux transformés de Laplace de y sont 

r\ — r„ — l>Vs r-i — yt — n'y. 
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En posant 

.7-1 = xu-h 
a — 3 a' 

x , X.¿ — Xv~\~ ; X , 

on a, d'après (16), 
K x\—yu Kx\2=y,. 

Les points x\, x\ du plan P sont donc déterminés par la condition 
que l'homographie fondamentale K les porte dans les transformés de 
Laplace y4, y-j du réseau y. Or l'intersection des droites (xn x[t), 
(x2, ) est évidemment 

:>.(a' — a)xv -4- »(b' — b)x'.2  

"= •¿(a'—a)x\ -+- •i(b'— b)x<> 

= (a'— a)('*xu-h bx) -h (b' — b) (\ixv-\- ax) -h 3(ab — a'b')x = z, 

de manière que 

En comparant avec (17), on voit que la direction de la droite (x , z) 
est principale. 

Notons le cas particulier b = b' où la direction dv = o est princi-
pale; autrement dit, la famille p=const. des courbes du réseau est 
composée de caractéristiques doubles. Nous voyons que (seulement) 
dans ce cas l'homographie fondamentale K porte le transformé de 
Laplace X\ du réseau x dans le sens de u dans le transformé corres-
pondant du réseau y . La remarque analogue vaut naturellement dans 
le cas a = a . Si l'on a simultanément a' = a, b' = 6, l'équation ( 14') 
montre que les caractéristiques sont indéterminées ; nous savons que 
cela signifie que la déformation projective se réduit à une simple 
homographie. 

57. Tangentes conjuguées; sommets d'une courbe par rapport à un 
réseau plan. — Appelons tangente d'un réseau plan x (u, v) à un 
point x0 = x ( u0, vQ ), chaque droite du plan P passant par x0. Deux 
tangentes à un point x0 sont conjuguées (par rapport au réseau) si 
elles sont conjuguées harmoniques par rapport aux tangentes (x , xu)j 
(x, xu) aux courbes du réseau passant par x0. Dans le cas d'un réseau 
asymptotique, les tangentes conjuguées sont les projections des tan-
gentes conjuguées de la surface projetée S. On sait que, C étant une 

(x, z) — 2(a'— a) (x, xu) -h b'— b) (x, xv). 
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courbe de la surface S, les tangentes conjuguées aux tangentes à C 
forment une développable; c'est une propriété caractéristique des tan-
gentes conjuguées par rapport à une surface. Cette propriété ne peut 
pas se transporter directement aux tangentes conjuguées par rapport 
à un réseau plan, car dans le plan chaque famille oo' de droites aune 
enveloppe. Pourtant, nous allons voir qu'il y a une analogie en ne 
considérant que les propriétés invariantes pour une déformation pro-
jective. 

Cela étant, considérons dans le plan P du réseau x(u, v) une 
courbe arbitraire C et, par chaque point x (w, v) de C, menons une 
droite 

p = (.v, lxu-^r p. 0C\>) 

en excluant seulement le cas *kdv — \xdu = o (* ), où les droites p 
seraient tangentes à C. En se déplaçant le long de C, la droite p a une 
enveloppe (courbe ou point); soit 

( I<S) Z = \xu-]- JJLX{> H- vx 

le point de contact. Pour déterminer v, on a la condition que le point 
dz soit situé sur la droite p = (x, z). Or, d'après (II), on calcule 

dz — [ d\ -f- X ( 0U — b du -h a dv ) -i- ji ( a du -h y dv ) -i- v du ] x u 

-h [ d\i -f- X ( p du -i- b dv ) jo. ( b du -h 0,.— a dv) -;- v dv ] xv 

+ f K 
d'où 

(I«') (X dv — \idu)v = JJL dX — l dii — \*(Pdu -F- b dv) 
-h du -F- Y d v ) -F- X | J L ( 0 W — i b du — — 2a d v ) . 

Or, considérons une déformation projective portant le réseau 
x(u, v) dans un réseau y(u, v) du plan Q; soit K l'homographie 
fondamentale de cette déformation. A la courbe C correspond une 
courbe C' du plan Q'. Quant aux droites />, les homographies K les 
portent dans les positions 

p'=(y, lyu-'r-pyv). 
En se déplaçant le long de C, la droite p' touche son enveloppe au 

point 
z' = f- nyu + y'z ; 

(') Les différentielles se rapportent naturellement à un déplacement le long de C. 
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pour v', on a l'équation qui s'obtient de ( i8() en y remplaçant a, b, v 
respectivement par a, //, v'. D'autre part, en choisissant les facteur* 
selon ( i i ) , on déduit de (16) que l'homographie K. porte le point z 
en 

Kz = x • - - - p ( y » ' v r 

/ . > b'— b a'— a \ 
--••z • ( v - v - x _ r - _ _ y . 

En remplaçant v el v' par leurs valeurs, on obtient 

^ (A dv — |JL du) (K z — z') = ( À -i- [X f/a) ( X . b ' — b— ¡x.sr' — a). 

Donc l'homographie fondamentale K porte le point de contacta de 
p avec son enveloppe dans le point z ayant la signification analogue 
si et seulement si 

( * ; ( \ dv i- fjt du ) ( X //— b — \x..a!— a) = o. 

Engénéral, l'équation ( • ) exige que X dv -f- ¡¿du = o, c'est-à-dire 
que p soit conjuguée [par rapport au réseaux (u, f ) ] à la tangente à 
G. Il y a une exception si 

l(b'— b) = \i(a'—a). 

ce qui signifie, d'après (17), que la direction de p soit principale par 
rapport à la déformation projective envisagée; alors, l'homographie K 
porte le point de contact z dans le point de contact z pour chaque 
choix de la courbe C. Voici une propriété intéressanle de la direction 
principale; elle contient comme cas particulier une proposition 
donnée déjà au paragraphe 56 : Si b = b\ la direction principale est 
donnée par dv =1 o; donc, pour chaque déplacement, l'homographie 
K porte le point de contact z de la droite/? = (x} xu) avec son enve-
loppe dans le point de contact z de ( / , y n ) ; or, en se déplaçant en 
particulier le long delà courbe M = const., les points de contact 
3 et z coïncident évidemment avec les transformés de Laplace xx et r* 
dans le sens de u et nous retrouvons le résultat que 

Revenons au cas où p est conjuguée à la tangente à C. Les points z 
de contact des droites p avec son enveloppe sont appelés les sommets 
de la courbe C par rapport au réseau x (a, v) considéré; à chaque 
point de G appartient un sommet. On l'obtient de (18) et (18') en y 
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posant 1 = du, JJI = — dv, ce qui donne 

V1 y ) \>. ciu dv [ xu du — xv dv ] 
-h [ du d- v — dv di u — 3 du* 

H- (b — 0„ ) du- dv — (a — 0„) du dv2 -s- 7 dv* \x. 

La position du sommet dépend évidemment de l'élément du second 
ordre de la courbe C. 

Considérons par exemple les sommets des droites passant par le point 
x ( u , v ) ( ') . Les droites sont caractérisées par la condition 

(x. dx, d-x) = (./*, xu du -h x» dv, 
xu d- u -r- xt. d2 r -!- xnu du'1 •. ixuv du dv dv'1 ) — o. 

ou bien, d'après ( Il), 

) du d-v — dv il1 u [j du* 
- • - ( 3 b — 0„ ) du- dv — ( 3 n — 0,.) du dv'1 — 7 dv3 = o. 

Donc les sommets des droites sont 

(* ) \ xQ : .r, : .r2 — ( 3 du? -; - /; r/t̂  — a du dv-— 7 dv* ) : 
' : — du - dv : du dv-. 

lin éliminant du. : dv, on obtient l'équation 

2(^0 i- bxy , a Xi) = '¿x:\-r 7./-:} 

de la courbe G lieu des sommets des droites passant par x (u, v). En général, 
c'est-à-dire si le réseau n'est pas réglé, la courbe G est une cubique rationnelle 
ayant en x un point double; ses points d'inflexion sont les trois intersections 
de la droite de Laplace (voir § 51) x0 -h bx1. -f- ax2 = o avec les tangentes de 
Darboux (voir § 54). Pour un réseau simplement réglé, G est une conique; 
pour un réseau doublement réglé, G se réduit à la droite de Laplace. Consi-
dérons encore le cas du réseau (asymptotiquc) projection des asymptotiques 
d'une surface z(u, v) du point O; il est clair que la courbe C est la projection 
de la courbe transformée du faisceau de plans passant par la droite (¿0) 
moyennant la correspondance de Segre (voir § 39). 

On peut donner une autre définition de la courbe G (2). Pour un déplace-
ment infinitésimal (du, dv) les équations (18) et (18') donnent le point de 

(') Il s'agit naturellement des sommets appartenant au point x (u, v) considéré. 
('-) D'après le résultat du paragraphe 54, chaque définition géométrique de la 

courbe C donne une interprétation de l'élément linéaire projectif. 



CHAPITRE X . 

contact z de la droite (.r, \xn avec son enveloppe. Posons en parti-
culier : iM X = i, fi = o; a" X = o. jx = i. Nous obtenons les points 

de contact des droites (x, xu)y (.r, xv) avec leurs enveloppes [pour le dépla-
cement infinitésimal (du, dv)]. La droite qui joint les deux points trouvés est 

( a du -h y dv) dv(x, xu) — (p du -f- b dv) (x, xr) h- du dv(xHj xv). 

Or on voit aisément que l'intersection de cette droite avec la tangente 
(x, xudu — xvdv) conjuguée à la direction (du,dv) coïncide avec le point (*) 
de la courbe C. 

Soit donné un réseau asymptotique x ( u, v), projection des asymp-
totiques d'une surface S. Il semble difficile de caractériser géométri-
quement les projections des courbes planes tracées sur S (si l'on ne 
veut pas se borner aux droites qui sont les projections de ces courbes 
planes sur S dont les plans passent par le centre de projection). Or, 
les courbes sur S corrélatives aux sections planes sont les courbes de 
contact de S avec les cônes; et leurs projections sont évidemment 
caractérisées par la propriété que leurs sommets sont fixes (ce sont 
tout simplement les projections des sommets des cônes). Evidemment, 
pour un réseau quelconque, il existe oo1 courbes dont le sommet est 
fixe et occupe une position donnée. 

On peutse demander s'il existe des déformations projectives telles 
qu'à chaque courbe à sommet fixe dans le plan du premier réseau cor-
respond une courbe pareille dans le second plan. Deux solutions de ce 
problème sont évidentes. La première est donnée par un couple de 
réseaux en correspondance homographique. La seconde s'obtient 
en partant de deux surfaces homographiques non développables S, 
S7 et en projetant leurs asymptotiques. Or, il n'existe pas d?autre 
solution ; nous nous bornons ici à énoncer ce résultat. 

58. L'axe d'un réseau plan ; réseaux F. — Supposons que le réseau 
x ( u, v) ne soit pas réglé. Au paragraphe 54 nous avons déjà défini les 
courbes de Darboux et de Segre. Ce sont des cas particuliers des 
courbes 

x„ dv — ( ,3 du -; - b dv)x, 

xt, du — (a du -h y dv)x, 



RÉSEAUX P L A N S . iG'i 

où T ^ O est une constante. Les courbes(21) peuvent être définies 
géométriquement par la propriété que leur tangente forme un rapport 
anharmonique constant avec les tangentes deDarboux (ou de Segre). 
Nous dirons que les courbes (21) forment le faisceau de Darboux-
Segre. En éliminant la constante T par différentiation, on obtient 

de manière que l'on obtient de la formule ( 19) pour le sommet d'une 
courbe de ce faisceau l'expression 

Or considérons trois familles oo* de courbes du faisceau de 
Darboux-Segre et indiquons par t ¡ ( i = 1, 2, 3) les valeurs respec-
tives de T. Proposons-nous de rechercher quand il arrive que pour 
chaque valeur de u, v les trois sommets sont situés sur une droite. 
D'après ( • ) , cela est exprimé par l'équation 

le premier membre indiquant un déterminant. En l'évaluant, on 
obtient 

I ï — z?> ~<> zf I = 

En outre, nous devons encore écrire que la quantité 

est constante le long de la courbe, ce qui donne 

Introduisons deux nouvelles inconnues 

(*3) X =T,-i-T2-HT3. M- = 
To T; 
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La multipliant les équations (22) i° avec 1, 20 avec - , avec — 
et en sommant, 011 obtient les équatious 

tout à fait équivalentes aux équations ( 2 2 ' ) . On peut les écrire, en 
introduisant une inconnue auxiliaire v, 

( >\) x,< = v, ).,. = o i-i#l = o, i±t, - y / ô v. 

Les conditions d'intégrabilité = = \JVU donnent 

, „ 1 : V ) 1 : Y ) 
( •>. I ) V „ r= — V . - — — V . 

' " f> <)v (i <)lt 

( •>/," ) 

La condition d'intégrabilité vuu = vvu donne 

Elle est toujours satisfaite si v = o. Dans ce cas les équations (24) 
donnent que \ et p. sont des constantes arbitraires, de manière que 
T|, T2, sont des constantes liées par la condition (22). Le problème 
proposé possède donc en général 00* solutions. 

Le cas le plus intéressant est T, = 1, T2 = e 3 , Ts = e3 appartenant 
aux courbes de Segre. Les sommets des trois courbes de Segre sont 
situés sur une droite. Son équation est, d'après (*), 

(2.0) (i./-i, 

-h ^3 ^ — 3 a -! — 'J' J a* — o. 

¿t?o, J71 j ¿c2 étant les coordonnées du point -f- + Dans 
le cas particulier d'un réseau asvmptotique, ce résultat nous est connu 
(§ 40); la droite (26) est alors évidemment la projection du second 
axe de la surface. Nous appellerons donc, pour un réseau quel-
conque, la droite (25) Vaxe du réseau. 

ini uni 

En posant T, = 1, T2 = — e 3 , T3 = — e 3 , on obtient le théorème 
suivant : Les sommets de deux des trois courbes de Darboux et de 
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la troisième courbe cle Segre sont situés sur une droite (cf. Bom-
piani [23]). 

Nous avons vu que le problème étudié possède en général co1 solu-
tions. Cependant, il y a une exception importante. D'après (24"), 
c'est le cas où les coefficients de l'élément linéaire projectif satisfont 
à l'équation 

du àv 

Dans le cas d'une surface, l'équation (26) définit (voir § 29 et 35) 
une classe très importante de surfaces découverte par M. Fubini et 
étudiée par lui sous le nom de « surfaces isothermo-asymptotiques ». 
Nous appellerons réseau de M. Fubini ou réseau F chaque réseau 
(asymptotique ou non) non réglé vérifiant la condition (26). Celle-ci 
donne 

3 _ U 

V " V' 

l :(V) étant une fonction de Ja variable u(v) seule et différente de 
zéro. En introduisant 

J'¡/lut«, c'!^ Çy\ dv 

comme nouveaux paramètres et en écrivant simplement r au lieu 
de iii, la condition (26) devient simplement . 

Dans ce cas, les équations (24 ) donnent seulement que v est une 
constante. Les équations (24) donnent ensuite, d'après (26'), 

À — VU V1 j IX — V V - v2, 

v, et v2 étant des nouvelles constantes. Donc, d'après (21), (22) 
et (23), la solution générale de notre problème dans le cas d'un 
réseau F est donnée par les trois familles oo1 de courbes définies par 

/ dv \ z ! dv \ - dv 
<*> ( S ) ( v v ; - v,) -j ï == o. 

" du 

Il y a oo:l solutions. L'équation ( * ) suppose naturellement le choix 
des paramètres M, v fait selon ( 2 6 ' ) . L'intégrale de (*) s'obtient 
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immédiatement, car r = ^ est, pour chaque solution, une cons-
tante. 

59. Le faisceau canonique. — Supposons toujours que le réseau 
x(u, v) ne soit pas réglé. Pour un réseau asymptotique, on obtient 
le faisceau canonique en projetant le faisceau canonique ( ' ) de la 
surface. Mais nous pouvons généraliser la notion du faisceau cano-
nique au cas d'un réseau plan quelconque. Il ne s'agit que de faire la 
généralisation pour deux droites canoniques particulières. Or, dans 
le paragraphe précédent, nous avons déjà généralisé la notion de 
Yaxe. Avec la même facilité, on généralise la notion de Y are te. 
D'après, le paragraphe 6, la polaire du point xu -f-X.r par rapport à 
la conique osculatrice à la courbe v = const. du réseau est 

(*) O, X,in) -h ̂ X — ^ y j Vit) [? = (•*, *tê, Xllu)\. 

Or, d'après (I) et (II), on trouve 

(x, Xuu) = (0«— b)(x, xu)-t- [i(x, xr), 

de manière que la droite (* ) devienne 

p(*, xv) h- (X - b - \ -h £ e t t) (.r, xu). 

Il en résulte que le pôle de la droite (x, x„) par rapport à la 
conique osculatrice à la courbe v = const. est 

(27) 3x u H- ^3 b — x -i- ^ x . 

Pareillement, on obtient le pôle de la droite (x , xu) par rapport à la 
conique osculatrice à la courbe u = const., 

( 2 7 ' ) 3 xv -i- ^3 a — 2 0W h-

Gela posé, soit p la droite qui joint les deux points ( 2 7 ) et ( 2 7 ' ) ; 

(t) Il s'agit naturellement du second faisceau canonique situé dans le plan 
langent. 
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soit l la droite de Laplace, 

(xu—bx, xt,— ax)\ 

soit q la droite du faisceau (/>, /) contenant x. Nous appellerons 
X arête du reseau la droite g déterminée par le rapport anharmo-
nique 

(p, q, i, #) = '1-

Dans le cas d'un réseau asymptotique, l'arête du réseau est la pro-
jection de la seconde arête de la surface (voir § 34); cela résulte de 
la signification géométrique de la droite de Laplace d'un réseau 
asymptotique expliquée à la fin du paragraphe 53. En faisant le 
calcul, on obtient que l'arête ¿f joigne les points 

-t-

4 x%, -4- ^ a — 2 0,, -f- y ^ x. 

Nous avons directement transporté la notion de droite canonique 
dans deux cas particuliers : celui de l'axe et celui de l'arête. Les rap-
ports anharmoniques permettent maintenant de transporter la notion 
d'une droite canonique quelconque (voir § 35). Cela conduit à la 
définition suivante : la droite canonique de paramètre X (X étant 
une constante quelconque) joint les points 

(,S) J V H t 7 

! \ixv -h Ça — 0(, -h 4 X -f- i y -h -j. X -+- i ï- j x. 

C A S P A R T I C U L I E R S : i° l'axe. X = — 2 ° l'arête. X = — \ ; 3 ° la 
j 4 

directrice, X = — i; 4° la normale proiective, X = o. En effec-
tuant une déformation projectile, on voit que l'homographie fon-
damentale transforme chaque droite canonique du premier 
réseau dans la droite canonique du second réseau appartenant 
à la même valeur du paramètre X. 

La correspondance entre le point x(u, v) et la droite canonique de 
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paramètre X est polaire (dans le sens du paragraphe 53) si 

à- log(3 : y ) ___ 

Ou dv 

L'équation (29) n'est pas invariante pour une déformation projec-
tive. Dans le cas X = o de la normale projective, l'équation (29) se 
réduit à la condition (6) pour un réseau asymptotique. 

On voit que, en général, la correspondance entre le point x et une 
droite canonique n'est pas (pour aucune valeur de X) polaire. C'est 
une autre droite qui a cette propriété. A cet effet, remarquons que, 
pour chaque choix du facteur de x, la forme [voir (I)] 

( * ) '¿l.x, xu, xv ) du dv — :± >. e0 du dv 

est intrinsèque. En multipliant x par p, la forme ( • ) se multiplie par 
le facteur p3. On voit qu'on peut(1) normaliser les coordonnées 
homogènes x(u, v) par la condition que la forme (*) soit égale à la 
forme invariante ifiydudv. Le facteur de x étant quelconque, les 
coordonnées normales X(M, v) sont évidemment 

<:io) X. = rir e :i yfcx. 

Cela étant, appelons polaire du point x par rapport au réseau la 
droite (Xw, X^). Cette polaire est la plus simple droite intrinsèque 
et invariante dont la correspondance avec x est, pour chaque 
réseau, polaire dans le sens du paragraphe 53. De (3o), on obtient 
que la polaire joigne les points 

(3 i ) 3 x n 

On voit que la polaire n'appartient pas, en général, au faisceau cano-
nique et qu'elle n'est pas invariante pour une déformation projective. 
En désignant par : 1" / la droite de Laplace ( ) (voir § 51) ; 
20 n la normale projective; 3° p la polaire (3i) , on vérifie aisément 
que les trois droites /, //, p appartiennent à un faisceau; si q est la 
droite de ce faisceau contenant x, on trouve aisément que le rapport 

anharmonique est (<y, /, n, p) = 

(') Rappelons que nous avons exclu les réseaux réglés. 
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La droite canonique (28) coïncide avec la droite de Laplace si 

\ \ («>. - f- i )^ +(4>. J-0 Ç - K-*l>, 
( 3 a ) B 

I P Y 

On peut démontrer que, pour chaque valeur de X, les réseaux satis-
faisant à (32) dépendent de trois fonctions arbitraires d'un argument. 
Deux cas particuliers sont intéressants : 

1" Le cas X = o de la normale projective. Alors les équations (3>) 
deviennent 

¿ l o g ( < H ^ Y >-: 3 b — o. 
^ 3 a = 

11 en résulte au = bUj de manière que le réseau est asyinptotique. D'après la 
remarque finale du paragraphe 53, ce sont les projections des asymptotiques 
du point O des surfaces pour lesquelles toutes les premières normales 
projectives passent par O. De (3i), il résulte que la polaire coïncide aussi 
avec la droite de Laplace. 

•2° Le cas X = — ^ de Y axe. Les équations (3i) s'écrivent 

Î̂W Y " A / 
j — ~ = — 

j h _ L; 
( ? 7 

3 — \)a. 

Elles expriment que toutes les lignes de Segre sont rectilignes. En eflet, 
l'équation différentielle des lignes droites est (20). Les lignes de Segre satis-
font à l'équation ( 2 1 ' ) . Par soustraction, on obtient l'équation 

( • ) 3 3 du* •+ ( 9 b — 3 0„ + j — y ) dv 

( ) a -s - 3 6„ - f- — ?" ^ du dv* — 3 v dt# = <>. 

Pour les lignes de Segre, on a [i du*—y dvz = o, de manière que ( * ) soit 
satisfaite en vertu de (3?/). Ce calcul montre d'ailleurs, par exemple, qu'il est 
impossible que toutes les courbes de Darboux d'un réseau soient rectilignes. 

60. Surfaces R 0 . Cas où la transformation de Laplace est une défor-
mation projective. — Posons 

(33) (y, xu ), Ç2= (a?, a?,,), = xv). 
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Des équations (II), on obtient par différentiation 

Î* . - 1 - H Çip= «lliH- Ï3, 
= — e „ Ç 3 , ÇSM — — tf ÇiH- 0..Ç... 

Une nouvelle différentiation donne encore 

(a„-h by -h ¿>0„—c)Ç2—(«H- 0„)Ç3, 
(0„„— ^,4-aO,,— PY)Éi 
H- (P,H- 6»— aP)Çs + (b - 0tt)Ç3, 
( a „ + - « 0 „ - f - c ) Ç , - h (¿>„H- « p -H — (b — 0 „ ) Ç 3 . 

Les valeurs de et de sont nécessairement égales; cela donne 
les deux premières des équations 

!

c = 0 / i t,-i- PY — au— bu— ab, 
p = '¿b°-— pt(— pOt,-h aap— 60„, 
q = au-4- 2 — Yw — yOit -+- 2 6 y — « ; 

la troisième peut s'écrire sans calcul ultérieur par raison de symétrie. 
On voit que, dans les équations (II), les quantités c, p, q sont com-
plètement déterminées par 9, a, 6, ¡3, y. Ces dernières quantités ( ' ) 
définissent donc un réseau plan à des homographies près. Il est inté-
ressant de remarquer que nous avons déjà obtenu un résultat équi-
valent sans aucun calcul des conditions d'intégrabilité. En effet, si 
pour les réseaux x(u, y(u, v) les quantités 0, a, 6, (3, y sont les 
mêmes, l'équation ( i4 ) montre que les caractéristiques de la cor-
respondance entre les deux plans sont indéterminées et que, par 
conséquent, comme nous l'avons remarqué au paragraphe 56, cette 
correspondance est homographique. 

Supposons dorénavant ¡3^0, c'est-à-dire que les courbes v = const. 

(*) Elles sont encore liées par les conditions d'intégrabilité que l'on peut mettre 
sous la forme 

A im -+- 2 B„„ -+- 3 BAU -+- 6 BB„ 3 BA, -+- 3 p, A — — 2 p Yb - y p„ = o, 

B v v+2k u v-h 3 AB^-h 6AAu-h 3 yBu -+-3YuA — yull— Py, = <1 
avec 

A = a - -, 0V), B = b - r, 0„. 
o 0 

( Ç \U H 
« = 

Çll'K  
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du réseau ne soient pas rectilignes. Adors, on peut éliminer £2 et 
des équations (34) et (34 ), ce qui donne 

£lf<» = (ô - H ^ -T- PglM-r- ( . • 

( 5llM, \ Çlfi-t- (a -s- 0,.)Çi..+ (- • OEi, 

= -H 8 „ — „ + ( . . . ) Ç i -

Donc, on passe du réseau x(u, v)àla congruence'ix (u,v) — xu) 
Î/C,V tangentes aux courbes v = const. en remplaçant les quantités 
9, a, b, |3, y respectivement par 0,, r/.(, bu ¡3,, y,, où 

( 0,= e>0fj ,,1 = Îjï +0„—a, ft,= Q„—A, 
(><>') * j O _ o _ /v 

f iJ! — — i I — — Tj ' 
* ¡ J 

En particulier, la congruence (u , v) est asjmptolique si aUl = 
ou bien 

On peut donner une autre interprétation de l'équation (* ) ; à cet 
effet, considérons l'intersection s, de Vaxe du réseau x(u, avec la 
droite £2, ainsi que l'intersection z2 de la droite canonique de para-
mètre — ^ avec la droite ; les expressions de z{ et z2 sont données 

par (28). Or, on voit aisément que l'équation (*) exprime que la 
correspondance entre le point x(u, v) et la droite (zi} z2) est polaire 
(voir § 53). 

Particulièrement intéressant est le cas où le réseau x(u, r) et la 
congruence Ej( î / , v) sont simultanément asymptotiques. Alors, on 

a, outre (* ) , au = bv, d'où — o. Réciproquement, l'équa-

tion (*) est une conséquence des équations 

( • * ) " m — ^ = 0 , Ou dv 

Supposons les équations ( * * ) vérifiées. Le réseau x(u,v) étant 
asymptotique, il existe une surface S dont les asymptotiques se pro-

FUBINI ET CECI! 
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jettent suivant ce réseau. En nous rappelant que l'élément linéaire 
projectif d'une surface est égal à celui de la projection de ces asymp-
totiques, la seconde équation ( * * ) nous dit que S est une sur-
face R0 (voir § 29) ; la congruence R0 correspondante est formée par 
les tangentes aux asymptotiques v = const. Nous avons donc le théo-
rème suivant : 

Soit x{u,v) un réseau asymptotique tel que la congruence 
X\(u,v) des tangentes aux courbes v — const, soit asymptotique. 
Alors le réseau x(u, v) est la projection des asymptotiques d'une 
surface R0, la congruence R0 correspondante étant formée clcs 
tangentes aux asymptotiques v — const. 

Ce théorème exprime une réciprocité remarquable entre surfaces R0 

et congruences R0. En effet, formons la figure corrélative à celle 
formée du réseau x(u, v) et de la congruence (w, v) des tangentes 
aux courbes v — const. Au réseau x(u9v) correspond une con-
gruence plane y] (a, v) et à la congruence lt(u, v) correspond un réseau 
plan ( u, v). La relation entre x et peut s'exprimer par 

S J7 Ê1 = o, SxuZ± = o. 
Donc, on a 

S v'j — = <>• 

En dilférentiant la première de ces équations par rapport à on 
peut mettre la seconde sous la forme S f) y \ n o. Donc, la congruencc 

v) se compose des tangentes aux courbes v = const, du réseau 
y(u, v). Si le réseau x(u, v) et la congruence Et(u, v) sont asymp-
totiques, le réseau y(u, v) et la congruence Ti\(u, v) le sont aussi. 
Donc, la figure corrélative (dans le plan) de la projection asymp-
totique (*) d'une congruence R0 est la projection des asympto-
tiques d'une surface R0. On peut donner une autre forme à ce 
résultat en remarquant que la figure corrélative à la projection plane 
s'obtient en formant l'intersection avec un plan. Pour la commodité 
du langage, prenons ce dernier plan à l'infini. Alors on peut évidem-
ment énoncer le résultat suivant : 

(l) Cela veut dire que les courbes de la congruence plane sont les projections de 
ces surfaces réglées de la congruence R„ qui s'obtiennent en se déplaçant suivant les 
asymptotiques de la surface focale. 
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Soit une surface rapportée ci ses asymptotiques. Si S 
est une surface R0, les tangentes aux asymptotiques r = const. 
formant la congruence R0 , et dans ce cas seulement, il existe une 
surface v) en correspondance asymptotique avec S(u, r), et 
telle que les droites qui joignent le point mobile sur 2 avec un 
point fixe O sont parallèles aux tangentes aux asymptotiques 
v = const. de S. La surface v) est aussi une surface R0, la 
congruence R0 étant encore formée des tangentes aux asympto-
tiques v = const. 

Le « plan à l'infini » pouvant être choisi arbitrairement, on peut 
donc déduire d'une surface R0 oo1 nouvelles surfaces R0. L'appli-
cation itérée de ce procédé (ou du procédé corrélatif) permet donc 
de déduire une famille de surfaces R0 dépendant d'un nombre arbi-
trairement grand de paramètres. 

Au paragraphe suivant, nous verrons que ces résultats s'étendent 
aux surfaces et congruences R. 

Revenons au cas général. Les équations (30) montrent que l'élément linéaire 
projectif de la congruence ÇI(M, V) est 

* , 
du* - ^ dv 

(37) p - i 
>. du dv 

Nous avons supposé que p^fo; supposons encore y o, de manière que le 
réseau x( u, v) ne soit pas réglé. Alors, par raison de symétrie, l'élément 
linéaire projectif de la congruence r) est. 

^ du3
 - r- Y dv* 

{ ' •). du dv 

Les quantités /¿, k sont définies par les (3). Etudions le cas où la correspon-
dance [définie par l'égalité des paramètres u, v] entre les congruences ¡¡t (w, p), 

v) est une déformation projective. La condition relative est l'égalité 
de (37) et de (37'). ce qui donne 

r*) A = 

D'après ((V), le réseau x(u, v) est asymptotique. Comme nous Pavons vu au 
paragraphe 53, nous pouvons choisir le facteur de x de manière que a — b ^ o. 
Les équations (*) donnent alors, d'après (3), c = Py, ce qui peut s'écrire, 
d'après (35i), Qw(, = o. Donc, la courbure de la forme xe^dudv est égale 
à zéro. Pour la surface z(u, r), dont les asymptotiques se projettent suivant 
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le réseau x(u, c), nous avons, d'après {'j), 

( Zun= fizv-ï-pz, zt,t,= Y-S«-h Ovzt.-h qz, 
/ zuv-~ cz f y , 

la dernière de ces équations montre que le facteur de z est choisi de manière 
que la droite (z, znv) passe par le centre de projection^. Le résultat devient 
peut-être plus clair si l'on transforme tout suivant le principe de dualité. Aux 
deux congruences f), ç2(w, (') correspondent alors {voir § 51 ) deux 
réseaux plans xx (a, p). x«(u) v) transformés de Laplace l'un de l'autre. Au 
réseau x(u,v) correspond la congruence des droites , £2). Au lieu du 
point z(u, (•'), nous avons un plan £(u} \>) enveloppant une surface S pour 
laquelle u, v sont des paramètres asymptotiques. Les points xu x2 sont les 
sections des tangentes asymptotiques v = const., u — const. à la surface S 
avec un plan fixe P que nous pouvons considérer comme le plan à l'infini. 
Les équations (38Jj2) deviennent 

(38') 5««= s„„= q i 

Et le facteur de £ est choisi de manière que la droite (£, £Mt,) soit située dans 
le plan P. Soit xQ(u, v) les coordonnées du point mobile sur S, leur facteur 
correspondant au facteur de £(*/., v) suivant la convention habituelle. Alors-la 
droite (£, \uv) coïncide avec la droite (xou, x0i/) qui est, par suite, contenue 
dans le plan P à l'infini. Gela exprime que les coordonnées x0(u, v) sont non 
homogènes. Donc, on déduit de (38') les équations (voir § 25) 

Xouu= 0uxi)u— — ^X0u-h 0,..ro,.. 

On voit que les formes fondamentales affines (§ 25) de la surface S sont 
-a e° du dv: — e°( [i du3 -h Y ) ; 

l'élément linéaire projectif de S est 

— (P du3-+- y dv*) : a du dv. 

En comparant avec (37) et (*), on déduit que c'est l'élément linéaire pro-
jectif des réseaux Z\{uy P), -Z2(M, v). Rappelons que les équations ( * ) disent 
que la courbure de ->.e®dudv est égale à zéro. En définitive, nous avons le 
résultat suivant : 

Dans Vespace affine, considérons une surface non réglée S ( u, v) 
rapportée à ses asymptotiques telle que la courbure de la forme 
quadratique e^dudv fondamentale de la géométrie affine (§25) 
soit égale à zéro (' ). Soientz4 (u, v), z2(u, v) les intersections des 

(1) C'est une équation aux dérivées partielles du quatrième ordre pour la sur-
face S. 
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tangentes asymptotiques à S avec le plan à Vinfini. En variant u 
et v, les points zS) z2 décrivent deux réseaux plans transformés 
de Laplace Vun de Vautre, la transformation de Laplace étant, 
une déformation projective. Et réciproquement. On obtient 
d'autres réseaux plans en déformation projective avec les réseaux 
z{) z2 en projetant les asymptotiques de S d'un point quelconque 
dans un plan fixe. 

61. Congruences conjuguées à un réseau plan. Congruences W. 
Surfaces R. — Soit x(u, v) un réseau plan pour lequel nous ferons 
usage de nos notations habituelles. Rappelons, en particulier, 
que le réseau transformé de Laplace dans le sens de u(v) est 

v)[x2{u, v)] où 

( 2 ) x ! = xu — b x, x.> = x u — a x. 

Par chaque point x(u, v), menons une droite p(u,v) différente 
des tangentes (x,xu), (x^x») aux courbes du réseau en x. En 
variant w, v, la droite p décrit une congruence plane. Désignons 
par p, (p2) sa transformée de Laplace dans le sens de u(v) ). Nous 
dirons que le réseau a: (w, v) et la congruence p(uyv) sont conjugués 
si, outre la condition déjà mentionnée que la droite p passe par 
deux autres conditions analogues sont vérifiées : i° la droitep{ passe 
par x2; 20 p2 passe par xK. D'ailleurs, nous verrons que chacune de 
ces deux conditions entraîne Vautre. 

Nous pouvons écrire 
(39) p(u, v) = (x, Xu+TXv), 

z étant une fonction de w, v partout différente de zéro. Posons, 
comme au paragraphe 60, 

(33) di = (a?, 5s =(x,xv)m Ç3 = (*«, 

de manière que 

W) + Tfc. 

On en déduit, d'après (34), 

(40) Pu = (9a— b -H (P H- -+- TÇ3-

(l) La transformation de Laplace d'une congruence plane se définit corrélati-
vement à celle d'un réseau plan. 
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La droite px contient le point commun aux deux droites p et pn\ 
d'après les équations précédentes, c'est le point 

(*) •- -zxv) (p }- xb — efAT — ax2-i- iu)x. 

Dans le cas où la congruence />(u, v) est conjuguée au réseau x(u, r), 
la droite pt doit contenir, outre le point (*), le point x2. On en 
déduit 

(4u Pi= - S - (P 

Pour que la droite ps donnée par(4i) soit effectivement la trans-
formée de Laplace de p dans le sens de w, il faut et il suffit, d'après 
la définition géométrique de la transformation de Laplace, que la 
droite pKv contienne le point (*) commun aux droites p et pu. Or, 
de ( 4 0 , on déduit, d'après les équations (34), 

Piv= [Py : (av-r «ï -i- -¿6—6,17 — q)~ -h 7-U-Ï- *i-t,]t 1 
•i-fpM h(8„ — a)3 >--(ibv— ab ; — Ô„0p — 6Wp , >J>1)(. : c)~ 

( 0P — a ) t„ - h ( « 6 — 0 „ ) T„ -t~ T„ p ] £2 

ce qui peut s'écrire, d'après (35), 

[ p 7 ( ï a — aOp)T -î 7T,, ! riTpJç, 
••:• [bv— «P-I pOp ; (p7 — ; 6,,-f fl6„ : b O i f j . a b ) ~ 

t- (0«'— ('¿6 — 0W )Tp-r T„pJ£2 

En écrivant que cette droite contient le point ( • ) , on arrive à la con-
dition 

Elle exprime l'incidence de pK et.r2; or, en l'écrivant sous la forme 

,/ X ¿-logT ' j / ' \ P«' / 
^ Tt" ~ ~ T "h = 

on reconnaît immédiatement que la condition pour l'incidence de p2 

et Xi est la même; donc, (4 2 ) est la condition nécessaire et suffisante 
pour que le réseau x( u} v) et la congruence/>(?/, r) soient conjugués. 
En posant 

B 
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on peut Técrire 

y ( A ? ' Í M. 

au- \ A 'A / dv \ M J> / 

ce qui exprime que la forme de Pfalf 
(*) < ( X -'A «)<'" 

est une diiférentielle exacte. Or, 011 peut remplacer A., B par pA, pB, 
ce qui ne change pas T; cela revient à ajouter rflogp à la forme de 
Pfaff (*) . p étant arbitraire, on voit qu'on peut supposer que la 
forme (*) est identiquement nulle, ce qui donne 

(13) Bu -h fi A H- bh = o, A,. -+- y I» \ a \ = o. 

La plus générale congruence conjuguée au réseau #(f/,e) est 
donc 

p ( u , v ) = (.r, Axu f- B.r,,), 

A, B étant une solution du système linéaire (43) (*)• 
Remarquons que les eougruences conjuguées aux réseaux xK ( uy r) 

transformés de Laplace de x(u, v) dans le sens de u (et pareillement 
pour Xi) sont les congruences p-i(u, v) transformées de Laplace de 
p(u,\>) dans le sens de r. En eifet, la droite p>j(u,v) contient le 
point Xi(Ujv) et sa transformée de Laplace dans le sens de u est 
simplement p(u,,v) qui contient le point x(u,r) transformé de 
Laplace dans le sens de v de x{(u, <>). 

Supposons maintenant que le réseau x(u,v) soit asymptotique. 
D'après le paragraphe 53, on peut choisir le facteur de x de manière 
que a = b = o. Les équations (43) prennent la forme 

P>„ -J.- ¡3 A = O. A 7 B = O. 

En comparant avec les (20) du paragraphe 41, on arrive au résul-
tat suivant : 

(l) Pour que la congruence p{u, v) ne soit pas dégénérée, il faut exclure les 
solutions de (4>) pour lesquelles on ait 
<*) Al4-f-(0„ — 26) A = B.-MG, — 2tf)B. 

Nous ne ferons pas ici l'étude de la question si les équations (43) et (*) peuvent 
avoir une solution commune. 
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Soit S une surface et C une congruence ayant S pour une 
nappe focale. Projetons simultanément S et C d'un point fixe O 
dans un plan fixe P. La projection asymptotique de G ( i ) est 
conjuguée au réseau projection des asymptotiques de S si la con-
gruence C est W et dans ce cas seulement. 

La congruence G étant W, les asymptotiques de S et de la seconde 
surface focale S' se correspondent. Désignons pary(w, la pro-
jection des asymptotiques de S'. Comment s'obtient le pointy (w, v)'? 
D'après la propriété fondamentale des congruences dans l'espace, la 
droite p( u, v) touche son enveloppe en y si l'on déplace x infiniment 
peu dans la direction conjuguée par rapport au réseau x(u, v) à la 
direction de p. On a donc 

où v s'obtient de l'équation (18') en y remplaçant ¡M, du, dv res-
pectivement par A, B, — A, B. Ceci donne 

* A Bv = — ( A M -4- B„) A B -h A„B*-t- B„A*-f- [3AJ  

-4- vB3— (0„— b) A2B — (0„— a) A B2. 

En y remplaçant A^ et Bw par leurs valeurs, on obtient 

y(n, P) = Bav) — ( A w -B B,,-B 0M A -F- 0|fB).r. 

On aurait pu calculer l'expression y ( u , v) d'une manière un peu 
différente. Evidemment les points x(u, *>), y(u) v) coïncident avec 

(/>, pu A pvB), (p, pu A — p v B ) ; 

donc ces points divisent harmoniquement le couple des points (p , pu), 
(/>, pu) (cf. Koenigs [G]). 

Si le réseau x(u, v) est asymptotique, le réseau y (u, c) est, lui 
aussi, conjugué à la congruence p(u, v) (*). En effet, y (u, v) est la 
projection des asymptotiques de la surface S', focale pour la con-
gruence C, qui est W et dont la projection asymptotique est la con-
gruence plane p(u, v). L'énoncé réciproque est aussi vrai, mais 
nous omettrons ici la démonstration. 

(l) C'est naturellement la congruence plane qui s'obtient en projetant C rap-
portée aux paramètres asymptotiques de la surface S. 
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Les résultats qui précèdent permettent d'étendre les propositions 
sur les surfaces et congruences R0 trouvées au paragraphe 10 aux 
surfaces et congruences R. On y arrive en supposant que le réseau 
x(u, v) et la congruence p(u, v) soient simultanément asymptotiques. 
Or nous avons vu que le réseau y(u, v) est aussi conjugué à la con-
gruence p(u, v). Ce résultat admet son corrélatif, car les relations 
prescrites entre x(u, v) et p(u, v) sont toutes symétriques. Donc 
nous n'avons qu'à échanger x(u} v) avec p(u1 v) : le point y(u, v) 
était le conjugué harmonique de x(u, r) par rapport aux points 
(Pi P")i (Pi Pv)> droite q(u, v), qui correspondra par dualité, 
sera la conjuguée harmonique de p(u, v) par rapport aux droites 
(x, xH), (x, Xy), c'est-à-dire q(u, v) est la tangente conjuguée 

(x, Axlt— \îxr) 

à la tangente p(u, v) du réseau x(u, v). Le réseau y(u, v) était con-
jugué à la congruence p(u, v)] corrélativement, la congruence q(u, v) 
est conjuguée au réseau asymptotique x(u, v)\ c'est donc la projec-
tion d'une congruence W. Les deux tangentes conjuguées p(u, v), 
7(M, P) du réseau sont donc les projections de deux tangentes con-
juguées de la surface S, et toutes les deux congruences formées par 
ces tangentes sont W. Donc la surface S est une surface R (voir § 42). 
Donc : Si S est une surface R et si C est une congruence R ayant 
S pour une surface focale, alors la projection des asymptotiques 
de S forme un réseau asymptotique x(u, e), la projection 
asymptotique de G forme une congruence asymptotique conju-
guée au réseau x(u, v). Et Vénoncé réciproque est aussi vrai. 

Donc la projection des asymptotiques d'une surface R et la 
projection asymptotique d'une congruence R sont deux figures 
planes corrélatives. C'est le même résultat que celui du para-
graphe 60 relatif au cas R(), et il conduit aux mêmes conséquences 
que loc. cit. 

62. Les homographies locales d'une correspondance entre deux 
courbes planes. — Nous avons déjà, au paragraphe 55, commencé 
l'étude projective de la correspondance générale entre deux plans; 
en particulier, nous avons expliqué une notion importante, celle de 

(*) lïn outre, on voit que le réseau y(u, v) est alors lui aussi asymptotique. 
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caractéristiques. Au paragraphe 63, nous étudierons une autre 
notion importante de la théorie projective des correspondances entre 
deux plans, à savoir Vhomographie locale. Mais il convient de com-
mencer avec une correspondance entre deux courbes planes. 

Considérons donc deux courbes planes en correspondance biuni-
voque : la courbe x(t) du plan P et la courbe y(t) du plan Q, les 
deux plans étant distincts ou non. Nous exclurons les points d'in-
flexion, de manière que 

(x, x\ x") o, ( y . y \ y") ^ o. 

Les points x, x\ x sont donc linéairement indépendants, et chaque 
point du plan P en est une combinaison linéaire. En particulier nous 
avons une équation de la forme 

(41) x"' — a0x -- cf i x' - i - eu x". 

Pareillement 

(44') /"= b0y -i- ¿>i/-i- b«y\ 

Or nous pouvons choisir les facteurs de coordonnées de manière 
qu'on ait 

( 4 5 ) (x, dx, d-x) = ( / , dy, d- y), 

la loi (45) étant intrinsèque. En particulier 

(./'. ./•") :--: (y, y , y"), 

d'où l'on déduit par différentiation 

(x: xx'") = ( y . y\ y'"). ' 

Or de l'équation.(44) ^ résulte 

(4()) (./'. x\ x'") — (lo^X, x\ x" ), 

et l'équation analogue vaut pour / . Donc a2 = ou bien 

( 45" ) y" — b0y - h h] y'-; - a2y". 

Appelons première homographie locale de la correspondance étu-
diée, l'homographie Hf = H|(^) qui réalise un contact analytique 
du troisième ordre entre les deux courbes. Il doit donc exister une 
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fonction p(t) telle qu'on ait, pour la valeur considérée de t, 

( {7) I l i . r = p j \ Hi.r'---: (o . r ) ' , H , x " — ( p.)')". I( , . /• '"= ( ? / ) ' " . 

Sans restreindre la généralité on peut supposer p = i (pour la valeur 
initiale de t, ce qui sera sous-entendu). Donc les trois premières 
équations (4; ) seront 

(.{;') \\xx = y, 11,x = p ' r , HLx" = y-h 20'y r / 'r . 

La dernière équation (47) sera, d'après (45), 

H 1 . r ' / / = ( 6 U \ p"')y-: ( b{ -- 3 p" )y •. (a.2 •-• - 3 o ' ) / " . 

D'autre pari, les équations (44) et (47 ) donnent 

1 ï ! . r ' " — ( a{) •• • ax 0' a-, p " )y -s - ( aY - i - 2 a* p ' )y' ' o2y". 

En comparant les deux valeurs de H4 on obtient 

p' - O, p " = ^ ( a , — 

et une autre équation qui détermine p". La première homographie 
locale H, (/) est donc complètement déterminée et l'on a pour elle 

( 1 8 ) I I 1 ^ = = t K . I l , x' — II1 x̂"— T^a-iX^j --y'— .7 bxy. 

Les équations (4^) supposent le choix des facteurs des coordonnées 
fait selon la ¡condition (45). Mais on voit immédiatement qu'il suffit 
de supposer vérifiée la condition un peu plus générale 

( z i z l ' 4 i = c o n s t . 
( X, X , X ) 

D'après (ifi) e t l'équation analogue pour y , cette condition peut 
s'écrire 

(VO a2=b-2. 

A la seconde homographie locale ll2=ïli(t) on arrive par la 
considération corrélative. Posons 

£ = (x, x'), rt = (y. y'). 
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Alors 

(*) Ç '= ( x , x"), £" = (x, x") -+- (x\ x") = ai(xy x') -h a 2 ( # , H- #") 
- - Ç - h « 2 Ç ' - h a?"), 

de manière que 

S -+• (rt'a + a O Ç ' H - a 2 Ç " - f - x'") 

= a\ Ç -f- O'o-h «i)Ç'-h a-2?"— ««>(#, •»') -+- a2(x', #") 
et enfin 

(•"' = (a, — « i a 2 — «0)f- -h (a'2H- a!— «2)5'H- Ç"> 

pareillement on obtient, sous la supposition (45'), 

V = ( bi a2 + a 2 ) V -+- -2 tu V-

La condition corrélative à (45') est donc satisfaite d'elle-même et nous 
obtenons 

IL £ = -o, Ht Ç' = V, H2 r = V H- 5 («1 - bi) n. 

Cela peut s'écrire, en vertu de ( • ) , 

U.2(x, x') = (y, y'), Hs(*, *") = (7, /')> 

' 11, [(0?', H- ^ (X, x')] = ( / , y") -H ^ (y, / ) . 

On voit sans difficulté que ces équations reviennent aux suivantes : 

(.<«') =7, Hs.'r' = y, — l^Y^j =y"—ïbiy. 

En général, les deux homographies locales sont distinctes. Cepen-
dant, il existe, pour chaque couple de courbes planes données, 
oo3 correspondances entre elles jouissant de la propriété que 

11,(0 = 1^(0. 

Toutes les correspondances avec cette propriété formant évidemment 
un groupe, on peut supposer que la courbe y(t) soit une conique. 
On a alors, en choisissant convenablement le paramètre y"'— o, 
c'est-à-dire b0=bi = b2= o. Pour qu'il soit H| (*) = H2(£), il faut 
et il suffit donc, d'après (48) et (48 ), de choisir le paramètre t de 
manière qu'on ait, pour un choix convenable du facteur de x, 

x" = a^x. 
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Or on démontre (*) que cela est possible pour chaque courbe plane 
en oo3 manières. 

Les correspondances spéciales entre une courbe plane générale et 
une conique que nous venons de considérer peuvent être appliquées 
à transporter des notions projectives (par exemple celle du rapport 
anharmonique) du cas particulier d'une conique au cas d'une courbe 
plane quelconque. Mais nous nous bornerons à cette courte indi-
cation. 

63. L'homographie locale d'une correspondance entre deux plans. 
— Considérons maintenant une correspondance entre deux plans 

<>)• Comme au paragraphe oo, nous choisirons les fac-
teurs des coordonnées d'après la condition 

<") (•*, xv) = (y,yu,yt.). 

Cela étant, nous appellerons l'homographie locale de la correspon-
dance donnée l'homographie H = H (M, V) pour laquelle 

Ux=y, UxH = yu, Uxv = yv. 

Cette définition est, on le voit sans peine, intrinsèque et invariante 
par rapport au groupe de collinéations. Du reste, cela résulte aussi 
de la définition géométrique de H que nous donnerons tout de suite. 

On peut donner aisément une définition géométrique de l'homo-
graphie H(¿/, v). A ce but, considérons les courbes définies par 
l'équation différentielle 

(*) (y, dy, d-y) = c(x, dx, dKx), 

c étant une constante. Le lecteur définira sans peine les courbes (*) 
par une propriété géométrique [voir ( i3) ] . Or soit x(t) une courbe 
du premier plan satisfaisant à l'équation différentielle (*) , et soit y (t) 
la courbe correspondante du second plan. A la correspondance 
donnée entre les plans est subordonnée une correspondance entre les 
courbes x(t) et y(t)\ soient H n H2 sa première et seconde homo-
graphie locale. Or des résultats du paragraphe 62 on déduit tout de 
suite que l'homographie H transforme chaque point de la tangente 
en x à x{t) de la même manière que les deux homographies Ĥ  et H2. 

(») Voir le Traité de M. Wilczynski, Chap. II, § 'j. 
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Il faut naturellement supposer que les courbes x(t), y(t) n'aient pas 
une inflexion au point considéré. Ce qui précède suffit bien à carac-
tériser géométriquement l'homographie H. Remarquons que parmi 
les courbes (*) , on a (pour c — i) les caractéristiques de la corres-
pondance. Dans des cas particuliers, on peut dire plus. Par exemple, 
si x(t) est une caractéristique double, l'homographie H coïncide, à 
chaque point de x(t), avec l'homographie II2. Et si x(t) est une 
caractéristique triple, alors, à chaque point de x(t), toutes les trois 
homographies H, H,, II2 sont confondues. Nous nous bornons à 
énoncer ces résultats. 

En faisant varier les paramètres u, v, on reconnaît que l'homo-
graphie II dépend en général de deux paramètres. Elle est fixe si la 
correspondance donnée est homographîque et seulement dans ce cas. 
Mais il se peut que H dépende d'un seul paramètre. On peut démon-
trer que cela arrive lorsque, et seulement lorsque les caractéristiques 
de la correspondance sont triples et rectilignes. On peut construire 
explicitement toutes ces correspondances. 

La notion d'homographie locale H(.*/,, v) permet de définir une 
classe de correspondances entre deux réseaux plans; cette classe 
semble tout aussi importante ¡que la déformation projective. On 
peut la définir en demandant que l'homographie locale porte les 
transformés de Laplace X\(u, e), x2(u, v) du réseau x(u, v) dans 
les transformés de Laplace y\(u, v), y>>(u, v) du réseau y (u, v) ; 
nous parlerons donc d'une correspondance laplacienne entre les 
deux réseaux. Faisons usage des notations habituelles pour le réseau 
x(u, v) et écrivons a \ bf, ¡3', y', etc. pour le réseau y(u, v) [on a 
9' = Q en vertu de (i i) j. 

Les conditions pour une correspondance laplacienne sont donc, 
d'après (a) et (a'), 

(49) a'— a* b'~b. 

D'après (i.4'), (49) e s t la condition pour que les trois directions 
caractéristiques de la correspondance soient apolaires aux 
deux directions du réseau. Une correspondance à trois familles dis-
tinctes de caractéristiques est donc laplacienne pour un seul couple 
de réseaux correspondants. S'il existe une famille double de caracté-
ristiques, la correspondance n'est jamais laplacienne. S'il existe une 
famille triple de caractéristiques, la correspondance est laplacienne 
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pour chaque réseau dont une famille se compose de caractéristiques. 
Enfin, une correspondance homographique est naturellement lapla-
cienne pour chaque réseau. 

Nous terminons par la remarque suivante, dont nous omettons la 
démonstration. On peut attacher à chaque réseau plan, d'une 
manière intrinsèque et invariante par rapport au groupe des collinéa-
tions, une métrique de Weyl pour laquelle les courbes du réseau 
sont minima; cette métrique est de Riemann (seulement) dans le cas 
d'un réseau asymptotique. La condition nécessaire et suffisante pour 
une correspondance laplacienne est alors l'invariance de la métrique 
de Weyl. En particulier, une correspondance laplacienne porte un 
réseau asymptotique en un réseau asymptotique, ce qui est d'ailleurs 
évident des équations (49) [voir (6 ) ] . 

La théorie générale des réseaux appartenant à un espace quelconque est trop 
étendue pour que nous puissions ici citer les Mémoires et Notes relatives; nous 
renvoyons simplement aux Traités de MM. Tzitzéica et Eisenhardt. Le cas 
particulier des réseaux plans est ici pour la première fois l'objet d'une étude 
détaillée. Nous pouvons citer seulement deux Mémoires consacrés à la théorie 
générale des réseaux plans, à savoir Wilczynski [21] et Sannia [5j. Presque 

V 
tous les théorèmes de ce Chapitre sont nouveaux (Gech); quelques-uns ont été 

•y 
déjà publiés sans démonstration (Gech [27], [28)]. Pour la notion de forme 
associée à un réseau ou à une congruence, voir Fubini (G. P. />., § 17 A et [36], 
[39]), Terracini [19], Bornpiani [36], [37], [40], [44]. La condition analytique (6) 
pour un réseau asymptotique est due à M. Koenigs [7]; voir aussi Eisenhardt 
[8], [9], Nelson [1], [2], Bornpiani [13]. Des propriétés géométriques caracté-
ristiques d'un «réseau asymptotique, différentes de celle exposée au texte, ont 
été données par M. Koenigs [7] (voir Bornpiani [11], Liebmann [1] et le Traité 
de M. Tzitzéica) et par Green [9], [11 ]. L'interprétation géométrique de l'élé-
ment linéaire projectif d'un réseau plan exposée au paragraphe 54 est en rela-
tion étroite avec celle donnée par M. B. Segre [2] dans le [cas d'une surface. 
Les caractéristiques d'une correspondance entre deux plans ont été étudiées 
par M. Boruvka [2], [3], [À]\voir déjà Kasner [1]. Pour le sujet traité au para-
graphe 58, voir Gech [29]. Le théorème du paragraphe 61 relatif à la projec-
tion plane d'une congruence \V a été donné sous une forme un peu différente 
par M. Eisenhardt [12]. La réciprocité entre les surfaces R et les congruences R 
a été reconnue par M. Demoulin [6] et étudiée de plus près par M. Jonas [4], 
niais sous une forme beaucoup plus compliquée de celle du texte. 
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