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CHAPITRE XIII.

APPLICATION DES METHODES DE M. CARTAN
A LA THEORIE PROJECTIVE DES SURFACES.

75. Les équations de structure du groupe projectif. — Dans I'es-
pace ordinaire, nous appellerons repére la figure formée par quatre
points linéairement indépendants A,, A,, A,, A; donnés par ses
coordonnées homogénes. Chaque point M de I'espace peut, d’une
maniére et d'une scule, étre mis sous la forme

(1) M=oy /Ay Ny oy Ay

les quantités xg, x4, 24, 2, sont les coordonnées homogeénes de M par
rapport an repére. Nous ne considérerons que les repéres tels que

() PG AL A ] =1,

le premier membre étant le déterminant des coordonnées des points A;
Ay, Ay, A,

Soient Ay, Ay, Ay, Ay le repére le plus général possible. D’apres la
condition (2), il dépend de 15 paramétres &, fs, ..., &5 (').
1)’aprés (1), on a des formules du type

ANy = oo Ag- - Wy Ay~ ps Ay-t- W3 Ay,
Ve

AN = w0 Ay g Ay - Wy A - w3 Ay,

ANy = wag Ag - g Ay -~ ya Ap - a3 Ay,

ANy = w30 Ag=- w3y Ay -1 wga Aa-i- 33 Ay,

ou les w, sont des expressions linéaires par rapport adt,, dt,, ..., dt,;.
En différentiant 'équation (2), on obtient 'identité

1) oo+ Wig - Waa -+ W33 = 0.

(') On peut prendrc pour ¢, &, ..., t,;, par exemple, les coordonnées homo-
génes des points A,, sauf une qui est déterminée en fonction des autres par I’équa-
tion (2). :
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O peut ajouter qu’il n’y a aucune autre relation entre les formes w,,.
En effet, si I'on donne aux différentielles d¢,, ..., dt,; des valeurs
annulant toutes les w,, on a nécessairement

Ao =dA\=dAs=dANy;= 0, d’on dt,=...=dt,; = o,

de maniére qu’il y ait 15 formes indépendantes entre les o,;.
Des ¢quations (3), on obtient par différentiation extérieure (voir

§ 71

3 3
0 =2 (N# w,.“'::z [dA &, wt] y—z wh Ay
k

=0 k=0 =0
3 3 3

3 - 3
, Nl
== E WrsAg. o |-t E Aswy = E Al o) — Z\ T mis]

k=0 lLs=o0 s=0 S0 k=0

Les points Ay, A,, A,, A, étant linéairement indépendants, on
arrive aux formules de structure du groupe projectif

(%) W= E [ Wy wis] (r.os=o0.1,, 3,

k=0

Nous avons suppos¢ que le repére Ay, A, Ay, Ay soit le plus
général possible. Or, si 'on soumet les paramétres ¢,, ..., ¢;5 a des
relations quelconques, il résulte de la covariance du produit exté-
ricure et de la dérivée extérieure que la forme des équations (5)
reste inaltérée.

Ré‘ciproquemcm, supposons données 16 formes de Pfall w,s, lices
par les équations (4) et (5), n <15 de ces formes étant indépendantes.
Les équations (5) montrent en premicr licu que le systéme de Pfafl

Wy9 = 0, Wp1 = 0, 33 =0

est complétement intégrable, de maniére qu’on puisse exprimer toules
les w,s moyennant n paramétres ¢,, ..., {,. Ensuite, les équations (5)
expriment que le systéme de Pfaff (3) a n variables indépendantes
(ti, ..., t) et 16 dépendantes (ce sont les coordonnées homogénes
des points Ay, Ay, A., A,) est complétement intégrable. Enfin,
’équation (3) montre qu’on a

[AoA1A,A;] = const.,

en vertu de (3). On peut donc intégrer le systéme (3) sous la con-
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dition (2) ct I'on arrive & un repére mobile Ay, A, A,, A, dépen-

dant de n paramétres pour lequel les formes w, coincident avec les

formes de Pfaff données. : :
Occasionnellement, il y a liea de considérer, outre le repére ponc-

tuel Ay, Ay, Ay, Ay, le repere adjoint oy, oy, o,y o, formé des plans

ag=—[A; A2 A5
ar= [AoAsA;].
ay =—[AoA(Ay],
ay= [ NoAAs].

(6)

On en tire, d’aprés (2),
(7) SApa,=1, SA,zs=0 (rys=o,1.2,3; r#s).
Les équations (7) donnent, d’aprés la régle de multiplication des
déterminants,
[No Ay Ao A3 ] [Rexy 2wy ) =1,
de maniére que (2) donne
(8) [2oaqapa5] =1,
On a des équations analogues a (3),
111,-22 Qg 2y (r=o.1,19,3),
§=0 -

d’ou, selon (75),
’ SNz, =¢

<rss
pareillement, on'tive de (3),

Sard\s= .
Or, ¢n différentiant.(5), on obtient

ASAg, = SA;dx,. - Sa,dA;= o,

d’ou Q,; = — w,,. Donc, on obtient le systéme adjoint a (3),

g = — wgpag— g%y — Wy Xy — W30 A3,
o day = — gy %g— )] 0 — Mgy Xy — W31 A3,
(9)

2y == — W2 G — W1y %) — W2a &y — W3 03,

drg = — g3 %9 — W 3% — Wy3%— Wy3%3.
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En différentiant extéricurement les équations (g), on retrouve natu-
rellement les équations (5).

Remarquons enfin que les équations (7) montrent que la relation
entre les deux repéres Ay, 'A,, Ay, Aj et oy, oy, o, 03 €S SYyMELrique.
Donc, on a les équations analogues a (6) :

Ag=—[a 2],
() A= Lo,
Ap=—[xoa1],
Ay= [20%12,]
76. Les repéres mobiles attachés & une surface. — Soit donnée

une surface S engendrée par le point 2 (u, v). A chaque point z de S,
nous associerons un repére Ay, Ay, Aq, Ay, assujetti aux conditions
suivantes : 1°le point A, coincide en position avec z; 2° le plan
a3 =[AoA A, ]estleplantangenta S en X; 3° la condition usuelle (2).
On voit tout de suite que pour chaque valeur de (u, ¢) le repére A,,
Ay, Az, Ay (et donc aussi les formes de Pfaff w,;) dépend encore de
“diz paramétres; donc, on a én tout douze paramétres : les deux para-
métres essentiels u, v et dix autres paramétres inessentiels ¢,
t2y ...y tio. Notre but sera de normaliser le repére, c’est-a-dire de
définir d’une maniére intrinséque ct invariante les paramétres ines-
sentiels en fonction de ccux essentiels, de fagon qu’on arrive a un
repére normal ne dépendant que des deux paramétres u, ¢. Que l¢
procédé qui suit soit intrinséque, c’est évident, car nous n’em-
ploierons jamais ezplicitement les paramétres w, ¢; qu'il soit inva-
riant (par rapport au groupe projectif), cela résulte de ce que nous
cmploicrons seulement les expressions w,s qui ne changent pas si l'on
soumet les coordonnées de A,, A,, Ay, A; a une substitution linéairc
a coefficients constants. |

Nous commencerons par une convention relative a la nolation :
Nous dé¢signerons par & un symbole de diflérentiation obtenue en
laissant u, v fixes et faisant varier seulement les paramétres inessen-
tiels ¢, ..., ¢t,s; le symbole d se rapportera a une variation quel-
conque de tous les paramétres. Pour abréger, nous désignerons par e,
ce que devient o, quand on y utilise le symbole 6 de différentiation,
en gardant la nolation s pour le symbole d. Rappelons la rela-
tion (4),
1) Opo-i- W W O33= 0,

’
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qui donne naturellement aussi
(4" Coo -+ €11-i- €y2-F €33 = 0.

Le point A, coincidant en position avec le point z(u, ¢) de la sur-
face S, sa différenticlle dA, représente un point situé dans le plan
tangent a S; or, d’aprés la convention faite plus haut, c’est le plan
[AyA,A.]: donc, I'équation (3,) donne qu’on a identiquement

(10) (W3 = 0.
d’ou
(10") cy3=o.

I.’équation citée devient donc

AA g = wogAg-t- gy Ay i~ g2 Ao,
d’ou

SAp= egoNo-- CorAy-i- eya Ny,
Or, si 'on ne varie que les paramétres inessenticls, le point A, reste
tixe en position;il en résulte que le point A, est proportionnel a A,.
ce qui donne

(11) ey =0, Coa=

Les équations (11) disent que les formes wyy, 0,2 s’annulent en vertu
de du = dv = 0; ce sont donc deux combinaisons linéaires des du,
dv seules (*). On peut ajouter que les formes wgy, o, sont indépen-
dantes; en effet, dans le cas contraire, on aurait wg, :wgey = @, 1 d»,
a, et a, étant des fonctions de nos douze parameétres, et la tangente
[Ag,dA,] a4 S en X coinciderait en position avec la droite

[No, @i Ay 5~ a2 A, ]

indépendante de du:dv, ce qui est absurde. Une particularisation du
repére ne pouvant introduire aucune relation entre u et ¢, on voit
que les formes wy,, wo. restent indépendantes aprés la particula-
risation. Au contraire, qﬁand la normalisation sera achevée, il ne
restera que les deux paramétres indépendants u, v, et toutes les

(') Les coefficients de ces combinaisons peuvent dépendre aussi des paramétres
inessentiels ¢,, ¢,, ..., ¢,.
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formes w,; seront linéairement dépendantes de du, dv, c’est-a-dire
de wo1, Wg3. On voit que les formes de Pfaff vy, mya jouent un role
distingué; il convient donc d’introduire pour elles une notation plus
commode; nous poscrons

(12) Wog == ), Mg = Wa.

Nous savons que notre repére dépend de douse paramétres u, v,
ty, ..., tio. Done, il y a quatre relations indépendantes entre les
seize formes de Pfaff w,; nous en connaissons déja deuz, a savoir (4)
et (10). Les dcux autres relations s’obtiennent en différentiant exté-
rieurement I'équation (10); cela donne, d’aprés les formules de
structure (5), en lenant compte de I’équation (10) elle-méme,

[wiwp] - [wawey] =0

En effet, les formes w,, w, étant indépendantes, l¢ lemme de
M. Cartan (§ 70) dit que I'on peut trouver des fonctions a,, a., «,
de nos douze paramétres telles que

() 4= A Wy A, W93 = Ao i~ A3ty

voila les deux relations cherchées entre les o,;. D’aprés (5), cela
donne

a3 €3 = €33 = 0.

Le nombre des paramétres incssentiels ¢tant égal a dix, il y a siz
relations indépendantes entre les e, ; ce sont les équations (4), (10'),
(11) et (13"). Il importe de remarquer qu’il n’y a aucune autre rela-
tion entre les ¢,. '

Les relations (13) peuvent s’écrire

—
X
<

-8

]

1 9%
2 dw, ’

w3 = Wo3 =

e
g
g

&

ol nous avons pOSé

P2= @ W}~ Al )) y~- Az W3,

L’équation ¢, = o définit les asymptotiques. En effet, une direction
asymptotique esL caractérisée par la circonstance que non seulement
A, et dA,, mais aussi le point d?A, est situé dans le plan tangent
[A,A A, ]. Or,les équations (3) donnent, en tenant compte de (10),

AN = (DA (DA 2 (LD AL S (003 - wa ey A,
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de maniére que la condition cherchée soit bicn

D= 0 W3 —}- LI a3 = O.

77. Premiére particularisation du repére. — Nous allons recher-
cher comment varient les quantités a,, a,, a; en variant les para-
métres inessentiels. Dans ce but, nous partirons des équations

.

o) = [p— v, 0 ][0 0y,
(1) 0y = [woo— Wz, Wy ]+ [wy W],
1
o o) 3= [Wy1— )y, 53] -+ [Wya0],

@y = [0 03] -1 [ W2 — wy3, ay],

qui s'obtiennent des (5), d’aprés (10). Les c¢quations (14) sont
valables pour deux symboles d, ¢ de différentiation guelconques. En
particulier, supposons, conformément a la convention faite plus haut,
que le symbole d se rapporte a la variation des paramétres inessen-
ticls seuls. L’équation (14,) sera alors

degy— 80y = (00— ®11) Cor— (Coo— €11 )1 - ©2€31— Co2 15
d’apreés (11), c’est la premiére des équations

3wy, = (ego— €11 — €y,
(14") 00,y = €12 - (€go— €22)Wa,
(14 )

Swyg = (ey1— €33) M3 i~ €120,

Bwag = €ay3-1- (€20— €33) Wag;

les autres s’obtiennent par-la méme méthode en tenant compte aussi
de (13').

En différentiant les équations (13) par rapport aux paramétres
inessentiéls, on obtient, d’aprés (14'),

(Ea, ~i- €go— 2 €| ~i* Cay @) — '_».emaz)w,

-+ (502—82101-*- €go— €11 — €33+~ eZISa'l—eI‘ZnS)(')?: 0,

(8"2—‘ €31 A1+ €go— €14 — €321~ €33 A2 — e”a;,)u)i

== (5“3— 2€21 Qs+ €go— 2€92 enaaa)‘”z= o.

Or, les quantités entre parenthéses ne dépendent point de du, dv,
tandis que w;, », sont deux combinaisons linéaires indépendantes de
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du, dv; il en résulte que
day -~ (epp— €11+ €33) A — 2€52A3 =0,

(15) da,— ex a4 (ego— €11 — €20+ €33) Az — €12a3 =0,

O3 — 2 €31 Ar+ (€gp— 2 €40+ €33) a3 = 0.

Les équations (15) nous apprennent comment varient les a,y a., a;
en variant les paramétres inesscntiels. En effet, d’aprés la remarque
que nous avons faite aprés avoir écrit la formule (13"), les formes de

Pflaff
(%) €12, €11, €po— 2€;1+ €33, €qo— 2 €33+ €33

sont indépendantes (tandis que

2€09—— €11~ €227 €33 = €oo— 2€) -+ L33+ €yo— 2€33 - eaa)‘

On peut donc donner aux ¢,, ..., ¢, des accroissements infiniment
petits tels qu'une quelconque des expressions (k) soit différente de
zéro ct que les autres s'évanouissent; or, cela signifie pour les a,,
@, @y les transformations infinitésimales dont les symboles sont res-
pectivement

Jd Jd
2@y —— + A3 —y A 7— + 23 —
2 5 Y9z “iap T 2% g
2a 9 +a J a J +2a
" Ja, 2day’ toa, | da,

On reconnait tout de suite que ces quatre transformations infinitési-
males engendrent le groupe de toutes les transformations linéaires
qui conservent la forme a,as — aj a un facteur numérique prés.
Or, excluons le cas d’une surface développable; alors, le discri-
minant @, a; — aj de la forme asymptotique ¢, sera différent de zéro,
¢t I'on voit qu’on peut introduire entre nos paramétres les relations
'identiques

(16) a,=o, a, =1, a;=o.

C’estla premiére particularisation du repére; on pourrait 'obtenir
plus briévement par une considération géométrique, mais nous avons
préféré procéder par une voie purement analytique pour faire res-
sortir clairement le caractére général de la méthode.

Aprés avoir introduit les relations (16), il ne reste que sept para-

FUBINI ET CECH | B5)
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métres inessentiels indépendants, soient ¢, (s, ..., ¢;. Les rela-
tions (16) ont naturcllement comme conséquence trois relations nou-
velles entre les w,; auxquelles correspondent trois relations entre
les e,s. Pour les obtenir, il faut différentier cxtérieurcment les équa-
tions (13) qui devicnnent, en vertu de (16),

(17) Wiy = Wy, Wy = W).
Cela donne, en effet, les relations extérieures

2{wy02] -+ [ Wy W11+ Weg— Wyo— W33] = 0,

[ w1, W11 -- Wgs— Wop-— t33] + 2[ W2y ] = 0.

D’aprés le lemme de M. Cartan, il résulte 'existence de quatre quan-
tités by, by, b,, by telles que

. wia = byw; + by w,, Wy = 00, -+ by,
(18) .

01— Way— g — gy = 2( Dy w1+ bawa).

Ce sont les relations cherchées entre les w,s auxquelles correspondent
les relations
(18" e =0, ey =0;

(18") €111 €an— €op— €33 =0
entre les ¢,.. Nous savons qu’il n’y a pas d’autres relations.
78. Deuxiéme particularisation du repére. — Les équations (14',)
s’écrivent, d’aprés (18'),
(19) Sw) = (ego— €11) Wi, 0w,y = (€go— €22) Wy,

En- formant les covariants bilinéaires des expressions s, way,
W~ Wy3 — oo — 33 et en procédant comme pour les (14'), on
obtient, ayant égard 4 (17), (18'), (18"),

s 8w o= (€10— €32) W2+ (11— €25) W9,
(19") Bwyq = (20— €31) Wy + (22— €11) Wy,
S (wyy 4+ Wag— wyg— Wy3) = (€10— €32) W]+ (€20— £31) Wa.

La derniére de ces équations devient, d’apres (18;) et (1
q P 9)

(2 ab;-i— 2600—611111—}— €39— alo)wl

+(2 8by - 2€00— €25 0s+ 031_620)0)2: o,
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d’ou
j 28by—2(ep—en)br--e—en=o,

(20)

t 200y -~ 2 (00— €22) ba+ €31 — €30= 0.

Les expressions ¢op — €41, oo — Caa, €32 — €19, C3;— €3, étant encore
linéairement indépendantes, on voit qu’en variant les sept paramétres
inessentiels, les quantités b,, b, se transforment selon le groupe
engendré par les transformations infinitésimales de symboles

J J J J
7['—1, by m’ (—)—/)-l) b, ’72)—17

c’est-d-dire chacune des quantités b,, b, subit indépendamment de
I’autre une substitution linéaire entiére complétement arbitraire.
On peut donc introduire les deux relations

(‘).I) 1),:1);.:().

C'est la deuxiéme particularisation du repérc. L'équation (18;)
devient

() W)q i~ Waa — g — L3y == O.

En la différentiant extérieurement, on obtient, d’aprés (17),
[Wio— 030, W] + [ Wag— w3y, W3] = 0.

Cela démontre 'existence de quantités ¢y, ¢, ¢, telles que

(23) W3y — 9= C] W =~ Cat)y, Wy — 0,0 = Ca W —— C3W,.

La particularisation (21) signifie deux relations nouvelles entre les
paramétres; il ne reste plus que cing paramétres inessentiels, soient ¢,
ta, ..., t5. Les deux relations nouvelles entre les w,s sont les équa-
tions (23) auxquelles correspondent les relations

(2% €32 = €y, €33 = €y
entre les e,.

79. Troisieme particularisation du repére. — Les relations (18, .)
deviennent, en vertu de (21),

(24) Wi = by, Wi = Dyw,.

En les différentiant extérieurement, on obtient, d’aprés (19), (19")
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et (23'),
by -+ (egp—2€11+ €2)by=0,
60, -+ (€qo-+ €1,—2€4:)0;=0.
Les deux formes de Pfaff e¢q9— 2¢,,- Caa, oo+ ¢, — 2€52 sont

encore indépendantes; il en résulte que l'effet de la variation des
parameétres inessentiels ¢y, ¢,, ..., t; signifie pour b,, b; une trans-
formation arbitraire du groupe engendré par

J

by z)T); .

Jd
()—110’ [13-
On peut donc multiplier chacune des deux quantités b,, b, par un
facteur quelconque différent de zéro. En supposant byb; o,
on peut donc effectuer la (roisiéme particularisation du repére
selon les équations

(25) bo=by=1.

Quelle est la signilication géométrique de la condition b, bs<0?
L’équation ¢, = o des asymptotiques est, d’aprés (16), 20, w, = 0.
Si l'on se déplace le long de I'asymptotique w, =0, on a, d’aprés

(10) et (24y),

dAy = v Ao+ w; Ay,

dA = v Ao+ 0 A+ Dy Ay,
d’on

A[AaA ] = (oot 1) [Ao AL ]+ bovy [AnAs '
Donc, I'équation b, = o signifie que la droite [AyA,] reste fixe en
position en se déplagant sur une asymptotique w, = o, c’est-a-dire
que les asymptotiques w, = o sont rectilignes. Parcillement, on voit
que l’équation bs = o signifie que les asymptotiques w, = o sont rec-
tilignes. Donc, moyennant l'inégalité b,b, 3£ o, nous avons exclu
les surfaces réglées.
Aprés la particularisation (23), les équations (24) deviennent

(206) W)= W, Wi = .
Leur différentiation extérieure donne, d’aprés (17),

[w1, Wopg— 20 -+ Waa | + [Wa, Wga— g ] =0,

[wy, Wg)— 0ag | == [W2, Weo-F ©j— 2wy ] = 0.

On voit donc, en se rappelant les ¢quations (23), qu’il existe des
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quantités cq, ¢y telles que

Wqg =i~ Wag—— 2Wy = CoWy + C g,

(27) )
g1 W) — 2Wgs = C3W) - C4w,.

Les équations (25) introduisant deux nouvelles relations cntre les

paramétres, il ne reste que trois paramétres inessentiels indépen-

dants; soient ¢,, t., £3. Les deux relations nouvelles entre les w,s sont

les (27), d’ott résultent pour les e, les relations

€gp i €rn—2€11 =0,

€op-" - €11— 2€90 =0,
D’aprés (4'), (10'), (11), (13), (18'), 18") et (23'),

) €00 == €01 = €923 = €3 = €| = €12 == €13 = €31 = €33 = €93 = €33 =0,

(28)
l €32 = €y, €31 = €39,

tandis que eyq, €29, €3, sont encore trois formes de Pfaff indépen-
dantes en ¢,, ¢,, t;. Les équations (19) prennent la forme simple

(29) 8w, = o, 0w, = 0.

80. Une remarque relative aux repéres semi-normaux. — Avant
d’achever la normalisation, nous ferons une remarque qui nous sera
utile plus tard. Le plus général repére A, A, A,, A, dépend de
quinze paramétres; ce sont, par exemple, quinze des coordonnées
homogénes des points A, (r =o, 1, 2, 3), la sixiéme étant déterminée
par la relation (2); on peut encorc prendre comme paramélres
quinze fonclions indépendantes de ces quinze coordonnées. Or, écri-
vons le systéme de Pfaff

‘ W) 5= 0, Wea==0, ly3==0, WPR=0, W3=0, Wy =0, Wi3=0,

Mo — W33 == 0O,

(30) ( go— Wy == 0, Wag— Wy = 0,

Wjp— W39 = 0, Wyg— Wy = 0O

contenant nos quinze paramdétres. Les équations de structure (5)
montrent que ce systéme est complétement intégrable. Il est donc
équivalent & un systéme de la forme

(30") dz == o, d=1,=o,

Tiy - - .y Ti2 €élant douze fonctions indépendantes de nos quinze para-
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métres. Nous pouvons done déterminer trois nouvelles fonctions 7,5,
T4, Tty de ces paramétres de maniére que les quinze fonctions

(%) Tiy, Ta, ...y Tis

soient indépendantes. On peut donc prendre les quantités (*) comme
nouveaux paramétres du repére A,, A,, A,, A;. Pour abréger, appe-
lons les quantités

Ty, %

y T3y ...y Ti2

les paramétres principaux du repére Ay, A, Ay, Ay; les 7,3, 744y
7,5 soient les paramétres secondaires de ce repére. Cela étant,
retournons aux repéres trois fois particularisés que nous avons atla-
chés a la surface S. En se rappelant que les deux systémes de Pfaff
(30) et (30') sont équivalents, on voit que les équations (28) peuvent
s'écrire

I
Ef
Il
1
5
I
=)

811

Donc, aprés les particularisations faites plus haut, les paramétres
principaux du repére A,, A, A;, A, sont des fonctions bien déter-
minées des variables essentielles u, ¢. Pour abréger, appelons A,
A,, Ay, A, le repére semi-normal. Pour chaque valeur de (u, ), il
¥ a o tels repéres; ils dépendent de trois parameétres arbitraires, qui
sont les paramétres secondaires du repére.

81. Les repéres normaux. — Passons a la derniére particulari-
sation du repére. Des équations de structure, on déduit, ayant égard

4 (10), (12), (17), (22), (23), (26), (27) et (28), que

—Owgo = Owyy= €jp + €30y,
o ~
G0y = — 0Wya = €q ) — €20 Wy,
(31)

3(30—010) = 2( €200 -~ €30002),

S (g1 — ) == 2(€30W) 4 €19 W),

En différentiant extérieurement les équations (23) et (27), on obtient,
d’apreés (29) et (31),

(Sc1— 2639 w1~ (8cy— 2€350)02= 0,
(8es—2650) 0+ (Sc3—2eq0)wa =0,
(8co+4egg) i+ (8cy— 2€39)ma= 0,

(8cy—2eq0)w1+ (dc,— fesg)wy =0,
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d’ou 1l résulte
Sco=—4eq, 8¢y = 2620, 3co= 263,

8c; = 26, dcy=—feyo.

Donc, les changements encore permis des paramétres inessentiels
transforment les quantités ¢, ¢y, €1, 3, ¢4 selon le groupe engendré
par les transformations infinitésimales

d 9 9 9 9

e |

Y9ca des’ Mdes T de’ ey
Les équations finies de ce groupe sont
Cy=co—2)y, ¢y =c1+ Ay Cy=Ca+ A3,
c’.“:cu-f:-).., )y =Cy— 2.

On peut donc particulariser le repére selon les conditions
(32) €y = Cy= C3= 0,
Les équations (23) deviennent simplement
(33) Wy = Wy, W3s = W)g.
Eu les différentiant extérieurement, on obtient

(w1050 ]+ [wawie] =0,

[wxwzo] -+ [wgwao] =o,
de maniére qu'il exisle des quantités A, p, v, p telles que

W10 == A + [,
(34) Wog == YW, + pWy,

W3g = Wy + Aws,.
Ce sont les trois relations nouvelles entre les w,; auxquelles conduisent
Ies conditions (36). Les relations correspondantes entre les e,; sont
(3/11\) €10 = €39 = €30 = O.
En comparant avec (28), on voit que toutes les expressions e, sont
égales a zéro. Il n’y a plus de paramétres inessentiels; pour chaque

valeur de (u, ¢), le repére Ay, A, A,, A, est bien déterminé; nous
Pappellerons le repére normal ().

(') En réalité, il faut remarquer que notre procédé de normalisation introduit
certaines irrationnalités; a toute rigueur, nous pouvons seulement affirmer que,
pour une valeur donnée de (u,¢),il y a un nombre fini de repéres normaux. Nous
reviendrons a ce point a la fin du paragraphe 82.
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Aprés la normalisation, toutes les formes de Pfaff w,; sont des com-
binaisons linéaires des deux formes indépendantes w, = w,, w2 = wy.

En effet, les équations (10), (15), (22), (26), (27), (32), (33)

et (34) donnent, en posant c,=— 3a, ¢;=— 35, le tableau suivant :
g 03 = 0,
w3 = W, Wi = Wy
(1) ’ )
2 Wy = Wy, Wy = Wy,
W3y = Wy, Wy =Wy,

Wy — W= 2dw;+ buw,,
Wys— Wog= AW+ 2bw,,
" w33— oo = 3aw; + 3bw,,
¢h Wi = AW+ PW,,
( Wag = V)| + pw,,

W3p = pwy -~ AWy,

ou il faut tenir encore compte de la relation (4). 1l est important de
remarquer que les équations (I) suffisent & caractériser un repére
normal; on voit en effet facilement que les équations (II) s’ob-
tiennent, au moyen du lemme de M. Cartan (§ 70), en différentiant
extéricurement les relations (I) et en tenant compte des équations de
structure (5).

En calculant les dérivées extéricurcs des formes w,, w;, on obtient
les formules importantes

’

(1) w), =b[w,w,], w,=—alw w,].

Les deux formes de¢ Pfaff normales w,, , et les quantités «, b, 3, p,
v, p sont les invariants fondamentaux de la surface S. Si on les
connait, on obtient & des homographies prés la surface S ct les
repéres normaux attachés a elle en intégrant le systéme de Pfafl

dAy=— (3—:3 W, + %1 w-_.) Ao+ wy Ay wa As,

(l;\l._()u)1+yw.)1\‘)-+-<a 1_éw,>A. A - wa Ay,

(v) « « b :
| dAo= (Vo + pwy)Ap+ wa Ay -+ (— =0 5 u)z> Ay FwgAy,

dAy= (pw;+ Awa) Ay (Vo -+ pwa) Ay
! Ja 30
i “+ (Aoy+ poy) Ay -+ (—; Wy (.,2) Ay
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sous la condition initiale
(V) [AoAjAgAg]:l.

Naturellement, les invariants fondamentaux ne peuvent pas étre choi-
sis arbitrairement. 1ls doivent satisfaire 4 la condition que le systé¢me
de Pfaff (IV) soit complétement intégrable ; cela revient a différentier
extérieurcment les équations (I) et (II) ayant égard aux formules de
structure (5). Nous avons déja remarqué que les équations (I) ne
donnent rien de nouveau; au contraire, les équations (1i) conduisent
aux conditions d’intégrabilité; on obtient

4 2
vy, da - 1—(1[1—;;1.—3 w,| = o,
3 R

, 2 4
v [w;,, db - <I——a(1—gp.— gv) u),] =o,
[wy dv]-+[wydp |-+ (2ap—30v)[wyw] =0,
[wydp]+[wad)h]-f(ak— Dp)[wyws] =0,
[wgd ]+ [wydu]-+Bap—200)[w,w]=0o0.

82. Comparaison avec les formules des Chapitres précédents. —
Nous allons encore comparer les formules de M. Cartan que nous
venons de déduire avec les formules de la théoric de M. I'ubini. Sup-
posons a ce but que u, ¢ soient des paramétres asymplotiques. L'équa-
tion des asymptotiques étant 2w, w, = 0, on a des formules du type

(35) o= [ du, wy = [y de.

[.’équation (IV,) donne alors

)x\,. 3a
50 (2 t2raerin,
20
IA, 3
? e T WAL RN LT

)’autre part, rappelons les usuelles équations fondamentales [§17 (1)].

—_ =R '
( Loy = 020 b X+ pnx,

\( Lo =Y T~ 0,20+ pasz,

et la formule [§ 17 (1,)]

() (2, Tuy Ty Tuy) = af,=e0,
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Pour faire la comparaison, nous pouvons poser
(38) Av=ua,
de maniére que les équations (36) donnent

1 3a

A’=7.’--Tu+ Tz,

(38)
As= - +§—bx
3_72.’1‘9 > .

Or, les équations (I1V; ;) donnent, d’aprés (35),

b

i dA_‘__ﬁ()\Ao+ A +A»>, "T‘tl= 2(,qu_;AﬁA,),
A, 9A b

d l=f1(VAo-——:-AI+A> %g': z(PAo—A;‘i—;‘ Ag).

* En remplacant Ao, A, A, par leurs valeurs (38) et (38’), on obtient

2 3
.m.,:(f“‘ afa)xu+vl-zu+<7\-+—3a +£’—i'i) iz

(39) S f 4 2 2 17
=1 (fzv_ ( 36 3a _ 3by\ .
Zyy = 7 Zy+ T bf‘_,) z,+ | p + T 2fz) T,
. Jo b 3af)
(39) Lyy= (‘7-1“_; 0>1'u—“ > Zy

<3avfi —fifan +3abf«f) fifeAs

=—3{7f2xu+ (‘/f;“ f,)-’t‘u

(3bufz — fifav 3ab4f’f')x+f1f=A3'

L’équation (V) devient, d’aprés (38), (38') et (39'),

2(1' Ly, Ty, xuv) =1I.

f

En comparant avec (%), on obtient

(% %) ap==xfifs.
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Les équations (39) donnent, comparées avec (37),

(o) J/T =3 j— =1, fife= 0

(40") ’%u —afi =0, :/;: —bf:=8..
3a2 30 3a Y

s s S = =Sie,

30 3a 3b, N
P T, =J3 pa.

Des équations (x %) et (40;), on voit que a,, = == f37; cela signifie
que les coordonnées A, du point z(u, ¢) sont normales au sens du
paragraphe 23. D’aprés (x %), '

=i S _ S o
A A S A
de maniére que les équations (40') donnent
’ ___.f'.‘u —_ f1v.
(i a= o b= i

Des équations (VI, ,), on tire, ayant égard & (35),

‘ av—!—<l——ab———§p—§v>fg=u,
(41") ! '
’ b.,—*—(x-—ab—%p—.ﬁlv)fl:o,

d’ou I'on peut calculer p et v. En substituant les valeurs ainsi trouvées
dans I'équation (39), on obtient selon (x %), aprés quelques réduc-
tions,

(42) Lyp =
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D’aprés (40) et (41), les équations (38), (38') et (42) peuvent s'écrire

Aoz.’l‘,
1 dlogy?
flAl = Ly— ; _—deY 'x,
— . L dlogfry
@y | ST T o
Jlog 32 1 dlogBy?
ﬁfﬂAS:-l’uv—é ‘ o‘;’vﬁ Y.Z‘u— j (:)':L'Jr Z,

1! 9% log By P V. mﬂ{ vy d ll)gﬁY_ﬂ‘- ,
2\ dude T Jo Ju .

En se rappelant que les coordonnées x sont normales, on voit :
Les droites [AgA,], [AyAy] sont les deux directrices de Wilczynski
(voir § 33); le point Ay est situé sur la quadrique de Lie [vowr
§ 20 (114)]. '

Il est important de remarquer qu’on obtient des équations (35)
et (40) pour I'élément linéaire projectif
Bdus+ydvd _ wi-+wl .

2dude T a0 w,

(44)

Nous avons déja remarqué que le repére normal n’est pas déterminé sans
ambiguité. Les sommets Ay, Ay, A., A3 sonl géométriguement déterminés,
d’aprés ce que nous venons de voir; il s'ensuit que si Ay, Ay, A., Aj est un
repére normal, tout autre repére normal a la forme

agAo, Ay, asAs azAy (2o2y 2223 =1),
ou bien-
a Ay, asAs, agAl, a;A, (2425207 =—1).

On détermine les facteurs «; en remarquant que pour chaque repére normal,
on a des formules du type (I); cela donne sans difficulté que tous les repéres
normaux sont

(431) mAo, e Ay, mietAs, Ay ( nt=g=1),
et
(432) MaAoy, Mae2Asy e Ay, oAy (—mn4=3=m).

Le nombre de tous les repéres normaux est donc 24. Pour les repéres (43;),
les expressions analogues a

(16) w, wy @ b, A op, v, 0
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sont
(46,) 2wy, vy, ea, &b, ), w, v, 2;
pour les repéres (45.), elles sont
(462) twy, 2wy, b, ea, e, v, u, €)X,
On voit que les cxpressions

w3+ w3

oo ab, a3+ b3, up-+v, (p—v)?, al-bp, (ak—bp)?
1W2

sont déterminées sans ambiguité par la surface S.

83. Déformation projective. — Considérons deux surfaces non
réglées S, S' en relation de déformation projective. Attachons a la
surface S un repére normal A,, A, A,, A; ct gardons pour elle les
notations précédentes. Soient By, B, By, B; un repére normal attaché
a la surface S et désignons par

Ql) QZ; a’| bl) )"r }""> "'1 9,7
les expressions relatives a S’ et analogues a

w, vy, a, b X @, v, o.

’ )

La condition nécessaire et suffisante pour Papplicabilité projec-
tive de S, §' est I'égalité des éléments linéaires projectifs; donc,
d’aprés (44),

0} + 0] _ wi+ol
2Q;Q, 2W; We

Or, on déduit tout de suite, d’aprés les (46), qu’en choisissant con-
venablement le repére normal By, By, B, By, la condition devient

plus simplement
Q= wy, Q= w,.

1l s’ensuit, d’apres (TII) et les équations analogues relatives a S/, que
a'=a, b' = b. Pareillement, les équations (VI,, ;) donnent encore
"=, v'=v. Posons enfin

(47) N=\+u, p'=po-+v

(les lettres u, ¢ ne signifient donc pas ici les coordonnées curvi-
lignes).
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Supposons que la surface S soit donnée et cherchons a déterminer
la surface S'. Les équations (VI) sont donc vérifiées et I'on doit seu-
lement écrire qu’elles restent vérifiées en y remplacant les quantités?,
p par ¥, p'. Cela donne, d’aprés (47),

(48) |wedv]+2av[w,w,] = o, [wydu] —20u|v,w,] =0,
(48") fw,dv] +[wedu] = 4(au—0bo) [ wy] = 0.

Or, les équations (48) permettent de poser

dv—2avw) = w, w,, du —20uwm, = wywm,.

En substituant ces valeurs dans I’équation (48"), on obtient
wy— wy = 4(by — au),
d’ou
wy=w -= {br, wy=w + fau.

Donc, il faut déterminer trois quantités u, ¢, «w telles que

du= (w+ fau)w,+ 2biwv,,
dv = 2avw,+ (w -+ 400) .

(49)

Remarquons que I'hypothése u = ¢ = o conduit au cas banal que S’
soit simplement homographique a S; en effet, tous les coefficients
du systéme de Pfaff (IV) seraient alors égaux pour les deux surfaces.
En différentiant extérieurement les équations (49), on obtient, ayant
égard aux équations (1I1) et (VI, ,),

[w,, dw—(3bw -~ 2. T—2g.u)m,] =0,

0y, dw—(3aw - 2. 1—av.e )uy] =0
’ ’ )
d’ou

(49") dw = (3aw—|— 2 T—2v.v)w,+ (3(1w -+ 2.1—2p.tl)(v)2.

Donc, pour déterminer les surfaces non réglées projectivement
déformables, on a a intégrer le systéme Pfaff :

Wo3 = 0, W13 = W3, Wa3 = Wy, Wy 2= Wy, W2y = O,
Wy = W20, W3e = V)0,
Wi — Wog = 2aA W, 4 Dw,, Wag=— 0l = AWy -~ 2D W,
(50) ¢ w33— Wy = 3aw; + 3Dwv,,
Wy = AW -+ 1o, Wap = VW -+ pO)a, 030" = pW; —+ A3,
du =(w—+ fjau)w,+ 20uw,, dv =2av 0,4+ (w =+ 4bv)w,,

Ldw=(Baw+ 21— 2v.0)w,+ (3bw 2. T—op. ) o,
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composé des équations (49), (49") et (I), (IT). Dans les équations (50),
les wr(wor=w,, woa=03) ont la méme signification gu'au para-
graphe 75; ce sont donc des formes de Pfaff contenant quinze variables
tiy tay ...y 5. Outre ces variables, le systéme (6) contient neufautres

variables :

a, b, %

b

Nous cherchons les solutions a deux dimensions du systéme (50),
laissant indépendantes les formes de Pfaff w,, »,; en outre, les solu-
tions avec u=¢ =0 ne nous intéressent pas. Chaque solution du
systéme (50) donne tous les coefficients du systéme (IV); en I'inté-
grant, on obtient la surface S; analogiquement s’obtient sa déformée
projective S’ en tenant compte de (47).

Or, en différentiant extérieurement les équations (50}, on obtient

[voir (VI)]

i 3 £ . !
lw.,, da + <I——ab—'—3'(1— ;).v) wgJ =o,

2 i
[wz, db + (1—(11/— Fh— gv) wz] =o,
(50" [wydv]+ [wadp]=(2ap— 3bv)[w,wy] =0,
[wydel~+ [wedh]+f4(ah—bp Y)[wiwy] =0,
[01dh]+ [wedp]+ (Bap—20))[ww]=o,

wlwydp]+-v[oy dv]— %w(p. —v) [wywy]=0.

Ces équations ont la forme (9) du paragraphe 74; on doit seulement
remplacer &, &, par u,, w, etles 75 par da, db, d}, du, dv, dp. Le
déterminant D [§ 74 (11)] est

D =wiwi(roi—uni).

Pour les solutions qui nous intéressent, D n’est pas identiquement
égal a zéro. Donc, le systéme (50) est en involution par rapport
a4 w,, wy, et nous avons l'important résultat : Les surfaces non
réglées projectivement déformables dépendent de sixz fonctions
arbitraires d’un argument. Les caractéristiques (voir la fin du
paragrapbe 74) du systéme de Pfaff' (50) sont données par

w}w3d(vwi—uw})=o.

On a donc deux familles doubles de caractéristiques, composées
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d’asymptotiques o, = 0, w, = o de la surface S; en outre, on a deux
familles simples de caractéristiques, définies par 'équation quadra-
tique

(%) uw—oewld=o.

Il y manque le produit w,w;, d’ou Pon conclut que les courbes (x)
forment sur S un réseau conjugué; c’est d’ailleurs le réseau R appar-
tenant a la déformation; on le vérifie facilement en se rappelant la
signification de u, v exprimée par (47) et en tenant compte des équa-
tions (40"), ou les quantités a, b, f,, f. ont les mémes valeurs pour
les deux surfaces S et S’ de maniére que (%) devienne, d’aprés (35),

(P —pu1) dut— (pPag— pa2) do? = o,

ou maintenant les u; ¢ signifient les coordonnées curvilignes.

84. Correspondances asymptotiques de seconde espece. — Les
coefficients 3, y de I'élément linéaire projectif

B dud+y ded
2 du dv

d’une surface non réglée S ne peuvent pas étre choisis arbitrai-
rement; on le voit tout de suite en remarquant qu’une surfacc dépend
d’une seule fonction arbitraire d’'un argument, de maniére qu’on ne
puisse pas prescrire les deux fonctions 3(u,0), y(u, ¢). Or, cette
simple remarque rend vraisemblable que I'on peut prescrire arbitrai-
rement une relation

(%) B =0

entre 3 et y. Nous allons vérifier et préciser ce résultat. Dans ce but,
nous ferons usage pour les surfaces cherchées S des repéres semi-
normaux définis aux paragraphes 79 ¢t80. Nous avons vu [§ 82,
(44)]) que dans le cas particulier du repére normal, I'élément linéaire
projectif est égal a

0} + wi

20 Wy

et 'on voit immédiatement des équations (29) que ce résultat reste
valable pour chaque repérec semi-normal. Cela étant, pour déter-
miner toutes les surfaces dont I'élément linéaire projectif satisfait a

’
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la condition (%), nous procéderons de la maniére suivante : on peul
mettre la relation (%) sous la forme paramétrique

2

1

2
) SV
Jfi et f, élant deux fonctions connues d’une variable auxiliaire . On
a, d’ailleurs, f,(t) £ o, f3(t) 7 o, car nous avons exclu le cas des
surfaces réglées; les expressions w,, w, relatives a un repére semi-
normal doivent alors satisfaire aux conditions

(51) wy=fi(0)du, wy = fy(t) do.

En outre, on voit aisément du paragraphe 79 qu’un repére semi-
normal est caractérisé par les équations
(51) ( wog=o0,, 03 = Oy, oy = Wy, W= wy, Way = W,
l Woo— V)| — Wag i~ W33 = 0.
Il faut seulement intégrer le systéeme de Pfaff composé des équations
I
- .
(51) et (51'). Les expressions w, (0w, =, w, =w,) con-
tiennent les quinze paramétres du repére A, A,, A, A ; or, selon
le paragraphe 79, les premiers membres des équations (51"), ainsi
que les expressions

Woo— W1, Wop— Wagy Wyo— W3z, Woo— W3,

ne dépendent que des douze paramétres principau® Ty, Ta, -« ., Tya.
Nous pouvons complétement négliger les paramétres secondaires 7,3,
Tisy Ti5 QUi restent entiérement arbitraires. Outre t,, 75, ..., /s, les
équations (51) et (51') conticnnent donc seulement trois variables
ultérieures, a savoir, u, ¢, ¢. Il s’agit de ces solutions & deux dimen-
sions du systeme de Pfaff (51), (51') qui laissent indépendantes les
variables u, ¢ ou, ce qui est la méme chose, qui laissent linéairement
indépendantes les deux formes de Pfaff w,, .. En différentiant exté-
rieurement les équations (51) et (51'), on obtient

. .
[‘% dt — wgg+ 0y, le =0,

1

S _
j—' dt — woo+ W39, Wy | =0,

o

[wOO_ 2wy - Wi, wl] = [0)32—- Wy, u)-_,:] =0,
[w32— wyo, wy] + [w31— wao, w,] =o.

FUBINI ET CECI 16
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€es équations ont la forme (9) du paragraphe 74, les expressions 2,
,; 75 étant a remplacer par @, wa; Weg — 0311, Weo — Wi, W4 — Wy,
w29 — w31, dt. Le déterminant D [§ 74, (11)] est donc égal a

) Wy [‘%’ (2w} — w3) =4 :%(zwi_}— w? )] .

Il n’est pas identiquement égal a zéro, car cela exigerait f, = f, = o,
ce qui est impossible, les deux équations (k %) étant équivalentes a
la seule relation (x). Donc, notre systéme de Pfaff est en involution,
et nous voyons que les surfaces, dont U'élément linéaire projectif
satisfait & une relation de la forme (1) dépendent de cing fonc-
tions arbitracres d’un argument. Par exemple, si (x) a la forme
B=y, on obtient les surfaces F (isothermo-asymptotiques) de
M. Fubini. Le cas exclu B =o0 ou y = o des surfaces réglées forme
une véritable exception, car les surfaces réglées ne dépendent évi-
demment que de trois fonctions arbitraires d’'un argument.

Par ce qui précéde, nous avons aussi déterminé la généralité des
correspondances asymptotiques de seconde espéce (voir § 67). En
effet, si 'on a donné une surface S, dont I’élément linéaire projectif
soit (Bo du® + yodv¥):2 du dv, et que I'on cherche les surfaces S en
correspondance asymptotique de seconde espéce avec S, satisfaisant
A une relation donnée

o(r,s)=o0

entre les deux invariants r, s, il faut seulement rappeler la définition
r=10:8,, s=y:y, des invariants r, s pour voir que la relation
donnée peut se mettre sous la forme (x).

Presque tout le contenu de ce Chapitre est du & M. Cartan [4]. Le théoréme
du paragraphe 84 a été donné par Cech [30] (cf. déji [26]).
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