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CHAPITRE XIII. 
APPLICATION D E S M É T H O D E S D E M. C A R T A N 

A LA T H É O R I E PROJECTIVE D E S S U R F A C E S . 

75. Le» équations de structure du groupe projectif. — Dans Tes-
pace ordinaire, nous appellerons repère la ligure formée par quatre 
points -linéairement indépendants A0, A,, A2, A3 donnés par ses 
coordonnées homogènes. Chaque point M de l'espace peut, d'une 
manière et d'une seule, être mis sous la forme 

( I ) M — ./:„ A (, , A , .r, A -, ; A 3 ; 

les quantités x 2 j x:¡ sont les coordonnées homogènes de M par 
rapport an repère. Nous ne considérerons que les repères tels que 

< > ) [ A „ A i A , A 3 ] = i , 

le premier membre étant le déterminant des coordonnées des points A0j 
A,, A2, A3. 

Soient A0, A,, A2, A3 le repère le p l u s g é n é r a l possible. D'après la 
condition (2), il dépend de i5 paramètres ¿2, . . . , i | 5 ( l ) . 
D'après (1), on a des formules du type 

d A 0 = (Oqo A 0 - ; - COo-j A l - f ( O 0 2 A 2 - • - W 0 3 A ; , . 

S 
dA j = to1 0 A ( , - ; - « x ) | A j -t- w 1 2 A 2 - h o) | 3 A 

dA2 — tOoo A0 (Oo 1 A l -!- lOo2 A s -4- <̂23 A s , 

d A 3 = 10 m A 0 -i- o)3, A,. • (o32 A 2 - io 3 3 A 3 , 

où les ç sont des expressions linéaires par rapport à dlt, dt2, ..dt¡ 5. 
En différentiant l'équation (2), on obtient l'identité 

( 1 ) OJoo + Wll W22 w33 = O. 

( l ) On peut prendre pour tlf t7, . p a r exemple, les coordonnées homo-
gènes des points A r , sauf une qui est déterminée en fonction des autres par l 'équa-
tion ( 2 ) . 
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On peut ajouter qu'il n'y a aucune autre relation entre les formes 
En effet, si l'on donne aux différentielles dtiy . . ., dt{i des valeurs 
annulant toutes les co/.ç, on a nécessairement 

dX0 = dX 1 = = dA:, = o, d'où dtx == .. . - /ltr„ — o, 

de manière qu'il y ait i5 formes indépendantes entre les wrs. 
Des équations (3), on obtient par différentiation extérieure (voir 

§71) 

o = 2 ( A h l°rk ï = 2 [ t0/'X' 1 A/' 
Ar —0 0 a." — o 

/ ~0 |_.v —0 J .Î = 0 .V —0 L ¿ = 0 J 

Les points A0, A|, A2, A:l étant linéairement indépendants, on 
arrive autl formules de structure du groupe profectif 

( ')) o ; . v = 2 [ tork^Lt] < S ~ o. I, 7, '•> ). 
/.- 0 

Nous avons supposé que le repère A0, A,, A2, A» soit le plus 
général possible. Or, si l'on soumet les paramètres . . ., ¿|5 à des 
relations quelconques, il résulte de la covariance du produit exté-
rieure et de la dérivée extérieure que la forme des équations (5 ) 
reste inaltérée. 

Réciproquement, supposons données 16 formes de Pfaff corS} liées 
par les équations (4) et (5), n < i5 de ces formes étant indépendantes. 
Les équations (5) montrent en premier lieu que le système de Pfaff 

<010 = o, (001 — O, C>33 = o 

est complètement intégrable, de manière qu'on puisse exprimer toutes 
les (ùrs moyennant n paramètres . . . , tn. Ensuite, les équations (5) 
expriment que le système de Pfaff (3) à n variables indépendantes 
(t,, . . ., tu) et 16 dépendantes (ce sont les coordonnées homogènes 
des points A0, A,, A2, A:{) est complètement intégrable. Enfin, 
l'équation (3) montre qu'on a 

[ A0 Ai A., A:{] = consl., 

en vertu de (3). On peut donc intégrer le système (3) sous la eon-
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dition (a) et l'on arrive à un repère mobile A0, A i ; A2. A:, dépen-
dant de n paramètres pour lequel les formes u>rs coïncident avec les 
formes de Pfaff données. 

Occasionnellement, il y a lieu de considérer, outre le repère ponc-
tuel A0, A,, A2, A le repère adjoint a0l a,, a2, a3 formé des plans 

a0 = —[Ai Aj A3J. 
«i — [A0A2A3]. 
«2 = — [ Ao A i A31, 
a3= ( AoAi Ao]. 

On en lire, d'après (2), 

(71 SAra,.= i, SA/.aJ = o (/•, s — o, 1. 3 ; r ^ s). 

Les équations (7) donnent, d'après la règle de multiplication des 
déterminants, 

[ A0 A, Ao A3] [a0a, a2a3J = 1, 

de manière que (2) donne 

(S) [*0 3-1 «2*3 ] = ' • 

Oii a des équations analogues à (3), 

= 2 iî''i|3t* (r = 0-
irzO 

d'où, selon (7), 

pareillement, on'tire de (3), 
Sa,, d \ s = (OiS.,.. 

Or, en différentiant (7), on obtient 

dS Aç a,. = SAjp i/a;. -: S zrdS s = o, 

d'où = — wjr. Donc, on obtient le système adjoint à (3), 

</a0 — — o->00 «o— (,>ioaJ — Waoa2— w3oa3; 

6/aA = — o)0, a0— un<xi— 1021 a2— w31a3, 
r/a2 — — o)02a0— toisai— o)****— w32a3, 
dxz = — o>03a0— w,3at— io23a2— w33a3. 
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En differentiant extérieurement les équations (9), on retrouve natu-
rellement les équations (5). 

Remarquons enfin que les équations (7) montrent que la relation 
entre les deux repères A0, A, , A2, A3 et a0, a,, a3 est symétrique. 
Donc, on a les équations analogues à (G) : 

A0 = —Oi^ay] , 
A , = [«0*2*3], 
A2 = [ a0 a3 ]. 
A3 = [a0^,a2"j. 

7G. Les repères mobiles attachés à une surface. — Soit donnée 
une surface S engendrée par le point x(ut v). A chaque point x de S, 
nous associerons un repère A0, A,, A2, A3, assujetti aux conditions 
suivantes : i° le point A0 coïncide en position avec x\ 20 le plan 
a3 = [A0A, A 2 ] est le plan tangent à S enX; 3° la condition usuelle (2). 
On voit tout de suite que pour chaque valeur de (u, v) le repère A0, 
A,, A2, A5 (et jdonc aussi les formes de Piaffco^) dépend encore de 
dix paramètres; donc, on a en tout douze paramètres : les deux para-
mètres essentiels M, V et dix autres paramètres inessentiels tK, 
t2j . . . , ¿10- Notre but sera de normaliser le repère, c'est-à-dire de 
définir d'une manière intrinsèque et invariante les paramètres ines-
sentiels en fonction de ceux essentiels, de façon qu'on arrive à un 
repère normal ne dépendant que des deux paramètres u> v. Que le 
procédé qui suit soit intrinsèque, c'est évident, car nous n'em-
ploierons jamais explicitement les paramètres u, v; qu'il soit inva-
riant (par rapport au groupe projeclif), cela résulte de ce que nous 
emploierons seulement les expressions co/s qui ne changent pas si l'on 
soumet les coordonnées de A0, A,, A2, A3 à une substitution linéaire 
à coefficients constants. 

Nous commencerons par une convention relative à la notation : 
Nous désignerons par â un symbole de difiérentiation obtenue en 
laissant u, v fixes et faisant varier seulement les paramètres inessen-
tiels t,, . . . , £ , „ ; le symbole d se rapportera à une variation quel-
conque de tous les paramètres. Pour abréger, nous désignerons parerj 

ce que devient o),.ç quand on y utilise le symbole <5 de diiférentiation, 
en gardant la notation wrs pour le symbole d. Rappelons la rela-
tion (4), 
( \ .) «ou ' (°1 I w22 : W33 = O, 

r 
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qui donne naturellement aussi 

(4') 0̂0"+- ¿11"»- ¿22-1- 3̂3 = O. 

Le point A0 coïncidant en position avec le point x(uy e) de la sur-
face S, sa différentielle dA0 représente un point situé dans le plan 
tangent à S; or, d'après la convention faite plus haut, c'est le plan 
[A0A, A_»]: donc, l'équation (3 , ) donne qu'on a identiquement 

( lO) ( O 0 3 = O . 

d'où 

(lo') e0 3=o. 

L'équation citée devient donc 
•/A0 = o)00 A0-!- o)0J Ai -•;- M02 A2, 

d'où 

Or, si l'on ne varie que les paramètres inessentiels, le point A0 reste 
(ixe en position; il en résulte que le point ôA0 est proportionnel à A0. 
ce qui donne 

(u) eol—o, c0 2 =o . 

Les équations (i i) disent que les formes w0i, coo2 s'annulent en vertu 
de du = dv = o; ce sont donc deux combinaisons linéaires des du, 
dv seules (' ). On peut ajouter que les formes wq,, co02 sont indépen-
dantes; en effet, dans le cas contraire, on aurait w0i :G)0<2 = ax 

a, et a>2 étant des fonctions de nos douze paramètres, et la tangente 
[A0,rfA0] à S en X coïnciderait en position avec la droite 

| Aq. a\ At -i~ a2 A2] 

indépendante de du \dv, ce qui est absurde. Line particularisation du 
repère ne pouvant introduire aucune relation entre u et v, on voit 
que les formes g)0I, 0̂2 restent indépendantes après la particula-
risation. Au contraire, quand la normalisation sera achevée, il ne 
restera que les deux paramètres indépendants a, v9 et toutes les 

( l ) Les coefficients de ces combinaisons peuvent dépendre aussi des paramètres 
inessentiels . . . , tl9. 
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formes u>rs seront linéairement dépendantes de du, dv, c'est-à-dire 
de co0i, co02. On voit que les formes de Pfaff G)0i, jouent un rôle 
distingué; il convient donc d'introduire pour elles une notation plus 
commode; nous poserons 

( 17 ) 0)P1 = (Oj. lO02 = 0) >. 

Nous savons que notre repère dépend de douze paramètres u, 
tly . . ., ti0. Donc, il y a quatre relations indépendantes entre les 
seize formes de Pfaff wrj; nous en connaissons déjà deux, à savoir (4) 
et (10). Les deux autres relations s'obtiennent en différentiant exté-
rieurement l'équation (10); cela donne, d'après les formules de 
structure (5), en tenant compte de l'équation (10) elle-même, 

[ (01 (0 | ] - | • | (02(.023] = (). 

En effet, les formes c,),, w, étant indépendantes, le lemme de 
M. Cartan (§ 70) dit que l'on peut trouver des fondions <7,, a3 

de nos douze paramètres telles que 

( ï ) i (o,:i == a| <0| -• a.2to./. (.)2n — a2o>, a-¿io, ; 

voilà les deux relations cherchées entre les D'après (5), cela 
donne 

11V ) en = eos — «. 

Le nombre des paramètres inessentiels étant égal à dix, il y a six 
relations indépendantes entre les ers \ ce sont les équations (4')? (io'), 
(11) et (i3'). Il importe de remarquer qu'il n'y a aucune autre rela-
tion entre les ers. 

Les relations ( i3) peuvent s'écrire 

1 dy-i i eicpo 
C013= - J <̂23 = - 3 1 

2 crto, 2 <7(0 2 
où nous avons posé 

cp2 = ai (o'f I >. a* o)t to2 -F- OJ jj . 

L'équation <p2 = o définit les asymptotiques. En effet, une direction 
asymptotique est caractérisée par la circonstance que non seulement 
A0 et d\0y mais aussi le point d2A0 est situé dans le plan tangent 
[AqAîAo J. Or, les équations (3) donnent, en tenant compte de (io), 

r/2 A 0 = ( . . . ) A 0 - f - ( . . . ) A ( . . . ) A 2 - r - ((O, ( 0 , 3 - ! - ( 0 2 t 0 2 n ) A 3 . 
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de manière que la condition cherchée soit bien 

©2 = COi CO j 3 0)2 W23 = O. 

77. Première particularisation du repère. — Nous allons recher-
cher comment varient les quantités a, , a>, a3 en variant les para-
mètres inessentiels. Dans ce but, nous partirons des équations 

qui s'obtiennent des (5), d'après (io). Les équations ( i4) sont 
valables pour deux symboles d, ô de difierentiation quelconques. En 
particulier, supposons, conformément à la convention faite plus haut, 
que le symbole à se rapporte à la variation des paramètres inessen-
licls seuls. L'équation (I4I) sera alors 

deol— 6(0] = (oj00— (0ii)6'oi— («oo— <o2«21 — c02w2i ; 

d'après (i i), c'est la première des équations 

les autres s'obtiennent par la même méthode en tenant compte aussi 

En diffèrentiant les équations ( i3) par rapport aux paramètres 
inessentièls, on obtient, d'après (I4')J 

Or, les quantités entre parenthèses ne dépendent point de du, dv, 
tandis que a>i, a)2 sont deux combinaisons linéaires indépendantes de 

de (i3'). 
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du, dv \ il en résulte que 

-f- ( « 0 0 2 « n H - ^ 3 3 ) ^ - 1 2 C i 2 = °3 

8a2 «21 -t- (̂ 00 1̂1 «22 -+" ew) <*% «12̂ 3 = 
Ô«3 '?. «2lrt2 -h («00 2 «22 H" «33)«3 = O. 

Les équations (i5) nous apprennent comment varient les aM a;, 
en variant les paramètres inessentiels. En effet, d'après la remarque 
que nous avons faite après avoir écrit la formule (i3'), les formes de 
Pfaff 

( * ) ¿12, «21, ¿00 2«i i-f-« 3 3 j «00— 2 « 0 2 « 3 3 

sont indépendantes (tandis que 

2 «00 «11 «22-r- «33 = ¿00 2 « n -h «33 -h «uo 2 «22-1- «33)' 

On peut donc donner aux t . . ., ¿,0 des accroissements infiniment 
petits tels qu'une quelconque des expressions (*) soit différente de 
zéro et que les autres s'évanouissent; or, cela signifie pour les a n 

a2, rt;t les transformations infinitésimales dont les symboles sont res-
pectivement 

ô 
2 a-> -— UCl\ 

à â_ 
1 da* 

â 
l a -i -— 

à 
2 « i -7— da,\ 

ô 
ôcu 

à 
a 2 4 -oa2 

à 
2 ^ 3 -— ôa3 

On reconnaît tout de suite que ces quatre transformations infinitési-
males engendrent le groupe de toutes les transformations linéaires 
qui conservent la forme ax az — a\ à un facteur numérique près. 
Or, excluons le cas d'une surface dèveloppable; alors, le discri-
minant a, a3 — a\ de la forme asymptotique cp2 sera différent de zéro, 
et l'on voit qu'on peut introduire entre nos paramètres les relations 
identiques 

(16) ai = o, a 2 = 1, a3 = o. 

C'est la première particularisation du repère; on pourrait l'obtenir 
plus brièvement par une considération géométrique, mais nous avons 
préféré procéder par une voie purement analytique pour faire res-
sortir clairement le caractère général de la méthode. 

Après avoir introduit les relations (i6), il ne reste que sept para-
FUB1NI ET CECII l."> 
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mètres inessentiels indépendants, soient 11, /_>, . . . , ¿7. Les rela-
tions (16) ont naturellement comme conséquence trois relations nou-
velles entre les wrs auxquelles correspondent trois relations entre 
les ers. Pour les obtenir, il faut différentier extérieurement les équa-
tions (i3) qui deviennent, en vertu de (16), 

(i;) ">13= 1023=10!. 

Cela donne, en effet, les relations extérieures 

2[L0IL0L2] -F- [T02, W-N-H C022 IO00 W33] = O, 

[lOi, ton -I- w 2 2 (Ooo W33] H- 2 [ t02 t02l ] = o . 

D'après le lemme de M. Cartan, il résulte l'existence de quatre quan-
tités 60) 63 telles que 

ÎtOi«, = bo tOj - h bi tO->, to., , = tOj -t- 63 tO-,, 

(0X1 -f- t022 — w 0 0 IO33 = 2 ( bi OJi -f- bn to, ). 

Ce sont les relations cherchées entre les co/<y auxquelles correspondent 
les relations 
( 1 8 ' ) « 1 2 = 0 , ¿21 = 0 ; 

(18") e 11 -f- e - 2 2 — « 0 0 — £ 3 3 = 0 

entre les ers. Nous savons qu'il n'y a pas d'autres relations. 

78. Deuxième particularisation du repère. — Les équations (14' u) 
s'écrivent, d'après (18 ), 

(19) = («00— «u)W|, oto2 = («00— c22)oj2. 

En formant les covariants bilinéaires des expressions co,2, o)2<, 
wm + w22 — to0Q — w33 et en procédant comme pour les (i4')» o n 

obtient, ayant égard à ( 1 7 ) , (18'), ( 1 8 " ) , 

Î8OJJ2 = («10 «32)W2-+- «22 ) W12 j 
OtO21 = (C 2 0 « 3 l ) W i H - ( « 2 2 « l l ) w 2 . , , 

I 8(0)!! -j- t022 tOoo W33) = (e l0 «32) W1 H- («20 «3l) w 2-

La dernière de ces équations devient, d'après (183) et (19), 

(2 0bi-\- 2<?00 «11 61-+- «32 «îo)^! 
-h ( 2 S60-}- 2 «00 «22^2H- «31 «2o)<>J2 = O, 
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d'où 
( •¿obi...» .2(e00— en)b l--e.ù2— el0 — o, ( ) \ 
( \>. Ob-, -R- 2 («00 C 2 2 ) 6 2 H - «31 «20 — 

Les expressions e e o— e, i ? r00 — — ''ai— <?20 étant encore 
linéairement indépendantes, on voit qu'en variant les sept paramètres 
inessentiels, les quantités b<2 se transforment selon le groupe 
engendré par les transformations infinitésimales de symboles 

<) j <) à . ô 
IbS hlôbl9 OIjV £ôbV 

c'est-à-dire chacune des quantités bb> subit indépendamment de 
l'autre une substitution linéaire entière complètement arbitraire. 

On peut donc introduire les deux relations 

(ai) b\ = b-> = o. 

C'est la deuxième particulariscition du repère. L'équation (183) 
devient 

(•>:>.) o)n -i- a)2î— oj00— W33 — 

En la différentiant extérieurement, on obtient, d'après (17), 

[oj10— 0)32, OJt] -+- f O)2o W;>1, 032] = O. 

Cela démontre l'existence de quantités c{, c2, c3 telles que 

('¿3) tO32 tO10 = CitOi -î- C2W2, 0)3! W20 = C20>i-r- C3(*>2. 

La particularisation (21) signifie deux relations nouvelles entre les 
paramètres ; il ne reste plus que cinq paramètres inessentiels, soient tx, 
12j . . ., £5. Les deux relations nouvelles entre les gÙ,s sont les équa-
tions (23) auxquelles correspondent les relations 
(2j') «32 = «10, ¿31 = 

entre les ers. 

79. Troisième particularisation du repère. — Les relations (18, 2 ) 
deviennent, en vertu de (21), 

( 2 4 ) co 12 = b0 03, , ( 0 2 1 = l».>. 

En les différentiant extérieurement, on obtient, d'après (19), (19') 
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et (23'), 
ô&„-h (¿ou — 2 0u H- e»*)b{) = o, 
ùbA -t- («oo-f- «J1— = O. 

Les deux formes de Pfaff eQ0—ieKK + e22, ôo + <?i \ — ae2a sont 
encore indépendantes; il en résulte que l'effet de la variation des 
paramètres inessentiels £2, . • •, ¿5 signifie pour 60, 63 une trans-
formation arbitraire du groupe engendré par 

. ô . 0 

On peut donc multiplier chacune des deux quantités b0, â Par u n 

facteur quelconque différent de zéro. En supposant b0bz^o, 
on peut donc effectuer la troisième particularisation du repère 
selon les équations 

(->.5) b0=b, = i. 

Quelle est la signification géométrique de la condition b^bz^o*! 
L'équation cp2 = o des asymptotiques est, d'après (16), 2ûj, co2 = o. 

Si l'on se déplace le long de l'asymptotique = o, on a, d'après 
(10) et (241), 

clA„ = 1000 Ao-F- C0I Aj, 
d\ 1 = W|0A0+ ton Ai-h ¿ftW, A,, 

d'où 
c/[A0A, ] = (to00--!- w,i) f A0 At | /»0w-)[AflA2 

Donc, l'équation b0 = o signifie que la droite [A0A,] reste fixe en 
position en se déplaçant sur une asymptotique GJ2 = o, c'est-à-dire 
que les asymptotiques co2 = o sont rectilignes. Pareillement, on voit 
que l'équation b3 = o signifie que les asymptotiques G>, = o sont rec-
tilignes. Donc, moyennant l'inégalité b0b3^ o, nous avons exclu 
les surfaces réglées. 

Après la particularisation (25), les équations (24) deviennent 

( 26 ) (Oj 2 = tOj , 1021 = t02. 

Leur différentiation extérieure donne, d'après (17), 

[^1, w00— 2 w,-i-h to22 ! -4- [ou, t032— tO | 0 I — O, 
[(*),, t03, (020 I -i- [ W2, tO00 -h tOn 2 tO22 ] = o. 

On voit donc, en se rappelant les équations (23), qu'il existe des 
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quantités c0, c4 telles que 

(O0(| -;•• (022 2(0U = Cô l ~r- «1̂ 2, 
(»7) 

( (Oflo " (0 1 j 2(022 = C4(x)2. 
Les équations (20) introduisant deux nouvelles relations entre les 
paramètres, il ne reste que trois paramètres inessentiels indépen-
dants; soient h- Les deux relations nouvelles entre les a)rj sont 
les (27), d'où résultent pour les ers les relations 

«00 «22 2 «H = O, 
«00 ¿11 2 «22 = O. 

D'après (4'), (.o'), (i i), (i3'), (.8'), 18") et (a3')f 

(*>8) ) 6(>{) " €°] = 602 = C°3 = Cn = = ¿13 = ¿21 = ¿22 = ¿23 = ¿33 = O, 
| e 3 2 = « J O , « 3 1 = « 2 0 , 

tandis que e10, e20, £30 sont encore trois formes de Pfaff indépen-
dantes en t,, ¿2, ¿3. Les équations (19) prennent la forme simple 

(29) Sto, = o, ooj2 = o. 

80. Une remarque relative aux repères semi-normaux. — Avant 
d'achever la normalisation, nous ferons une remarque qui nous sera 
utile plus tard. Le plus général repère A0, A1y A2, A3 dépend de 
quinze paramètres; ce sont, par exemple, quinze des coordonnées 
homogènes des points A, ( r = o, 1, 2, 3), la sixième étant déterminée 
par la relation (2); on peut encore prendre comme paramètres 
quinze fonctions indépendantes de ces quinze coordonnées. Or, écri-
vons le système de Pfaff 

/ (O0) ::= O, WQO = O, (Ou3— o, (012 = o, (0|3 — O. (02] -- O, (023 = O. 
( 3o) (O00 (0, ! = O, COflo (02 > = O, O)00 (033 -- O, 

[ (0,0 (O32 — o, ( 0 2 0 — ( 0 3 , = o 

contenant nos quinze paramètres. Les équations de structure (5) 
montrent que ce système est complètement intégrable. Il est donc 
équivalent à un système de la forme 

(3o') (hx -- o, . . d~l2 = o, 

t 1, . . ., r,2 étant douze fonctions indépendantes de nos quinze para-
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mètres. Nous pouvons donc déterminer trois nouvelles fonctions r,3, 
t,*, t,r de ces paramètres de manière que les quinze fonctions 

( ' • ) "Cl, ts, -Cis 

soient indépendantes. On peut donc prendre les quantités (*) comme 
nouveaux paramètres du repère A0, A,, A2, A3. Pour abréger, appe-
lons les quantités 

TI, T,, TL2 

les paramètres principaux du repère A0, A,, A2, A3 ; les r,3, t,4, 
r,5 soient les paramètres secondaires de ce repère. Cela étant, 
retournons aux repères trois fois particularisés que nous avons atta-
chés à la surface S. En se rappelant que les deux systèmes de Pfaff 
(30) et (3o') sont équivalents, on voit que les équations (28) peuvent 
s'écrire 

SXI = = . . . = ST12 = O. 

Donc, après les particularisations faites plus haut, les paramètres 
principaux du repère A0, A,, A2, A3 sont des fonctions bien déter-
minées des variables essentielles u, p. Pour abréger, appelons A(), 
A,, A3, A3 le repère semi-normal. Pour chaque valeur de (w, r), il 
j a oo3 tels repères; ils dépendent de trois paramètres arbitraires, qui 
sont les paramètres secondaires du repère. 

81. Les repères normaux. — Passons à la dernière particulari-
sation du repère. Des équations de structure, on déduit, ayant égard 
à ( ,o)> ( i2)> (*7)i ( 2 2 ) ' (a3)> ( a 6 ) i ( 2 7 ) e t ( 2 8 ) ; qu e 

— otooo ~~~ oto33 = C|oW| + c2nws> 
0(0 M — 0(0.,n = «10 

(31) < û(0J32 OJ10) -- '2(e.y0OJ| - h 0;;oOJ2), 
S ( coa, (02o ) = 2 ( <?:;c LOl -h e 10 W2 ). 

En diiférentiant extérieurement les équations (23) et (27), on obtient, 
d'après (29) et (3i), 

(Scj 2e20)(O1 -i- (ÔC2 2£no)(02 = O, 
(Sc2— 2e20)b)i -h ($c3— 2ei0) w2 = o, 
(8c0-h 4«io)wl-+- — 2«2O)0>2= 
(8c;, 2C10)tO1H- (§C4 4«?O)O>2= o, 
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d'où il résulte 
oc0 = — 4 ¿10, 8CI = 2 c 2 0 , S c 2 = 2 e 3 0 , 

Sc3=2£I0, = — 4e10# 

Donc, les changements encore permis des paramètres inessentiels 
transforment les quantités c0, C\, c2, c3, cA selon le groupe engendré 
par les transformations infinitésimales 

<)_ ù_ 
OCQ ,0c3' " dci dCi' Oc2* 

Les équations finies de ce groupe sont 
¿0 = C0 2 X[, c\ = c 1-4- X2, c2 = c2 -+- X3, 

c'y = C3 7 - X I, c\ = Cv 2 X2. 

On peut donc particulariser le repère selon les conditions 
( 3 2 ) d = c 2 = c 3 = o. 

Les équations (a3) deviennent simplement 

( 3 3 ) W31 = U)2U, w 3 2 = w 1 0 . 

Eu les difTérentiant extérieurement, on obtient 
[Wl(i)30 ] -+- [u)2<i>io] = o, 
[OILCOJIO] "+" [ T»>2 ^30 ] = O, 

de manière qu'il existe des quantités X, ¡x} v, p telles que 
f (O10 = Xcj!-H (JL(02, 

( 3 4 ) < W 2 0 = VOJi -f- po>2, 

(, to30 = poil H- Xo>2. 

Ce sont les trois relations nouvelles entre les corj auxquelles conduisent 
les conditions (36). Les relations correspondantes entre les ers sont 
( 3 4 ' ) ¿ 1 0 = ¿ 2 0 = ¿30 = O. 

En comparant avec (28), on voit que toutes les expressions ers sont 
égales à zéro. Il n'y a plus de paramètres inessentiels; pour chaque 
valeur de (a, P), le repère A0) A,, A2, A3 est bien déterminé; nous 
l'appellerons le repère normal (1 ). 

( l) En réalité, il faut remarquer que notre procédé de normalisation introduit 
certaines irrationnalités; à toute rigueur, nous pouvons seulement affirmer que, 
pour une valeur donnée de (et, c), il y a un nombre fini de repères normaux. Nous 
reviendrons à ce point à la fin du paragraphe 82. 
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Après la normalisation, toutes les formes de Pfaffw,^ sont des com-
binaisons linéaires des deux formes indépendantes co, = co(,,, gj2 = w0l>. 
En effet, les équations (10), (17), (22), (26), (27), (32), (33) 
et (34) donnent, en posant c0 = — 3a, cA = — 3b, le tableau suivant : 

où il faut tenir encore compte de la relation (4)- H est important de 
remarquer que les équations (I) suffisent à caractériser un repère 
normal; on voit en effet facilement que les équations (II) s'ob-
tiennent, au moyen du lemme de M. Cartan (§ 70), en différentiant 
extérieurement les relations (I) et en tenant compte des équations de 
structure (5). 

En calculant les dérivées extérieures des formes coh co2, on obtient 
les formules importantes 

(III) O)', = ¿>[tOL t02], (Jj'.j = «[(ÛiO).,]. 

Les deux formes de Pfaff normales W H U A et les quantités a, b, X, /JL, 

v, p sont les invariants fondamentaux de la surface S. Si on les 
connaît, on obtient à des homographies près la surface S et les 
repères normaux attachés à elle en intégrant le système de Pfafl 

oj03 = o, 
OJ13=(02, 1023 = 10!, 
to12=to1, t021 = (02) 
W31 = W32=.Wl0; 

(O10 = X(01 —f- fJLCOo, 
1020 = VIO! H- pcOo, 

tO30 = p tO 1 —!— X(02 , 

(IV) <• 

I 

j d A 2 = ( vio 1 -+- pto2 ) A 0 —f- (O2 A ! -h ^— - 10, h- — w, J A, h coi A 

f rfÀ3=(pOJ14- A 1 0 2 ) A o - h ( VO)! - h p t o 2 ) A i 
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sous la condition initiale 
2 3 3 

(V) f A0 Ai A2 A3] = i. 

Naturellement, les invariants fondamentaux ne peuvent pas être choi-
sis arbitrairement. Ils doivent satisfaire à la condition que le système 
de Pfaif (IV) soit complètement intégrable ; cela revient à différentier 
extérieurement les équations (I) et (II) ayant égard aux formules de 
structure (5). Nous avons déjà remarqué que les équations (I) ne 
donnent rien de nouveau; au contraire, les équations (II) conduisent 
aux conditions d1 intégrabilité; on obtient 

82. Comparaison avec les formules des Chapitres précédents. — 
Nous allons encore comparer les formules de M. Cartan que nous 
venons de déduire avec les formules de la théorie de M. Fubini. Sup-
posons à ce but que u, v soient des paramètres asyniptotiques. L'équa-
tion des asymptotiques étant 2C0|G)2 = o, on a des formules du type 

(35) to| = fidu1 too =fi dv. 

L'équation (IV,) donne alors 

D'autre part, rappelons les usuelles équations fondamentales [§17(1)], 

(VI) 
[ tOj </v ] -i- [ co2 dp j -h ( 2 a p — 3 b v ) [ to, to2 ] = o, 
[u)y dp ] -f- [ too dl ] -h f\ (a X — b p) [ toj to2] = o, 
[ to t dX ] H- [ to2 d\x J -h ( 3 aJJL — 2 b X ) [ tOi to2 ] = o. 

( Xuu = Vu Vu-1- P Xv-r-puX, 
\ x r r =± y x u H - p«<>xy 

et la formule [§ 17 (I2)] 

( X j X l n X v , X l U ) ) — — 
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Pour faire la comparaison, nous pouvons poser 

(38) A0 = x , 

de manière que les équations (36) donnent 

( A — 1 ^ A 

I Aj — ~jr Xu ~h* X , 
( 3 8 , ) h ' *> 

f A 2 = -jr xv H X. 
\ A ^ 

Or, les équations (IV2,3) donnent, d'après (35), 

• ^ ^ ( x A . + f A H - A . ) , ^ = / 2 ( î x A 0 - | A 1 + A 3 ) , 

^ f ( v A ° - f A i + A ° ) ' ^ ^ (p A° - A i + ! A - - ) • 

En remplaçant A0, A<, A2 par leurs valeurs (38) et (38'), on obtient 

( ( A u / ? 3a* 3 6 3 

( 3 9 ) i / I /Au IJP\ / 3 3a 3 

(̂ 9 ) ^ = ^ 2 ^ 

- - / , / , ! . - A, 

— ^ — ~ / 1 / 2 V H 1 l ^ - + - / i / 2 A 3 . 

L'équation (V) devient, d'après (38), (38') et (3gf), 

/•j >2 == 
•M J '2 

En comparant avec (*), on obtient 
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Les équations (3g) donnent, comparées avec (3<j), 
2 3 5 

(4o) ^ = Y. / , / , = 

Uo') 
J1 

3 as 36 3 au 
4 

3 62 3 a 3 b„ 
2 

Des équations ( * * ) et(4o3), on voit que ar> = cela signifie 
que les coordonnées A0 du point x(u, v) sont normales au sens du 
paragraphe 23. D'après ( * * ) , 

A /lM . fïu fi . ./se 
Uw = - 7 h -7 J = - 7 h 

/ l /2 /I /2 

de manière que les équations (4o') donnent 

( in « =— TY' b=~T7' 
JlJi JU 2 

Des équations (VI1)a), on tire, ayant égard à (35), 

( 4 0 
| av -h — ab — | p. — | = o, 

d'où l'on peut calculer ¡JL et v. En substituant les valeurs ainsi trouvées 
dans l'équation (39'), on obtient selon ( * * ) , aPrès quelques réduc-
tions, 

/ / \ ^ ^ f *2/i 
2 / l 2 J 2 
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D'après (4o) et (41), les équations (38), (38') et (4^) peuvent s'écrire 

A„ = xy 

2 du 

(43) ( J - 2 ât> 

f a /*•> A «i — t 1 àlog^ I cHosfr« 

1 A^JogPï _ 1 ĉ IogP'T r 
2 \ ¿M JP» ' ¿ 2 iM / 

En se rappelant que les coordonnées x sont normales, on voit : 
Les .droites [A0 A3 ], [A, Aa ] sont les deux directrices de Wilczynski 
(voir § 33); le point A3 est situe sur la quadrique de Lie [voir 
§ 2 0 ( . i , ) ] . 

Il est important de remarquer qu'on obtient des équations (35) 
et (4o) pour Vêlement linéaireprojectif 

. P du3 -h y dvz _ to^ -i- toi) 
2 du du 20^100 

Nous avons déjà remarqué que le repère normal n'est pas déterminé sans 
ambiguïté. Les sommets A0, A1? A2, A3 sont géométriquement déterminés, 
d'après ce que nous venons de voir; il s'ensuit que si A0, Al5 A2, A3 est un 
repère normal, tout autre repère normal a la forme 

a0A0, A1, a2 A2, a3A3 («o *3 = 0, 
ou bien-

a4A0, a5 A2, a6A2j a7A3 (a4a5a6a7 =—1). 

On détermine les facteurs af en remarquant que pour chaque repère normal, 
on a des formules du type (I); cela donne sans difficulté que tous les repères 
normaux sont 

(45,) 'Oí A0, r,it Al, -ni£2A2, TI1A3 ( Ïj |=g3= , )> 

et 

(/,52) rj.Ao, T | 2£2A2 , R,2E A , , T4oA3 ( — £ 3 —I1)' 

Le nombre de tous les repères normaux est donc Pour les repères (45j). 
les expressions analogues à 

( í t i ) Wi, œ2 , « , 6, A, ja, V, P 
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sont 

(Í61) e2o)i, ta, e2 b, e2X, {jl, v, sp; 

pour les repères (4^2), elles sont 

(I62) £2a>!, £-6, ca, sp, v, jx, e2X. 

On voit que les expressions 

ti) ̂  - I . O) ® 
-i-T^-2-» v, (fi-v)», aX-hbp, (aX-bp)* 
2 COi C02 

sont déterminées sans ambiguïté par la surface S. 

83. Déformation projective. — Considérons deux surfaces non 
réglées S, S' en relation de déformation projective. Attachons à la 
surface S un repère normal A0, At, A2, A3 et gardons pour elle les 
notations précédentes. Soient B0, B|, Ba, B3 un repère normal attaché 
à la surface S et désignons par 

£>,, Qs> a\ b', X', jx', v', p', 

les expressions relatives à S' et analogues à 

o)i, o)2t a, b, X, {JL, v, 0. 

La condition nécessaire et suffisante pour l'applicabilité projec-
tive de S, S' est l'égalité des éléments linéaires projectifs; donc, 
d'après (44)» 

+ __ <«>?-+- toij 
2ÛiQ2 2Wj b)¡ 

Or, on déduit tout de suite, d'après les (46), qu'en choisissant con-
venablement le repère normal B0? B,, B2, B3, la condition devient 
plus simplement 

iîj = (*>!, 2 = <*>2. 

11 s'ensuit, d'après (III) et les équations analogues relatives à S', que 
ci = a, V = b. Pareillement, les équations (VI(, 2) donnent encore 
y. '= v' = v. Posons enfin 

(47) X' = X -4- II, p ' = û - h P 

(les lettres u, v ne signifient donc pas ici les coordonnées curvi-
lignes). 
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Supposons que la surface S soit donnée et cherchons à déterminer 
la surface S'. Les équations (VI) sont donc vérifiées et Pon doit seu-
lement écrire qu'elles restent vérifiées en y remplaçant les quantités X, 
p par )/, p'. Cela donne, d'après (47)1 

(1^) l w2 dv] H- 2at>[toj to2] = o, [wxdu ] — 2 ¿w[0>i to2] = o, 
( i 8' ) [ o)., dv ] -h [ io2 du]-— 4 ( au — bv)[ to., to2 ] = 0 . 

Or, les équations (48) permettent de poser 

dv — 2 av to ! = w, o)2, — 2 bu o>2 = vv2 to,. 

En substituant ces valeurs dans l'équation (48'), on obtient 
— w.» = 4(6P — a«), 

d'où 

= w \ bvy W* = «'+ j au. 

Donc, il faut déterminer trois quantités u, v, <v telles que 

du — (w -h ibiiM.y, (49) 
( dp = ?,ai>(Oi H- (w -f- 4 

Remarquons que l'hypothèse u — v= o conduit au cas banal que S' 
soit simplement liomographique à S; en effet, tous les coefficients 
du système de Pfaff(IV) seraient alors égaux pour les deux surfaces. 
En difïerentiant extérieurement les équations (49), on obtient, ayant 
égard aux équations (III) et (VI,,2)j 

[ to,, dw — (3 bw 2.1 — 2 tu. u) to2 ] 
f (o>, dw — (3 aw -;- 2.1 — 2 v. v ) w1 ] 

d'où 
: O. 

(49') dw = (3 aw 2.1 — 2v . v) iox h- (3 bw -!- 2.1 — 2 fx. w ) <o2. 

Donc, pour déterminer les surfaces non réglées projectivement 
déformables, on a à intégrer le système Pfaff : 

= O , t 0 1 3 = tOo, W 2 3 = Î 0 U t O r , - - tO, , O)2i = OJ2. 

W31 = W 3 2 = W I 0 , 

t o n (Ooo = 2atOl-i- b t 0 2 , tOoo W 0 0 = « tO! -r - 2 ¿>0)2, 

(JO) / «33—to0o = 3 atoi -h 3 ¿)o>2, 
J t O 1 0 = X t O i - h JJLtOo j 0 ) 2 0 = V O Ï i - l - pO>2, t O 3 0

: = p tO 1 —f- Xo> 2 , 

f du = (w -f- 4«ti)tOi-h 2611(0«, dv = xav^x -h (w -f- i\bv)u>«. 

v dw = ( 3 a w 4 - 2 . 1 — 2 v . V)OJV -4- ( 3 ¿ w -1- 2 . 1 — 2 jx. U) to2, 
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composé des équations (49)r (49 )et (I)? (H)- Dans les équations (5o), 
les wr>9(o()ot= w,, a)oa = &j2) ont la même signification qu'au para-

N graphe 75 ; ce sont donc des formes de PfafF contenant quinze variables 
t\, ¿2> • ¿15- Outre ces variables, le système (6) contient neuf autres 
variables : 

a, \ vi ?> 
Nous cherchons les solutions à deux dimensions du système (5o), 
laissant indépendantes les formes de Pfaffgo,, o)2; en outre, les solu-
tions avec u — v — o ne nous intéressent pas. Chaque solution du 
système (5o) donne tous les coefficients du système (IV); en l'inté-
grant, on obtient la surface S; analogiquement s'obtient sa déformée 
projective S' en tenant compte de (47)-

Or, en différentiant extérieurement les équations (5o)? on obtient 

[voir (VI)] 

|[ca,, da -F- ^ i — ab — (JL. — to2 j = o, 

£u)2, db -i- ^i — ab— j ¡x — j v^ co2J = o, 

(5o') ( [coi^vj-f- [to2 dp ] 4- ('¿ap—3 ¿>v) [c^coo] = o, 

[w, dp]-h [o)2i/X] + /j(aÀ — bp )[w1to2] = o, 

[co! d\] H- [ d\k] -f- (3ajj. — 'ib\) [o>1to2] = o, 

ï / . [ w 2 ^ / j J t ] - I - P [ 0 ) ! rfv ] V ) [ tOj 0)o ] = o . 

Ces équations ont la forme (9) du paragraphe 74; on doit seulement 
remplacer IÎ2 par OJ,, CO2 et les zs par da, db, dl, d\jt, C/V, rfp. Le 
déterminant D [§ 74 (11)] est 

D = TOJ TOH ( V W!; — U (O J ). 

Pour les solutions qui nous intéressent, D n'est pas identiquement 
égal à zéro. Donc, le système (5o) est en involution par rapport 
à co,, o)2, et nous avons l'important résultat : Les surfaces non 
réglées projectivement déformables dépendent de six fonctions 
arbitraires d'un argument. Les caractéristiques (voir la fin du 
paragraphe 74) du système de PfafT (5o) sont données par 

(0? 0)3 ( V co^ — u to? ) = o. 

On a donc deux familles doubles de caractéristiques, composées 
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d'asymptotiques co( = o, w.2 = o de la surface S; en outre, on a deux 
familles simples de caractéristiques, définies par l'équation quadra-
tique 

Il y manque le produit w1w2, d'où l'on conclut que les courbes ( • ) 
forment sur S un réseau conjugué; c'est d'ailleurs le réseau R appar-
tenant à la déformation ; on le vérifie facilement en se rappelant la 
signification de uy v exprimée par (47) et en tenant compte des équa-
tions (4o )> où les quantités a, 6, f\,f> ont les mêmes valeurs pour 
les deux surfaces S et S' de manière que (*) devienne, d'après (35), 

où maintenant les u\ v signifient les coordonnées curvilignes. 

84. Correspondances asymptotiques de seconde espèce. — Les 
coefficients (3, y de l 'é lément linéaire projectif 

¡3 du*-h y dv* 
2 du dv 

d'une surface non réglée S ne peuvent pas être choisis arbitrai-
rement; on le voit tout de suite en remarquant qu'une surface dépend 
d'une seule fonction arbitraire d'un argument, de manière qu'on ne 
puisse pas prescrire les deux fonctions (3(w, y(Ujv). Or, cette 
simple remarque rend vraisemblable que l'on peut prescrire arbitrai-
rement une relation 

( • ) / ( P , ï ) = o 

entre (3 et y. Nous allons vérifier et préciser ce résultat. Dans ce but, 
nous ferons usage pour les surfaces cherchées S des repères semi-
normaux définis aux paragraphes 79 et 80. Nous avons vu [§ 82, 
(44)] que dans le cas particulier du repère normal, l'élément linéaire 
projectif est égal à 

toj -h toij 

2(01to>2 

et l'on voit immédiatement des équations (29) que ce résultat reste 
valable pour chaque repère semi-normal. Gela étant, pour déter-
miner toutes les surfaces dont l'élément linéaire projectif satisfait à 
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la condition ( • ) , nous procéderons de la manière suivante : on peul 
mettre la relation ( • ) sous la forme paramétrique 

f\ et f2 étant deux fonctions connues d'une variable auxiliaire t. On 
a, d'ailleurs, fA ( i) yé o, f2 (t) o, car nous avons exclu le cas des 
surfaces réglées; les expressions w,, co* relatives à un repère semi-
normal doivent alors satisfaire aux conditions 

En outre, on voit aisément du paragraphe 79 qu'un repère semi-
normal est caractérisé par les équations 

Il faut seulement intégrer le système de Pfaff composé des équations 
(5i) et (5T). Les expressions u>rs = G)oI=GJ2) con-
tiennent les quinze paramètres du repère A0, Au A2, A3 ; or, selon 
le paragraphe 79, les premiers membres des équations (5i'), ainsi 
que les expressions 

ne dépendent que des douze paramètres principaux t , , r2, . . ., zr2. 
Nous pouvons complètement négliger les paramètres secondaires r,3, 
r u , T| 5 qui restent entièrement arbitraires. Outre r,, r2, . . ., r,2, les 
équations (5i) et (5i') contiennent donc seulement trois variables 
ultérieures, à savoir, u, r, t. Il s'agit de ces solutions à deux dimen-
sions du système de Pfaff (5i), (5i') qui laissent indépendantes les 
variables u, v ou, ce qui est la même chose, qui laissent linéairement 
indépendantes les deux formes de Pfaff co,, co2. En différentiant exté-
rieurement les équations (5i) et (5i'), on obtient 

(50 w
 1 = f\ (*) du, to2 = y 2 ( i ) dv. 

0 ) n = 0)., , 1 0 2 3 = 0 ) ! , 0 ) 1 2 = 0 ) j , 0 ) 2 l = 10-
w00 l w22 0)33 — O. 

O)00 Wjl, WQO 2̂2-, W10 1032, 0)oq W3), 

[u>oo— 2Wn + W22, Wi] -1- [o)32— io10, 0)2] = O, 
[1O30 0)j Q, 0)!] -L- [0)31 0)2o, W2] = O. 

FUBIM ET C1SCII 1G 
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Ces équations ont la forme (9) du paragraphe 74, les expressions , 
il2 ; ~s étànt à remplacer par w,, co2 ; wo0 — c*>M , w00 — co ,̂ q, t — 0)3.2) 
(o20 — w3l, dt. Le déterminant D [§ 74, (11)] est donc égal à 

(.), O), j^/i ( 2 W? — 10 !] ) -4- & ( 2 W» — 10? )J . 

Il n'est pas identiquement égal à zéro, car cela exigerait J\ = f \ = o, 
ce qui est impossible, les deux équations ( * * ) étant équivalentes à 
la seule relation ( • ) . Donc, notre système de PfafFest en involution, 
et nous voyons que les surfaces, dont Vêlement linéaire projectif 
satisfait ci une relation de la forme (1) dépendent de cinq fonc-
tions arbitraires d'un argument. Par exemple, si (*) a la forme 
(3 = y, on obtient les surfaces F (isothermo-asymptotiques) de 
M. Fubini. Le cas exclu (3 ~ o ou y = o des surfaces réglées forme 
une véritable exceptionr car les surfaces réglées ne dépendent évi-
demment que de trois fonctions arbitraires d'un argument. 

Par ce qui précède, nous avons aussi déterminé la généralité des 
correspondances asymptotiques de seconde espèce (voir § 67). En 
effet, si l'on a donné une surface S0, dont l'élément linéaire projectif 
soit ((30 du3 -h y0 dv*) : 2 du dv, et que l'on cherche les surfaces S en 
correspondance asymptotique de seconde espèce avec S0 satisfaisant 
à une relation donnée 

?0, s) = o 

entre les deux invariants r, s, il faut seulement rappeler la définition 
r = (3:(30, s = y:yQ des invariants .r, s pour voir que la relation 
donnée peut se mettre sous la forme (*). 

Presque tout le contenu de ce Chapitre est dù à M. Gartan [4]. Le théorème 
du paragraphe 84 a été donné par Cech [30] (cf. déjà [26]). 
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