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CHAPITRE XIV.

ULTERIECRES APPLICATIONS DES METHODES DE M. CARTAN.

83. Les repéres normaux attachés 4 une congruence W. — Soit
donnée une congruencec W dont les deux surfaces focales Sy ¢t S,
soient distinctes et non développables. Nous allons attacher i la con-
gruence un repére normal Ay, A, Ay, A;. On pourrait procéder
d’une maniére analytique tout analogue a celle cmployée an Cha-
pitre XIII, mais nous allons simplifier le calcul moyennant quelques
considérations géométriques. Nous choisirons le repére mobile A,,
Ay, A, A, de la maniére suivante : Le point Ay(A,) décrira la sur-
face focale Sy (S,) de maniére que la droite [A,A,] soit la généra-
trice de la congruence donnée et donc une tangente commune aux
deux surfaces S, et S, ; les deux autres sommets A,, Ay seront choisis
de maniére que la droite [AyA,] (la droite [A, A,]) soit la tangente
aS, (aS,)conjuguée ala tangente [A,A,]. En désignant par «, ¢
les paramétres essentiels (coordonnées curvilignes) on voit que, pour
une valeur donnée de (u, ¢), la position géométrique des points A,,
A,, est fixe, tandis que le point A,(A,) pcut encore varier sur la
droite [A,A;] (sur la droite [A, A;]). Quant aux facteurs des coor-
donnécs homogeénes des points Ay, A,, A,, A;, nous poserons, outre
la condition usuelle

(I) [.‘\04\|A2J\3]=l,

encore la suivante : Le plan tangent a S, en A, est, d’aprés ce qui a
été demandé plus haut, le plan [A A A,]; et nous poserons la con-
dition que le facteur des coordonnées de [A A A,] corresponde a
celui de A, selon la convention habituelle de la théorie projective
des surfaces (§ 14).

On voit qu'un repére ainsi déterminé dépend, outre des paramétres
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essentiels u, v, de quatre paramétres inessenticls que nous fixerons
comme fonctions de «, v. Mais auparavant, il faut exprimer analyti-
quement les conditions posées plus haut.

Dans les équations (3) du paragraphe 75, on a évidemment, outre
la condition usuelle

(2) Wy~ W1y Waa + W33 = O,
les relations
(3) W3 = 0, W9 =0;

clles expriment en effet queles plans tangents 2 Sy en Ageta S, en A,
sonl respectivement [A,A;A.] et [A;A A;]. Des relations (3) on
déduit par différentiation extérieure, selon les formules de structure

[§ 75 (3)],
(4)

{ [worwiz] +[woawag] =0,

[wigwye] -+ [wi3wse] = 0.

Le point Ay décrivant une surface, I'équation

(5) dAg= Wy A =y A -0 A,

montre (voir § 76) que les expressions we, g2 sont dcux combinai-

sons linéaires indépendantes des différentielles du, dv des deux para-
métres essentiels. L’équation (4,) montre alors que

®)3 = Ay wo) = Ay0ga, M3 = A3gy i~ A3y,
Or I'équation différenticlle des asymptotiques de la surface S, est
{voir la fin du paragraphe 76)
g1 Wy3 - Wyo Wag = A WF | + 23 W2+ hawd, = 0,
Il en résulte que ;= o, en se rappelant que les tangentes [AoA, ]
et [A,A,] alasurface S, sont conjuguées [en effet ces deux tangentes
correspondent respectivement a w;=0 et 4 wy =0 comme on le

voit de (5)]. Au contraire, A,1,5£ o, car la surface S, est par hypo-
thése non développable. Donc nous avons les relations

(6) W3 = Aq o1, 3= Ao Wy

avec M A2 0. La considération de Pautre surface focale .conduit
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d’une maniére analogue aux équations
(7) gy = |4y Wy, W32 = (a3,

ol p, 3% o. En outre, on voit que les asymptoliques de S, sont
données par p,w?  + paw?, =o, ce qui peut s'écrire, d’aprés (6)
et (7),

Wiy 4 2 Aiwd, = o0;

or I'équation différentielle des asymptotiques a S, était
w3 - hawis=o0.

Ces deux équations doivent coincider, car les asymptotiques se cor-
respondent sur les deux surfaces focales d’une congruence W cela
donne la relation

(8) Mot la=1.

Il reste 4 exprimer la condition relative aux facteurs de coordonnées.
A ce but, il convient de considérer, outre le repére Ay, A, A,, As,
le repére adjoint «,, o, &3, @3 défini au paragraphe 75. D'apres (3)
et§75 (3), (9),ona

dNp=2 "o Np - woy Ay - s Ay,

) AN = g Ag-i- 0y A= w3 Ay,
{9
day = — w5 2) — Wy %y — Ly Ay,
dzy = — Oy %y — Wyy &y — Wy Ay,

Il en résulte, en désignant par d, ¢ deux différents symboles de diffé-
ventiation,

(Ao dNy 8A, ] = [woq e ]ay,

[ agday 02y | == —[wizwaz] Ay,
(10)

[‘ |(1\1 oA | = [wyowy3]as,

[ % ] =—[woaw3z2]Ay;

en écrivant ces équations, nous avons fait usage des relations § 6 (6)
et (10). Ces relations donnent en particulier [ AgAA;] = «;. Donc
la condition faite relativement aux factcurs signifie, en considérant le
cas d’asymptotiques réelles,

[001Wo2] + [Wy3we3] = 0}
d’aprés (6), cela donne
(11) AAhe=—1.
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I1 est important de remarquer que les équations (8) et (11) donnent
P4 pa=—1 ou bien, selon (7),

[wygw3] 4+ [ woswya] = 0.

D’aprés (10), nous voyons que non seulement les facteurs de A,
et oy (relativement a S;), mais aussi ceux de A, et a, (relativement
a S,) satisfont a la condition habituelle.

Nous avons déja remarqué que w,, et wy, sont deux combinaisons
linéaires indépendantes de du, dv; d’aprés (6¢) on peut dire de méme
des deux expressions wyy et w3 (car ;3£ 0); pour mettre en évi-
dence ce fait, nous écrirons

(12)- W = W)y, W3 = V.
Les équations (6) et (7 ) peuventalors s’écrire, en vertude (8)ct (11),
(13)  wo3 =— hwy, Wa3 = AW, Wyp = — MWy, Wy = pws (X Fo).

En les différentiant extérieurement, on obtient des équations de
structure, en se rappelant les relations (3),

[Wa, dh — A( wop—2011-+ wyy) | —] W wy] =0,
(14) [wi, d) 4= %( wgo— 20301~ waa)]—[(-;EU)E,] =: 0,
[0, da =~ (2we0— 11— wa)] —[wawge]:- 0,
[0y, du -+ p( Wy == Wye—2053) ] — [0 w30] = 0.

Comme au paragraphe 706, soit 6 un symbole de différentiation
relative seulement aux pafamétres inessentiels, et désignons par e,
ce qui devient w,s en y remplacant d par . Comme il y a quatre
parameétres inessentiels, quatre des expressions e,s seront indépen-
dantes. Les expressions (12) ne contenant que du, d¢, on a

(15) €go= €13 = 0.
Les équations (2), (3) et (13) donnent

€oo~ - €11+ €24 €33 =0,
(16) €03 = €42 =0,

€o1 == €93 =—= €19 = €32 = 0.

Enfin les équations (14) deviennent, en y donnant a 9 la signification
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restreinte définie plus haut,

(6)\ — . €go— 2€ 1+ 63:})(1)2—’621")I =0,

(8% - k. eqo— €3+ €33)0— €21, =0,
(811 - uw.u2€0— €y— e“)w,—emm._,: o,
(B;J. k. €= €an— -).e;,;,)o)g— e30m; = 0,

En se rappelant que w,, w; sont deux expressions linéairement indé-
pendantes en du, dv, on obtient

(17) €, = €30=0,
Oh — A( eqo— ey 4 eas) =0,
X - h( eqp— €2+ ey;) =0,
(18) N :
O -~ (2€00— e — €y2) =0,
~
O - (e 4 exn—uzeyy) =o.

Les équations (18) exigent

(19) €oo— €1 — Cn—H €33 =0,

car M £ o. Les équations (15), (16), (17) et (19) expriment toutes
les relations entre les e, car autrement il y aurait moins de quatre
expressions e, linéairement indépendantes. Donc en particulier les
formes de Pfaffeqo — 2€,1 - €22, 2 €40 — €11 — €33 sontindépendantes,
de maniére que (voir § 77) les équations (18) expriment qu’en fai-
sant varier les paramétres inessentiels, les quantités A, p varient selon
le groupe engendré par

<

L R

dp.

On peut donc multiplier chacune des quantités ), u par un facteur
arbitraire. Donc on peut (parce que Ap 3£ o) particulariser le repére
selon les conditions

(20) r=1, B=1I.

Les équations (20) diminuent le nombre des paramétres inessentiels
de deux unités. Cela a pour effet deux nouvelles relations entre les e,,.
Ce sont, d’aprés (18) et (20),

€po— 2€1 + €22 =0, 2€00— €11 €30= 0,
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En se rappelant les relations précédentes, on voit que toutes les e,
sont égales a zéro, a I'exception de ey, et e3,; ces deux derniéres
expressions sont d’ailleurs linéaircment indépendanies, car on a
encore deux paramétres inessentiels. Aprés avoir introduit les rela-
tions (20), les équations (13) prennent la forme

(21) Wop = — 02, Way = 0y, W)= — W, 32 = W,
et les équations (14) deviennent

[wiws ]+ [w2, woo— 203+ w33] = o,
(22) (w1, Woo— 2092+ 3] — [Wawy; ] = 0,

[01, 2We0— W11 — Wea ] —[wewz0] =0,

[wyw30] — [ way W1+ wWea— 2w33] = 0.

D’aprés le lemme de M. Cartan, les équations (22) fournissent plu-
sieurs relations entre les w,s; & présent, nous n’en écrirons qu’une
seule :

(23) Wy — W2 = A1 W] + A Wa.
On en déduit, par différentiation extérieure,

(w1, day+ a; (weo— was) 4 w3 ]
+ [wa, daz+ @s(wy— wy3) + w3, ] =0,

d’ou

(3a)+ €39)wy+ (3a>+ ey )w, = o,
ou bien
(24) 0@ = — €, Sa, = ey.

Les expressions ey, €5, étant encore indépendantes, on voit qu’on
peut varier le repére dc maniére a rendre

a; = @y = 0.
On aura alors ey = €3, = 0, toutes les e, seront égales a zéro, il ne

resle aucun paramétre incssenticl. La normalisation du repére cst
achevée. L’équation (23) devient

(25) W) — Wy = 0.
D’aprés (22) et (25), il existe des quantités a, b, o, {3 telles que

Woo— Wy = (@ + ayw, + bw,,
Wi — w33 = aw; -~ (b — 3)w.,

(26) wy) = — Bw; - aw,, wyy=—200,—2aw,.
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En différentiant extérieurement ’équation (25), on obtient encore

.

[wywae] + [Wrwg ] =0,
ce qui permet de poser

(»7) Wy = AW+ (@ 1) w,, g = (£ + 1)+ Vw,.

Les équations (2), (3), (12), (21), (25), (26) et (27) expriment
toules les w,s; en combinaison linéaire de w,, ‘w,, les coefficients
dépendant de a, b, o, B, A, u, v. Les formes de Pfaff w, et v, et les
quantités a, b, a, B, &, ., v sont les invariants fondamentaux de la
congruence W. Si on les connait, la congruence s’obtient en inté-
grant le systéme de Pfaff :

fa-=3a Gb—3

7 Wy -+ 7 (-)2> Ag— w2 A -1 0w Ay,

dAo = <

P 3
dA | =— A y— (71 wy +- '1 w:) Aj -2 Ay,

(289 d\, = (Zm, T U)g)Ao"i— (— Boyy 4 2w,) A\,
2!

2o B oA,
—<4w1—4 A wg> As-+ oy Ay,

d\z=—2(bw+ awy) Ay -+ (;1 41w, vm.,) A

,j(z-r%or.( 46 —33 \
— 1Dy Wy )"\,
4 1 /‘ 2 2

Rappelons que la congruence cst engendrée par la droite [A A, ], les
points A, et A, étant les deux foyers.

86. Congruences W réalisant la. déformation projective des deux
nappes focales. — Comme application, nous déterminerons les con-
gruences telles que la correspondance ponctuelle entre les deux sur-
faces focales déterminée par la congruence soit une déformation pro-
jective. La déformation projective étant une correspondance asymp-
totique, une telle congruence est W de maniére que nous pouvons
appliquer les formules qui viennent d’étre déduites. Nous nous bor-
nerons ici d’ailleurs au cas ou les deux nappes focales ne sont pas
réglées. En gardant les notations précédentes ct en se rappelant que
les facteurs du point A, décrivant la surface S, et du plan tangent o,
a S, sont associés selon la régle habituelle, on voit (voir § 22) que
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'élément linéaire projectif de S, est égal a

1 S(dAy d2ay—daz d2 A,)
2 S dAg dag ‘

Pareillement, I’élément linéaire projectif de S, est

1 S(dA, d?ay— da, d2A,)

2 S dA, dx,

Pour faire le calcul, on doit faire usage des équations (3), (7) et (9)
du paragraphe 75; les valeurs actuelles des formes de Pfaff w, étant
données par (28). Le résultat est

2 — 8 (0, -+ 0,y)? o+ 3 (w1— wy)?
(29) r—B (ke (o 2)
N 8 W, — W, ) W)+ W,

pour la surface S, et

(29') (a— . a—+ b) {wy+ ”’Z)i - (a + B i a—b) (03— wy)?

8 ), W) — W, 8 2 W) —+ e

pour la surface S,. Dans le cas actuel, les deux éléments linéaires
projectifs doivent coincider, ce qui donne

(30) a=0b=o.

D’apreés (3), (21), (25) et (26), nous avons donc a intégrer le sys-
téeme de Pfaff :

Wo3z = 0, Wy =0, gz == Wy, W3e = L03) Wyo =—1wy,

(31) ‘ Woq = —— Uy, W1q— Wag = 0, Wyo— W1y — Wag~+ W33 = o) + Pw.,

Wy =— B+ aw,, 0gp — W3 = )y — Beo, W30 = 0.

En différentiant ces équations selon les formules de structure on
obtient [il faut se rappeler les équations (12)]

N g [w1090] + [waw;y ] =0,
(32) t [wiwai]—*‘[ws.@)zo]zo?
[wyda]—[wedB] =0,

(33) [w1, df— 03y ] — [, da + way ] =0,

(w1, da + 2wep] + [wy, dB —2w31 ] — 4[wimwy] =o0.
Les équations (32) conduisent & poser

(34) a0 = Aoy (1 + 1w, wyy = (14 + 1)y~ dwa.
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Ensuite, les équations (33) deviennent
(35) [(.)|—m2, da - ‘3] =o, [w.l-l— Wy, dz—i'i] = o,

(36) [wyda]+[wad3]+ fu[o;ma] == 0.

D’aprés (12) et (31), les formules de structure donnent w) =}, =o;
donc on a, d’aprés (35),

[((a--3)(oy—wy)]) =0,

[(a—3) (wy-+wy)]) = o.
Les expressions

(2= B) (w-—wy), (22— 3)(wy+ ;)

sont donc des différentielles exactes. Elles sont d’aillenrs indépen-
dantes d’aprés la valeur (29) de I’élément linéaire projectif, car nous
avons exclu le cas de surfaces focales réglées. Donc, en choisissant
convenablement les coordonnées curvilignes u, ¢, on peut poser

(37) (o +B)(wg—we) = 4 du, (x—B) (0 4-v,y) = 4 dv.
D’aprés (35) et (37), on a
(38) a -3=4yU, a—pR=4yV,

U(V) ne dépendant que de la variable u(¢). L’équation (36) devient,
en vertu de (37) et (38),

(39) wp=U—V,
En différentiant extérieurement les équations (34 ), on obtient

[+ 2d(h 4+ @)+ (2~ 3) p(w;— w.)] =o,

[or— oy 2d(h —p) — (2 — 3) p(v1--vy) ] = o,

ou bien, selon (37),
[de, d(* +p)+2pdu) =o,
[du, d(A —p)—2pdv]=o.

Cela donne, d’apreés (39),

(40) di = (— %U”— U+ \"\) du + <— i—V”_ Ve U’> ile.
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L’expression V/'du + U'dp cst donc une différentielle exacte, d’ou

U”= V" = const.
ou bien

(41) U=au>+20,u-+c, V=av+ 2b,0 + ¢,

a, by, by, ci, ¢, étant des constantes arbitraires. L'équation (40)
donne, d’aprés (41),

(42) h=—a(u—e)+a(u--0)+2(0—0y)(u—v¢) i-co,

¢, étant une nouvelle constante arbitraire. L’équation (3g) devient,
en vertu de (41),

(43) B =a(it—y¢)-+ by— b,

En substituant les valeurs de w,, w,, a, P tirées de (37) et (38)
dans les équations (28), en tenant compte de (30) et en remarquant
que v =>X d’aprés (27) et (34), on obtient lc syst¢éme d’équations

()An . 1 V
Ju —<I—'__\/U> Ao+ \/—(\1__,\ )

4)1\| _ 1 \Y I ,

P ——;\/U“‘"‘ Sy e e

0N, A—p—1 1 /V 1
_— —_— A —2A | — - =N\, ——A y
Ju 2yU o 2 1).\/0 ToaU ’

JA A—p—1 I l\/V)
_— = —_ ==\ —_1l i - — JA M
Ju 2 /U A 2 /U Vet < Vo)t

JA
dv" < \/ )\(, : __(,\,_\,

()A| _ T U
—()_0‘__; —V-A|—- ——7__;(.’\0—-':\3),

A
JdA, Ao =1 U I

S = —— Ay —_ = 5 i\ '-——__A,
Jv » \\r Ag-=2 Ay 2 Vv A, ” \,/V 3

‘)‘\:: P TS| ‘ o U’ ’
e T, VY A VV Ast <_' i ;\/V > A,

dont l'intégration donne les congruences cherchécs. Les valeurs des
quantités U, V, &, i qui y apparaissent sont déterminées par (41),
(42) et (43). En éliminant A, A,, A; ou bien A,, Ay, Aj, on obtient

(44)
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les équations déterminant les surfaces focales

2A, U IA, VoA, (r—p—2 U 1V 1),
Jur =~ U du "V U o ( A TTU 40 T y)0
Ay T dA, A VY B e T . v 1 E L1

dor \/T ouw °V T( Y Fry vy
PA__ UoAy /V IN, [ h—p—o LI AN
Juz U du C o 10 TRU T )0
PA, gﬁ_‘,\; IN, | [hA-p 42 _lg_kg A
PrE V Jdu N o0 4V Y 2/

_ On en conclut sans difficulté que la déformation projective réalisée
par la congruence se réduit & une simple homographic seulement
dans le cas U'= V'=o0, ou bien

U:sc.,, V =c,, » = co, ®=o.

87. Déformation projective des réseaux plans. — Dans un plan,
un repére se compose seulement de trois points A,, A,, A, satisfai-
sant a la condition

(45) [Acd As]=1.

Le plus général repére dépend donc de huit paramétres. On a des
équations de la forme

ANy = e Ap-i- 0o Ay -i- g Ay,
(46) VAN = o Ny 0 Ao 0 Ay,
d.l\._. = My ,\u+ )y Al —+ wggi\-_n_.

w,s étant des formes de Pfaff entre lesquelles 'équation (45) fournit
la relation

(47) Wg =i -+ Wag = 0.

Si le repére n’est pas particularisé, c’est la seule relation entre
les .. En différentiant extérieurement les équations (46), on obtient
(voir § 75) les formules de structure du groupe projectif dans le
plan

(48) wl’"=2 [wrewis] (rys=o0,1,2).
k=0
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Cela posé, considérons dans notre plan un réseau x(u, ¢). Nous
allons attacher a chaque valeur de («, ¢) un repére Ay, A,, A;. Nous
ne déterminerons pas ce repére intrinséquement, au contraire nous
ferons usage du systéme de coordonnées curvilignes donné (u, ¢).
Nous poserons

JA JA
(49) Ao= pu, A= ‘d_u°+>\A0, A= d_‘)".-f.g,\o,
Nous déterminerons le facteur p d’aprés la condition (45). Quant
aux quantités A, p, nous les choisirons de maniére que les points A,,
A, soient les deux transformés de Laplace (voir § 51) du réseau.
L’équation (46,) donne, comparée avec (492,3),

(50) 0o = du, o2 = dp.

Le point A, étant le transformé de Laplace dans le sens de la variable u,
la droite [A. ‘%] passe par le point A,. En comparant avec (46,)

on voit que w,, = o si I'on ne fait varier que le paramétre ¢. 1l s’en-
suit la premiére des deux équations

(51) wi = 3 du, Wy =—1ydp,

et 'aatre s’obtient par une considération analogue. L'élément linéaire
projectif du réseau est (voir § 54)

[1\0 Anu AOuu ] dud + [l\n A(]U‘:\OVU-' dp?
2|,A0A()u A(m | du dy .

Or, d’aprés (45) et (49), on a
[AnAOqu] =1
En diftérentiant I'équation (49.) par rapport a u, on obtient

PN, A

i = ()T; ...\:\1—4—(...)1\0.

D’autre part, d’aprés (46,) et (51,),

LV ) . "
()_ll,— = (. . .)Ao-»:— (. .o )A\ - i"'\'-"
Donc

LY.

du?

= (o)A (o) A+ 3Ay,
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d'ou
[AOAOMAOuu] = ﬁ[AoAi A?l = i'j'

Pareillement on obtient
[AoAoy Aoy ] = 7.

En définitive, I'élément linéaire projectif du réseau considéré est

B du?+ y dv?
2dude

(%)
Nous allons maintenant déterminer tous les réscaux plans dont

I'élément linéaire projectif soit égal a l'expression (%) donnée.
D’aprés ce qui précéde, cela revient a intégrer le systeme de Pfaff

(52)

W= du, wpe = dr,
{ wp=3du, Wy =— 7 dr.

Ce systéeme de Pfaff contient dix variables, a savoir les huit para-
métres donc dépendent les formes de Pfaff w/, ainsi queweto (B ety
sont des fonctions données de u et ¢). Il s’agit des solutions a deux
dimensions du systéme de Pfaff pour lesquelles les formes de Pfaff
wy1 =du,wga=dvsontindépendantes. Endifférentiant extérieurement
les ¢quations (52 ), on obtient, d’aprés les formules de structure (48),

[ Woo— w1, oy | = 0, [woo— Wiz, wes] =0,
(13) [wio, Woa] i BlW— was,w ] = [d3, due],
[wag, Wy ] =Y [ W1 — was, e ] =— Ty, do .

Ces équations ontla forme (9) du paragraphe 74, eny remplagant £,,
Ry, 75 par w, = du, 03 =dy¢, woo— w1, Wog— a2y Wig, W3o- Le
déterminant D [§ T4(11)] est égala ], w2, £ 0. Donc le systéme (10)
est en involution par rapport 2 w,, wy’et I'on a le résultat suivant :
Les réseaux plans dont l’élément linéaire projectif est égal a une
expression donnée de la forme (%) dépendent de quatre fonc-
tions arbitraires d’un argument. Il en résulte que, contrairement
& ce qui arrive pour les surfaces, chaque réseau plan est projective-
ment déformable; la déformation dépend de quatre fonctions arbi-
traires d'un argument. Il y a une exception apparente dans le cas
B=y=o0 d'un réseau doublement réglé, car ces réseaux ne
dépendent évidemment que de deux fonctions arbitraires d’un argu-



256 CHAPITRE XIV. — ULTERIEURES APPLICATIONS DES METHODES DE M. CARTAN.

ment. Or un moment de réflexion suffit 2 nous rendre évident que
cette exception est une conséquence du fait que chaque réseau plan
doublement réglé admet une infinité de déformations projectives
en lui-méme, cette infinité dépendant de deux fonctions arbitraires
d’un argument.

Le repére normal attaché & une congruence W au paragraphe 83 est un
peu différent de celui qui a été introduit par M. Mentré [3]. Le repére de
M. Mentré estchoisi symétriquement relativement aux deux surfaces focales,
le procédé du paragraphe 85 n’a pas cette symétric, mais il a Pavantage que la
particularisation peut étrc poussée plus loin si I'on a donné sculement la pre-
miére surface focale, mais non la congruence V. Les résultats du para-

v
graphe 86 ont été énoncés sans démonstration par Cech [26]. Le théoréme

v
du paragraphe 87 a été énoncé sans démonstration par Cech [27].
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