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CAST PRVA.

INTEGRALY NEURCITE (FUNKCE PRIMITIVNI).

I. UVOD.
1. ZAKLADNI DEFINICE A POJMENOVANI.

1. V diferenciilnim poctu (DP 101, str. 1153*) nazyvi se funkee
F(x), majici v intervalu (a, b) stile derivaci, je7 jest rovna funkei
f(x), primitivni funkei k f(x) v inferpalu (a, b). Jest tedy mezi F(x)
a f(x) tento vztah

F'(x)=/f(x) aneb %(vi) =/f(x) aneb kone¢né dF(x)=f(x)dx (1)

platny v intervalu (a, b). Ma tudiz F(x) v intervalu (a, b) za dife-
rencial f(x) dx (DP 129). '

Vedle pojmenoviani .primitivni funkce- uzivd se pro F(x)
— a to jeSté Castéji — pojmenovani integral; fikime pak mlu-
viee obsirné, Ze F(x) jest v intervalu (a, b) integrilem vyrazu
[(x)dx (diferencidalu f(x)dx) anebo stru(n(ji se vyJadtujice, ze
F(x) jest v (a, b) integridlemn funkce f(x) [té% z funkce f(x) anebo
integralem prislusnym k funkci f(x)|.

Soucasné s F(x) jest té7 integralem F(x)+ k, kde k jest jaké-
koli ¢islo na x nezdvislé (konstanta) a naopak podle véty. (DP
107, str. 151), ze dvé funkee majici pro viecky hodnoty neodvisle
proménné stejné derivace maji rozdil konstantni, jsou pSecky
integraly funkee f(x) ol)sa7eny ve vyrazu F(x)—l—k

*) Citaty s Dl’ vztulmjl se na anelencnalm po¢ et autordv v ydanv ] ¢, M.
a F., c¢islo za DP uvedené znadi odstavec té knihy.
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Zavadime pak pro integril diferencidlu f(x) dx oznaceni

J1 dx @
a mizeme tudiz psati (se zfetelem k (1))
Flx)+ k = f f(x) dx ; a=xzb )

(¢te se: F(x)+ k rovna se integralu z f(x) dx).

Rovnice (1) a (3) jsou tedy uplné ekvivalentni. Integral (2)
sluje integral neurcity diferencidlu f(x)dx anebo struénéji
z funkce f(x) (také k funkei f(x)); nebot funkce, které se podle
(3) integral ten obecné rovnd, obsahuje neurdéenou konstantu.
Této konstanté se ¥ika integracni konstanta.

Na p¥. rovnice N

(arcsin x)’ = Vﬁl—';fx’
ma vyznam tehdy, kdyz —1 <x <<1. Jest tedy arcsinx intc-
gralem k funkei ,,_1: v intervalu (—1. 1) s vylou¢enim hranic

Vl—x2

intervalu. V oznaceni integrilnim jest
arcsin x + k :fvi—;;' . — 1< x< . )]
o

Obdobné jest rovnice 1
(log x)' = -

splnéna toliko pro x>0, nebof log x jest definovin jenom pro
kladna x a jest tedy

f.‘,?‘:[ogx_l_k pro x >0

<
<

a rovinez

f‘ix = log (—x) + k pro x < 0.

Jest acelno podrzeti vedle pojmenovini integral i nadale
pojmenovaini primitivni funkce; nebof pojem integralu pripousti
jesté jiné — obecnéjsi — definice, jeZ nestanovi pojem integralu
jakozto ekvivalentni pojmu primitivni funkce. Tyto definice viak
teprve pozdéji budou vylozeny.

POZNAMKA 1. Znaékafsluje integralni znaménko, vznikla
proménou z pismene S znadiciho soufet (summa). O vztazich
tohoto znaceni k jiné definici integralu bude udinéna zminka
na prislusném misté.
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POZNAMKA 2. 7 rovnice (1) a (3) nasledujc
d( f f(x) dx) = f(x) dx, [ dF(x) = F(x) + k.

odkud? jest patrno, 7e operace vyjadiené znaky d, f— diferen-
ciace a integrace — jsou operace inversni (t. j. vzajemné se ru-
Sici, nehledé ovSem ke konstanté k, jez pristupuje v rovnici
druhé).

POZNAMKA 3. Velmi Casto se p¥i rovnicich tvaru (3), které
uddvaji integral neurcily k néjaké dané funkei, nevypisuje in-
terval, pro ktery rovnice jest platna; zvlisté pak ne tenkrite,
je-li interval ten v disledku zndmych vlastnosti funkei bezpro-
stredné patrny.

2. Ukolem integrilniho poétu jest predevsim rozhodnouti,
za jakvech podminek k dané funkei prislusi integral, t.j. za jakyeh
podminek existuje funkee, jejiz derivace rovna jest (v urcitém
intervalu) dané funkei. V tom pak pripadé. 7e integral k dané
funkei ptisluii. ma pocet integrilni dalsi a hlavni dkol, poskyt-
nouti prostiedky k jeho vyéisleni, po pfipadé pomicky k vyse-
treni vlastnosti toho integrilu.

Redeni téchto tikolii dosti obeené bude podano v ¢isti druhé.
V této Cisti budou vylozeny disledky vyplyvajiel jednoduse ze
vztahl a vét odvozenveh v poctu diferencidlnim. Ziskdme tak
meiody pro vypocet integrili z dosti obsihlyeh skupin funkei
(@ to funkei ¢asto se vyskytujicich), jakoZ i ¢etné véty pro in-
tegraly neuréité pripinajici s¢ tzee ku piisluSnym vétam poctu
diferencidlniho.

3. Nejprve lze z formuli po¢tu diferencidlniho, udivajicich
derivace elementarnich funkei, rizem ziskati vzorce udavajici
integraly nékterveh jednoduchyeh funkei. Tak na pi. z rovnice

+1yr
(xn+1)!'=(n + 1) x» aneb jinak (x" )=x"
n—+t

pri nn > —1 platné vyplyva ihned

n—+1
fx"dx:;':_:l+k. n=z=—1.
Podobné mame
fxdiazlog(x—a)—kk, kdyi x —a >0,
= log(a — x) + k. kdyz x — a < 0.

Obé tyto rovnice shrnouti lze patrné v jedinou tvaru

fd" —log x—a +k

X —a

platnou pro kazdy interval neobsahujici bod a.
1*



femxdx= ’:l emx 4 k, fa-\‘dx=éx—a+k
dx .
[i§a=acestr o eresineth
fsin mx dx=— (’Q;_:{lj + k, fCOS mx dx =sn!mm.gc + k.
dx dx
J R Sty = ek

4. Jestlize a jest konstantni, jest souCasné s rovnici
Fi(x)=f(x)  anebo jinak  F(x) =f f(x) dx
splnéna rovnice
[aF(x)])’ = af(x) anebo jinak aF(x) =] af(x) dx,
odkudZz porovnanim obou rovnic na pravé strané

[atx) dx=a[f(x) dx.

pFi ¢emzZ jest jenom poznamenati, Ze¢ v tomto vztahu mezi dvéma
integraly toliko v jednom integralu miZzeme svobodné voliti
integra¢ni konstantu. (Poznidmka tato jest v platnosti pro dal3i
vztahy mezi neuréitymi integraly.)

2. RUZNE METODY
PRO VYPOCET NEURCITYCH INTEGRALU.

5. Metoda rozkladu ve séitance. Budte’ u, v, ... funkce
v koneéném poc¢tu proménné x majici derivace; pak jest
wut+ot+w—H .- Y=uv+0o'+nw+--- (DP 98). (p)

Oznaéme funkce u', o', w'... pismeny U, V, W..., ¢imz kla-
deme ziroven

u=fde+c,, D=dex+C,. rv=dex+C,...,

kde C,, C,, C;... jsou integratni konstanty. V novém oznaceni
bude rovnice (p)

(fde+dex+dex+...+c)'=u+V+w+...,
ze kterézto na zikladé definice neurc¢itého integrilu
Jw+v+wt.ds=[vdx+ [Vds+ [Wdx+.- -+ C. m

Integraéni konstantu na pravé strané mizeme vynechati se
zietelem k poznamce odstavee 4.



PRIKLAD 1. f(sx-+2x+1) dx=[3x=dx+f2xdx+f1.dx=
=3 [xtdx-}2 xdx-i—fdx:x’-l—x’—l—x-{—(‘.

Podobné lze integrovati kazdy polynom; jest obecné
[ (@gxn+ auxn—14 ayxn—24 oo ta,) =
4 a
= j"%‘f xn+l 4 nl x"+'rl"1'x"—| +-ee4 4, x+4C,

.n celé, kladné.
PRIKLAD 2. Abychom vypocetli integral
dx
xt—1
rozlozime zlomek za integra¢nim znaménkem se vyskytujici v soucet zlomkt
.0 jmenovatelich x 41, x —1. Jest, jak snadno se ptesvédéime,
- 1

1
=i Ve H

.a tedy
ax _ dx _
fﬁ—nz *fx+l+}f£j1—

_—}log\x—l—l+‘logx—1+(«—%105, +1+C

PRIKLAD 3. K vypoétu integralu z funkce sin' x staéi tuto funkci psati
ve tvaru } (1 —cos 2x), i mame
fsin’xdx: }f(l— cos2x)dx = ;fdx— éfcos2x dx=
= }x — {sin2x } A.
Podobné jest fcos‘x dx = }x - Isin2x 4 k.

6. Jakorto rozSifeni této metody by bylo lze uvésti véty
vztahujici se k integraci nekonecnych Fad. Jelikoz vSak tyto
véty teprve zavedenim pojmu uréitého integralu nabyvaji ndle-
zité jednoduchosti, upozornim toliko na vétu pro poéitek nam
postalujici a bezprostredné vyplyvajici z véty o derivovani po-
tentnich fad (DP 144).

Integral potenéni rady

Ayt A(x —a)+ Ay(x — a)* + -0+ Ap(x — a)k+--..,
iktera konoerguje pro x —a <R, jest dan o tomto intervalu
x —a < R fadou potenéni
CHAlx—a)+ 1 A,(x —a)* + 4§ 4,(x — a)*+- - +‘IT—1{11 Ag(x— a)k+14. ..
(konvergujici v tém?z intervalu).

Z této véty vyplyvd, 7e ke kaidé funkci, kterou lze o né-
ikterém intervalu rozoinouti v radu potenéni, prislusi integrail
o tom intervalu. Tim jest dina velmi rozsihla skupina funkei,
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o nichz vime, Ze k nim pfislusi integril; jsou to zejména funkce
racionalni, algebraické, goniometrické, exponencialni a pod.,
jakoz i funkce z nich odvozené operacemi racionalnimi jakozto
funkee funkei atd. .

7. Metoda éasteéné (parcielni) integrace. Z formule pro deri-
vaci souc¢inu (uo)' = u'o + uv’ (DP 98)
vyplyvd ihned podle definice integralu pfi vhodné volbé inte-

gracnich konstant
uo =fuv' dx+ |u'pdx

anebo jinak
fuv' dx = uo —fu'v dx. (11)

Tato formule pfevadi integral sou¢inu dvou funkei u.»’. kde
druhy ¢initel jest derivaci znamé funkce o, na integral z vvrazu
u'v. Dovedeme-li integril z u'v stanoviti. dovedeme tudiz i sta-
noviti integral z uv’.

PRIKLAD 1. Vypoéisti jestflogxdx.

Klademe tu u=logx, 0'=1 tedy p=ux, u=1/x a podle (1I)

flogxdx: xlogx —f% cxdx =xlogx—x+ C.
PRIKLAD 2. Vypotisti jest integral fe'ﬂ-1r cos bx dx. Nejprve volime

. . 1 . P
u=es, p'=cosbx; pak jest u'= a eax, v=?smbx. I mame

feﬂx cosbx dx = bieﬂx sin bx — %feﬂx sinbx dx.
Potom volime u—=cosbx, o' =eax; u'= — bsinbx, b= ! eax, Za této volby na-
sleduje z (II) a

feﬂ-“cos bxdx = ; eax cos bx 4 g—feﬂ-‘ sin bx dx.

Z obou rovnic posta¢i vylouditi integrdl na pravé strané se nachazejici,
abychom dostali hledany integral. Mame tak ihned '
eax (bsinbx -1 acos bx)

at-+ bt

PRIKLAD 3. f V1 =% dx. Tu polozime

fea-“cos bx dx = + C.

u=Vi—% , o'=1; w=— - — | p=.
Vi—
Pak jest

f]/lw—.i;’ dx = x)1— x* — —

Vi—
1— x*t
RN i S .

=xf1—xt— {V‘f-;_;’ dx - aresin x,



odkudz f}/l — atdy =}x)1 — x*+ laresipy 4 C.

PRIKLAD 4. ftg"xdx. Ke stanoveni tohoto integralu klademe
tgn—1x
= L - ’ p' = sinwx,
cos x
odkudz snadnym poctem

— — ten x
w = (n—1) tg" MR — cosx,
cos x cos X
takze jest
ftgn xdx =—tgh—'x 4 (n— l)ftg"—'x dx + nftg"x dx
a tedy tgn—1
ftg"x dx = i:li — | tgn—txd x; nzi. (m)

Touto formuli pfevddi se integrdl dany na integrdl stejného tvaru a lisici
se jenom tim, Ze misto exponentu n vyskytuje se v ném mocnitel n—2. Ziska-
nym vzorcem pfijdeme postupné, kdyz n jest celé kladné, na integral, kde n
jest rovno bud 0 (n sudé) anebo 1 (n liché). Mame témét bezprostfedné

tgn—1 tgn—s = . )
ftg'lxdx='§!—_;—~§—_--~; -ni—g—-rx—}—(,, n sudé;

tgn—1x  tgn—? tgx —
=X T, .. =5 +ftgxdx, n liché.

T n—1 n—73

POZNAMKA. Rovnice () prevadi integral z tg"x na integral
z tg" —2x (anebo téZ integrdl z tg"—2?x na integral z tg"x). Af jest
n jakékoli Cislo redlné, lze jejim postupnym pouzitim prevésti
integral z tg"x na integral z tg"x, kde vSak n jest ¢islo redlné
intervalu (0, 2—0). Takovym formulim, jez se vztahuji k inte-
gralim z funkei zdvislych jednak na vlastni proménné, jednak
na parametru (jako ku p¥. tg"x zdvisi jednak na x, jednak na
parametru n) a jez prevadéji integral dany na integril z téze
funkce, avSak s jinou hodnotou parametru, sluji formule re-
dukéni. Rovnice (m) jest jednoduchy takovy typ redukéni for-
mule; ji se pfevadi integrdl z funkce zivislé na n na integral
z téze funkee, kde viak misto n jest n—2, kde je tedy parametr
zmenSen o 2. Jind jednoduchéa takova formule redukéni jest

: xneax ce . .
xteax dx = B —teaxdyx, (¢aste¢nou integraci)
a

ve které hodnota n se zmenSuje o 1.

8. Metoda substituce. Tato metoda jest nejéastéji pouzivana
v integralnim poctu a vyplyvd rovméz jednoduse ze znamych
vét poctu diferencidlniho. Budiz F(x) primitivni funkce k f(x),
t. j. budiz _
F'(x) = f(x) anebo jinak F(x)+4C =ff(x) dx.



Kladme x = (), kde ¢(f) jest funkee proménné t majici de-
rivaci (v jistém intervalu). Derivujme [F(x) podle f, miame ihned
podle pravidla o derivaci funkce - funkece (DP 138)

PO 1y 90 = e ) - )
anebo jinak psino F(x) 4 C= f e () (1) dt (Li1)
a naopak z této rovnice, derivujeme-li ji podle t za suposic, ze-
x=@(t) a ze v piislusnych intervalech proménné x existuje deri-
vace funkce F(x), vyplyva pro viecka x, k nimz prislusné ¢'(t)
neni rovno nule, F'(x) =f(x).

Dovedeme-li stanovitiff(qJ(t))tp'(t) dt jakozto funkci proménné

t. sta¢i do vysledku misto proménné f zavésti pomoci rovnice
x = ¢(f) proménnou x, abychom znali integrailff(x) dx. Bézi pii
tom hlavné¢ o vhodnou volbu funkee @(f). aby vvraz f(e () ¢'(t)
byl jednoduchou funkei proménné .

POZNAMKA. V piedchazejicim odvodili jsme rovnost

J1t) dx=[raenqo d (1)

jakozto disledek vztahu x = g(f). Prechod od integrilu prvého
k druhému velmi snadno se pamatuje a provadi se na zdkladé
oznadeni diferencidlniho. Z rovnice x =¢(t) vyplyva totiz rovnost
mezi diferencialy dx = g¢'(t) dt
a jest patrno. Zz¢ od prvého integrialu dospéjeme k druhému,
nahradime-li proménnou a jeji diferencidl vyrazy proménné,
resp. diferencialu se rovnajicimi (t. j. vvrazy o(f). ¢'(f) df).

PRIKLAD 1. aﬁf - Utinime ax b=t x='7" =221

takze dostiavame

f ,,,,, dx :af(it logt—l—(-— log ax+0b 4 C.

Obecnéji vyplyva touZe substltuu

ff(n,\ +b)dx =" [f(l) dt.
dt

PRIKLAD 2. Budiz b+0 a poditejme mtegrulf FlA
kde znaménko + jest tak voliti, aby + b bylo ¢islem kladn¥m. | jest (viz

. Kladme f = u]”'I b,
h

pfFiklad 2, odst. 5)
dt 1 du 1
1. pro b>0’f"+b:Vb f,,z+1 3 ur(tgu—{—k—v ur(tgl/ + k.

- T odt 1 du cu—1,
2‘1’"’”<°'_/7=TI; y_;f.r_l—oy 8 itk =
1 t—V—0ob
q:-- L
21 b og‘t-i-]/—b'_*—
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Provedeme-li v téchto rovnicich je§té substituci { = xV4 za pFedpokladu,
7ze a > 0, obdrzime formule ¢asto uZivané

dx 1 a
f—;x;_-'_— = ﬁmctg( vb—) + i, a>o0 b>0,
xv:;— V=bi
— g == k, 0' .,
o) E A g #0b<0
IPro integrély tyto lze psati Jeste ponékud obecnéji
d |
fax. f!_ = V_' arc th + K, jeli ab >0,
_ ot ax—V— .
—2V—-a 8x+V—ab|+k je-li ab<o.

d
PRIKLAD 3. K vypodtu integrailuf 'i;{x pisme integral ve tvaru

cosfx  dx
sinx 2sm1xcos }x sin}x 2costix

zze kteréhoz tvaru jest ihned patrna acelnost substituce

dx
2cos? jx

tgdx =1, =dt;

«dostavame tak ihned

qu =f‘” log {' +C =1log'tgdx'+C.

sl x

Integril fc_(()isxr prevede se na predchazejici substituci
x=}a1—x';
cd:x log tg 47 +1x) 4 C.
PRIKLAD 4. Integral G'(x)
Gl ™
pfevede se snadno na znamy substituci
Gx)={, G'(x) dx = dt.

«wbdrzime

Jest tedy
fgi({;) dx “f# =log { +k =log!G(x) -+k.

Na p¥
jcotgx dx= |2 X dx = (sinx)’ dx = log sinx'+k
sin x sin x

ftgx dx = — log cosx +k.

. d
PRIKLAD 5. Abychom integrailf%; prevedli na znamy, provedeme
substituci (budiz a > 0) Vx +a

x= acotgl

dx a
dt __sm’t ita= ‘t Vet tat =

a
sinf
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Se zietelem k tomu, ze Vx*+ a* bereme kladné, postaéi pfi nové pro-
ménné { omeziti se na interval (0,77). Dosadivie obdrZime (viz piiklad 3)

fvx_’d—__’*‘__a’ — _ logtgt + C = log cotgdt +C.

Avsak FeSenim rovnice
1—tg' it
2tgit
atgyt = — x +Vx" 1 &, cotgit = L‘L‘#ﬁ

odkudz koneéné
[iztw

x=acotgt=a

dostavame

=log (x + V=" 4+ a") + C".

Tento vysledek lze psati téz ve tvaru (piSeme-li 4 za aY)
dx
V=+4
Vztah tento pak jest platny pro kazdé A4 od nuly rizné, jak snadno
derivovanim se miZeme presvédéiti. Je-li oviem A zédporné, musi (x> 4 .},

= log|x+ Vx' F 4]+ k.

Jednoduseji pfFijdeme k cili pfi integrdlu daném, uZijeme-li substituce

el— e—t

x=a.Sht=a- 5 — - (DP 90)
Tu jest . - ,
dx=a.Chtdt=a—e-j—_£— dt,Vx’+a’=ae‘+of—
a tedy dx
——— = |dt=t+ k.
. _Vx’—|—a’ f +
Z rovnice of — et ) o c+VFEa
a = x nisleduje FeSenim ef = — 3 )
t—logx+vx'+a' .

pro integrédl dany pak plyne vyraz v podstaté shodny s vyrazem svrchu od-
vozenym.

Rovnici pravé FeSenou lze nahraditi, uZivame-li oznaceni jiz svrchu uzi-
tého pro hyperbolicky sinus (DP 90), rovnici
a.Shit=x aneb Sht=§;

t. j. hodnota feSenim rovnice danid jest hodnota funkce inversni k hyper-

bolickému sinu pro nrgument—, jiZ znaéiti budeme arg Sh —- takZe mizeme

1é2 psatl
dx

x
Veta— urgSh?+ k.
Porovname-li rovnici tuto s rovnici
dx N -
V— P =arcsin— + k,

jez plyne z rovnice (/) odst. 1 substntucn x = x'ja, vidime poznovu dzkou p¥ibuz-
nost obou funkci sinx, Shx a funkei k nim inversnich.
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dx .

e . Ue
PR[KLAD6f(x—a)M(x—b)n ciime .
x—a _ _a—bt dx __a—b>b
x—b " ‘ed”—’r'——:’ o = ({i=n

. S f(l—t)m+n—2
f(x'—a)’" x—b)n - (a—b)m+n—1

Jsou-li m, n ¢isla cela kladna, pfevadi se uéinénou substituci dany inte-
gral ma integrél z mnoho¢lenu. Ku pf.

Jos = = s -y
—(;_—Lb)—‘f(% - _+3—t)dt
=+ ===

Taz substituce by vedla k téZe vyhodé pfi obecnéjsim integralu
P(x) dx

(x—aym(x—bp’

P(x) polynom stupné nejvfée m-4n—2.

"PRIKLAD ?f(l

tegralu poloZime

m, n celd kladna é&isla;

Ta cosx)n - Bud nejprve |a|<1; tu ke zjednoduSeni in-

o
cost = Atecosx o, Vi—atsinx
14 acosx 1+ acosx

odkudz -

cost—a . Y1— a*sint 1—at

CoOS X = — ——, sinx=-————, {1} acosx=———
1—acost 1 — acost 1—acost
ds_ V1—#

Tim- dostaneme dt 1— acost

dx . t _ .
f(_l +aco_sx- )“n =t —a)n—1 f(l acost)n—1dft.

Deostali jsme tak v pfipadé&, Zze n jest celé &islo kladné, integril z mnoho-
¢lenu v cos t, tedy integrdl z vyrazu podstatné jednodussiho. Tak na pf.

pro n=1, f--v----"" = ___E.__fdt—_—_;
14 acosx Vl—a‘ Vl !

¢ a- cosx
-__=:-~ aIC COS 2+ cosx ~ 4k

Vl —at 14 acosx
kde ¢ = + 1, takZe ¢. sin x jest &islo kladné;

[

pro n=2,

t— t k=

f(1+acosx)' (1—a-)i( asint) +

= & __ arccos atcosx g  sinx k.
(1—a*)z 14 acosx 1—at1+tacosx
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Je-li af > 1, klademe obdobné
eltet _ atcosx o el—eTt sinx Ja'—1

2 t4acosx 2 14 acosx

kterézto rovnice nejsou v odporu a predpoklidaji jenom, Ze se pfi x omezu—
jeme na interval, ve kterém pravé strana prvé rovnice jest kladnia. Z nich
nasleduje

cos x = etet—2a - o _—(e’—e—')Ei
2—a(e’+e—‘) alelte-)—2
14-acosx= 2@—1) d_x_—2]/a_'—1 .
a(ef + e—’) —2 dt a(ef +e—t) — 2’
tudiz dx
— - {1 e—t) — 2ln—1
f(1+a cosx)n 2nt (a’ 1y l_/la (e +-e—f) —2»—1dL.
Pro n=1 méame na pf.
f dx | I 4 +-cos x + sin xVat—1 +k
1} acosx 2Va’—1 Oga-i—cosx—sinx]/;'_—_f
anebo téz e a+ cos x
= ——— h k',
Va'—l arg C 1-|—acosx+

uzivime-li snadno srozumitelného oznadeni pro inversni funkci k hyperbo—
lickému kosinu. (Viz zdvér p¥.5, kde zavedeno oznaceni inversni funkce k hy-
perbolickému sinu.) Tim docilime vét5i shody mezi vyrazy pro hodnotu inte—
grélu, kdyZzja <1 a kdyz a'>1. Pfi tom e=+ 1, takZe ca.sinx jest ¢islo
kladné (= 0).

Substituce uzité vedou rovmnéz bezprostiedn& ke zjednoduSeni integraliu
obecnéjsich P (sin x, cos x)
(144 cos x)n
kde P (sinx, cosx) jest polynom v cos x, sin x stupné v obou téchto proménnych
nejvyie n—1.

dx, |ai=1. n celé kladné,

Bylo by snadno udati substituce v pfipadé ponékud obecnéjsim, kde ve:
jmenovateli misto vyrazu 14 a cos x jest vyraz a-+b cos x4 csinx.
9. Metoda derivace podle parametru. Bud déna funkcef(x,a),
jez vedle proménné x zivisi je§té od proménné a (neodvislé od x),.
jiz Fikejme kritce parametr. Nechf jest dile F(x,a) primitivni
funkce k f(x, @) vzhledem ku proménné x, t.j. nechf jest
OF(x, a)
ox
kdyz x jest v intervalu (x,, x;) a pro viecka e v (@, @,): nechf’
maji také F(x,a) a f(x,a) derivaci podle e, jsou-li x,@ ve vytce-
nych intervalech.

= f{x, @) anebo jinak F(x,) ,=ff(x, a)dx+ k. (1)

Derivujice (1) podle @ na obou stranich, dostaneme

a_(mw) (XN
da ox T da



13

Je-li viak derivace ::5 funkei spojitou obou proménnych x, ¢
(stiale ve zminénych intervalech pro x, @), mtazeme (DP 198) v rov-
nici posledni pofad derivaci obratiti a psati

3 (a F(x, a)) of (x, 1)
dx da da
t. j. na zakladé oznaceni integralniho

d F(x, a) =faf(x, @) dx, (2')

dc hIG

t. j. je-li F(x,a) primitioni funkce k f(x,a), ma-li ddle derivaci

podle a, a funkce f(x, ) derivaci spojitou podle @, a to vie, kdyz

x jest o intervalu (x,, x,) a a v intervalu (a,, a,) pak jest derivace

o (x, @)
de

funkceF(x,a) podle e primitioni funkci k——2— o interpalu (x,, x,).

Existuji-li derivace vyssi (az do n-té véetné) podle @ u funkce
f(x, @) a jsou-li spojité funkce obou proménnych, miizeme psati
na zdkladé postupného pouziti rovnice (2)
3 F(x,a) _ f e, @) 4. 3)
0" '
existuje-li oviem zdaroven v ptislusnych intervalech derivace
nachézejici se na levé strané.
PRIKLAD 1. K v¥poétu integrilu (a, b, kladna)
—ax
f (ax*+b)

derivujeme rovnici v odst. 8, pf. 2 podle b a dostaneme ihned

X

f—d_____i,w - t ]/_;:_I_L—.
(ax* b 2bVab "V b T 2t b

PRIKLAD 2. Z rovnicefeax dx =1 esx pisleduje z (2) ihned (derivova-
nim podle a) @

x 1
axX == .. 28X — — paXx
fxe dx = 4 e + k

az(3 f on gar dy — ;ﬂ( ; enx) —
P e
+ (-t e = ,
‘;_H ((ax)n — n (ax)r—t 4 n (n—1) (ax)n—* —

—n(n—1) (1—2) (ax)r—34- -+ (— ) .



14
PRIKLAD 3. Pro integral

f(x=+A)Vx=+A
dostividme z 8, pf. 5 snadno
x

(e A)Ve+4" 4>+ 4

10. V pFedchazejicim naznaéeny byly hlavni metody pro vy-

podet neuréitych integrald. V nasledujicim pouZijeme jich na né-

které diilezité skupiny funkeci, které se v analysi a v jejich apli-

kacich ¢asto vyskytuji a pfi nichZ ty metody nam umoziiuji bud

vypodisti prislusné primitivni funkce neho alespoi ndm poskytuji
rizna zjednoduseni toho ikolu.

-+ konst.

CVICENI. V ptikladech, které nasleduji, jest x omezeno na interval, pro
ktery odmocnina — vyskytuje-li se vitbec v nich — jest redlna.

dx _ 1 1

fo———(a T bx) _2a [ + br ’| -+ k; substituce x*=1* anebo jesté lépe x2= w

af O = arcgb]/ X énko stejné
f(a—|—bx) Ve~ Vab arc tg l/ b + k, maji-li a, b znaménko stejné,

1 be V

== -+ k. maji-li a, b znaménka opatna.
=V=ab g’bv_-l-v—abl

Substituci x=1* pfevddi se na integral odst. 8, pf. 2.

dx 2 a,+bix . .
3'f(a-f—bx) Vai+ b, x_Vb( by ¢ ‘gbVT(b,) +k jeli b (ab,) >0,

og| PV T B —V=blb)| i pab) <o,
V= b(ab) oVaEbxtV=b@by|
Pfi tom znali (ab)) = ab, — a,b. Nésleduje ihned z pfikladu pfedchize-
jiciho. Stanovte téZ vzorce pro integral, ktery vznikne v 2. pfikladé, je-li tam
V_—_}' misto V;r' .
xdx _2)x a dx
HV+ bx — l}é s th-(;q_ b;r)' (rozkladem).

fo: 14— in"_"l_ arc cos !.i_, +k =VxT— 1+ arcsin E:TI— k',(subst. x= tl)'

&fl/:——'_—x dx=arcsinx—J1—x"+k (rozkladem).
—x -

7. Podle pfikladu pFedchézejiciho pomoci linedrni substituce tvaru x=«--fx’
vypocitejte integral (e = + 1 =sign (ax + b))
axtb gy — ¢ ad — be +2acx+-ad+be b x
ff]/cx—_l—d —27-‘1/_“ arc sin | ad — be | + Viax+ )(cx+d)—|—
za p¥edpokladu ac < 0! Odvodte daile nejjednodussi vyraz, kdyz ac}> 0!
edx

x—a
f C—bVT r—a) (r—b) a_,,]/ X2t k, e =sign (x—a) (pF.6,0dst.8).




' edx 2 1 2x+a—3b1/ x—a , , i 6,
f(.x—b)V+(x—a)\x B) (a—by 3 x—b Vi?—_b'”' o(srt.s).

fdx =—log 1+ 1:x—--—:.u'csmx—I—k , x>0

X

—1 1 s .
= --m===-== g potom substituci (v druhém

Rozklad
ozkladem V1+x iee T afiee
integralu x =1/f). Vysledek lze téZ psat (viz pf. 7, odst. 8) ve tvaru —arg Ch {/x

— arcsin x - k.

it. fdxl/x_l—argChx—I—nrcsnn—+k , x>0

Viz pfiklad pifedch., ze kterého lze téz vysledek vypsahy odvoditi snadnou
substituci.

dx
(x—)V(x—a) x—b)

pro jehoz vypocet v pf. 10 byl din navod, provedeme-li substituci

lze vypocitati z integrdlu funkce 1/x' 1 —xn,

Xx—a___¢—a x' _1

x—b  c¢—b x -|—1
coZ jest linedrni substituce mezi x a x' pfifazujici hodnotim a, b, ¢c proménné
x po fadé hodnoty 1, —1, 0 proménné x'. Ostatné integral ten vypoéteme po-
zdéji (cviCeni za odst. 26, pF. 3) jesté jinym zptsobem.

{ f—jf_ ax+blog|acosx—|—bsmx +k
atbigx at- bt
b —asi
Rozkladem —— s asin x+bcos x, Viz p¥. 4, odst. 8.

+btgx a’—l—ri)’ a—l—b acos x+ bsinx

14 sin x x
14, | ————-evdx=e~.tg=-} k.
fl—l—cosx erax=e tg2+

l5.fsin (log x) dx = } x {sin (log x) — cos (log x)] 4+ k, (integraci tdsteinou).
16. | cos (log x) dx = { x [sin (log x) + cos (log x)] + k, ” "

12. f.v arcsin x dx = — 3 (1 — x?) arcsinx + &fVl_:.-r"' dx, (viz dale pf. 3, odst. 7).
Integraci ¢dsteCnou, pki které klademe v'=x, b =—1(1— x).
18. Substituce, které zjednoduSuji integral v piikladé 7. odst. 8, je-li v ném
a-+ b cos x+ c¢sin x misto 1+ acos x, jsou
2 _hy__ ¢
a— bt cost=- 27 bi—e |
a-+bcosx-+tcsinx
_— et 2
resp. a4 — (b*+ c’)i' Cht= a=bi—c
a+bcosx+csmx
podle toho, je-li a*—b*—c*>0 aneb a*— b*— ¢* < 0. Ctendf nechf{ na pod-
kladé téchto substituci zjednodusi zminéné integraly.

,
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