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Č Á S T PRVÁ. 

INTEGRÁLY NEURČITÉ (FUNKCE PRIMITIVNÍ). 

I. ÚVOD. 

1. ZÁKLADNÍ DEFINICE A POJMENOVÁNÍ. 

1. V diferenciálním počtu (DP 101, str. 115*) nazývá se funkce 
F(x), maj íc í v intervalu (a, b) stále derivaci, jež jest rovna funkci 
f(x), primitivní funkcí k f(x) v intervalu (a, b). Jest tedy mezi F(x) 
a f(x) tento vztah 

F(x) = f{x) aneb ^ ^ = f(x) aneb konečně dF(x) = f(x)dx (1) 

pla tný v intervalu (a, b). Má tudíž F(x) v intervalu (a, b) za dife-
renciál f(x)dx (DP 129). 

Vedle pojmenování „primitivní funkce" užívá se pro F(x) 
— a to ješ tě častěji — pojmenování integrál; ř íkáme pak mlu-
více obšírně, ze F(x) jest v intervalu (a, b) integrálem výrazu 
f(x)dx (diferenciálu f(x)dx) anebo s t ručněj i se vy jadřu j íce , že 
F(x) jest v (a, b) integrálem funkce f(x) [též z funkce f{x) anebo 
integrálem příslušným k funkci f(x)\. 

Současně s F(x) jes t též integrálem F(x) + k, kde k jest jaké-
koli číslo na x nezávislé (konstanta) a naopak podle věty. (DP 
107, str . 151), že dvě funkce maj íc í pro všecky hodnoty neodvisle 
proměnné s te jné derivace m a j í rozdíl konstantní, jsou všecky 
in tegrá ly funkce f(x) obsaženy ve výrazu F(JC)+ k. 

*) Citáty s DP vztahuj í se na Diferenciální počet autorův vydaný J.Č.M. 
a F., číslo za DP uvedené značí odstavec té knihy. 

Petr, Integrální pučel, 2. v. 1 



Zavádíme pak pro integrál d i ferenciá lu f(x)dx označení 

f f ( x ) d x (2) 

a můžeme tudíž psáti (se zřetelem k (1)) 

F(x) + k=Jf{x) dx; a .v : b (>) 

(čte se: F(x) + k rovná se integrálu z f(x)dx). 

Rovnice (1) a (3) jsou tedy úplně ekvivalentní . Integrál (2) 
s lu j e integrál neurčitý diferenciálu f(x) dx anebo s t ručně j i 
z funkce f{x) (také k funkci f(x)); neboť funkce , k teré se podle 
(3) integrál ten obecně rovná, obsahu je neurčenou konstantu. 
Této konstantě se ř íká integrační konstanta. 

Na př . rovnice 1 
(arcsin x ) ' = 

y i — x ' 

má význam tehdy, když — 1 < x < 1 . jest tedy arcsinoc inte-

grálem k funkci , * v intervalu (—1, 1) s vyloučením hranic 
y i — x2 

intervalu. V označení integrálním jest 

are sin x + k = J ^ — 1 < .v < 1. (/) 

Obdobně jest rovnice 
(log x)' = -x~ 

splněna toliko pro ¿r>(), neboť log x jest def inován jenom p ro 
kladná x a jest tedy 

^ = log JC -f- k pro .v > 0 

a rovněž , 
/ = log (- .v) + k pro * < 0. 

Jest účelno podržeti vedle pojmenování integrál i nadále 
pojmenování primitivní funkce; neboť po jem integrálu připouští 
ješ tě j iné — obecnější — definice, jež nestanoví po jem integrálu 
j akož to ekvivalentní pojmu primitivní funkce . Ty to definice však 
teprve později budou vyloženy. 

POZNÁMKA 1. Značka J s lu je integrální znaménko, vznikla 
proměnou z písmene S značícího součet (summa). O vztazích 
tohoto značení k j iné definici integrálu bude učiněna zmínka 
na příslušném místě. 
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POZNÁMKA 2. Z rovnice (1) a (3) nás l edu je 
d(f f(x) dx ) = f(x) dx, f dF(x) = F(x) + k. 

o d k u d ž jes t patrno, že operace vy j ád řené znaky d, J—diferen-
c iace a integrace — jsou operace inversní (t. j . vzá jemně se ru-
šící, nehledě ovšem ke konstantě k, jež p ř i s tupu je v rovnici 
d ruhé) . 

POZNÁMKA ~y. Velmi často se při rovnicích tvaru (3), k te ré 
u d á v a j í integrál neurči tý k ně jaké dané funkci, nevyp i su j e in-
te rva l , p ro k te rý rovnice jest p la tna; zvláště pak ne tenkrá te , 
je-l i interval ten v důsledku známých vlastností funkcí bezpro-
s t ředně pa t rný . 

2. Úkolem integrálního počtu jest především rozhodnouti , 
za j a k ý c h podmínek k dané funkci přísluší integrál, t. j . za j a k ý c h 
podmínek ex i s tu je funkce, j e j í ž derivace rovna jes t (v urč i tém 
iu iervalu) dané funkci . V tom pak případě, že integrál k dané 
f u n k c i přísluší, má počet integrální další a hlavní úkol, poskyt-
nou ti p ros t ředky k j eho vyčíslení, po př ípadě pomůcky k vyše-
t ř en í vlastností toho integrálu. 

Řešení těchto úkolů dosti obecné bude podáno v části d ruhé . 
V t é to části budou vyloženy důsledky vyplývaj íc í j ednoduše ze 
vz tahů a vět odvozených v počtu diferenciálním. Získáme tak 
me tody pro výpočet integrálů z dosti obsáhlých skupin funkc í 
(a t o funkcí často se vyskytuj ících) , j akož i četné věty pro in-
t eg rá ly neurči té př ip ína j íc í se úzce ku př ís lušným větám počtu 
di ferenciá lního. 

3. Ne jp rve lze z formulí počtu diferenciálního, udáva j íc ích 
der ivace elementárních funkcí , rázem získati vzorce udáva j í c í 
in tegrá ly některých jednoduchých funkcí . Tak na př. z rovnice 

(jrn +')'= (/i -)- 1) x" aneb j inak = x" 

při n > — 1 platné vyplývá ihned 
= x" 

Podobně máme 

O b ě tyto rovnice shrnout i lze pat rně v jedinou tvaru 

p la tnou pro každý interval neobsahuj íc í bod a. 
i* 
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/ e'"x dx = 1 e"<-v + k, I axdx = ¡-^ [- k. 
m J log a ^ 

í dx C dx , , 
J r + * = a r c t g x + J VT-lš =arcs,n x+ 

/
, cos mx . , f , sin mx . , 

s i n m x d x = — \ - k , I cos mx dx = + k. 
m J m 

/ d x • • = tg x + k, I = - cotg x - f k. 
4. Jestliže a jes t konstantní , jes t současně s rovnicí 

F'[x) = f(x) anebo j inak F(x) = j f { x ) dx 

sp lněna rovnice 
[aF(x)]' = a/(x) anebo j inak uF(x) =Jaf(x) dx, 

odkudž porovnáním obou rovnic na p ravé s t raně 

Jaf(x) dx = ajf(x) dx, 

při čemž jes t j enom poznamenati , že v tomto vz tahu mezi d v ě m a 
in teg rá ly toliko v j ednom integrálu můžeme svobodně vol i t i 
in tegrační konstantu. (Poznámka tato jes t v platnost i p ro da lš í 
vz tahy mezi neurči tými integrály.) 

2. RŮZNÉ METODY 
PRO VYPOČET NEURČITÝCH INTEGRÁLŮ. 

5. Metoda rozkladu ve sčítance. Buďtež u, r>, w . . . f u n k c e 
v konečném počtu proměnné x maj íc í der ivace; pak jes t 

(u + D + HH )'=u'+o'+m'-\ (DP 98). (p) 

Označme funkce u', o', w'... p ísmeny U, V, W. . ., čímž k l a -
deme zároveň 

u =Judx + C,, o =f Vdx + C,. io=f Wdx + C , . . ., 

kde C15 C2, C 3 . . . jsou integrační konstanty . V novém označení 
b u d e rovnice (p) 

(Jvdx+fvdx+f IV dx 4 |- C)'= li+ V+ W-\ , 

ze k te réž to na základě definice neurč i tého in tegrá lu 

f v d x + Jwdx-\ 1-c. (i) 

Integrační konstantu na pravé s t raně můžeme vynecha t i se 
z ře te lem k poznámce odstavce 4. 
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PŘÍKLAD 1. fC3x' + 2x+í) dx = fnx' dx + J~2x dx+f í.dx = 

= 3 fx> dx + 2jxdx +J'dx = x* + x> + x + C. 

Podobně lze integrovali každý polynom; jest obecně 

J ( f lo^-f a i J f - l + a ,x»-2 + . . . - f an) = 

= „ T I x n + 1 + « x " + « - i * — + - + - + c . 
ii celé, kladné. 

PŘÍKLAD 2. Abychom vypočetli integrál 
dx 

f - x ' — 1 
rozložíme zlomek za integračním znaménkem se vyskytující v součet zlomků 

•o jmenovatelích x + 1, x — 1. Jest, jak snadno se přesvědčíme, 

i _ . « + , 1-
x1 — 1 * + l 1 ' x —1 

= - Hog X + l + Jlog!^ - 1 + C = 4log| \ -f C. 

PŘIKLAD 3. K výpočtu integrálu z funkce sin* x stačí tuto funkci psáti 
ve tvaru | ( 1 — c o s 2x), i máme 

Jsin'x dx = — eos2x) dx = \Jdx— cos2x dx = 
= ix — Jsin2x + k. 

Podobně jest f , , . . . „ . . 
I cos!x dx = J x + Jsin 2x + k-

6. Jakožto rozšíření této metody by bylo lze uvésti věty 
vztahuj íc í se k integraci nekonečných řad. Jelikož však ty to 
věty teprve zavedením pojmu určitého integrálu nabýva j í nále-
žité jednoduchosti, upozorním toliko na větu pro počátek nám 
postačující a bezprostředně vyplývaj íc í z věty o derivování po-
itenčních řad (DP 144). 

Integrál potenční řady 
A.+A^x - a) + A,(x _«)» + . . . + Ak(x -»-*)*+•• 

která konoerguje pro x— a . < R, jest dán v tomto intervalu 
x — a < /? řadou potenční 

— a j + i ^ í * —«)' + ! . 4 , ( . v - a ) H h ^ , Ak(x- a)*+H 

((konvergující v témž intervalu). 
Z této věty vyplývá, že ke každé funkci, kterou lze o ně-

kterém intervalu rozvinouti v řadu potenční, přísluší integrál 
iv tom intervalu. Tím jest dána velmi rozsáhlá skupina funkcí , 
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o nichž víme, že k nim přísluší in tegrál ; jsou to zejména funkce 
racionální, algebraické, goniometrické, exponenciální a pod., 
j akož i funkce z nich odvozené operacemi racionálními jakožto 
funkce funkcí atd. . 

7. Metoda částečné (parcielní) integrace. Z formule pro deri-
vaci součinu (uo)'= u'o + uo' (DP 98) 
vyplývá ihned podle definice integrálu při vhodné volbě inte-
gračních konstant C . C , 

uo = I uo' dx I u'o dx 
anebo j inak . ~ 

I uo' dx = uo — / u'o dx. (II) 

Tato formule převádí integrál součinu dvou funkcí u.o', kde 
d r u h ý činitel jest derivací známé funkce o, na integrál z výrazu 
u o . Dovedeme-li integrál z u'n stanovití , dovedeme tudíž i sta-
novití integrál z uo'. 

PŘÍKLAD 1. Vypočísti jest J l o g x dx. 

Klademe tu u = logx, o'= i tedy o = x, u ' = l , / x a podle (II) 

J log x dx = x log x — J • x d x = x log x — x + C. 

PŘÍKLAD 2. Vypočísti jes t integrál Jeax cos bx dx. Nejprve volíme 

u = e"-v, n'=eosbx; pak jes t u'=aeax, » = -i-siní>x. I máme 

Jeax cosbx dx = ^-eaxsin bx— e<*x sin bx dx. 

Potom volíme u = cosbx, o'= eax; u' = — bs inbx , o=-eax. Za této volby ná-
s ledu je z (II) 

/ eaxcos bx dx = * e " cos bx + -- / eax sin bx dx. 
Z obou rovnic postačí vyloučiti integrál na pravé s t raně se nacházející, 

abychom dostali hledaný integrál. Máme tak ihned 

/ . . e«x(í>sinbx-f- acos bx) . ,, eaxcos bx dx = . , , , 4- C. a' + b1 

x 
V l - x ' 

PŘÍKLAD 3. J V1 — x ! dx. Tu položíme 

u = VT^x1 , o'= 1 ; u'= — 

Pak jes t 
j y 1 — x' dx = xV 1 — xJ — J y ~ X d x = 

i f t —x' , , f dx 

= x ^ 1 — x ! — j ' y 1 — x1 dx -f- are sin x, 
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odkudž 
J 1 I — .v1 dx — i.vV 1 — .v! + Jaře šiji .v + C. 

PŘÍKLAD 4. / tg"A-(/.v. Ke stanovení tohoto integrálu klademe 

cos x 
odkudž snadným počtem 

o ' = sin x, 

Jtg" x dx = — t g " - 'A- + (n ~ l)f tgn~'x dx + njtg»xdx 

O = — COS X, 

( m ) 

Touto formulí převádí se integrál daný na integrál s tejného tvaru a lišící 
se j enom tím, že místo exponentu n v y s k y t u j e se v něm mocnitel n—2. Získa-
ným vzorcem př i jdeme postupně, když n jes t celé kladné, na integrál, kde n 
j e s t rovno buď 0 (n sudé) anebo 1 (n liché). Máme téměř bezprostředně 

POZNÁMKA. Rovnice (m) převádí integrál z tgnjf na integrál 
z tg" ~'2x (anebo též integrál z tgn _ 2Jf na integrál z tg"*). Af jes t 
n j akéko l i číslo reálné, lze j e j í m postupným použitím převést i 
integrál z tgnJir na integrál z tg"jc, kde však n jest číslo reá lné 
in tervalu (0, 2—0). Takovým formulím, jež se vz tahuj í k inte-
grá lům z funkcí závislých j e d n a k na vlastní proměnné, j e d n a k 
na pa ramet ru ( jako ku př . tg"jc závisí j ednak na x, j e d n a k na 
pa rame t ru rí) a j ež p řevádě j í integrál daný na integrál z téže 
funkce , avšak s j inou hodnotou parametru , s lu j í formule re-
dukční. Rovnice (m) jest j ednoduchý takový typ redukční for-
mule ; j í se převádí integrál z funkce závislé na n na integrál 
z téže funkce, kde však místo n j^st n—2, kde j e tedy parumet r 
zmenšen o 2. Jiná jednoduchá taková formule redukční jest 

ve k te ré hodnota n se zmenšu je o 1. 

8. Metoda substituce. Tato metoda jest nejčas tě j i používána 
v integrálním počtu a vyplývá rovněž jednoduše ze známých 
vět počtu diferenciálního. Budiž F(x) primitivní funkce k f(x), 
t. j . budiž. 

/* 

(částečnou integrací) 
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Klaďme x = f(t), kde q>(t) jes t funkce proměnné t mající de-
rivaci (v j istém intervalu). De r ivu jme F(x) podle t, máme ihned 
podle pravidla o derivaci funkce funkce (DP 138) 

anebo jinak psáno F{x) + C = ff(<r(t))<r'(t) dl (111) 

a naopak z této rovnice, der ivujeme-l i j i podle t za suposic, že 
x= g>(t) a že v příslušných intervalech proměnné x ex i s tu je deri-
vace funkce F(x), vyplývá pro všecka x, k nimž příslušné <p'(t)' 
není rovno nule, F'(x) =f(x). 

Dovedeme-li stanovití Jf(<p(t))<p'(t) dt j akož to funkci proměnné 
t. stačí do výsledku místo proměnné t zavésti pomocí rovnice 
x = g>(t) proměnnou x, abychom znali integrál Jf(x)dx. Běží při 
tom hlavně o vhodnou volbu funkce <p(t), aby výraz f(«p(0)9(t) 
byl jednoduchou funkcí proměnné t. 

POZNÁMKA. V předcházej ícím odvodili j sme rovnost 
ff(x)dx-ff(<r{t))<l'l1)<lt (III') 

j akož to důsledek vztahu x = <p(t). Přechod od integrálu prvého 
k druhému velmi snadno se pama tu j e a provádí se na základě 
označení diferenciálního. Z rovnice x = f(t) vyplývá totiž rovnost 
mezi diferenciály dx = <p'(t)dt 
a jes t patrno, že od prvého integrálu dospějeme k druhému, 
nahradíme-l i proměnnou a j e j í diferenciál výrazy proměnné, 
resp. diferenciálu se rovnaj ícími (t. j . výrazy <p(t). q>'(t)dt). 

PŘÍKLAD 1 • Učiníme ax + b = 1, x = -— b . <f'U) = -X = 1 • J HX + b a ' v dl a 
takže dostáváme 

Obecněj i vyplývá touže substitucí 

Jf(«x + [>) dx=1-ff{0 dl. 

PŘÍKLAD 2. Budiž b+ 0 a počí te jme i n t e g r á l J ^ ^ • Klaďme I = / / j í b. 

kde znaménko ± jest tak voliti, aby + b bylo číslem kliulnýin. 1 jest (viz 
př íklad 2, odst. 5) 

f dt I f da _ t I t 
1. pro b> 0, J r + b = yb J ¡ ¡ í + T - ^ - a r c t g M + ^ ^ o r c t g ^ + k. 

í dt 1 f du 1 , u — 1 ! , , 
2. pro b < 0, J r , + b = p - J = , v _ , , log + , j •+ i- = 

- 1 i I ' - V - f r , , 
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Prqvedeme-li v těchto rovnicích ještě substituci l = xj/a za předpokladu, 
íže a > 0, obdržíme formule často užívané 

jJX+b = yh>aieig{xÝ^+k' 
a > 0, b > 0, 

IxVa — V— b\ 
= - log V , ; . — - i + fc. a > 0 , b < 0. 

2 V — ab | *Va + b \ 

IPro integrály tyto lze psáti ještě poněkud obecněji 

/ dx 1 ax , , . ,. , ^ „ 
:.-==-. are tg TT=- + k, j e-li ab > 0, a * ' + b~yYb Syab 

ax — V — ab 
ax + V— ab 

- f k, je-li ab<0. = 2 

/
dx 
j ^ , pišme integrál ve tvaru 

/ dx _ f dx fcosfr dx 
s inx J 2 s in^xcos íx J sin^x 2cos* \x 

ýze kteréhož tvaru jes t ihned patrna účelnost substituce 
t e i X = t ' 2 c o h i = d t ; 

<dostáváme tak ihned 

J ^ - f ^ g t +C=log[igix+C. 

/
dx 

v Převede se na předcházející substitucí 
x = j . i — x ' ; 

<obdržíme , 
/-«*- = l o g tg (Í.-T+ÍX)! + C. 

J cosx 
PŘIKLAD 4. Integrál fG'(x) 

Jgú 
Ldx G(x) 

jpřevede se snadno na známý substitucí 
G{x) = l, G'{x) dx = dt. 

Jest tedy 

/G(x) d x = / f = ,og 1 +1k = Iog 1 G{x) +k' 

^ Pr' f c o t g x d x = f c ^ d x = f(sinx)'dx = log s i n x + i t 
J J s i n x J s i n x 

j t g x c / x = — log cosx + k. 

PŘÍKLAD 5. Abychom integrál I r převedli na známý, provedeme 
subst i tuci (budiž a > 0) •/»•*•' + 

x = a cotg 1, 

d f = - A r + = • VxJ -j- a1 = — • dt sin / T sin!< ' 1 sinť 
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I n 

Se zřetelem k tomu, že Vx! -j- a ! be reme kladně, postačí při nové pro-
měnné t omeziti se na interval (0,?r). Dosadivše obdržíme (viz př íklad 3) 

= = = = - l o g t g | ř + C = log c o t g a + c . 
yx*-)- a ' 

Avšak řešením rovnice 
x = a cotg t = a 1 ~ t g ' i -

2 tg|ť 
dostáváme , , , , ,/-—-;—- , x - t -Vx 1 4 - a ' 

a t g f ť = — * + V J C ' + a», cotg$t = ' ' ^ , 
a 

odkudž konečně r dx 
J V ^ Ť ^ = l 0 g (* + V*' + a ') + C . 

Tento výsledek lze psáti též ve tvaru (píšeme-li A za a') 

dx / \x' + A 
= i o g | * + y x » - M T + k. 

Vztah tento pak jest p la tný pro každé A od nuly různé, j ak snadno 
derivováním se můžeme přesvědčiti . Je-li ovšem A záporné, musí x > .4 K 

Jednodušej i p ř i jdeme k cíli př i integrálu daném, užijeme-li substituce 

Tu jes t 

x = a . S h t = a - — £ — • (DP 90) 

dx = a . Chť dt = a - ' 4 , — dť, V*' + a ! = a 

a tedy f dx = - = 

J Vx* + a* J ^ 
Z rovnice ^ _ c _ , * + 

a = x nás ledu je řešením e1 - - -

< = i o g ^ + V Z ± Z . 
a 

pro integrál daný pak plyne výraz v podstatě shodný s výrazem svrchu od-
vozeným. 

Rovnici p rávě řešenou lze nahradit i , užíváme-li označení již svrchu uži-
tého pro hyperbol ický sinus (DP 90), rovnicí 

a . Sh t = x aneb Sh t = —; a 
t. j . hodnota řešením rovnice daná jest hodnota funkce inversní k hyper-

jc j 
holickému sinu p ro argument — • již značití budeme arg Sh —> takže můžeme 
též psáti 

Porovnáme-li rovnici tuto s rovnicí 

í d X • / í7 , = are sin H "•'» 
J V— x ' + a ' a 

jež p lyne z rovnice (/) odst. 1 substitucí x = x'/a, vidíme poznovu úzkou příbuz-
nost obou funkcí sinx, S h x a funkcí k nim inversních. 

h 



39 

PŘÍKLAD 6. f ^ L . Učiňme 
J (x — a)">(x — b)« 

x — a . , , a—bt dx a — b — T = t. i e d y x = - — l , 

f ^ = ' f 
J (x — a)* (* — b)" (a — b)">+»-lJ 

(1 _ /)m + »-2 d t 

tm 

Jsou-li m, n čísla celá kladná, převádí se učiněnou substitucí daný inte-
grál n a integrál z mnohočlenu. Ku př. 

í - d x = - - ! _ í^ -^dt = 
J (x — a)' (x — b)> (a — b)*J ť 

— 1 R X — b ^ jX — a ^X — a , / J C — 

~(a-b)*[ x-a ° S \ x - b + x - b 
Táž substituce by vedla k téže výhodě při obecnějším integrálu 

P(x) dx 
h 

m, n celá kladná čísla; 
(x — a)"» (x — b)» 

P(x) polynom stupně nejvýše m + n — 2. 

/ dx 
— r - Buď nejprve | a | < l ; tu ke zjednodušení in-
( 1 + a cos*)» 

tegrálu položíme 
„ „ „ < _ a + cos x . Vl — a ! s i n x 
cosi = a s i n ť = ——. , 

t + a c o s x 1 - f a c o s * 
odkudž cost — a Vl — a' sin/ „ , 1 — a ' cosx — , s i n x = - , l - ) - a c o s x = 

1 — acosť 1 — a cosi 1 — a cos/ 

dx_ V1 —a' 

Tím dostaneme d t 

/ V r ~ r ^ — r = \t A 1 —a c o s ť) , ,-1<ft• 
./ (1 + acos (1 — a ' ) " - I J 

Dostali jsme tak v případě, že n jest celé číslo kladné, integrál z mnoho-
členu v cos ť, tedy integrál z výrazu podstatně jednoduššího. Tak na př. 

pro n - 1. f d x = fdt = —L= + Jfc. 
J í + acosx Vl — a » J Vl — a ' 

i a + cos JC . . 
= , —- - are cos 1- k, 

V1 — a' 1 + a cos x 
kde e = + 1, takže e . sin x jest číslo kladné; 

pro n = 2, f — - r (t — a sin/) + = 
K J ( 1 + acos*) 1 (1 — a')t 

e a 4- cos x a sin x , , 
= — are cos |- k. 

(1 — a S )F 1 + a cos JC 1 — a1 i + a cos x 
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Je-li a > 1, klademe obdobně 
+ a - f - cosx e> — e~< sin x Va*—1 

— • a — * 
2 1 + a cos JC 2 1 + a cos x 

kteréžto rovnice nejsou v odporu a předpokládají jenom, že se při x omezu-
jeme na interval, ve kterém pravá strana prvé rovnice jest kladná. Z nicln 
n á s , e d u Í e e< + e~<-2a • . ( C ' - e -< )Vž ' -T 

cos x = , s i nx = - - - . 
2 —a{et + e-t) a(<?' + e - ' ) — 2 

4 , 2 (a1— 1) dx 2 Va* — 1 
l + a c o s x = - -!—.-, — - , 

a (e< + e- ' ) — 2 dt a (e ' + e~') — 2 
ludíž C dx 1 /' 

/ = | a e' + e-< — 2 »-« dt. 
J (1 + a cos*)« 2»-1 ( a ! - 1)" -U 

Pro n = 1 máme na př. 
dx j a -f- cos x -f- sin x Va' — 1 ^ 

1 + a cosx 2 ]/a!—1 a + cos x— s inx | /a '— 1 

anebo též e a + cos x 
= , / T — a r g C h — + k , 

fa*—1 1 + a c o s x 
užíváme-li snadno srozumitelného označení pro inversní funkci k hyperbo-
lickému kosinu. (Viz závěr př. 5, kde zavedeno označení inversní funkce k h y -
perbolickému sinu.) Tím docílíme větší shody mezi výrazy pro hodnotu in te-
grálu, když ¡a < 1 a když a ! > l . Při tom e = _+l, takže e a . s i n x jest čísloi 
kladné ( Ě 0). 

Substituce užité vedou rovněž bezprostředně ke zjednodušení integrální 

I 

obecnějších f P ( s i n x , cosx) 

J (1 + a cosx)" 
dx, | a ^ 1. n celé kladné,. 

kde f ( s i n x , cosx) jest polynom v cosx, sinx stupně v obou těchto proměnnýchi 
nej výše n — 1. 

Bylo by snadno udati substituce v případě poněkud obecnějším, kde ve-
jmenovateli místo výrazu 1 + a cos x jest výraz a + t> cosx + c sinx. 

9. Metoda derivace podle parametru. Buď dána funkce/(x,a),, 
j e ž vedle proměnné x závisí ještě od proměnné a (neodvislé od x),. 
j í ž ř íkejme krátce parametr . Nechf jest dále F(x,a) primitivní 
funkce k f(x,a) vzhledem ku proměnné x, t. j . nechf jes t 

= f(x, a) anebo jinak F(x, rt) = f f(x, a)dx + k. 
č>x J (0 

když JC jest v intervalu (x9, JCJ a pro všecka a v (a0, a,): nechf 
maj í také F(x,á) a f(x,a) derivaci podle a, jsou-li x.a ve vytče-
ných intervalech. 

Derivuj íce (1) podle a na obou stranách, dostaneme 
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Je-li však derivace funkcí spoji tou obou proměnných x, a 
(stále ve zmíněných intervalech pro JC, a), můžeme (DP 198) v rov-
nici poslední pořad derivací obrátiti a psáti 

d 
dx 

t. j . na základě označení integrálního 

/ a f ( x , a ) \ _ Sftx, a) 
\ 0<( / Ďrt 

t>F(x,a) = í S/(x, a) d x ( 2 > 

0« J díl 
t. j . je-li F(x,a) primitivní funkce k f(x,a), má-li dále derivaci 
podle a, a funkce f(x, a) derivaci spojitou podle a, a to vše, když 
x jest o intervalu (x„, xt) a a v intervalu (a0, a,), pak jest derivace 

funkceF(x,a) podle a primitivní funkcí k p intervalu (.x:0, ^I)-
C)GE 

Existují-l i derivace vyšší (až do n-té včetně) podle o u funkce 
f(x, a) a jsou-li spojité funkce obou proměnných, můžeme psáti 
na základě postupného použití rovnice (2) 

» • F X x , a ) = f * f ( x . a ) d x (3) 

da" J da" 
exis tuje- l i ovšem zároveň v příslušných intervalech derivace 
nacházej ící se na levé straně. 

PŘÍKLAD 1. K výpočtu integrálu (a, b, kladná) 
dx 

(ax s +f>) ! 

der ivu jeme rovnici v odst. 8, př. 2 podle b a dostaneme ihned 

x f dx 1 1 / a" . 1 

J = 2b \ab UrC ťg X V b + 21 
+ 2b a x ' + b 

PŘÍKLAD 2. Z rovnice I e"xdx = i-e"* následuje z (2) ihned (derivová-
hnrllp fll ^ 

/ xe«xdx = X e"x— \ eux 4- k a a3 

ním podle a) 

3 Z ( 3 ) f d" li \ 

i , i \ » ! 

£OX 
= —— |(ax)n — n ( a x ) " - 1 + n (n—1) (ax)" - ! — 

a" + • 
— n ( n - 1) (n — 2) (ax)»-»H h(—1)" »¡I-

eax-1 
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PŘÍKLAD 3. Pro integrál 
dx 

Ji Íx' + A)yx*+A 
dostáváme z 8, př. 5 snadno 

dx x 
Ji 

• konst. 

10. V předcháze j íc ím naznačeny b y l y hlavní metody p ro vý-
poče t neurč i tých integrálů . V nás ledu j í c ím použ i jeme j ich na ně-
k te ré důleži té skup iny funkcí , k t e r é se v analys i a v j e j i c h apli-
kacích často v y s k y t u j í a př i nichž ty metody nám umožňuj í buď 
vypočís t i př ís lušné pr imit ivní f u n k c e nebo alespoň nám posky tu j í 
různá z jednodušení toho úkolu. 

CVIČENI. V příkladech, které následují, jest x omezeno na interval, pro 
který odmocnina — vyskytuje-li se vůbec v nich — jest reálná. 

dx 1 x1 | 
log i — i substituce x ' = t anebo ješté lépe x s = — x(a+fcx ' ) 2a | a + bx* 

r dx _ 2 i l x 

"J (a + bx)Vx ~ y I F a r C t g ¡/ab + *' mají"H a' b znaménko s t e í n é -
1 , ' b V í - y - a b l , , . . . . . 

= . log ', — H- k. maji-li a, b znaménka opacna. 
\ — ab IbVx + y-abl 

Substitucí x = ť' převádí se na integrál odst. 8, př. 2. 

=VDFEARC TG B 1 / W + ^ B (AŘ"> > 
je-li b(ab,)<0. = y. log | b Va.jf b, x -J— b jabi) 

V b (ab,) \ + + ^— b(ab,) 
Při tom značí (ab,) = ab, — atb. Následuje ihned z příkladu předcháze-

jícího. Stanovte též vzorce pro integrál, který vznikne v 2. příkladě, je-li tam 
V—x místo Vx! 

4 fVxdx _ 2 Vx a f dx % 
J " b ~ b j y í ( a + bxy (rozkladem). 

Vx' —t— are cos r*.t + k = V x ^ - 1 + arc sin fc^subst. x = 

h.Jl+JÍ dx = arc sin x — Vl — xJ + k (rozkladem). 

7. Podle příkladu předcházejícího pomocí lineární substituce tvaru x=rc- \ - f i x ' 
vypočítejte integrál (e = ±_ 1 = sign (ax + b)) 

za předpokladu ac < 0! Odvoďte dále nejjednodušší výraz, když ac j>0! 
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9 f f d x
 = 1 . 2 x + a - 3 b l / x - a (p ř . 6 , 

"J (x—b)«V±(x-a) (x-b) ( a - b ) ! 3 x — b V~x — b^ odst. 8). 

l O - l ^ j / j ^ ^ - l o g i + ^ ^ - a r c s i n x + it , * > 0. 

Rozkladem — ] / - - — - = Í T = = + a potom substitucí (v druhém 
x ( / l + x Vl —x 1 x V l — x 1 

integrálu x = l//). Výsledek lze též psát (viz př. 7, odst. 8) ve tvaru — argCh l/x 
— are sin x -}- k. 

" • / ^ l / í Ť j = a r g C h x + a r c s i n ^ + fc , * > 0. 

Viz příklad předčil., ze kterého lze též výsledek vypsahý odvoditi snadnou 
substitucí. 

/ j x 
\Vrt-~ —: N lze vypočítati z integrálu funkce 1 / x ' V l — x n , 

{x — c) K(x — a) (x — b) 
pro jehož výpočet v př. 10 byl dán návod, provedeme-li substituci 

x — a c — a x ' — 1 
x—b c —b x' +i' 

což jest lineární substituce mezi x a x' přiřazující hodnotám a, b, c proměnné 
x po řadě hodnoty 1, —1,0 proměnné x'. Ostatně integrál ten vypočteme po-
zději (cvičení za odst. 26, př. 3) ještě jiným způsobem. dx ax + b log j a cos x + b sin x j . ^ 

a + b t g x — a* + b* 
_ . , , t a . b — a s i n x + f c e o s x . 
Rozkladem — — = r~, " Viz pr.4, odst. 8. 

a - f - b t g x a ! + b a + b a cos x -f- b sin x 

/
I + sin x . x 

— ex dx = ex . tg b k. 
1 + cos x 6 2 

15. j sin (log x) dx = \ x |sin (log x) — cos (log x)| -f- k, (integrací částečnou). 
16. Jcos (log x) dx = ix [sin (log x) + cos (log x)] -)- k, 

17. f x are sin x dx = — i (1 — x*) are sin x-j-ij"Vl— x1 dx, (viz dále př. 3, odst. 7). 

Integrací částečnou, při které klademe D'=X, D = — I (1 — x'). 
18. Substituce, které zjednodušují integrál v příkladě 7. odst. 8, je-li v něm 
a -f- b cos x -f- c sin x místo t + a c o s x , jsou 

, «i h' 
a — (b' -f- c»)4 cos i = - — 

a + b cos x + c sin x 
, o ! / , ! rl 

resp. a —(b»-f c»)vChť = - — 
a + b cos x -f- c sin x 

podle toho, je-li a ! — b' — c' > 0 aneb a ! — b* — c1 < 0. Čtenář nechť na pod-
kladě těchto substitucí zjednoduší zmíněné integrály. 
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