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III. INTEGRÁLY Z FUNKCÍ IRACIONÁLNÍCH. 

1. NĚKTERÉ PŘÍPADY JEDNODUCHÉ. 

19. V odstavcích předcházejících bylo ukázáno, že lze inte-
grál každé racionální funkce vyjádř i t i pomocí součtu známých 
funkcí (t. j . racionálních funkcí a elementárních transcendent). 
V následuj íc ím zabývati se budeme ne jp rve hlavními skupinami 
integrálů funkcí iracionálních, jež lze substitucí převésti na in-
tegrály z racionálních funkcí proměnné t. 

První takovou skupinou jsou integrály tvaru 

kde R\x, y, z, . ..| jest racionální funkce proměnných x, y, z .. . 
a p, q\ p\ q,. .. jsou čísla celá. Označíme nejmenší spol. násobek 
čísel q, q', . , , písmenou s a klademe 

+ b —'— = l\ cx-\- d 
odkud 

x dt* — b d x ^ ad — bc 
A — cl*a dt S (— cl* + a)1 

Tun se změní daný integrál ve výraz 

i (ad — bc)j*fí £ ^ '' * fi»!vt f'* 
ť 

dt, 
( - cť + a)* 

t. j . v integrál racionální funkce (s/q. « ' ( / ' . . . jsou podle volby 
čísla s celá čísla.) 

/
dx 

V/-; tu klademe, je-li JT kladné, x = ť , čímž obdržíme 
.v — |/jf 

dx „, f dx r t dt „ f dt , . j . f , 

a tfdv dx ,, , 
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PŘÍKLAD 2. V integrálu 

, . f dx _ __ _ f dx j ix —a x — a fl 

J V(x— a) (.v_— b) J\x — a [ x — b' x—b 

klademe za předpokladu, že x jes t vně intervalu (a, b), a < b 

x — b b—at1 b — a 
(/.) = ť , x = , x — a = 
W x — a i — r- l — l' 
Diferencováním první z posledních tří rovnic následuje 

b ~ ~ d x = 2tdt. 
(x - a)! 

Vedle toho budeme předpokládat i (k tornu cíli, aby rovnice (/.) dávaj íc í t, určo-
vala t jednoznačně a abychom zároveň v (z) zbavili se při počítání nepohodlné 
absolutní hodnoty ' x — a ) že t > 0, je-li x > b ; je-li pak x < a, že t < Q. 
Po dosazení dostaneme ihned 

f ^ f2<x-»)J<_2 f dt 
J ] / ( x - a ) ( x - b ) J /> — a J t - / 1 B l - ť 

aneb, vrátíine-li se k původní proměnné, po snadném počtu výsledek obecně 
platný, když x jest vně (a, b) 

f = I°g 2 x - a - b + 2 (x - b) + C. 
J |/(* — a) (x — b) 

Kdybychom místo integrálu daného byli vzali v úvahu integrál 

C dx 
0 0 / = | i/v ."7," v P r o x u v l l l l ř (»' 

J V(x — a) (b — x) 

dostali bychom obdobně 

(7) 

b — x .„ b + at" b — a 
= (", x = —-—-< x—a = ť> 0 x - a l + t" l + l " 

— b dx = 21'dl', 
(x — a)' 

/
dl' 2ť 

4 = — 2 are tg Í ' + C ' = — are tg - 1- C = 

l — i" l — l" = are tg l- + C" = + are sin J + C". *) ' 

Znaménko -f- v posledním článku tohoto řetězu rovnic vyplývá z předpo-
kladu ť > 0. 

, . T' j" f dx .2x — a — b . . 
J V ( x - a ) ( b - x ) = a T V , i m - b - a + k • 

*) Čísla C',C" ne jsou konstanty pro celý interval (—oo, oo), nýbrž toliko 
v intervalech částečných (— oo, —1), (—1,0), (0, 1), (l,oo) a měli bychom tudíž 
užívati v rovnici (n) poněkud obšírnějšího vypisování. Jelikož však tato věc* 
nemá vlivu na konečný výsledek, nezabýval jsem se j í pod robně j i . v t ex tu 
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PŘÍKLAD 3. I\ d x 

J V(a-A)r(b-. x) 
Substitucí a — x 

a ± — p 
b — x 

mění se daný integrál 

k - X J V . > K J J -
= log I l - 1 I - H ° g « ' + I + 1) - V3 are tg + 1 + C = 

b 
» _ » 

= I log | Vx - a - Vx-b i - 1/3 are tg 2 ^ ~ ^ + ^ " v + (/'. 
1/3 \ b - x 

POZNÁMKA. V příkladě 1 a 2 byla integrační proměnná x 
omezena na intervaly, ve kterých funkce integrovaná nabývá 
hodnot reálných. Můžeme však, když jsme v odst. 18a defi-
novali integrál z funkce nabývaj ící hodnot komplexních, vy-
šetřovati integrály i y těch intervalech pro x, ve k terých od-
mocniny tam se nacházející jsou odmocniny z čísel záporných 
a tedy odmocniny ty čísla imaginární. Uvažujeme na př. inte-
grál p rvý (x) př. 2, a to pro x intervalu (a, b). Pro tento interval 
jest (odmocninám př isuzujeme vždycky hlavní hodnotu) 

r dx r dx 
J V ( x - a ň ^ T ) ~J / V (x—n) (b -^x) ' 

kteroužto rovnicí integrál (x) převeden na (/t) a máme tudíž v dů-
sledku obou svrchu uvedených výsledků 

/ d x 
i / , ^ / >s = l o e ( 2 x - a — b + 2V(x—a) (X - b)) + C p r o * v n ě ( a , b). 
|/(x —a) (x—b) 

= — i are sin — - - + C pro A- uvnitř (a, b). 
b — a 

Avšak pro JC uvnitř (a, b) také jest 
log (2x — a — b + 2 V(x — a) (x — b)) = log (2 x — a — b + i. 2 V(x — a) (b — x)) = 

2 x—a—b. . -x — a — b t 
= i are cos — \- k = — i are sin , 1- k . ) 

b — a b — a 
Jsou tedy oba výsledky př. 2 obsaženy o jediném vztahu 

h d x - íog (2x — a-b + 2 y ( x - a) (x — b)) + C 
V(x-a) (x -b) 

platném pro každý interval proměnné x neobsahující body a b. 
A 

*) Užito rovnice log (A + i B) = log V A1 + B' + / a r c c o s ý = ^ p , platné 

vždy v případě, že B > 0, a plynoucí z definice logaritmu komplexního čísla 
a významu funkcí are cos, log. 
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Můžeme k loinuto důsledku však ještě jinou cestou dospěti. 
Substituce, kterých jsme v obou případech př. 2 užívali, jsou 
v podstatě tyto: 

< = V ( * - a > (•*-_'»). ť = 
x — a x — a 

a jest pro x v (a. b) pa t rně ť = — it. l)osadíme-li tedy do inte-
grálu, na který se substitutíí prvou r e d u k u j e integrál (%), místo i 
výraz iť (a ovšem též idť místo dt), obdržíme — když jsme 
ještě provedli násobení činitelem i, o k terý se liší právě inte-
grál (fi) od integrálu (x), je-li x v (a, b). — integrál, na který se 
r e d u k u j e integrál (fi) substitucí druhou. Vyjádříme-li tedy inte-
grál (x) jakožto funkci t. stačí ve výsledku t nahraditi + iť a ná-
sol >iti /, abychom dostali výraz pro integrál (fi).*) Výsledek ten 
lze značně zevšeobecni ti, neboť integrály 

J = f R(x) (V J'=f R(x) ('V.. 
J \ (X — a) (x — b) J (/(* — a) (b — x) 

kde R(x) jest racionální funkce proměnné x, t ransformuj í se 
týmiž substitucemi na integrály funkcí racionálních proměnné t 
resp. /'. Lze pak vysloviti větu: Jestliže jest 

J = ,„ ( ^ + X vně (a, b), 

jes< J' = i'/. ('' " »1 0b
 + k,t x uvnitř (a, b). 

Ve výraze 0 jest ovšem nahradi t i logaritmické a cyklometrické 
funkce komplexních a rgumentů pomocí funkcí reálné proměnné 
podle příslušných definic. 

20. Integrály binomické. Nejjednodušší z integrálů funkcí 
iracionálních jsou t. zv. integrály binomické. Pod pojmenováním 
tím vyrozumíváme in tegrá ly tvaru 

fxHa + bxtydx, 

kde /3, y, d jsou čísla racionální. Integrál ten lze zjednoduši t 
ne jp rve substitucí xó = /, čímž dostaneme integrál 

. i" (a + bty dx, n = i 1 — 1. 
ňl rt 

O něm jest platná věta : Integrál 

Ja,,=fl"(a + btydx (1) 

*) Viz př. 3 v odst. 18b pro případ, že a — i. 
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dá se přeoésti na integrály z funkcí racionálních (a i udí/, vy-
jádř i t i pomocí a lgebraických funkcí a elementárních transcen-
dent), když aspoň jedno z čísel a, ¡i, a + ji jest číslo celé. 

Je-li a celé, lze funkci za znaménkem integračním psáti ve 
t v a r u t" (a + bty = R ( í , (a + bip), 

kde R(x, y) jes t racionální funkce obou argumentů. Je-li /Î celé. 
lze podobně psáti (a + bl)? = R{i,t<% 

a je-l i konečně a -f ft celé: 

Vyplývá tudíž ve visech třech případech podle předcli. odst. 
správnost vyslovené věty. 

Cebyšeo (Sur l ' intégration des différentiel les irratiorielles. 
Journal pour math. p. et ap., t. 18, 1853) dokázal, že pouze v těchio 
třech uvedených případech dá se integrál vyjádř i l i pomocí ele-
mentárních transcendent a a lgebraických funkcí . 

PO'/NÀMKA 1. Každý integrál binomický tvaru (1) lze pře-
vést i vhodnou substitucí na integrál 

Jcos ' 1 <f sin1 <í dq, 

a to, jsou-li a + bt a a znaménka stejného, položíme 

. p a-\-bt . i- a-i-bl ^ , buď 1 = c o s ! < ř . je-li 1 < 1 , a 

anebo " _ ± M =
 1 , j e-l i a + b l > 1; 

a cos1 q a 

jsou-li pak a + bt a a znamének opačných, klademe 
a + bt 

a 
POZNÁMKA 2. Jestliže (i v (1) jes t celé kladné, pak postačí 

rozvinouti (a + bt)* podle binomické věty a integrovati člen za 
členem. 

Je-li a celé kladné, položíme ne jp rve a+bt = u a máme 
př ípad předcházej íc í . 

Je-li konečně a -f ¡i + 2 celé záporné, dostaneme substitucí 
t = l /u zase př ípad předešlý. 

21. Redukční vzorce pro integrály binomické. Jest užitečno 
odvoditi si vzorce, k te ré p řevádě j í výpočet integrálu (1) na inte-
grál s te jného tvaru, kde však a nebo /? jest o 1 menší (po pří-
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pádě, i o 1 větší), a to v případech zvláštních (když j e d n o z čísel 
a,/?, a + ¡i jes t celé) pro z jednodušení výpočtu, v př ípadě pak 
obecném ke zjednodušení integrálu. V př ípadě obecném, když 
žádné z čísel a, f}, a + /3 není číslem celým, lze pomocí zmíněných 
vzorců integrál (1) převésti na integrál, kde obě čísla a i j sou 
mezi 0 a I. 

Vzorce ty vyplývaj í z identit 

f ( a + bty+i = a(" ( n + bty1 + bt"+ ' ( a + bl).\ 

[<" + ' (a + í>ť). ,+'j '= (u + 1) I" (a + bt)J+' + ( ý + 1) b("+' (a + b t ) l 

ln tegrujeme-l i rovnice ty podle t a e l iminujemc-l i jednou 
J<*+]j, p o d r u h é Ja,,i+i, dostaneme 

»•J„.,=- - - + ' + " + ' ± 1 j„,!t„ < „ 

ít + 1 " + 1 

Přemístěním integrálů na obou s t ranách a umenšením p 
v prvé rovnici o t , a v d ruhé rovnici rovněž o l obdržíme další 
dva vztahy 

_ <° + ' ( a + b t y § 

a + 0 + 1 "+P+1 

. . í"(a + bt),)+t a 
= a + + l ~~ ( l + J + i

a J ' <"> 

Konečně buďtež uvedeny dvě relace, j ež vyp lynou j a k o bez-
prostřední důsledek formule pro částečnou integraci (odst. 7): 

_ < » + « (a + b i y § 
Ja,fi— — t>'Ja+l,p 1, (e) 1 « + 1 " + 1 

_t«(a + bt)?+* . a 

f ormule (e) a ( f ) jsou však též j ednoduchý důsledek formulí 
(c), (b) a (d), (a). 

Rovnice (a), (b), (c), (d) jsou čtyři formule redukční, j ež v obec-
ném případě svrchu vytčeném vskutku p řevádě j í integrál (1) 
na integrál, kde čísla a, /3 jsou obě v in tervalu 0, 1. V př ípadech 
zvláštních (jedno z čísel a, ¡i, a + (i celé) lze j imi docíliti přede-
vším toho, že jedno z čísel a, (i, a + fl se r e d u k u j e buď na 0 
nebo — 1. 
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Cvičení. 
I. Odvoditi jest redukční formule (X = ax ! -f- bx + c, m.it jsou v tomto 

a násl. př. libovolná čísla reálná s omezením, jež leží na snadě v každém 
jednotl ivém případě) 

/
x" dx _ _ x " - ' b ( m — n ) Cx"- 1 ^ 

Xm ~ a (2m - n— 1) X"'~' a (2m— n — 1) J X"1 * 
+ c(n — 1) fx"— J dx n-J) f . 

a(2m-n — i)J Xm 

j = 4ac — b'. 
í dx 2ax + fr 2a (2m — 3) C dx 

J Xm (m — 1) J . Xm~l (m — 1) . J j X"'-' ' 

2. Z první rovnice předch. cvič. nás leduje substitucí x — x'—1 a záměnou 
čísel n. a. c v čísla n -f- 2m — 2, c. a další redukční vzorec 

i' dx b(m + n—2) f dx _ 
I x" X"' ~ ( n - 1 ) c . . r " - ' A'"'-1 c (n - 1)" J x« - • X"' 

_ a (2m +n — 1) í dx 
c(n — 1) Jx»->Xm' 

2a. Odvoďte 
dx 1 _ x y a i — b* 

^ + b'))rxc+j> ~ b ya, a r c + > '>! 

b ]/b* — a' yx> b-. 

I, / 
d * 1 , J > V . v ' - a ' + x V V + a ' 

(x>+b>)yx'-a> b1/a' + b• \x' + ¥' ' 
d x - - 1 - - arc te x\a' + b> 

(x ' + b1) Va' — .v1 b }'a! + b' e
 b _ + c" 

Návod. Ne jprve substituce xt=Vjy. Ukažte, že všechny čtyři výsledky 
jsou shodný a da j í se odvoditi na př. z třetího, připustíme-li pro a a pro od-
mocniny imaginární hodnoty. 

3. Vypočtěte integrály (používajíce výsledků uvedených v odst. 19 př. 2 
a v pozn.) 

= 2 V(x-~aTOc=T>) b J 

(x — a ) V ( x - a ) ( x - / > ) b — a - - -7< 

h X " dx = y(x-a)(x-í>) + b-— l o g [ 2 x - a - f > + 

+ 2y(x-a)(x-b)\+C. 

3a. Dokažte, že v intervalech, ve kterých levá strana jest spojitou (kom-
plexní) funkcí reálné proměnné x, 

d X : 2 log ( V ^ T a + \ x - b) +k=-2 log ( V x - a - Vx-7>) + K I Yx^a \x-b~ 
Při tom jsou obecně a, b čísla komplexní (různá). (Vztah téměř bezprostředně 
evidentní.) 
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3b. Dokažte (na základě předčil. př.) za předpokladu, že a = «i + a,i. 
b = b1 + b.i. 

- 2 6 , o g a + ] ! x ~ b ) + 

Při tom jest e = + l, jsou-li as. ř>2 protivného znaménka. Jsou-li a*, b. zna-
ménka stejného, jest 

f. = + U jestliže x > a s a ' : , = - 1 . když * < 
a3 + b, ' a, + bs 

Jsou-li a, b čísla reálná, jest f = — 1, jestliže x jest menší než menší z obou 
čísel a, b; jinak « = + 1. 

Náood. Následuje z porovnání funkcí |/(JC — a) (x— b), V x — a . V * — b 
reálné proměnné x. 

4. Ukažte, že integrály 

jli (x, ]/ax + b, ycx + d) dx, 

J \ \ mx + n \ mx n / 

kde li jest racionální funkce, lze převésti vhodnou substitucí na integrály 
racionálních funkcí jedné proměnné. První integrál na př. substitucí 

4a 4c 
Druhý lze převésti na prvý substitucí i (mx + n) = 1. 

Petr, Integrální pořet, 2. v. 5 



2. INTEGRÁLY / R(x,)/ax*+bx + c)dx. 

22. První metoda pro jejich výpočet. Integrály tvaru 

f R(x. y) dx. kde y = }'a.v! -f- bx -f- c. a = 0 

a kde R(x,y) jest racionální funkce obou argumentu x, y, lze 
dvojím způsobem převésti na integrály jednodušší nebo nám 
známé. První metoda, jež bývá také nejúčelnějš í při prakt ickém 
provádění výpočtu, spočívá v tom, že za x zavedeme novou pro-
měnnou t tak volenou, aby odmocnina vypadla a my dostali inte-
grál z racionální funkce proměnné t. Úkol ten však z veliké části 
jsme již řešili, a to v odst. 19, př. 2 pro případ, že ax2 + bx + c 
jest rozložitelno v reálné kořenové činitele. Jestliže ax2+bx + c = 
= a (x—a,) (x — a2), < a2, vede v tomto případě k cíli substituce 

| <i.V! +/>.v + c _ ^ , a 

X — ÍÍ1 

kterou netřeba se však obírati, jel ikož byla zevrubně vyšetřena 
na uvedeném místě (rozdíl spočívá pouze v označení: Oj. ct3 bylo 
tam značeno a, b\ zde pak a, b, c má j iný význam). 

Není-li však trojčlen ax2 + bx + c rozložitelný v reálné ko-
řenové činitele, má stále s tejné znaménko, a to znaménko buď 
čísla a nebo čísla c (jež jsou v tomto případě stejná) a můžeme 
předpokládati , že a > ().*) Tu položíme 

\rax! + íix -f c = — V« x + t. ( s ) 

od k udž -c + f- c ya + l ) í + ]/„ 
b+2u * d X + h x + c - ~ b+iht 

d v = 2. C J a ± b l ± l " '\<ll = 1 ( 1 1 

(b + 21'ř) ty ' ýax! bx -f - c /> + 2 j/a / 

*) Kdyby a < 0. měli bychom j tix2 + bx f c = í ]'— ax1 — bx — c. čímž by 
se tento případ redukoval na případ a > 0. 
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Píšeme-li tedy — ke zjednodušení - v daném integrálu 
A\ („v. y)/y místo l\ (x, ij). máme 

J ( X ' f , ) y =J "•[/, + 2}íft ' h + 2}ra, I b + 2]/Tt ' ( S ) 

čímž integrál k vyšetřování předložený j e vyjádřen j akož to in -
tegrál z racionální funkce proměnné t = |/a x + }ax2 + bx + c 
kterýž můžeme pokládati za známý. 

Máme tak větu: Integrál z racionální funkce x a j a x 2 b x + c 
clu ne nždy, zavedeme-li za x vhodnou racionální funkci pro-
měnné t, přeměniti na integrál racionální funkce proměnné t. 
Proměnná t pak sama jest jednoduchou racionální funkcí x 
a 1 ax2 + bx + c. 

POZNÁMKA 1. Substitucí převádějících jRl(x,y)dx/y na inte-
grál racionální funkce proměnné t jest nekonečné množství, j ak 
později seznáme, až budeme o věci jednat i s obecnějšího stano-
viska. Dvě substituce dosud vyložené jsou ovšem nejjednodušší 
a nejčastěj i užívané. Z nich druhou můžeme ještě poněkud 
zjednodušit i , kladouce 

2 t} 'a + b = 1t , tedy = 2a.v + b + 2Va Vax! + />x~+ c 

(stále za předpokladu a > 0 ) . Vztah (.s') se r eduku je v tomto pří-
padě na vztah 

f K<(,x. yý1- = y-r. f It, [ 1 t , - h + D , ' ( / , - f - ) ) ^ . D = b' — 4ac. 
J U VuJ \4a 2a 4aU 4} a \ t,Jj I, 

POZNÁMKA 2. LTvahy podané podrží platnost i v případě, že 
racionální funkce li{x,y) má za koeficienty čísla komplexní na 
podkladě stanovení odst. 18a, 18b. Ovšem čísla a, b, c — koefi-
cienty polynomu druhého stupně pod odmocninou — jsou v před-
cházející úvaze nutně čísla reálná. Nebof tyto koeficienty jsou 
ve vztazích mezi x a t a integrační proměnné jsou pro nás 
čísla reálná. 

POZNÁMKA 3. Substituce (s) vede k cíli i v tom případě, že 
výraz ax2 + bx + c jest rozložitelný v reálné kořenové činitele, 
jenom když a > 0 a proměnná JC jest omezena na interval, pro 
který ax2 + bx + c > 0 (t. j . na intervaly vně (a,, a,)). -

/ dx 

7j——--7-^—, a > 0 dává 
|/ax! + bx + c 

L dX
 = 2 f _ * * ,og b + 2fat +C = 

J V a x ! + bx + c Jb + 2]'at V a e ^ ^ 

= ^ l o g 2a.v + b + 2 Va bx + c +C>. (T) 
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Výsledek ten je ve shodě s výsledkem odvozeným v odst. 19, př. 2 za předpo-
kladu, že koícny H|, n, rovnice ax' - f-bx-f- c = 0 jsou reálné u .v jest vně (<(,. íts). 

Je-li a <[ 0 ¡i kořeny fii. ti- jsou komplexní , jest podle právě napsaného 
vztahu 

f y ^ + bx + c /¡V-
d x 

ax! — bx — c 

. y - )"" • — 1 u > — / , - L ^ l / i — u l 

1 

= T7-: log 2 ¿IX + /» + 2 j a 1'íí.v' + bx + c + C '. 
\a 

= - log — 2 ax — b - f 2 V — a ]'— ax1 — bx — c + C 
i [ — a 

= ,! log ' — 2ax — b — 2 V« | 7 X ! + /).V + c + ř' = 1/ :> 

takže výsledek (t) je i tu správný. Zavedenie-li logaritmus komplexní pro-
měnné, můžeme dokonce psáti v důsledku výsledků právě odvozených a vý-
sledků v příkl. 2 odst. 19, jakož i poznámky toho odst. (po snadné úvu/.e) 

/ dx 
~ - = i - log (2ax + b + 2 \a ya.v! + bx + c) + C. ( ť ) 

Vax1 + bx + c y« 

formuli to platnou, af reálné hodnoty a, b, c nabývaj í j akýchkol i hodnot, 
je-li jenom a + 0 a x v intervalu, do k te rého nespadaj í kořeny rovnice 
a.v'-(-/>x-|-c = 0. Konstantě C nutno p o p ř í p a d ě přisu/.ovati hodnoty komplexní. 

Jestliže a < 0, <i,, <t2 pak reálné a .v uvni t ř ('(•. n,), můžeme substitucí 
poněkud jinou, než svrchu uvedené, rych le j i dospěti k výsledku. Tu jes t 
4ac — b' < 0 . 

Klademe-li tedy b yb' — 4ac 
rt ~ 2 a —2a 

dostaneme ihned 

f dx 1 r dy 1 
I v . i , T = i / i / . , = i / a r f sni y + ( = J ^x'4" bx-f- c \ — aJ\í — y \ — a 

1 2 ax + b 
= — are sin -4- C. 

\ — a \ b* — 4ac 

POZNÁMKA 4. Uvažujme za předpokladu , že a, ¡1, y jsou čísla 
komplexní, funkci 

^ I^j (2(tx + 0 + 2Ma y(lx> + l j x + 7 ). 
řct 

Funkce Ja hy měla, kdyby a, (i, y byla čísla reálná, derivaci 
podle x rovnou výrazu 1 ax"1(ix -\-y a to v důsledku r o v n i c e (r). 
Jsou-li nyní a, ¡i, y čísla komplexní, jes t funkce ta komplexní 
funkcí reálné proměnné x mající derivaci, jež však se přesně 
podle týchž pravidel vypočte, j a k o kdyby daná funkce byla 
reálnou funkcí proměnné.*: (při čemž by byly pa ramet ry a,fi,y 
čísla reálná a hověly by ještě něk te rým podmínkám, j a k o na př. 
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«">()): obdržíme pak při derivování podle x týž výsledek, ať 
a. ¡i, y jsou parametry reá lné (hovící j i s tým podmínkám) aneb 
pa ramet ry komplexní. T. j . roonice 

JW =k̂  +̂+2 ^+*+•'>+c; 

jest platná, i když a, ¡i, y jsou komplexní čísla, a 4=0. Proměnná 
(reálná) x jest omezena při tom na vhodný interval (tak, aby 
funkce na pravé straně byla v něm (kompl.) funkcí spojitou) 
proměnné x. 

Poznámka tato má zásadní důležitost a lze podobným způ-
sobem rozšířiti platnost mnoha formulí počtu integrálního, kde 
funkce za znaménkem integračním závisí vedle proměnné na 
j ednom nebo několika reálných parametrech, i pro případ, že 
pa ramet ry ty jsou čísla komplexní. 

PŘÍKLAD 2. Uvažujme ješ tě integrál (nazývaný někdy Aronlwldúo zá-
kladní integrál) .. ^ ^ 

(<> = I i 
J y — px — q y 

kde p, q jsou konstanty. K je l i o výpočtu zavedeme podle pozn. 1 proměnnou /,. 
Dostaneme ihned 

_ f dt, 
o, — 4\uJ < J ( Y A _ . P ) + U ( 2 B P _ 4 A Q ) _ D P ) 

Abychom dali výrazu pro něj co nejúčelnějš í tvar, označím kořeny rovnice v t, 

/,« ( V * - p)+ i. (2 bp- 4 aq) - D (V* + p) = 0 
n,,<u, při čemž je volba indexů tak učiněna, aby (<í,--fta) (Va — p) = + | ' J4Va. 
Tu jes t 16aJ diskriminant oné rovnice druhého stupně; jest rovný 

16a [i D + aq' — bpq + cp']. 

Diskriminant ten pokládáme za různý od nuly. Podle odsl. 18, př. I můžeme 
pak ihned psáti , , 

Yj /i — 'ta 
Za\ edcine-li místo proměnné I, proměnnou x rovnicí 

t, = 2 ax + b + 2 V a V a + í>x + c = 2a* + b + 2 V a y, 

při čemž obdobně i za n,, resp. <t., dosadíme 2ači -(- b + 2 Va >/,, resp. 2 a í , + 
+ ř>-f-2l a ijj, kdež y,. resp. c„ jsou hodnoty přiřazené y, když t, 
— poinocí něhož jsou x. y racionálně vyjádřitelný*) — nabývá hodnoty ti,, 
resp. <Í„ máme konečně 

o - . ! »-'»+k. 
M V a (x - c j + y-ti. 

*) Mezi ¿'i, >i, jest relace i), = pí"i + q a táž relace jest mezi cj. i)5; neboť 
výraz y — p x — q vymizí i p r o ť = « i i p ro f = r(i. Čísla f,, jsou dána ostatně 
— jakožto nulové body výrazu y — px — q — také rovnicí kvadratickou 
(ac* + '>£ + c) — (p£ + q)' = 0, j e j í ž to diskriminant jest 44. 
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Výsledek ten jest odvozen za předpokladu, že a > O ab.c reálná; ale p. q 
mohou býti libovolná čísla komplexní. Lze však j e j rozšířiti ne jprve p r o « < 0 > 
potom i pro případ, že a, b. c jsou čísla komplexní, a + 0 a ve všech těch pří-
padech stále za předpokladu ¿J ' 0 (viz př. 1 a pozn. 4). 

Pro ¿ j = 0 p lyne snadno (úvahou obdobnou právě provedené, pouze v př . I 
odst. Id užívá se přípudu 3) 

2 1 
<0 = •- y.. . " 

p—\a M(JC - ¿0 + y~ 'h 
23. Druhá metoda k výpočtu integrálů fH(x,y)dx upravu j i ' 

(rozkládá) n e j p r v e vhodným způsobem funkci , j ež se má inte-
grovati. K lomu cíli uvažu jeme ne jp rve racionální funkci r(t) 
proměnné t, p ro kterou platí r{t) = r(—t): j e tedy r(t) racionální 
funkce sudá. Oznaěíme-li j e j í h o čitatele a jmenovate le p(t). q(t), 
jest podle p ředpokladů (nemají-li p(t) a q(t) za společného dě-
litele t) 

r(0 = PW = P(-o = P(0 + P(-o - P>('•) 
<j(0 9(-0 q(0 + q(-<) <1.(0' 

t. j . racionální funkce sudá proměnné t jest racionální funkcí 
jejího čtverce t2. 

Pišme, abychom tohoto výsledku užili na R(x\y), ne jp rve 

¡a x. y) = í [tf(.v. y) + R(x. - i / ) j + y [ff (*, y) - N(x, -¿/)] y {
y 

Avšak | R ( x , y ) + R(x,—y)|, \R(x, y) - R(x, — y)\y jsou sudé funkce 
(racionální) p roměnné y ; j sou tedy racionální funkce výrazu 
y2(a x), y2 však jes t rovno ax'1 + bx + c; jsou ledy ony výrazy 
(provedeine-li dosazení y2 = ax2 + bx + c) racionální funkce pou-
hého x. Lze tedy psáti i 

R(x,y) = n(x) + r2(x) 
y 

a integrál z funkce R(x,y) se r e d u k u j e na integrál z racionální 
funkce rt(ji), k te rý pokládáme v důsledku vyložených metod za 
známý, a na integrál 

f r 2 (.v) dx _ í r, (x) dx 
J y J \!ax'+bx + c' ( ' 

který zbývá vyšetřovali . 
Abychom j e j vypočet li, rozložíme si n e j p r v e racionální 

funkci rt(x) ve zlomky částečné na tvar (5) odst. 11, z kteréhožto 
rozkladu ihned vyplývá, že integrál (1) se převádí na výpočet 
integrálů tvaru 

í xfí dx f dx 
J V a + bx-fc J ( x - <[)" yax1 + bx + c ' (2) 
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V posledním z obou integrálů číslo a může bytí i komplexní 
¿i bude tudíž při něm nutno uvažovati obě možnosti (a reálné, 
« komplexní). Oba integrály (2) lze počítati vzorci redukčními. 
Pro prvý ihned vyplývá z rovnice 

d (*« yax=+ bx + c) = nx«~i Vax! + bx +~c + ("V + " h) = 
dx yax*-\-bx + c 

_ (/i + 1 ) ux" + 1+_(n + í) bx" + nex»-1 

~~ la.v r-f-/)X - f c 

Z ní plyne integrací obou stran 
(« + 1) a J„ + • + Ol + i) b J» + nc ]„-, = xn Ilax' + bx+ c, (3) 

kde jsme značili r x»dx 
J | 'ax5-f- bx c 

Pomocí tohoto vztahu platného pro 0 lze vyjádři t i všecka 
J„. kde n celé a kladné, integrálem J„, který jsme svrchu vy-
[jočetli, a výrazem, který jest součinem polynomu stupně n — 1 
v x a odmocniny }ax 2 + bx + c. 

Rovněž pro integrál 
yK=f d* 

J (x—'0" \/ax'- + bx + c 

lze odvoditi cestou úplně shodnou obdobné formule redukční, 
totiž derívujeine-li výraz 

_ l/axs + bx + c 
( x - a)" 

podle x: výraz tak vzniklý lze psáti ve tvaru 

iiA ( « - ! ) « . (h—1)C  
(x—«)" + ' V«X! + bx + c (x—(t)" | ax ! + bx + c (x—<i)"—1 Vax2 - f bx + c 

kde A = aa2 + ba + c, B—2aa+b, C = a. Mánie tudíž redukční 
vztah .. t , . , 

ii A . Y„ +, + (« - J ) li. }',, + (n -1) C . Yn - , = - °' W 

který jest beze změny platný, ať a jest číslo reálné či kom-
plexní, a který nám dovoluje všecky integrály Y„ vyjádři t i : 

I. Je-li A = aa2 + ba + c =|= 0,*) integrálem 
dx 

ax2 í>x -j- c 

a součinem odmocniny J'a.v2 + 6.x• + c s polynomem stupně n—1 
v \x—a) - 1 . 

i (•*•— 

*) T. ]. není-li x—« kořenovým činitelem výruzu ax l + bx- f -c . 
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2. Je-li A = O (pak B 4= O, uebof j inak by ax2 + bx + c¡Jjylo 
čtvercem výrazu lineárního v x), součinem odmocniny j/fl.v2+6jc+c-
s polynomem stupně n v (JC—a)— 

Integrál J^ lze snadno, je-li ne jp rve a reálné, přeměnit i iičii 
integrál nám již známý, a to substitucí 

l . 
* = t + « • 

Tu máme ^ ^ í dl 
y'~J (x--<i)]>!*x'~+bx + c~ +J }'ÁV + Bt + C' 

Znaménko horní jest při ť > 0 , dolní při t< 0; význam A,B,C 
jest týž j ako svrchu v rovnici (4). I jest při A =)= 0 

Y,= + j-^>l(2Al +B + 2YÁ \Ať+ Bt+C) + k. 

Vrátíme-li se k původní proměnné x. obdržíme konečně 
) = f dx _ - 1 _ ] ( ) /(2fl« + b).v + ( ^ í + 2c) + 

J (•* - ' O l ^ + b x + c j W + bít + c x — u 

2Va»'-f bu + c | «.v' -j- bx + c\ 
x — a I 

vzorec platný pro každé reálné «, pro něž aa2 + bu + c =f(), j akož 
i pro všecka x v intervalech neobsahujících bod a a body at, at 

(nulové body trojčlenu ax2 + bx + c). 
K témuž výsledku mohli bychom dospěti i j inou cestou, a to 

metodou odst. 22. Tu bychom substitucí nové proměnné za x od-
stranili odmocninu a převedli integrál na integrál z funkce racio-
nální. Avšak substituce ta jest nezávislá na a a jest táž, af jest 
a číslo reálné aneb komplexní, a tudíž výsledek svrchu pro 
uvedený (který rovněž nezávisí v podstatě své na cestě, po j aké 
j sme k němu dospěli) jest platný, af jest a jakékoliv číslo reálné 
anebo komplexní, hovící podmínce aa2 + ba + c =(= 

Tím vyloženy jsou úplně prostředky, j ichž pomocí lze in-
tegrály (2) a tedy i každý integrál (1) pomocí elementárních trans-
céndent a funkcí algebraických vypočítati. 

PŘÍKLAD. Dokažte, že výraz, který jsme získali pro integrál )',, — 
značme výraz ten opět )'i — lioví vztahu 

dx 
Yaxt + bx + c' 

24. Užijeme výsledku pro Ji ne jprve k výpočtu tohoto jednoduchého 
in tegrá lu: , d x 

J (x—ofU' + c ' j - i i e > , « « . / . v + e > o . 

lim ( - tiY,)=f 
•<• = 00 J \ 
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Dosadíuie-li do vzorce svrchu získaného, máme 

- J , ~ 2AÍX + 2 c + 2 \C-Á \A x ' + c , 
( . v - i) fAii+Č ~ T c ^ a S x - i + 

Násobím-li v čitateli i jmenovateli argumentu funkce log výrazem x + i (u po-
tlačím-li v čitateli 2, čím se mění toliko integruční konstanta), dostanu po 
snadném počtu výsledek 

. - J _ foe I V C - ^ + nx' + C\ \x]/C-A 4- i]/Ax^+c\ 
y c - A g + T) "" ~ 

- i , tyc-A i ¡ A x 1 + c \ - ' , y;ix'+ř: 
-yc-Alog (w+1 + \ « + í ) + \ c - a w t ( ? x Ve - ,í + * 

(čitatel argumentu logaritmu byl rozštěpen ve dva činitele, jmenovatele j sme 
rovněž psali x ! + t = Vx! + i - V*' + í atd.). 

V prvním vydání Integr. počtu (str. 39) bvl tento vvsledek psán ve tvaru 
(// = !, K = i) _ 

= j , [log (y + l.V1 - A) ± i are sin ^ J + k. («') 

kde horní znaménko jest při x > 0, dolní při x < 0; y pak jest dáno rovnicí 

- R Í Í F -
Čtenář snadno zjistí shodu obou výsledků; pro nás poslední bude východi-
skem dalších úvah. Jestliže C < A , jest obdobně 

K formuli ( I I ' ) , ( I I " ) lze však dojiti j inon značně jednodušší cestou. V pod-
statě běží totiž o výpočet dvou integrálů 

f * f _ dx^ 
J ( x « + I) V^x* + C(X' J (* ' + 1) y j x ' + C 

x* = y mění s< 
• f 

•J (* + l)VAv 

První z nich substitucí x' = y mění se ihned na 

- + C 

který se snadno vypočte; druhý substitucí x = I 'x ' změní se v 

- f _ *'dx' 1 J (x'!+ I) 1 C.v" •- + A 

což jes t však v podstatě integrál prvý. Viz také v odst. 10 cvič. 3 a v odst. 21 
cvičení 3. 

25. V odst. 23 byl sice podán výpočet integrálu ) i i pro komplexní n 
platný, avšak výsledek tam udaný není zvláště výhodný k použití. Abychom 
dospěli k výhodnějšímu, podám výpočet integrálu 

c (Hx + K)\ dx 
(o) I — 1 • — ^ r • a„ = 0, b, > 0, 

' J (b„x' + 2b, x + b,) y a „ x ' + 2ai x + a, 
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kde b„,b,,b„ ah ¿¡.,, H, K jsou reálné konstanty a kde/>,/>,—/V > 0, u„u.— 
— a,' i-0. Zavedu pro stručnost tato označení: 

b„b1 — b,' = zl, a„aj — u,' = D. a0í>4 - f a , b , — 2a, b, = H, 

(F = a,x' + 2u,x + at, if> = b0 x1 + 2b, x + b„ 
i) = (a„i>i — a, b„) x1 + (a„ b. — a2 b„) x + (a, bt — a, b,) - h/Sip — .! i/>'y. 

Kdybychom do daného integrálu zavedli proměnnou x ' substitucí 
p x ' + <j 

x = —-p- ' ps — qr 0, 
TX' + S 

změnil by se na integrál s tejného tvaru, poúze místo A- by bylo v něm .v' 
a místo H, K, a„, a nové hodnoty H', K', a'„, a',.. . . Při tom jsou na př . 
koeficienty a'„, a',, a'2 definovány vztahem 

a, (px' + q)> - f 2a, (px> + q) (rx' + s) + a, ( rx ' + s)> = a'0 x ' ! + 2a', x ' + a'2 ; 

tedy polynom tp t ransformuje se s tejně v polynom tp j ako kvadrat ická formu 
a„x1-|-2aixi/-|-a2.t/1 ve formu a ' „ x " + 2a'i x'y'-\- a ' 2 y " substitucí x = px'-\-qy'. 
y = rx ' -f- »</'•• A obdobně se t ransformuje polynom i/' a Hx-\-K ( jako forma 
2. a 1. stupně). Poněvadž integrál (o) přešel l ineární substitucí v integrál téhož 
tvaru až na to, že mnohočleny <p, ip, Hx-\- K (a proměnná) jsou nahrazeny 
novými mnohočleny, "avšak právě těmi, které z nich vznikaj í l ineární sub-
stitucí (prováděnou obdobně j ako na formách s te jného stupně), vidíme, že 
integrál jest invariantem polynomů (forem) t p , i p . H x - \ - K k obecné l ineární 
substituci. Lineární substitucí můžeme však dvě kvadrat ické formy přeměnit i 
na součet čtverců (DP 251) vždy, je-li aspoň j edna definitní. Tak j e tomu 
právě v našem případě ( z / > 0) i můžeme proto převésti l ineární substitucí 
zároveň formy ip, tp na formy Ax'-\-C, x*-|-l a tím integrál (») na integrály 
předčil, odstavce. Vyskytují-li se pak ve výrazech pro integrály otlst. předčil, 
ně jaké útvary invariuutní forem ip.tfi. s te jné útvary budou i ve výraze pro 
integrál (i>). Výrazy pro integrály v odst. předch. skládaj í se ze dvou funkcí, 
a to funkcí tvaru 

(w) log (y + l / j j i - m ) . are sin ^ , kde y = J / - ^ 

a kde m, u jsou konstanty. Avšak y jest invariantem polynomů ip.xj>\ j e to 
odmocnina z podílu obou forem. Proto i integrál (o) jest vyjádř i te lný funk-
cemi (/»), kde y = ]/'p . tp~~l: m, n pak jsou vhodné konstanty (rovněž inva-
rianty, avšak nezávislé na proměnné x). Abychom stanovili konstanty m, n 
a rovněž i faktory, jimiž funkce (iv) se musí násobiti, aby součet výrazů tak 
vzniklých dal integrál (o), utvoříme si za předpokladu, že y = ipK ip—•>> de-
rivace funkcí (ID). Derivuce ty jsou 

1 1 
^ jUp — mif) }/»ifj — <p ip\'(p 

Jelikož má býti možno funkci za integračním znaménkem ve(u) složití z těchto 
dvou výrazů, u to l ineárně s konstantními součiniteli, jest nutno, aby mnoho-
členy druhého stupně ip—mxp, ntf>—<p byly úplnými čtverci mnohočlenů 
prvého stupně, kteréžto mnohočleny by byly zase děliteli polynomu i). Di-
skr iminant polynomu q> — mtp = x ! (a0 — mb0) + 2x (a, — mbi) + a2 — mb, jest 
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nťJ — mB 4- D; j e leily in - a s te jně n — kořenem rovnice J— fi¡iD = 0. 
Výrazu & - 4JD. který jest diskriminantem rovnice v e, lze dáli v koeficien-
tech také tvar (a0 fc. — a s i>„)!—4(a„ b, — a, />„) (ai b} — a, b,), kterýžto výraz 
— vyjádříme-l i j e j pomoci nulových bodů polynomů (p, ip, jež označíme 
ž-i, th, /'3 (a pro které jest 2a, = — a0 (/., 4- ¿5), a, = a0 ¿1/.,, atd.)— lze na-
hradit i výrazem a„l b0'(/.t — ,<1 i ) ( / . i—" 2) (¿3 — ."')('•s— /'«)• J e s t tedy zárověň 
resultant polynomů ^ t^. Poněvadž /i,, ,11, jsou podle předpokladu čísla kom-
plexní sdružená a poněvadž můžeme a budeme předpokládati , že tp a ip ne-
maj í společné míry, jest to číslo kladné. Je-li D < 0 (podle předpokladu jes t 
•J > 0), jest jeden kořen rovnice v í kladný, druhý záporný. Je-li D > 0, 
učiníme další předpoklad, že a „ > ( ) ; pak jest (9 > 0*) a rovnice v | má dva 
kořeny kladné. 

Volíme-li za n větší z obou kořenů rovnice pro menší pak za m, jes t n 
v ždycky kladné. Touto volbou j e docíleno, že V" v e ( l v ) reálná. Jelikož 
]/<p mip. j!n\j) (p jSou l ineární výrazy v x bez společné míry (neboř i j ich 
kvadráty jsou bez společné míry), dělí jej ich součin !) a (tp mtp)(nty qp) 
dělí iV; vskutku jest plátno j ak snadným počtem lze se přesvčdčiti --
identick y ,gi = (f)l j + ff) ̂  H _ ^ D ^ . ̂  ^ _ m ^ ( ( ( ^ _ (f>) 

identita to odj inud známá. Můžeme tedy položití**) 

1p — mip =((i, x p , ) ' - , 11 tp tp = ((i , * 4 - A ) " . 

9=VM»lx + * ) ( « , * + /»,)• W) 

Při tom inůženie znaménko ± 11 jednoho z čísel u t ,§, , 'i2, A volili l ibovolně, 
u ostatních vypsanými identitami jest stanoveno. 

Výrazy (z) se v důsledku těchto vztahů redukuj í 11a 

a^x+íl, , a, x 4~ --

^ - " r p W ^ • 
funkcím (10) pak po snadné úpravě lze dáli, nehledě k znaménku, tvar 

/ v 1 — V ? + ( « ' * + * ) , 1/9 
('•') ' l o g ,7 , are tg — • 

2 ]jfp (o , x 4 - / J , ) cc, * + 09 
Derivujeme-li tyto dvě funkce, abychom stunovili znaménka v (z')***) tak, 
aby derivace výrazů v (w) byly rovny výrazům v (z'), vidíme snadno, že 
v (z') jes t u prvního i druhého výrazu bráti znaménko 4~. Násobíine-li nyní 

*) Neboť (i — a„ b„ (11, /i, 4" ¿2 — 2 (¿1 + ¿2) (,"> 4" /'•«)). což jes t číslo kladné; 
jsou-li j ednak /.,, /..,. jednak 11,, ,n, čísla komplexní sdružená. 

**) Neboť aspoň jedno z čísel a0—mb„, nb„—a0 jes t kladné (druhé pak 
jest vzhledem k identitě (u) . ¿ 0 ) . Je-li D < 0 a a„ > 0, j e to prvé číslo, je l ikož 
in <[0; jestliže D < 0 a a„ < 0, j e to druhé číslo. Je-li D > 0, pak, kdyby ne-
bylo žádné z nich kladné, bylo by a0 ^ mb„, nb„^a„ a tedy (fj0 jes t kladné) 
n ^ m , což odporu je učiněnému stanovení. 

***) Derivaci na př. d ruhé funkce nejsnáze počítáme, když de r ivu jeme 
arctg(J/gp/e sj/n^> a obdobně je tomu i u prvé funkce. Při tom jes t 
f i = ± 1, tak ^by « . * 4-0» = ] I m f ) *p. 
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prvou funkci (w) .1, druhou tí u A i D volíme tuk, uby součet funkcí násobením 
vzniklých měl derivaci (Hx-\-K)i>p]/<p, dostaneme dvě lineární rovnice pro A, li. 

Tak dospíváme konečně k formuli*) 

I ( H x + K)_dx = ( H p , - Ku,) — ± ( ' Í , . V + / ? , ) 

° g | / 9 _ ( r ( l . v + / , i ) 

i (W/?2 — 't,K) I V . 

Výsledek ten jest odvozen za předpokladů li > 0, ¿1 > 0. />„>(), D j 0 
a, je-li D > 0, pak i a 0 > 0 . Jest platný ze jména se zřetelem k intervalu (in-
tervalům), ve kterém (ve kterých) jest tp > 0. Lze však snadno ukázati, že 
jest platný i pro interval, ve kterém ^ > < 0 a že, nahradíme-li funkce log 
a arctg komplexních argumentů v tomto př ípadě příslušnými funkcemi (log 
a arctg) reálných argumentů, dostaneme — nehledě ovšem k činiteli i — vý-
sledek shodný s tím, který vyplývá z daného, píšeine-li v něm V—'P místo 
\*P a zaměníme-li zároveň dvojici čísel [re,, /tf,], [ft4. /?,]. Avšak i předpoklady 
/>„ > 0, a„ > 0, je-li D > 0, jsou málo podstatné pro platnost výsledků, kterou 
lze bez potíže rozšířiti i pro tyto vyloučené př ípady. 

26. Přehled výsledků. Shrncme-li výsledky docílené v odst. 2"5 
pro integraci integrálu (1) obdobně, j a k o jsme to učinili v odst. 17 
pro integraci funkcí racionálních, vidíme, že můžeme vyslovili 
tento výrok : Jsou-li p(x), q(x) dva mnohočleny proměnné A-bez 
společné míry, pak lze psáti 

ÍPW . Pí(*)./•• S 1 . . . />.(•*") d x 

J g(x) y^+b^+c - ^ ( x ) r x + b x + c +J g.(x) v 
(A) 

/ax' + bx + c 

kde Pi(x), l>o(x), qt(x), q0(x) jsou rovněž mnohočleny proměnné .v. 
a to těchto vlastností: 

1. q„(x) má pouze nulové body prvního řádu a ty mohou 
by ti pouze v bodech, ve kterých q(x) má nulové body a a.v2.+ 
+ bx+c jest od nuly různo. Stupeň polynomu p„(x) jesl bučí 
nižší než stupeň mnohočlenu q0(x) aneb jest j emu roven. 

2. Nulové body mnohočlenu q^x) mohou býti ne jp rve v bo-
dech a„ Oj, nulových bodech výrazu a.x-2 + bx1 + c a jsou lam 
tenkráte a jenom tenkráte, když také q(x) má tyto nulové body. 

*) fiJui , jsou podle (P) záporně vzaté kořeny rovnice 0 = 0 u jesl, 
je-li aabi — a, b„ j- 0, 

P, _ a„ bt — a.j b„ — V li §t _ a„ bt — aa b„ + V li 
"i 2 (a„b, — a, b0) ' ua 2 (a„ />, — a, bu) 

Tudíž \ j («1.7, — u^Pi) = \K : nebof J / j (ti <ts = (a0i»i — a, b„). 
Při tom bylo ke stanovení znaménka před Ví? užito ještě okolnosti, žc 

(a, — mbi)/(a„— mbe) = P,/a, , (nb, — ai),(/ií>0 — a„) = 0,/«,. 
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Rády jicli ve q^x) n q(x) jsou si pak rovny. Jinak jsou nulové 
body mnohočlenu <h(x) pouze lani. kde (/(.v) má nulové body řádu 
vyššího než 1, a má q^x) v bodě a (různém od a1, a2) vždy nulový 
bod řádu v—1. má-li (¡{x) v a nulový bod řádu v. Je tedy qt(x) 
úplně stanoveno (požadu jeme-li. aby i ¡t^x), (h(x) neměla spo-
lečnou míru, což mlčky činíme), a to až na multiplikativní 
konstantu, kterou můžeme si vol i t i tak. aby na př . koeficient 
ne j vyšší mocnosti x v Í/,(A) byl I. 

"•>. Označíme-li stupně v x mnohočlenů ¡>{x), <i(x), p^x), qx(x) 
po řadě znaky n, q, (>j, pak je-li jest n l < Je-li n > q 
a n — Q = fi. jes t nl—Q1=/i — 1. Má-li (¡(x) vesměs jednoduché 
kořeny různé od a,. a., (jest ¿h(x) = 1) a je-li zároveň stupeň n r^ Q, 
jest Piix) identicky rovno nule. 

4. Integrál na pravé straně rovnice (A) dá se vyjádř i t i ja-
kožto součet tvaru 

.,/ I ( ) p + />).v + (ba + 2c) + 2 [ <*>(«) lV(.v) N , ( ) p ^ + ,, + , , | ^ 
x — a 

kde <p(x) = a.v2 + bx + c a kde konstanty M. /V, a mohou nabý-
vati také hodnot komplexních. Číslo a jest jeden z nulových 
bodů mnohočlenu qa(x). 

Všecky tyto výroky jsou prostými důsledky j ednak mož-
nosti rozložili zlomek p(x)/q(x) ve zlomky částečné (odst. 12, (5)), 
j ednak redukčních formulí pro integrály Jn,Y„, j ednak vyjádření 
integrálu J0, Yx. 

Dává nám tudíž pravá strana rovnice (A) vy jád řen í integrálu 
na levé straně tak, že prvý j e j í člen obsahuje algebraickou část 
v jeho vyjádření , d ruhý transcendentní, jel ikož pak, j a k snadno 
patrno (viz obdobnou úvahu v odst. 17) jsou mnohočleny Pi(x), 
<h(x), p„(x), í/o(-x) určeny jednoznačně (polynom q^x) jest, j ak 
svrchu vytčeno, úplně znám; pro polynom q0(x) můžeme před-
pokládali, že jest součinem různých kořenových činitelů mnoho-
členu q(x) různých od x—at, x—a2, každý činitel v první moc-
nině), můžeme mnohočleny pt(x). ]>0(x) stanovití metodou neurči-
tých součinitelů. Vyplývá tak zejména věta : Algebraická část 
integrálu na levé straně rovnice (A) dá se vždy stanovití opera-
cemi racionálními (a specielně metodou neurčitých součinitelů). 

Cvičení. 
1. Výraz dávající integrál Y, v odst. 23 I/.e vyjádřiti pomocí elementárních 

iranscendent ještě v rozmanitých jiných formách (než výrazem odstavce 23). 
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Uvedu některé př ís lušné formule, jež čtenář ne nesnudně dokáže, a to za před-
pokladu, že a, b, c, a jsou reálná čísla. Z důvodu stručnosti zavedu označení 

f(x) = axl + bx + c, f(x, rt) = (2aa + b)x + (bii + 2c), 
D — b' — 4a c, .r — rt = (xa). 

Mezi veličinami p rávě vypsanými jes t vztah 

[/(*, «)]• - 4 f(x) /(«) = (*«)• D, (+) 

známý z teorie kvadrat ické formy binární, k terý však čtenář bez potíží přímo 
ver i f ikuje . Neclif pak, j a k o již dříve, sign A značí + 1 , je-li , - l > 0 : je-li 
A < 0, neclif sign A = — 1. 

Pak j e s t : 

s v í d x 1 ' «1 , « 

je-li D < 0 . a > 0 . 

0) Y, = sign ( x « ) , ; -- are sin . ~ . ' , 7 ^ + k. je-li D > 0 . f(a) < 0. 
X ~ /(") (•*•») l' o 

1 f(x, ll) 
/) V, = sign [(*«) f(x)] | are sin + *•> je-li O > 0 , f(u) > 0. 

Všechny tyto výsledky lze pokládati za prostý důsledek relace ( + ) a výrazů 
pro derivaci are sin z, arg Shz. 

2. Ukažte, že při D > 0 v důsledku vztahu /9), y) jest 

| | < 1 ( r e s P- > 0 . je-li f(x) f(u) < 0 (resp. > 0). 

Nerovniny tyto nás leduj í ovšem bezprostředně z (-f-). 
3. Ukažte, že tvar pro hodnotu integrálu 

I dx 
1=1, . -,/ , , ~ , A < B; A, B, a reálná čísla. J (x — ii) X x—A • | x—B | 

závisí na vzá jemné poloze bodů a, A, B a na intervalu pro x. Zavedeme-li si 
intervaly (a. A), (a, B), (A, B) takové, že u v n i t ř žádného z nich není jeden 
z bodů rt. A, B (na př. uvnitř(rt, A) není bod B), a dále takové, že jednotl ivý in-
terval se př ípadně skládá ze dvou částí obsahujících body -f- oo, —oo (na př. 
interval (rt. A), je-li tt^> B, bude značit souhrn intervalů (—oo, A), (rt.oo)), lze. 
a í jes t vzá jemná poloha bodů rt, A, B jakákoliv, celý interval (—co, oo) roz-
ložití vždy ve tři intervaly (při čemž ovšem jeden z nich se skládá ze dvou 
nesouvislých částí). Na př. je-li A <"< B, rozpadá se(—00,00) ve tři intervaly 
(A, ti), (a, B), (A, B) požadovaných vlastností (interval (A, B) se v tomto pří-
padě skládá ze dvou částí (B, +oc) , ( - OD, ,4)). Zavedením tak vymezených in-
tervalů můžeme hodnotu integrálu / vyjádři t i takto: Klademe-li pro stručnost 

a—A x — f l | 
Á— B ' x — a 

jest / = F. M arg Sh Vsií, je-li x v (n, A): 

l = t M arg Sh V®, je-li x v (a, B); 

1 = eM are sin — — e M are sin -j- k', je-li x v (A, B). 

M = 2 — * = W . X ~ A <& = 
M'A — re | \B — a A-B x — rt ' 
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Při tom jest i• = + 1 a lze j e ? každém jednotlivém případě snadno stanovití, 
neboť na prvý pohled lze vždy ndati. zda hodnota výrazu pro / má derivaci 
kladnou či zápornou (znaménto jej í . nehledě k činiteli f M resp. — ( M, sou-
hlasí se znaménkem bučí derivace funkce anebo ¡8). V případech, že in-
terval pro x se rozpadá ve dva nesouvisící kusy. může míli číslo f v každém 
z nich hodnotu různou. 

•5. O KŘIVKÁC H RACIONÁLNÍCH A IN TEG R Á LEC H 
JÍM PŘÍSLUŠNÝCH. 

27. V předcháze j íc ím j sme za x dosazovali racionální f unkc i 
nové proměnné t lak, že zároveň i | a x 2 + bx + c stala se racio-
nální funkci té proměnné. I kol len lze pa t rně nahrad i t i ná-
s ledu j íc ím: 

V r o v n i c i i1'•—ax1 + bx + c <0 

jes t za x volili lakovou racionální a reálnou funkci p roměnné t. 
al>y i y bylo následkem lélo rovnice racionální funkc í pro-
měnné t. Anebo: Jest vy jádř i t i xny j akož to racionální f u n k c e 
proměnné t tak. aby rovnice (I) byla ident icky sp lněna . 

Jsou-li .v, y p ravoúhlé souřadnice bodu v rovině, jes t (1) 
rovnicí kuželosečky: lze ledy úkol náš takto s tyl isovat i : Sou-
řadnice bodů na kuželosečce (I) maj í se v y j á d ř i t i j a k o ž t o racio-
nální funkce pa ramet ru t. Jelikož tento úkol vždy má řešení, 
j a k j sme svrchu poznali, ř íkáme, že kuželosečka jest křivkou 
racionální. Obecně racional isace rovnice (1) dá se provést i t ak to : 

Budiž (o, v) bod na d a n é kuželosečce: pak jes t 
»•! = a,ii! + b," + c-

Proložme bodem (n, ¡) svazek p ř ímek; j ich rovnice jes t 
H-v = l(x-!i), (2) 

kde t jes t p roměnná směrnice p ř ímky svazku. Kuželosečka (1) 
a př ímka (2) ma j í dva body společné, j eden j e s t (», r), d r u h ý zá-
visí na t a dostaneme j e j řešením rovnic (1) a (2). Eliminací y 
na př. dostaneme kvadra t ickou rovnici pro x, avšak ods t raněn ím 
kořenového činitele x — fi obdržíme l ineární rovnici p ro x, t akže 
pro x a rovněž pro y vyplývá racionální vý raz v t. Snadným 
počtem vychází 

_ a,t(+ b — 2W + ,«ť- _ — + (2a,u + b) i—vť 
x - - a + r- — a + /* "" ' 

což jest obecná racionální rovnice dané kuže losečky ve fo rmě 
paramet r ické . 

PŘÍKLADY. 1. Je-li c > 0 . volme ,11= 0. Pak máme r = ] / c a 
_ b - 2 l/ct _ — aVc"+ bí — fct1 

X~ - a + t1' lJ~ - a + ť 
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2. Jsou-li kořeny ft,, <c, rovnice a.v! bx -f- c = 0 reálné, klučíme ii = ft, 
i = ( ) . Pak jest 

¿/íts -f- b -f- aJ1 — í/íii -(- tu I' 
— a -f1* ~ — a + r- ' 

= (2act, + b)t _-*(,(,-«,)/_ 
-V — a + í ! - a + l 1 

V případě, že a < 0, dá se tento výsledek přivésti ve shodu s výsledkem 
uvedeným v odst. 19, v rovnici (•/) substitucí t = V V—a. 

3. Je-li a kladné, můžeme místo svazku (2) vzíti svazek přímek rovno-
běžných s asymptotou (pak místo bodn (II. v) nas tupuje bod kuželosečky na 
úběžné přímce); svazek ten má rovnici 

í/ = ± -v \'h + I. (2') 
Řešením rovnic (1) a (2') přicházíme k výsledkům uvedeným již svrchu 

v odst. 22. 

28. Lze snadno udati příklady algebraických*) kř ivek vyšších 
s tupňů, jež jsou racionální, t. j . při nichž souřadnice bodů na 
křivce lze vyjádř i t i jakožto racionální funkce parametru . Ve-
zmeme v úvahu dva příklady. 

1. Descartesůo list má rovnici 
xi y 3 = Xy (rt) 

Jest to kř ivka algebraická třetího stupně, mající v počátku 
dvo jný bod. Položíme-li j ím svazek přímek, jehož rovnice jest 

.1/ = xl. (h) 

protnou nám jednotlivé př ímky svazku kř ivku vždy toliko 
v j ednom bodě různém od počátku (nehledíme-li k tečnám ve 
dvo jném bodě). Souřadnice průsečíku hoví tudíž rovnici prvního 
s tupně a lze j e racionálně vyjádř i l i pomocí t. Vskutku dostáváme 
řešením (a) a (b) - a t 3fl,, 

x = • - - , u = . (c) 
1 +1> 1 + ť 

Descartesův list a vůbec každá křioka třetího stupně s bo-
dem doojným jest křiokou racionální, jakož vyplývá z úvahy 
s te jné j a k o při Descartesově listu. 

2. Rovnici lemniskaty lze psáti ve tvaru 
(x1 + .V'-)' = a- - y')- (<l) 

Tato křivka jest čtvrtého stupně a má rovněž v počátku 
dvo jný bod. Přímka dvojným bodem procházející protíná však 
k ř ivku ve dvou bodech různých od počátku a dospíváme tudíž 

*) T. j . takových, jichž rovnice v souřadnicích paralelních anebo troj-
úhelníkových jest dána rovnicí algebraickou mezi souřadnicemi bodu křivky. 



81 

řešením (d) a (b) k rovnic ím d r a h é h o s tupně a tím k i raciona-
litám. O b d r ž í m e řešíce ty to rovnice 

_ a t f i - l ' 
1 +t* ' V— (. • 

Odmocn inu , která se tu v y s k y t u j e , lze však snadno uěini t i 
r ac ioná ln í ; na př . podle odst. 27, př . 1, klademe-li 

1 / ^ = ^ = 1 + /«, odkud ť = • 
1 + u2 

1 - U» 

Provedeme-l i subst i tuci těchto výrazů, dostáváme p r o sou-
řadnice bodu na lcmniskatě ihned 

v = * ( ' - « ' ) _2au(\-iC-) 
1 -f- 6a ! + u 4 ' J l - f ó « 2 - ) - « 1 

odkudž j e s t pa t rno , že lemniskata jes t k ř ivkou racionální . 
Lemniska ta jes t k ř i v k o u čtvr tého s tupně maj íc í t ř i body 

dvojné . Bylo b y snadno dokázati , že každá k ř ivka č tv r t ého 
s tupně m a j í c í t ř i body d v o j n é jes t racionální k ř ivkou . P rove-
deme však v té př íč ině něk t e r é úvahy obecné. 

29. Obecná rovnice a lgebra ické k ř i v k y m-tého s tupně obsa-
h u j e ce lkem 1 + 2 + 3 H b (m + 1) = \ {m + 2) (m + 1) koef ic i -
entů . Jsou tudíž j e j i c h p o m ě r y — a tedy i k ř i vka m-tého s tupně — 
známy ( jak z vět o řešení systému l ineárních rovnic ihned 
vyplývá), je- l i dáno na kř ivce J (m + 2) (m + 1) — 1 = i m (tn + 3) 
bodů ne jsoucích ve zvláštní poloze. Můžeme tak vysloviti v ě tu : 
Body o počtu % m (m + 3) libovolně v rovině zvolenými prochází 
aspoň jedna algebraická křivka m-tého stupně. 

Z ní vyp lývá snadno : Křivka algebraická n-tého stupně ire-
ducibilní (t. j . taková, jež se nerozpadá ve křivky stupňů nižších) 
má nejvýše \ (n — 1) (n — 2) bodů dvojných. 

iNebof d e j m e tomu, že na dané křivce s tupně n j es t 

S ( n - D ( n - 2 ) + 1 

bodů dvo jných . Pak lze těmito body a ješ tě n — 3 body na d a n é 
křivce, tedy celkem 

1 (ii - 1) (ii - 2) + í + ii - 3 = H« - 2) (ii + 1) 

body, proložiti aspoň j e d n u k ř i v k u s tupně n — 2. S ní b u d e 
mí ti daná kř ivka ve d v o j n é m bodě aspoň dva p růseč íky spo-
lečné; tudíž obě k ř i v k y m a j í celkem aspoň 

2 (II - 1) (n - 2) + 1] + ii - 3 = ii (n - 2) + 1 
Petr, Integrální počel, 2. v. f> 
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společných bodů. Ale dvě křivky, jedni) stupně rc-tého. d ruhá 
s tupně n — 2, mohou míti nejvýše n(n — 2) bodů společných, ne-
splývaj í - l i částečně, což však nastati může j en tehdy, je-li k ř ivka 
s tupně n-tého reducibilní . iNemůže tedy daná kř ivka, je-li i redu-
cibilní, míti j (n — l) (// — 2) + l 
anebo ješ tě více bodů dvojných. 

Zda však k ř i v k y algebraické n-tého stupně o \ (n—1) (n— 2) 
bodech dvojných vsku tku existuj í či ne. není z toho patrno. 

30. Z předcházej íc ích vývodů plyne, že má-li ireducibilní 
k ř ivka Cn s tupně n-tého nejvýše možný počet bodů dvojných, 
těmito body dvo jnými v počtu -J (n—1) (n — 2) a dalšími n — 2 
body na křivce Cn libovolně zvolenými*) prochází jedna a jen 
j edna kř ivka Cn—2 s tupně n — 2. 

iNebof, k d y b y podmínkami právě vytčenými nebyly poměry 
koeficientů v rovnici k ř i v k y Cn—i úplně stanoveny, bylo by lze 
na Cn ješ tě j eden bod libovolně zvoliti jakožto bod, j ímž také 
má procházeti C„-2, a pak n—1 libovolně zvolenými body k ř ivky 
Cn a současně všemi j e j í m i dvojnými body procházela by aspoň 
j edna kř ivka C„-2. T ím by nastala opětně nemožná okolnost, že 
ireducibilní k ř ivka C„ má s kř ivkou C„—2 n(n — 2) + l prťísečíků. 
Jsou tudíž l ineární rovnice, které dostaneme pro koeficienty 
k ř i v k y C„-2, píšíce, že C„_2 prochází —í)(n— 2) body dvoj-
nými a dalšími n — 2 libovolnými body ireducibilní k ř ivky C„. 
na sobě nezávislé. 

Tak dostáváme pro rovnice křivek, k teré procházejí i (n—1). 
(n — 2) dvo jnými body ired. k ř ivky C„ a dalšími n — 3 body je-
j ími, řešením přís lušných lineárních rovnic tvar 

/. A(x, y)-j-,11 B {x, y) = 0; /., ,11 neurčená číslu, (1) 

Uvedenými body prochází tedy t. zv. svazek křivek C„~2; 
rovnice j eho závisí na proměnném paramet ru Xfri. Každá kř ivka 
svazku má s C„ 

2 . i (n — 1) (n - 2) + 11 — 3 ~n (11 — 2) — 1 

pevných průsečíků ve dvo jných bodech kř ivky C„ a v n — 3 dal-
ších bodech na C„. j eden toliko průsečík závisí na ^¡n. Řešením 
rovnic (1) a rovnice k ř ivky C„ 

f(x, y) = 0 
*) Tyto další body můžeme zvoliti t řeba i tak, že několik 11a př. k jich 

v j eden splývá, ve kterémžto př ípadě vlastně požadujeme, aby algebraická 
k ř ivka CV~, měla s tyk s tupně k — l s Cn. Po př ípadě můžeme ony další body 
zvoliti si v bodech dvo jných ; tu se pak křivka dotýká jedné větve nebo obou 
větví k ř ivky Cn bodem dvojným procházejících. 
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dostáváme pro souřadnice tohoto průsečíku (po krácení kořeno-
vých činitelů příslušných pevným průsečíkům) rovnice l ineární, 
t. j . obdržíme pro ně výrazy tvaru 

x — R,(/-!!i), y = /ř2 (/./,«); Ri, Kj racionální funkce. 

Průsečík ten může býti kterýkol i bod na Cn (podle svrchu 
dokázané včty) a dospěli j sme tak k výsledku, že souřadnice 
ošech bodů na ireducibilní křivce Cn mající }(n — 1) (n — 2) bodů 
dvojných lze vyjádřiti jakožto racionální funkce parametru: 
t. j . křivka C„ o maximálním počtu bodů dvojných, existuje-li 
vůbec taková křivka, jest křivkou racionální. 

31. Větu právě dokázanou můžeme rozšířiti snadno i na ně-
které př ípady, kdy kř ivka C„ má singular i ty vyšší než obyče jné 
body dvojné. Vezměme v úvahu př ípady dva. 

I. Křivka Ca má dvojný bod, ve k te rém dvě větve k ř ivky 
maj í dotyk r-tého stupně. Tu předpisu jeme křivce př idružené 
Cn-», aby v tomto bodě s j ednou (a tudíž i druhou) větví k ř ivky 
C„ měla styk rovněž stupně r-tého. Tím zavádíme pro koefi-
cienty k ř ivky C„_2 r + 1 podmínku a v onom dvo jném bodě do-
stáváme v obecném případě 2(r + l) bod společný k ř ivkám C„ 
a Cn—2« Je tedy singularita vytčená při rozhodování, zda k ř ivka 
Cn má maximální počet bodů dvojných, rovnocenná r + 1 bodu 
dvojnému. 

II. Křivka Cn má bod r-násobný, ve k te rém má r různých 
tečen. Tu budeme požadovati pro př idruženou k ř ivku Cn_2, 
aby tam měla bod (r — l)-násobný. Tím ukládáme koef ic ientům 
kř ivky C„_2 1 + 2 + 3_| h ( r - l ) = i ( r - 1) r 

podmínek. V bodě však, ve kterém ma j í Cn bod r -násobný 
a Cn—2 bod (r — l)-násobný, jest obecně r(r — 1) průsečíků obou 
křivek. Je tu tedy bod r-násobný rovnocenný J r ( r—1) bodu 
dvojnému. 

32. PFTÍKLAD 1. Abychom převedli rovnici lemniskaty v od-
stavci 28 (d) na tvar racionální metodou vylíčenou, proložíme 
svazek kuželoseček, k teré procházej í body dvo jnými a k te ré 
se do týka j í v reálném bodě dvojném větve lemniskaty o tečně 
x — y — 0. Jelikož imaginární dvojné body lemniskaty j sou body 
kruhové a reálný dvo jný bod jest v počátku, r e d u k u j e se svazek 
kuželoseček na svazek k ruhů dotýkaj íc ích se v počátku p ř í m k y 
x — y — 0. Rovnice j eho jest pa t rně 

x*+y* = /. (x — y). 
6* 
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Řešením rovnice lemniskaty a této rovnice dostáváme snadno 
,./.- + ai ,./.2 —a2 

x = a-/. — . y = a1 A — 
'/.' + a 4 ' / * + a 1 

čímž souřadnice bodů lemniskaty jsou v y j á d ř e n y jakož to racio-
nální funkce parametru L 

Od tvaru právě dosaženého dospějeme ke tvaru v odst. 28 
odvozenému substitucí 

1 — u 
/. = a — - — • 

1 + n 
PftÍKLAD 2. Křivka o rovnici 

yl + 3i/»x - f by-x - f yx°- + x 8 + 4x* = 0 

jes t kř ivkou racionální; nebof v počátku má dvojný bod, ve k terém se dvě 
větve do týka j í ; v bodě (—1, —1) má pak obyčejný dvojný bod. Metodou 
svrchu (odst. 28) při lemniskatě užitou dostáváme racionální vy jádřen í 

_ (l2-\-2t —19)2 _ t2 + 2í — 19 
( < 2 - 9 ) ( f + 3) 2 ; (ť2 — 9) (ť —|— 3) 

33. Obecně platí věta: Racionální čára ireducibilní stupně 
n-tého má \ (n — 1) (n — 2) body dvojné. Při tom jes t s ingulari ty 
vyšší vždy vzíti v počet j ako náležitý počet bodů dvojných, 
tedy ze jména bod dvojný, ve kterém se dvě větve k ř ivky ve 
s tupni r dotýkaj í , j ako r + 1 bod dvo jný a bod r-násobný ja-
kožto ^ r ( r — 1) bod dvojný. Větou touto teprve dosahuj í věty 
dokázané svrchu pro kř ivky racionální věcného podkladu; nebof 
jel ikož, j a k snadno plyne, exis tuj í racionální k ř i v k y n - t ého 
s tupně ireducibilní, jest j í prokázána též existence algebraických 
kř ivek stupně n-tého o maximálním počtu bodů dvojných . 

Co do důkazu j e j í ho odkazuj i čtenáře ke článku Ed. Weyra, 
Časopis, VIII, str. 193 a nás!., kde lze nalézti další vývody a pří-
k l ady ke kř ivkám racionálním*). 

*) Jednoduchý důkaz věty té vyplývá z rovnice Pliickerovy pro třídu 
k ř ivky algebraické. Podle ní jest počet tečen z daného bodu ke křivce stupně 
H-tého, maj íc í za singularity d bodů dvojných uzlových a r bodů úvratu, dán 
Výrazem « (n — 1) — 2d — 3r. (v) 
Stanovme počet tečen ke křivce racionální /i-tého stupně o rovnicích 

<I>(t) >l>(t) 
x — X(í) ' ^=X{Í)' ^ "'S0U m n o h 0 č I e n y s tupně n-tého, 

rovnoběžných s osou Y (t. j. vedených z úběžného bodu osy y). Při tom před-
pokláde jme , že žádný z bodů úvratu neleží na přímce úběžné a že žádná 
z asymptot není rovnoběžná s osou Y (nejsou-li podmínky ty splněny hned 
od počátku, stačí transformovati danou křivku vhodnou pro jek t ivn í transfor-
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Jestliže algebraická rovnice 
<p(x,y) = 0 (2) 

stupně n-tého mezi x, y jes t rovnicí algebraické kř ivky ireduci-
bilní s tupně n-tého a má-li tato kř ivka d bodů dvojných (při 
čemž s ingular i ty vyšší bereme v počet j a k o náležitý počet bodů 
dvojných a body úvra tu čítáme ovšem mezi body dvojné) s l u j e 
Č Í S , ° ' ' p = i(n-D(n-2)-d 

rodem rovnice (2) a zároveň rodem příslušné kř ivky algebraické. 

Z předcházej íc ího vyplývá, že pojem kř ivky racionální a po-
jem k ř ivky rodu nula (nultého) zahrnu j í v sebe tytéž k ř ivky , 
t. j . že každá k ř ivka racionální jest rodu nultého a naopak. 

34. Integrály tvaru . 
Jll(x,y) dx, 

kde R{x,y) jes t racionální funkcí proměnných x, y a kde y jes t 
funkcí x, jež dána jest rovnicí algebraickou rodu p 

(p (x, y) = 0, 

sluj í integrály Ábelovy rodu p příslušné ke křivce o rovnici 
<p (x, y) - 0. 

inací, jež očividně kř ivku racionální n-tého stupně převádí zase v racionální 
křivku stupně n). Př ímka o rovnici x—x0 = 0 protíná danou kř ivku v bo-
dech, jichž parametry dostaneme řešením rovnice 

x — x0 = — x0 = 0 aneb rovnice '[> (<) — x„X (<) = 0. (*) 
A (t) 

Má-li býti př ímka x — x„ = 0 v bodě o parametru ť tečnou, musí být i í ' dvoj -
násobným kořenem této rovnice. Tedy jenom ty z přímek x — x„ = 0 mohou 
býti přímkami tečnými, pro něž rovnice (x) má dvojnásobné (anebo vůbec 
mnohonásobné) kořeny. Příslušná x0 dostaneme, utvoříme-li diskriminant rov-
nice (x) a položíme j e j na roveň nule. Dostaneme rovnici pro x0, k te rá bude, 
jelikož diskriminant rovnice stupně n-tého jest stupně 2(n—1) v koeficientech 
rovnice, stupně nejvýše 2(n — 1). Za kořeny bude míti jednak taková x„, 
pro něž př ímka x — x„ = 0 jes t tečnou, j ednak taková x„, pro něž p ř í m k a 
x — x0 = 0 prochází bodem úvratu . (Dvojným bodům uzlovým přís lušej í dvě 
různé hodnoty parametru.) Obdržíme tedy vztah se zřetelem k číslu (•/) 

[n (n — 1) - 2d — 5r] + r ^ 2 (n — 1). 

Anebo d + r ž j ( n - 1 ) (n — 2). 

Poněvadž však maximální počet bodů dvojných u ireducibilní kř ivky s tupně n 
jes t právě b(n — 1) (n — 2), musíme brát i v poslední rovnici znaménko rov-
nosti a j e tedy d + r = i ( „ _ 1 ) { n _ 2 ) > 

čímž věta dokázána. 
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Z úvah odstavců předcházejících následuje , že integrály 
Ábelovy rodu 0 dají se převésti racionální substitucí na inte-
grály z funkcí racionálních. 

PŘÍKLAD. Jest vypočísti 
Jydx, 

kde y jes t kořenem rovnice + y3 = 3 axy. Dosadíme-li za y = xí, máme 
podle odst. 28 

3 aí 3 at2 dx , 1 — 21» 
- = 3a 1-fť" 1 + ť8 dt (1 + ť9)2 

Obdržíme tudíž 

f y dx = 9a2 f ^ - ^ d t . 

J J (! + <»)' 

Přeměníme j e j dále substitucí l + / s = r : 

í . , ,C-i — 2v, 9a2 . 6a2 9a2 , 6a2 

I u dx = 3a2 I a r = = , -
J " J T° 2T2 T 2(1 + ť8)2 l + 

Avšak t = y , i* | í = x* + y* _1axy _3ay 
x JC8 . V 8 X 2 

a tedy f xl , 2ax2 

ydx = — - H , 
J 2y2 y 

čímž daný integrál jest vypočten. 

4. REDUKCE INTEGRÁLŮ HYPERELIPTICKYCH 
(A ELIPTICKÝCH). 

35. Podobně j ako integrály tvaru 

JR (x, Vax2 + bx + c) dx (1) 

lze p ro jednáva t i integrály 
fR(x,]/X(x))dx, (2) 

X = a0xn + a,x"— i + • • • + an—i A-+ an 

má vesměs různé kořenové činitele. 
Úvahou úplně shodnou s úvahou provedenou pro integrály 

odst. 22 v odst. 23 lze integrály (2) převésti pomocí racionálních 
operací a rozkladem na zlomky částečné na integrály 

Shdx' f(x-%yr 
(3) 

kde a jes t obecně číslo komplexní a r jest celé číslo kladné. 
Pro tyto integrály lze sestroji t i snadno vzorce redukční. 
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!r = J p dx, 

Abychom obdrželi žádaný vzorec v př ípadě prvém, v y j d e m e 
od ident i ty y „ V ^ X + W 

2 Vx VX 

aneb (xr = 

( r - f } n ) a 0 A " + f - ' + ( r - H (» — >)) a i * n + r ~ H H r + i ) a n - i * r + ran*'-1_ 
l'V 

odkudž integrací, klademe-li pro krátkost 
' x r 

y r 

xr yX = (r + i n) a 0 In + r-, + (r + }(n - l)) a , /„ + r-, + • • • 

+ (r + J)an-i h+ ranlr-i. 

l )osazujeme-l i v této rovnici za r po řadě 0, 1 , 2 , . . ., dostá-
váme řadu rovnic, ze kterých lze vypočítati každý lr pomocí 
In—2, In—3 • • • 11, /<>• 

V rovnici té můžeme klásti za r též záporné hodnoty. Píše-
me-li v ní — r za r, členy j e j í pak v j iném pořádku a s opačným 
znaménkem, obdržíme 

ranl— r - i + (i — i ) a n - i / - H f (r — £ (" — l ) ) a , /n - r— i - f 
+ (r — Ut)a0 In—r—i = — x - f X. 

Je - l i v ní a„=}=0, můžeme z rovnic vzniklých dosazením 
r = — 1, —2, — 5 , . . . postupně / -¡ , /_3, 7_4, . . . vypočítat i pomocí 
l—l, 10, . . ., In—i. 

Jestliže a„ = 0 (pak ovšem a n - i =(= 0, neboť j i nak by X bylo 
dělitelno x2, což jsme předpokladem o různosti kořenových 
činitelů př i X vyloučili), lze vypočítati /_,, /_2, /_,, . . . pomocí 
1o, A » • In—t-

Integrály však _ r dx 
J r - j ( x - a y V x 

se substitucí JC = a + JC\ je-l i a reálné, ihned p řevádě j í na l~ r, 
při čemž pod odmocninou bude polynom 

X = A 0x'«+A1 *">-i + • • • +An-iX' + An 

kde, j a k známo, 
An = X(«), An-i = ^ X'(n), An-s = ^ X"(«) . . . 

Je tedy, je-l i a reálné, pro Jr platna tato formule redukčn í : 
rAn Jr+• + (r — i) An-, Jr + (r— f) An-t Jr-. H 

+ (r— hn)A„Jr+1-n = - (JZ^-* 



88 

Avšak formul i tu můžeme odvodit i i j i nou cestou, na př . der i -
vováním výrazu , k te rý j e v ní na p ravé s t raně, a náležitou 
úp ravou vý razu tak vzniklého (viz přís l . úvahu v odst. 25). Pos tup 
tento pak zůstává v platnosti , i k d y ž a jes t číslo komplexní . 
Jest tudíž odvozená formule p l a tná i p ro komplexn í a a my 
máme větu (uvážíme-li, že, je- l i vl„ = X(a) = 0, mnohočlen X jest 
děl i te len x — a): 

Není-li x — a kořenový činitel mnohočlenu X, dají se všecky 
integrály Jr vyjádřiti lineárně pomocí Jl a integrálů /„, /,,..., /„-2. 
Je-li x—a kořenový činitel mnohočlenu X, lze všecky integrály 
Jr vyjádřiti lineárně pomocí /„, / , , . . . , /n-2. 

35a. Podám ještě odvození velmi obecných formul í reduk-
čních, k t e ré mohou býti často už i tečný při vyh ledáván í h lavně 
a lgebra ické části integrálu z f u n k c e iracionální , a to p ro integrál 

• A dx « r A dx 
J Bfl/X' 

k d e A, B j sou polynomy v x bez společné míry , B nemě jž dále 
mnohonásobné kořeny. Jest p a k n u t n o dva p ř í p a d y rozeznávati , 
buď mnohočlen B jest nesoudě lný s X anebo jes t děli telem 
mnohočlenu X. 

a) X a B jsou bez společné m í r y ; pak j sou se zřetelem ku 
p ř e d p o k l a d ů m i B'. X a B bez společné mí ry a můžeme tedy 
(buď metodou neurči tých součini telů anebo pomocí Eukl idova 
algor i tmu) nalézti dva po lynomy v x M, N tak, že 

MB -+- NB'X = 1. 

Jest pak A A(MB + N B ' X ) _ AM AN]/X^B' 

B"]/X~ B'L]/X ~ B1'-1]/! • W 

Avšak př i fi > 1 
A N M X B ' \ AN]/X T MIVYX ANX' 

1(1-/ . ) B"-»] B'1 L Í I - . M J B ' ' - ^ (1 - ^ B ' ' - ^ 2 ( 1 - , i i ) B ^ F X 

• I . a tedy A A, f AN]/x ]' 
B>']IX ~ « ' - » V Í L ( 1 - /.) B ' - 1 J 

př i eemz 
A, = AM - N)' X + J ,1:VX')-

Integrací rovnice (5) dos taneme 
r A _ ¿ i Vyx , r _ A t 

J W']/X d x ~ (1 - + J B!'~L\X DX' 

což jes t h ledaná rovnice r e k u r e n t n í , j e j í ž pos tupným užitím 



89 

lze daný integrál při fi celistvém kladném redukovati na inte-
grál tvaru r A 

J m dx-
b) B nechť jest dělitelem X. Pak jes t X=BXU kde Xt nemá 

s B společné míry (neboť by pak mělo X kořenové činitele mnoho-
násobné), nemá tedy ani B s B'Xt společné míry a můžeme opět 
dva mnohočleny M, N vyhledati , aby 

MB N B ' X , = L, 

pročež (a vzhledem k X = BXx) 
A A(MB + N B ' X L ) _ AM ANB'\X[ 

B>'\X B'L]/X BFÍ~L\X ^ B
F, + I-

Avšak (při každém fi různém od +) jest 
AN]/X,B' ^ I AN]/X\ V _ J A N ) ' \ T L 

(AN)'X, ANX', 

./ ANL/X, V (AN)']/XI ANX', . 

^ . . - ^ B " - * / u-^B"-* ( 1 - 2 
_ [ ANMX, T (_ 

La—/o Bm-*J a-I ̂ B " - T * (1 - 2 u ) B > ' - ' M X , 

t e dy / AN]/X, __V A, A
 = ( AN]/x, Y 

B»VX B"-lyx 
KDC A, = AM — - ((AN)FX, + I ANX',). 

i 
Integrací pak máme 

f A , ANVT, f A, 

kterážto formule redukční převádí daný integrál při /i celistvém 
na integrál tvaru - . 

CAF' A 

Jud x• 
POZNÁMKA. Tato metoda redukční zůstává v platnosti, i když 

X = í, t. j . lze j í použiti př i redukci integrálu z funkce racio-
nální tvaru 

f*<* 
na část racionální a t ranscendentní ; viz odst. 17; shoduje se pak 
s metodou Hermitovou (1. c.) pro vyhledávání racionální části 
integrálu z funkce racionální. 

36. Jestliže stupeň n mnohočlenu X = a0.x"n + a ^ " - 1 + • • • + a„ 
jest větší než 4, s luj í in tegrály (2) hypereliptické; jestliže pak n 
jest rovno 3 anebo 4, nazývíij í se eliptické. 
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Shledali jsme pak v předcházejícím, že rozkladem racio-
nální funkce 11a částečné zlomky a racionálními operacemi osecky 
integrály hypereliptické nebo eliptické lze přeoésti na tyto in-
tegrály základní: 

a) integrály prvého a druhého druhu (viz poznámku) 

b) integrály třetího druhu 

Při tom jest předpokládati , že x— a není dělitelem X. 

Lze pak dokázati dále, že integrály (2), při nichž s t upen 
n = 2(i—1, lze převésti racionální substitucí na integrály, při 
nichž n = 2fi. 

Neboť, je-li n= 2ft — 1 a tedy 
X(x) = a0jeV«--i + a,*1 '«-» H 1- a 2„_ ,, 

postačí klásti * = l / j c '+a , kde a není kořenem rovnice X(a) = 0. 
Pak bude — 

při čemž 
X(x') =X(a). x'1-" + ^ X'(a)xy-l< 1 + ~ X"(«) x'1."-1 -\ (- a„x', 

takže X(x') j e vskutku stupně 2 f i a tím věta dokázána. 
Lze pak také naopak dokázati, že integrály (2), při nichž 

n = 2fi, lze převésti racionální substitucí na integrály (2), při 
nichž n=2n—1; ovšem jenom za předpokladu, že mnohočlen 
X(x) má aspoň jeden reálný kořenový činitel. 

Je-li totiž ten reálný kořenový činitel x — a, stačí použiti 
substi tuce x — a=i/x, aby tvrzení bylo jasné. (Viz níže po-
drobné provedení této substituce při integrálech eliptických.) 

S těmito větami (z nichž druhou jsme toliko za omezujícího 
předpokladu dokázali) souvisí i další okolnost, že počet základ-
ních integrálů prvého a druhého druhu lze ještě při n = 2fi 
o j e d n u snížiti tak, že j ich bude i při n = 2fi i při n = 2fi—1 
s te jný počet, t. j . 2¡i — 2. 

Rovněž vyplývá z dokázaných tvrzení, že postačí vzíti v úvahu 
integrály hypereliptické nebo eliptické, u nichž n = 2[i (anebo, 
kdybychom druhé tvrzení měli dokázáno bez omezujícího před-
pokladu, u nichž n = 2fi — 1). 
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V následuj íc ím podrobněji zabývati se budeme toliko in-
tegrály eliptickými. 

POZNÁMKA. Odlišení a zevrubnějš í definici integrálu 1. a 2. 
d ruhu lze provésti následovně. Dosadíme do integrálu lr za x 
novou proměnnou x na základě vztahu JC = 1/JC'. Pak funkci za 
znaménkem integračním se nacházející lze rozvinouti v řadu 

* ' » ( C „ + C , A : ' + C , . V » - | - ) ( + ) 

kde c0, cx, ct, . . . . jsou čísla buď reálná aneb ryze imag. a kde s 
jes t číslo celé ( = 0 ) , je-li n = 2fi; jestliže n = 2fi—1, jest s zlomek 
o jmenovatel i 2. Vzniká-li integrací řady vzniklé (odst. 6) funkce 
v okolí bodu jc' = 0 konečná (t. j., je-li s > — 1), jest lr integrálem 
prvého druhu. Jsou tedy lr integrály prvého druhu, jestliže r = 0 , 
1 . . . . , ¡i—2. Vzniká-li integrací řady (+) funkce v okolí bodu 
jť' = () nekonečná a neobsahující člen logaritmický (to jest , je- l i 
s < — 1), jest Ir integrálem druhého druhu . Je-li n liché a tedy 
s lomené, nemůže integrací řady (+) vzniknouti člen logari tmický 
a jsou tedy v tomto případě (n = 2fi—1) integrály / r d ruhého 
d ruhu pro r = fi — 1, n, . . . ., 2¡i—3. Je-li n sudé, nepokládáme 
v době novější (v důsledku učiněného stanovení) /-,_i za integrál 
druhého druhu; nýbrž teprve výrazy 

Ir— drift—1, r = /t, . « + 1 , , 2,l( —2, 

kde konstanta dr j es t tak volena, aby Jr—drlft—t vypočteno byvši 
naznačeným způsobem (integrací řad tvaru (+)) neobsahovalo 
člen s log x'. 

5. INTEGRÁLY ELIPTICKÉ. 

3?. Pro ten případ, že X předešlého odstavce jes t s tupně 
třetího nebo čtvrtého, s luj í integrály 

f R(x, VÍ) dx 

integrály eliptické, j a k j iž svrchu bylo vytčeno, 

Jestliže polynom X jest čtvrtého stupně, dá se př ís lušný 
integrál reálnou substitucí převésti na případ, ve k terém jes t X 
třetího stupně. Obrát íme se k vyšetřování této substituce. Budiž 
dán integrál r j,-

j R ( x ) w ( i ) 

kde Ii(x) jest racionální funkce x a X = a0je4 + a^® + flgjc2 + 
+ a 3 * + a4. 
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a) Předpokláde jme ne jprve , že rovnice X = 0 má reá lný 
kořen x = a, t. j . X=(JC — a)(b0xi+b^ + biX + b3). Tu postačí 
učinit i v daném integrálu substituci 

P a k 

1 j i J 1 . d* 1 x — a = — ! odkud x = f-a, . = • y y dy y 

X = — I Co A + Ci + c t — + c, I y \ y y* y I 

M í = f » h í k - = — /c3y' + c,y'+ c,«/ + c0 ' 

t. j . dostáváme integrál s tejného tvaru, v němž však pod odmoc-
ninou jes t polynom v y t řetího stupně. (O c3 p lyne z učiněného 
p ředpok ladu (odst. 34), že jes t od nu ly různé.) P ro ten př ípad, 
že rovnice X = 0 má reálný kořen, jes t tedy tvrzení svrchu uči-
něné dokázáno. 

b) Nečiníme-li předpokladu o reálnosti kořenů rovnice X = 0, 
lze dospěti k témuž výsledku pomocí dvou po sobě provedených 
substi tucí . Af má rovnice X = 0 kořeny jakékol iv , vždy lze levou 
s t ranu rozložití ve dva reálné činitele d ruhého stupně, t. j . vždy 
lze psati x = (Ax* + Bx + C)(A1xi + B1x + C1); /»*<>, +o. © 

Prvn í substituce má za účel proměnit i daný integrál na in-
tegrál , kde pod odmocninou zmíněné reálné činitele druhého 
s tupně neobsahuj í členy s první mocností proměnné. Klaďme 
za tím účelem 

x = (3) y +1 
P a k dostáváme 

_ (A'y* + B'y + C') (A\y* + B\y + C\) 
X ~ (</ + !)< 

kde 
A'=Ap* + Bp + C, fr^A^+BtP + C, 
B' = 2Apq + B(p + q) + 2C, . . . . 
C' = Aq* + Bq + C, . . . . 

Má-li býti B', B\ rovno nule, musí p, q hověti dvčma rov-
nicím 2Ápq + B (p + q) + 2C = 0, 

2A1pq+Bl(p + q) + 2C, = 0, 
ze k te rých , není-li ABt — y^B = 0, vyplývá 

B C . - B . C ACt — A,C 
" - A B ^ A j * P + q = - 2 T B T = X B ; 

t. j . p, q jsou kořeny rovnice 
(AB1 — A1B) ? + 2(AC, - AtC) f + (BCt - B1C) = 0. (4) 
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Diskr iminant této kvadra t ické rovnice jest 
4 = (AC1-AiCy-(BC\-B1C)(AB1-A1B). 

Označíme-li kořeny rovnice Ajc2 + Bx + C = 0 a rovnice 
A1x2+ Btx + Ci = 0 A. fi a Au (iu jest 

B=-A(l + n), C = A/.,«, B1 = -i41(A1 + ,a1), <?,= ; 

dosadíme-li pak tyto výrazy do ¿f, máme snadným počtem 

Tento výraz jes t vždy kladný, jsou-l i A, fi, Alt ftt čísla buď 
z části anebo vesměs komplexní . Je-li totiž A komplexní, jes t /i 
k němu komplexně sdružené; podobně jes t tomu i u čísel Alt 

Součin pak čísel komplexně sdružených jes t číslo kladné a tedy 
A jest číslo kladné. 

Avšak z/ bude číslem kladným, jsou-li všecky čtyři ko řeny 
A. fi. A,, JÍ, reálné, když rozklad (2) provedeme na př. tak, aby 

Lze tedy vždy pokládat i A za kladné, pročež rovnice (4) 
stanoví čísla p, q j akož to čísla reálná a různá a vztah (3) defi-
n u j e tudíž vskutku substituci žádané vlastnosti. I máme 

dy 
+ ajlA^y* + c\) 

Jestliže ošak jest ABt—AxB = 0, dojdeme k témuž cíli pa-
trně substitucí B I B \ 

Lze tedy v každém př ípadě převésti eliptický integrál tva ru 
(1), kde pod odmocninou jes t mnohočlen čtvrtého stupně, lineární 
substitucí na tvar 

I Ii,(u),, ^ ; R,(y) racionální funkce y. 

Avšak Ri(y) možno psáti ve tvaru**) 
o ¡„s^my^ + yMAy*) 

*) Jak z tohoto vy jád řen í patrno, jest A resultant polynomů kvadra-
tických Ax2 Bx-\- C, A,* 2 -) Viz také odst. 25, ve kterém též tento re-
sultant se vyskytnul a značen tam byl R, a odst. 18, př. 3. 

**) Z identičnosti 
R i i y ) = KAy) + KA-y) + RAy)-RA-y). 

" ^ M(y2) 
První sčítanec tohoto součtu jes t funkce sudá a má tudíž tvar d r u h ý 

pak jest funkce lichá, již lze p s á t i ^ 1 ^ Viz počátek odst. 22. 
n(y-) 
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kde M(y2), M^y2), N(y2) jsou mnohočleny v y2; proto integrál 
posléze uvedený se rozpadá v součet dvou 

ÍMm!) <iy , fyM^y1) dy _ _ _ 
J NG/2) yW+Č'){A\y°-+C\y } N(y*) V(A'y*+ C')(Á\y' -fC',)' 

kterýž to substitucí y2 = z mění se konečně v součet 
, [MM dz _ r M z ) dz 
- J ,V(z)Vz(A'z + C')(A\z+C'1) W(í) V(A'2 + C 0 ( i ' I ! + Č ' 1 ) 

První sčítanec jest el ipt ický-integrál , kde pod odmocninou 
jes t polynom třetího stupně s reálnými nulovými body, d ruhý 
pak jes t integrál, k terý se známým způsobem převádí na alge-
braické funkce a elementární t ranscendenty. 

Poněvadž však integrály tvaru 
dx / R(X)-

l/60jrs + + btx + bB 

substitucí x = a + í/y, kde a není kořenem rovnice b0x3 + b1x2 + 
+ blx+bi=0 a j inak jest libovolné, převáděj í se na tvar (1), 
kde j-est pod odmocninou polynom čtvr tého stupně, vidíme, že 
jes t platna věta: 

Všecky integrály eliptické dají se reálnými substitucemi 
převésti na integrály eliptické, kde pod odmocninou jest mnoho-
člen třetího stupně s reálnými nulovými body. 

38. Integrály pseudoeliptické. Může se státi, že funkce M(z) v (5) se vy^ 
sky tu j í c í vymizí a že tedy integrál daný se r e d u k u j e toliko na výraz 

( M i 
J A'(z) 

(z) dz 
2 J A'(z) ]/(A'z -f- C') (A', z + O , ) ' 

kte rýž se dá vyjádři t i pomocí elementárních t ranscendent (totiž pomocí funkcí 
logari tmických a funkcí are sin). Tu říkáme, že daný integrál byl pseudo-
eliptický, jakož vůbec pod tímto pojmenováním sh rnu jeme všecky integrály 
tvaru r 

J R(x, l/X) dx, 

kde X j es t polynom třetího nebo čtvrtého stupně, dají- l i se vyjádři t i pomocí 
e lementárních transcendent a funkcí racionálních. 

Př ípad právě v úvahu vzatý (že při provádění t ransformace předcli. odst_ 
M(z) j es t identicky rovno nule) poskytu je ne jčas tě j i se vyskytuj íc í takové 
integrály. 

PŘÍKLAD 1. Budiž dán integrál 
(1 — x*) dx 

( l + J C a ) V í + *<' 
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Abychom j e j uvedli na tvar (5), rozložíme 1 + x 4 na reálné činitele; jes t 

1 + x« = (l + x 2 ) 2 - 2 x 2 = ( x 2 - V 2 " x + 1) (x2 + V2 x + 1). 

Rovnice (4) j e s t 

2]/2či—2]/2 = 0; 
j e j í ko řeny jsou — 1, + 1 , takže substituci (3) lze psáti 

» +1 
a jest 

l/r+TT - V[(2 - 1/2) j/2 +(2 + ]/2)] [(2 + 1/2)y* + (2 - ]/2)\ _ 
' + ~ G/ + D2 

= V2(I/' + 3 + 2j/2) (J/2+ 3-21/2") 
C.V + O2 

J = 2V2 M - ^ = 
J V* + 1 l/(.i/2 + 3 + 2f2)(y* + 3 - 2V2) 

dz 

(z + t ) l / ( z + 3 + 2l/2)(z + 3 - 2V2)' 

odkudž jes t patrno, že daný integrál jes t pseudoeliptický. Snadným počtem 
dostaneme 

1 • *V2 , 
J — f,— are sin , . —; -+- c. \2 i + -v2 

PŘÍKLAD 2. Budiž dán integrál 

/ dx 
n x 2 ) V O ^ t ^ O ' 1 > f c > 0 ' 

kde <p(x4) jes t racionální funkce x 2 . Mnohočlen (1 — x 2 ) (t — fc2x2) lze roz-
ložití dvoj ím způsobem v součin dvou kvadrat ických činitelů tak, aby d bylo 
kladné ( j a k o vůbec každý polynom 4. stupně o vesměs reálných kořenových 
činitelech). 

Ty rozklady jsou 

a) (1 — x 2 ) ( t — H 2 x 2 ) ; = — -jjjj 

b) ( l - ( k + i)x + kx*-)(l + (k + i)x + kx*); J=k*. 

Pro rozklad b) rovnice (4) 

2(k* + k) í* — 2 (fc -f-1) = 0 

má kořeny ± 1 ¡]/k a j e tedy substituce (3) 

1 y — 1 
x = ,.-- -

Vit- y + i 
Tou změní se daný integrál v 

f J i ( y - i y \ d y 
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kde Y jes t tvaru c0y4 + c,y1 + c2. Jestliže pak 9 ( y ' J e s * ' i c ' , o u 

funkcí y, t. j . jest l iže 
J i G / - D ' \ _ J i (y + t r \ 

anebo jestliže , . » 

jest daný integrál pseudoeliptický. 

39. Můžeme ješ tě další z jednodušen í v z í ska j iých in tegrá lech 
provádět i . V in tegrá lu 

f ~ _ d z 

lze n e j p r v e docíliti, že koef ic ient třet í mocn iny p roměnné pod 
odmocninou j e s t k ladný . (Není-li j iž k l adný , stačí zavěsti novou 
p roměnnou substi tucí z = — z.) Dá le subst i tucí tva ru z~z1 + ^, 
kde i- j e s t vhodné číslo, lze docíliti , že součet kořenů mnoho-
členu t ře t ího s tupně pod odmocninou jes t r o v n ý nule. Lze tudíž 
převést i všecky el ipt ické in tegrá ly na tento tvar 

R ( - X h u < i / * w *, + «. + * . = <>. (6) 
V 4 (* — e , ) ( * — É>2)(* — e, ) 

k t e r é m u se ř íká normální tvar eliptických integrálů, zvaný 
Weierstrassův, j ímž hlavně by l do ana lyse zaveden. 

Provedeme- l i pak redukce v odstavcích 34—36 naznačené, 
vidíme, že všecky eliptické in tegrá ly lze v y j á d ř i t i pomocí těchto 
zák ladních in tegrá lů : 

C dx f xdx 
J M* (x — e,) (x - ' J ] /4(x - e,)~(x—-e2) (x - 7 J ' 

r dx 
J (x — ci)|/4(* — e , ) ( * — e2) (* — ea) ' 

což j sou normální (kanonické) tvary Weierstrassovy pro základní 
eliptické integrály. P rvý z nich s lu j e normáln ím in tegrá lem 
elipt . prvého druhu ve tvaru Weiers t rassově, d r u h ý normáln ím 
in tegrá lem elipt . druhého druhu ve tva ru Weiers t rassově a třetí 
no rmá ln ím integrálem elipt. třetího druhu ve t va ru Weiers t ras-
sově. V posledním může číslo a nabýva t i i hodnot komplexních 
Často se místo 

V í ( * - e . H x - e ^ O ^ ^ ) (7) 
píše . 

1 / 4 * ' - gtx-g„ 
k d e gt = — 4 ( e 1 e 2 + e 2 e 3 + e , e,), gt = 4e1eiea; 

/ 
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gt. g3 s lu j í invarianty a v našem případě, jel ikož ex. et, e3 jsou 
reálné, jes t „ .,_ . ^ _ 

J í í — 27,?5 > 0 ; 
gi— 27 g\ j e totiž diskriminant výrazu 4JC® — g«x— g3 a s lu j e 
též diskriminantem eliptických integrálů (6). 

Jedna z příěiu, pro kterou gt, g3 byly nazvány invar ianty , 
tkví v tom, že zavedeme-li do daného integrálu el ipt ického v nor-
málním tvaru Weierstrassově místo proměnné x novou proměn-
nou y lineární substitucí 

x = ' i y + f i , o = ti<) — () ' /±0 
rv + A 

o determinantu q tak, aby nově vznikající integrál byl zase nor-
málního tvaru Weierstrassova o invariantech g\, g\, jsou mezi 
g\, g'3 a a , g, relace = *.„-.,*) 

kde a jes t konstanta závislá na užité substituci. 

Označení čísel e,, eiy e3 budeme v následujícím (pokud pro 
lato čísla budeme předpokládat i hodnoty reálné) předpokláda t i 
takové, aby e, > e2 > e3. Jest tedy se zřetelem k podmínce 
ex + e2 + e, = 0, číslo ex vždy kladné, e3 záporné. Hodnotami 

e t , e3 jest celý interval (— 'x.-, oo) rozdělen na čtyři in te rva ly : 
( + s o , ex), (e„ es), (es, e3), (es, — rx>). Je-li proměnná x v prvém 
a třet ím z těchto intervalů, jes t odmocnina (7) číslo reálné; je-l i 
v druhém nebo čtvrtém, jest (7) číslo ryze imaginární . Avšak 
lineární substituce 

.v - = - > - ^ — e > > (8) 
y - e -i 

mění integrál (6) v integrál s te jného tvaru obsahuj íc í d ruhou 
odmocninu z téhož mnohočlenu třetího stupně a dá se tedy in-
tegrál (6) t ransformovaný substitucí lineární právě vypsanou 
vyjádř i t i týmiž normálními integrály tvaru Weierstrassova j a k o 
původní integrál (6). Substituce (8) pak mění intervaly proměnné 
jc(oo, e,), (e,, e,), (e,, e3), (e3, —oc) po řadě v tyto in tervaly p ro 
proměnnou y: (eít e3), (e,t —=»), e,), (eu et). Zaměňuje se tudíž 

*) Lineárním substitucím bude v následujícím věnován zvláštní odstuvec 
(odst. 41 a, tí). Z vývodů tam učiněných vyplývaj í veškerá tvrzení tu a při 
normálních tvarech Rieinannově a Legendrově o lineárních substitucích uči-
něná téměř bezprostředně a jsou tam z části i zevrubně dokázána. Ostatně 
neposkytne čtenáři žádných podstatných potíží i přímé provedení určitých 
substitucí v tointo a násl. odst. užitých — jako na př. substituce (8) — ze 
kteréhožto provedení veškeré vlastnosti v textu uváděné snadno vyplývaj í . 
V odst. 41 a, b čtenář sezná, j ak se k těmto substitucím právě dospívá, a dále, 
že není j iných s tejného druhu a týchž vlastností. 

Petr, In tegrální počet, 2. v. 1 
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substitucí (8) interval (00, Cj) s (et, e3) a (—00, ea) s (e^ e2), takže 
postačí k znalosti průběhu integrálů v normálním tvaru Weier-
strassově pro celý interval (—00, 00), abychom ten průběh znali 
v intervalech (TO, ej), (— TO, e3). 

Vedle l ineární substituce (8) t ransformuj í ješ tě tyto sub-
stituce . w . 

integrál (6) na integrál eliptický s tejného tvaru patřící k téže 

1/4 (x — e,)(x — e.,)(jf — e3), 

takže specielně jes t na př. pro substituci (8,) i (82) 
dx dy *) 

l / í O r ^ J I ^ - ^ X x - J7) ~ ~ V4(l/ - < . , ) ( „ - <>2) ' 

Body + TO, ev e2, e3, — ^ se t ransformuj í substitucí (8,) po řadě 
v body eu +oc , e3, e2, e,; substitucí pak (82) v body e3r e2, e,, 
± TO, e3, odkudž jes t také patrno, j ak se zaměňuj í in tervaly 
v proměnných. Tak na př. interval proměnné x (+ TO, ej se 
mění substitucí (8,) v interval (el5 +TO) proměnné y (t. j . probíhá-li 
proměnná x interval (+ TO, ej ubývaj íc , probíhá proměnná y 
in terval (el5 + 00) — s te jný to interval — rostouc). 

40. Další důležitý normální tvar el iptických integrálů jest 
Legendrův. Z vývodů odst. 37 vyplývá, že každý integrál elip-
t ický možno převésti lineární substitucí na integrály, jež lze 
v y j á d ř i t i j e d n a k funkcemi algebraickými a pomocí elementár-
ních transcendent , j ednak integrálem tvaru 

Ríu1)- -— - (5") 

'xy ' V M v + ř W . ď + c . j 
Jsou-li C',C\ čísla kladná, A', A\ záporná, klademe y= x .]/—Č'/A' 
čímž integrál ten změní se na tvar 

/ 

/ C, n
 d x _ 

M v } V ( Y - č n c - W ) ' ~ A'c\ 

při čemž o k můžeme předpokládati , že jest číslo kladné menší 
než I (kdyby bylo větší než 1, provedli bychom substituci 
y=x . C\IA\). Funkce S(x2) jes t racionální funkce proměnné x2. 

*) Pro substituci (8) jest pláten týž vztah pouze s tím rozdílem, že na 
p ravé s t raně jes t místo znaménka — znaménko Substituce (8) mři totiž 
de terminant kladný, substituce (8,), (8.2) záporný. 
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(a) 

Nejsou-li však C', C\, A',A\ uvedených znamének, lze ne j -
prve substitucí téhož tvaru (y = l. x, kde / jes t vhodně volená 
konstanta) převésti daný integrál eliptický přís lušný k j e d n é 
z těchto druhých odmocnin 

V í T + j O U + k"-x'). V ( T - xOíl + Cx'), l / ( i ! - t ) ( l + csx«), 

V(l +A-Oíl^^), V( 1 + x'') (C'x'~ 1), V(i=-I)(i_ 
V nich jes t číslo cs kladné (větší než 0), číslo k'2 pak jes t číslo 
kladné, menší než 1. Jiné p ř ípady než J/(1 — je2) (1 — k2x2) a v (a) 
uvedené z ^(A'y2 + C') (A\y2 + C\) naznačeným způsobem vznik-
nouti nemohou, leda ještě, jsou-li obě čísla A',C' k ladná, číslo pak 
A\,C\ záporná anebo naopak; tu dostáváme z ní substitucí y = l. x 
snadno výraz 

konst. (1 + ^ ( T + T " * » ) = konst. i V(T+*')(1 + k»x'), 

což však jest v podstatě případ p rvý z (a). 
Avšak v případech (a) lze vždy jednoduchou substitucí, a to 

substitucí tvaru ) ať + p 
ad-fiy* 0 (?) 

převésti příslušný eliptický integrál na el iptický integrál patř ící 
k kde ¿¡t jest dáno výrazem 

f j i = V(i— 
Výsledky sestaveny jsou v tabulce 

dx dt 

III. 

IV. 

l/(l + x 2 ) ( l + fc'2x!) ÍJ1 
x* -

~T—r-' 
k> - I — fc" 

dx — k'dt V-I = 1 — 1 \ J t « = - f -
1 + c2 — x 2 ) ( l + c 2 x 2 ) - Ui = 1 — 1 \ J t « = - f -
1 + c2 

dx kdt 
.v2 - 1 

* ' = - / 1 + e2 |/(x2 — l ) ( t + c 2 x 2 ) 
.v2 -

1 — ť2 * ' = - / 1 + e2 

dx -kdt 
r t - i — / 2 

A:2 1 

^(t + x 2 ) ( l - c 2 x 2 ) c2 t + c2 

dx k'dt y.2 — 
1 c2 

1 + c 2 ^ ( l + x 2 ) ( c 2 x 2 — 1 ) \ j t 
c2 

1 + c 2 

dx -dt 1 t \ k^l—k'1 

~ p l x k" 
t \ k^l—k'1 

> o 
k > 0, k' > 0 
k* + k" = 1 

*) Substituce ty lze odvoditi tímto jednoduchým počtem. Ne jp rve prě-
vedeine integrál (5") substitucí y* = +_ x /. na integrál normální tvaru Weier-
strassova. na který po př ípadě ještě (aby interval p roměnné byl (ei, oo)) 
provedeme substituci (8) odst. 39, j íž místo x zavedeme proměnné x'. Konečně 
místo x (nebo x') zavedeme proměnnou t, j íž se normální tvar Weiers t rassův 
mění na normální tvar Legendrův (viz dole pozn. 2). Počet jest zevrubně pro-
veden na příkladě př ipojeném k tomuto odstavci. 

7* 
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í -

Čtenář dokáže snadným počtem správnost výsledků uvedených 
ve všech šesti př ípadech (počet ten ve zvláštním př ípadě j e pro-
veden v příkladě ke konci tohoto odst.); jes t ovšem ještě třeba 
činiti předpoklad vymezuj íc í jednoznačně závislost mezi x a t. 
V tabulce napsané j e předpokládáno, že * a ť jsou čísla téhož 
znaménka. 

Máme tak celkem vě tu : Integrály eliptické lze lineárními 
substitucemi a substitucemi uvedenými v tabulce převésti (na 
funkce algebraické, j akož i funkce v y j á d ř e n é elementárními 
transcendentami a na integrály eliptické tvaru 

Š ( x
2

)
d x

 . - , 0 < ^ < l , 

kde S(x2) jest funkce racionální proměnné x2. Tomuto tvaru 
.říkáme normální tvar Legendreův. 

Lze pak činiti dále tyto dodatky na snadě ležící. Jelikož 
substitucemi i ,„„. 

x= + x', x = k> 0 (VII) — kx' 

se poslední integrál mění v integrály téhož tvaru, jest patrno, 
že postačí známost p růběhu normálních eliptických integrálů 
ve tvaru Legendrově v intervalech obsahuj íc ích toliko kladné 
hodnoty neodvisle proměnné, a to v intervalu (0, 1).*) 

Provedeme-li rozklad funkce S(x2) na zlomky částečné a po-
užijeme-li redukčních vzorců odst. 35 známým způsobem, vidíme 
dále, že všechny eliptické integrály (lineárními substitucemi 
a substitucemi tabulky svrchu uvedené, dále redukčními vzorci 
odst. 35) da j í se převésti na tyto tři základní integrály 

/
• dx C x-dx 

1/(1 — x 2 ) ( l —fc 2 x 2 ) ' J V(T—x 2 ) ( l - í r ^ x r ) ' 
dx . , 

m + 0. — 1, —k 1 , / ( 1 4 (14- mx2) V(1 — x 2 ) (1 — k2x2) 

což jsou nornuílní (kanonické) integrály pro základní eliptické 
integrály prvý prvého druhu, d r u h ý druhého druhu a třetí tře-
tího druhu ve tvaru Legendrově. 

*) Druhá ze substitucí (VII) p ř i ř a ď u j e každému > k~ 1 hodnotu .v v in-
tervalu (0, 1). Jestliže pak jes t v intervalu (1, l/k), lze psáti 

V ( l - * 2 ) ( 1 — k2x2) = i V(x2 — 1) (1 — ^ x 0 
a t ransformací uvedenou v tabulce pod VI x1 = k - j - (1 — k~~') x" aneb 
.v'8(l — )t2) = l — k2x2 převedeme přís lušný integrál opět na integrál ve tvaru 
Legendrově, kde x ' jest v (0, 1), kde však místo k2 jes t k'2=i — k2. 
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Poněvadž pak, j a k jsme poznali, stačí tyto integrály vy-
šetřovati pouze p ro interval (0, 1) neodvisle proměnné x, zavedl 
Legendre do těchto integrálů proměnnou <p rovnicí jc=sing?, 
čímž integrály ty, za předpokladu, že <p jest v intervalu (0, in), 
po řadě se změní v integrály 

/
dq¡ C sin' y f dqp 

y 1 - ~ ¡ t r s i ñ i ^ ' J V1 — k* sin1 y <f' J (1 + m sin ! q) Vt — fc'sin2 <r' 
jakožto j iný tvar pro základní el ipt ické integrály všech tří d ruhů 
v normálním tvaru Legendrově. 

Číslo k, jež můžeme pokládati za k ladné ( < 1) s lu je modul 
(též Legendrůo modul) eliptických integrálů (v normálním tvaru 
Legendrově). Číslo k', pro které Ar'2 = 1 — k2, nazývá se komple-
mentární modul. Jestliže vyše t řu jeme průběh eliptických in-
tegrálů i pro ty in tervaly neodvisle proměnné, pro k te ré pří-
slušná druhá odmocnina stává se imaginární , postačí vyšetřovati , 
j a k jsme poznali, v intervalu (0, 1) vedle eliptických integrálů 
s modulem k, také eliptické integrály s modulem komplemen-
tárním k' (viz pozn. pod čarou na str. 100). 

Číslo m v normálním tvaru Legendrově při integrálu třet ího 
d ruhu se vyskytu j íc í může býti i číslem komplexním. 

POZNÁMKA 1. V tabulce svrchu uvedené x může probíhá ti 
kterýkoliv interval, pro k te rý odmocnina tam se nacházej ící jest 
reálná, příslušné t jes t pak vždy v intervalu (—1, t). O m e z u j e-
me-li pak se toliko na kladné hodnoty proměnné x, jes t pří-
slušné t v intervalu (0, 1). 

Vedle substitucí v tabulce uvedených lze v každém př ípadě 
uvésti ještě j ednu substituci maj íc í tutéž vlastnost (že totiž 
příslušné t jest v intervalu (0, 1)). Nebof, j a k snadným počtem 
plyne, jest d ( 

V(t — n ( i - k ' t ' ) ' ~ V f i - f x i - w » ) ' 

je-li mezi P, ť2 l ineární vztah 

t*= t . t>> o (Vili) 
1 —Ar1/» ~ 

přiřaďující intervalu (0, 1) v t interval (1, 0) v ť. Složíme-li t edy 
kteroukoli substituci t abu lky se substitucí (VIII), obdržíme ješ tě 
jednu substituci, v důsledku kteréž jes t splněna rovnost dife-
renciálů uvedená v tabulce (nehledě ovšem k znaménku na p ravé 
straně, jež se změní v protivné). 
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Tak na př. rovnost v 1. 
dx dí 

V(l + x')(l + ř».v!) ~~ í - V(1 — / ')(! —k2 /2) ' 

platí ne jenom v důsledku vztahu 

1— ť 
nýbrž také vztahu i — ť- í — ť 

X ~ ( 1 — k 2 ) ^ ~ k'H2 ' 
a podobně v j iných případech. 

Tím udány veškeré substituce tvaru (pl), za kterých splněny 
jsou rovnosti mezi diferenciály v tabulce (nehledě ke znaménku) 
a př i k terých pro t vyplývá — za předpokladu, že t > 0 — in-
terval (0, 1). 

POZNÁMKA 2. Integrály eliptické v normálním tvaru Weier-
strassově lze snadno transformovati na normální tvar Legendrňv 
(a naopak). Stačí úvahu prováděti pro integrál prvého druhu, 
jel ikož postup příslušný jest týž při všech integrálech eliptických. 

Klademe-li v integrálu prvního d ruhu v normálním tvaru 
Weierstrassově _ 

x-ea = e ' , i > o pro * > en 

dostaneme po snadném počtu 
í dx _ _ í f dí 

J V í CT-e,)(*—<?.)(* — V č T ^ i s J V ( l - t 2 ) ( i - k ' ť ) 
k f , e k' - , tedy 0 < k* < 1 

ei — e, 

a kde intervalu (co, et) pro x odpovídá interval (0, 1) pro /. 
Jiná substituce, převádějící Weierstrassův normální tvar na 

tvar Legendrův, jest x _ ^ = ^ _ ^ / > 0 ( x ) 

ta převádí interval (e3, cs) v x na interval (0, I) v í. Pro tuto sub-
stituci jest 

r dx _ l í dt 
I y4(x-ei)(x-e.2)(x-e3) ~ í e ^ e , J f ( l - ť2) <1 — kU*j 

s touž hodnotou pro k j ako svrchu. 
PŘÍKLAD. Jest transformovati integrál 

/ y A f 
na tvar Legendrňv. Jelikož 1 — x* = (1 — JC'2) (1 -)- x2) bezprostředně se dá roz-
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ložiti ve dva reálné faktory d ruhého stupně obsahující jenom sudé mocniny x, 
dosadíme ne jprve x* =— y, tím dostaneme 

_ r dy _ f dij 
+ U V - , (.-:.)"(. + ,) = +J V4,»-4,y-

což jest j iž tvar Weierstrassův = ¿., = 0); 

e, = + t , <'., = 0, p a = — 1. 

Položíme dále podle (X) 
U = ~ 1 + ť-, 

čímž obdržíme 
f dy 1 f dl 

0 < í < u (a) 

což jes t hledaný tvar Legendrův. Spojením obou substitucí (x* = — y, 
y= — 1 + ť 4 ) získáváme substituci x1 = 1 — lkterá přímo daný integrál 
převádí ve výsledný. Pro t můžeme připusti t i pat rně interval (—1, 1); stano-
víine-li, že k ladným .v přísluší záporná t a naopak, můžeme vztah mezi in-
tegrálem daným a výsledným psáti ve tvaru 

f dx j C dl 
J V1 - x 1 ~ + f 2 J V ( l - < 5 ) t l - V n ' 

Výsledek tento však nás leduje bezprostředně z tabulky svrchu vypsané 
(případ II.). 

Ve svrchu napsaném normálním tvaru Weierstrassově pro daný integrál 
jest proměnná omezena na interval (0, — l) = (e a ,e a) , abychom j i převedl i 
na interval (e,,oo) = (l,oo), už i jeme substituce (84), t. j . substi tuce 

° — z -I- 1 
</ + i = i v <••>• y= I ' 

z - f l z + 1 
odkudž jest patrno, že substitucí 

z — 1 , i dx f dz 
Tx- = dostáváme I - = I ,, ' x "> 0 

z + t J V l —A-4 J V 4 z » - 4 z 
při čemž intervalu (0, 1) proměnné x jes t př i řaděn interval (l,oo) proměnné z. 

41. Vedle normálních tvarů Legendrova ¿i Weierstrassova pro 
eliptické integrály jest ještě normální tvar zvaný Riemannův 
j isté důležitosti. Tento tvar jest velmi blízký tvaru Weierstras-
sově i tvaru Legendrově. Od tvaru Legendrova p ře jdeme na př . 
k Riemannovč tvaru, klademe-li v onom x2 = y. Tím dostaneme 
ihned za předpokladu x > 0, y > 0 

f S { x l ) V a - x m t - k ^ - l I S { y ) k*y) 

(a obdobně za j iných předpokladů). Můžeme tudíž vysloviti větu: 
Všechny integrály eliptické lze vyjádř i t i pomocí (funkcí alge-
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kraických, elementárních transcendent a) těchto tří d ruhů elip-
tických integrálů základních: 

což jsou integrál eliptický prvního druhu, druhého d ruhu a tře-
tího druhu v normálním tvaru Riemannově. Při tom jest A číslo 
intervalu (0, 1) a jc můžeme omeziti na interval (0, 1). 

41a. V normálních tvarech Legendrově a Weierstrassově jsou 
mnohočleny čtvrtého, resp. třetího stupně, vyskytuj íc í se v nich 
pod odmocninou, rozložitelný v činitele vesměs reálné. Posky-
t u j e jistý zájem — a také užitek pro vyšetřování oněch normál-
ních tvarů samotných — vyšetřiti, j a k lze integrál eliptický 
příslušný k polynomu čtvrtého stupně s kořenovými činiteli 
vesměs reálnými transformovatí l ineární substitucí tvaru 

(P) ^ x = — t 4 , n ň - f i r - í o. 

Podle tohoto vztahu každé hodnotě y přísluší j edna určitá 
hodnota x a naopak s jedinou vždy vý j imkou y = — ó . y~l, která 
existuje, je-li ale i pak říkáme, že hodnotě y = —<5.y_l 

přísluší x = + TO a hodnotě x = a . y~' přísluší y=±c>°- jestliže 
7 = 0, říkáme, že přísluší Í / = ± T O ku JC= + TO (a naopak). 

Konstanty a, /?, y, ó lze vždy tak stauoviti, aby třem různým 
hodnotám y na př. hodnotám yu yt, ys příslušely tři různé libo-
volně zvolené hodnoty x na př. xlt (takže JCÍ přísluší v dů-
.sledku (p) k yu xt k yit k y3). Stanovení to neskytá potíží, 
výsledku lze ostatně, j a k bezprostředně patrno, dáti tvar 

(nebof, že pro y =yi resp. pro y = yi, y = y3 nás leduje z této rov-
nice x = x2 resp. x = xlt x = x3 a naopak jest očividné). Vypo-
čteme-li z (p') x — Jťj, dostaneme snadno 

(PO 
-V — x-i X, — x2 _ ty — yt . y, — yt 

x — x, ' xa — X , y — y, ' y% — (/, 

kde 

(p") x — *, = • (y 3 — y t) (x, — x,) (x3 — X,), 

f = x1 (yt —.l/a) + Xj (.(/, — I/,) + x, (i/, — l/i). 
Q = X! i/, (y, - y,) + x4 yt (y3 — y>) + x3y3(y, — y*)• 

Cyklickou záměnou následuje z (p") 
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Patř í - l i v důs ledků (p) ješ tě AT4 k yt, lze místo (p') na př. psáti 
x — x4 . X2 — x t _ y — i/4 . y, — yt 
x — x, ' x2 — x, y — y, ' y, — .(/, 

a z této rovnice a z (p") j es t 
_ y — y* , (.'/a — j/») — .vO to — (*•« — 

* Py-Q y*-y* 
Na zák ladě výrazu pro x — xlt . . . ., x — jf4 lze psáti ihned 

y A (x — Xi) (x — x,) (x — x3) (x — x4j = 

= [pjj~Qy U • • (y — yú (y — y*) {y — y,) (.</ - yJ. 

kde z/ = (x, — x2) (x2 — x3) (xa — x,) (y, — y,) (y, — y3) (y, — y,), 
(Xi — xa) (x2 — x4) _ 

'" — (.'/. — y,) (.«/» — .<//) 
Dále jes t J d *) 

WIT—QY 
takže konečně 

dx f du 
U ( x - x M x - x t ) ( x - x s ) ( x - x i ) U . ! ' . ( y - y M y - y 1 ) ( y - y i ) ( y - y l ) ' 

£ = + 1 podle toho j a k é h o znaménka jes t číslo Tak odvozeny 
všecky formule základní , důležité p ro t ransformaci el ipt ických 
in tegrá lů l ineární substitucí. 

POZNÁMKA 1. Výraz na levé s t raně rovnice (p) se vyskytu-
j ící s l u j e dvo jpoměr čtyř bodů daných na ose čísel X úsečkami 
x, JC3, x2, JC,. Značívá se podle rovnice 
. . / \ AO XN X I 
(<?) *»• *>) = - - - v ' r - v ' 

X X1 A] A] 
Rovnice (p) pak nám praví , že dvo jpoměr bodů JC, JC3, JCS, jct 

j e s t rovný d v o j p o m ě r u č tyř bodů y, y3, yt, i/,, p rvým čtyřem 
bodům po řadě př ís lušných, a to v důs ledku l ineární substi tuce. 
Lze, j a k z předcháze j íc ího ihned nás ledu je , tvrdi t i : Nutná a po-
s tačuj íc í podmínka , aby exis tovala l ineární substituce, j ež by 
po řadě převádě la body JC,, JC,, JC,, JC4 v body yu yt, y3, i/4 jest , 
aby (A-J, JFJ, x3, JC4) = (yu yt, y3, yt). 

Zaměníme-li pořádek bodů, může se změniti i hodnota dvoj -
poměru . V obecném př ípadě má dvo jpoměr daných č tyř bodů 
6 různých hodnot ; je-li j e d n a z těch h o d n o t í , jsou, j a k známo,.**) 

*) K docílení tohoto výsledku stačí diferencovati na př. rovnici pro x—x,; 
výraz Py3 — Q snadno lze změniti v součin. 

**) Viz Ed. iVeyr, Projekt ivná geom., str. 13. Lze ostatně odvoditi snadným 
počtem. 
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tyto hodnoty dány čísly 
. . . 1 1 /. —l 
/., l — /., —, /. l — /. /. /. — I 

Specielně jes t (jak snadno čtenář na základě (q) dokáže) 
(x15 Xa, .Va, x 4 ) = ( x 4 , X3, X,, x , ) = ( x , , X,, X4, X9) = (X3, X4, X„ A-.,). 

t. j . zaměníme-li ve dvojpoměru jednu dvojici elementů a zá-
roveň i zbývaj íc í dvojici , hodnota dvo jpoměru se nezmění. 
Rovněž snadno nás ledu je 

(Xj, X.,, A'3, X4)— 1 (Xj, A'3, Xit A ,). 

Z toho však plyne, jest l iže buď jťt > jc2 > xs > xt aneb Xj < .Vj < 
< xt < xt, že 

0 < (x,, x„ x4, x,) < 1. 

N e b o t " (Xi, x„ x4> x3) = • - > 0, 
Xi — X3 X2 — d (xu .v4, x9) = I — (x„ X2, Xj, x3) = ^ ^ • > o. 

X\ JCj .Vj 
Je-li tedy řada čísel xJt xt, JC3, x± řadou (ryze) monotonní (t. j . 
řadou čísel buď stále rostoucích aneb stále klesájících), jest dvoj-
poměr (*i, ATj, jc3) číslo, jež jest uvni t ř (0,1). 

POZNÁMKA 2. Číslo fi ve výsledné formuli se vyskytuj íc í ne-
mění svoji hodnotu, permutujeme- l i j akkol iv indexy 1, 2, .3, 4 
v něm se vyskytu j íc í . Tak jest na př. 

•̂ I .XJ| -VJ X^ JFJ X^ JC<J 

y, — .va Ui — v* ~ y, — y* y* — y* 
což jest ekvivalentní rovnici 

(x„ x2, x3, x4) = (i/i, i/„ y3, i/4) 
platné v důsledku toho, že body jf3, xÁ jsou p ř i řaděny bodům 
yi. i/2, ys. 1/4 lineární substitucí. Rovněž číslo e = + 1 jest nezá-
vislé na záměně indexů 1,2,3,4. Neboťf jest + 1 podle toho. zda 
ad— 1iy, determinant to lineární subst. uvažované, jest kladné 
či záporné, e = sign (ad — ¡iy). 

POZNÁMKA ">. Jestliže j edna z hodnot x\, xt, xs, Jť4 jest ± ^ 
(viz svrchu význam tohoto rčení), na př. jestl iže JC« = + kla-
deme ve vzorcích odvozených A=0 a —Axt = A', t . j . A(x — xi) = A'; 
formule uvedené přeměníme na tvar, k terý z nich plyne, když 
v nich lim .v4 = + oc. Obdobně si počínáme, když některé z čísel 
í/i. y2, y* jes t + ->c. Ostatně příslušné úvahy při vyšetřování 
specielních př ípadů zevrubně budou provedeny. 
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Můžeme však také rovnici (1) psáti ve tvaru 

( / v - [ ' 4 ( x ~ - v ' ) * ' 0 ( v — * 4 ) 1 _Lf rfí/ p(j/—j/OCy—i/2)(t/—/y3)(,i/—j/4)l~ -
L — — x4) J ' 'L (//,— y3)(tjt — y4) J' 

kde psali jsme Aix^— x3)~l (JCs — :e4)_l místo A a kde u mocnin s ex-
ponentem —i jest brat i j ich hlavní hodnoty. V tomto tvaru lze 
ihned vyčisti formule v případech, když některé z Xi resp. yi 
stává se tvar ten má proti (I) výhodu větší symetrie. 

41b. Položíme si nyní tuto o tázku: Které jsou substituce 
lineární, jež integrál eliptický příslušný k 

Vyl (.v — x , ) (x — X,) (x — x s ) (x — x4 j 

transformují na integrál eliptický příslušný k 

yB{y — fj,)(ij — y.1)(y — y,)(y — .iji). 

Při řešení této otázky opustíme označení v předcházejícím uží-
vané a nebude JC, hodnotou proměnné x, jež jest př i řaděna line-
ární substitucí (hledanou) hodnotě yx a podobně i xt,. . ., nýbrž 
označení bude voleno tak, že JC, >JC2 > x3>. xt a yx> i/2 > i/s > yt 
a hodnota x, jest př i řaděna hodnotě ylt kde i jest celé číslo v (0.4). 
Je-li mezi Xj ( resp .yj ) též + •̂ o, klademe podle libosti buď 
aneb = — oo (resp. = + oo aneb y4. = — •"»). 

Funkce lineární proměnné y dávaj íc í v (p) x jes t funkcí ro-
stoucí, je-li ad—¡iy > 0 , a klesající , je-li ad — /iy< 0. A to v každém 
intervalu, ve k te rém není bod — d.y~l. Není-li tedy ^d.y~' 
v intervalu (y,, yt) a je-li aó—(iy > 0, pak ubývá-li y spojitě od 
Í/Í k yt, ubývá i příslušné x od hodnoty x, k JCÍ + I; je-li však 
— dy~l uvnitř (yx, i/») a ad—¡iy>0, ubývá Jř od JC4 do —<x> a po-
tom od + <->C do JC, — tedy hodnotě yx jes t tu př i řaděno JC4 a 
hodnotě y2. A tak obdobně v j iných případech. 

Jsou celkem při ad — /Jy > 0 tyto čtyři možnosti (případy) 

(r) f y " •(/a' y*' >h ) ( !Ju ••h' y 4) [ y>' y*' fJ"' \ (>Ju y " y " y* ) 

\ Xt, X„ Xs, X4 ) \ X„ X„ X4, Xi / \ Xs, X,, X„ X2 / \ X4, X,, Xs. X, ) 

a při ad — ¡iy < 0 další čtyři 

(r') (!>>• u * ' , (ui<y*>y»>»*\ lyi>y*>y»y*\ ? /y^ u* y*< y* \ 
\ x,. x3, x„ Xi I ' \ x3, x„ x,, x, I \ x2, x,, Xj, x31 \ Xi, x4, x3, x, /, 

kde v jednotl ivých závorkách pod sebou vypisovány hodnoty 
proměnné 'y a x, j a k k sobě (v důsledku dosavádních úvah) 
substitucí (p) mohou býti př i řaděny. 
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D v o j poměr ětyr čísel p rvn ího ř á d k u každé z těchto osmi 
závorek jest nu tně rovný d v o j p o m ě r u č tyř čísel d r u h é h o ř á d k u 
b r a n ý c h ovšem v témž pořádku , v j a k é m b rána by l a čísla pří-
slušná p rvého řádku . Je-li pak ta to nu tná podmínka splněna, 
e x i s t u j e l ineární substi tuce p ro k a ž d ý z těchto osmi p ř ípadů . 

Vysloviti můžeme výsledek, k němuž j sme dospěli, ve vě tě : 
Integrál př ís lušný k 

\A (*—.X)) (x—x2) (x—.xa) (x— x4) 

lze l ineární substi tucí převést i na in tegrá l el ipt ický př í s lušný k 
V B (y—y,) (y—y, ) (y—y,) (y—y,) 

(za p ředpok ladu , že JCj > x , > x3 > xt; yx > yz > yt > i/4) t enkrá t 
a j e n o m tenkrát , jest l iže 
buď (y x , i)í, i/3, y4) - (x,, x„ x„ x4), Ipřípad prvý | 

anebo (i/,, y„ yt, £/,) + (*,. x2, x4, x,) = 1 [případ druhýj. 

V každém z těchto dvou p ř ípadů e x i s t u j í č tyř i a j enom čtyř i 
l ineární substituce, j ež tento převod p rovádě j í . V p rvém pří-
padě se těmi l ineárními subst i tucemi mění body x,, x3, JC4 po 
ř adě v body 
l) {i/i, </í,</s, y,} 2){y»,y,, Ui, y*} 3) {y,, y3, </2, í/i> 4) «/»>, 

v d r u h é m př ípadě pak v body 
1) {yu y*. yt, </i} 2)]{y*, yu y,,y*} 3) {«/a, y,, yu yt) 4) {.</•, y,, y*, </*}. 

Subst i tuce l ineární má v p ř ípadech uvedených pod 1) a 2) de-
t e rminan t k ladný ( í = + l), v p ř ípadech pod 3) a 4) de terminant 
záporný (e = — 1). 

1. PŘÍKLAD. Nejprve vyšetř íme t ransformaci eliptických integrálů pa-
třících k ])A(X — x , ) ( x — x 2 ) ( x — x , ) ( x — x 4 ) na integrál eliptický, jenž patří 
buď k yA'y({ — y)(t~^Jy), aneb k odmocnině \Á'y~(l^~y)(i — ).'y), kde 

> > x , > x 4 a /. = (*, , x 2 , x 4 x,) , ; . ' = 1 —/.. 
Jsou tedy /., /.' čísla kladná menší než 1. Dosazením do vzorce (I) odst. 41a 
a použitím výsledků odst. 41b dostáváme ihned vztahy 

V(x t — x , ) ( x t — x 4 ) dx _ ' dy f = + j 

a to v důsledku čtyř lineárních substitucí, jež řadu 4 hodnot x , , x t , x 9 , x4 

převádě j í v tyto řady 

1) i- . 1. 0, — oo; př i této substituci jest e = -J-l 
2) 0, — oo, / - 1 , i ; .. , - » = + > 
3) — oo, 0, 1, f = - í 
4) 1, — oo, 0; „ . » = - 1 
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Dále jes t platný vztah 

VC*! —xn)(x,— x 4 ) dx h dy 
V(x — x,)(x—x,)(x—xa)(x — xt) V—y(t — y)(l — /-'y) 

rovněž v důsledku č tyř l ineárních substitucí měnících řadu x ^ x.,, x 8 , x 4 

v řady 
1 ) 1 , 0 , — o o , / . ' - l ; t = + l . 

2) — oo, 1, 0; e = + i. 

3) O, 1, —oo; ř = — 1. 
4 ) / . ' _ l , — oo, O, 1; t = — 1 . 

Lineární substituce přís lušné samotný lze zcela snadno ihned vypisovati 
tím, že vypíšeme, že dva dvojpoměry dvou čtveřic bodových k sobě při-
řaděných jsou si rovny. Tak na př. l ineární substituci převáděj íc í řadu 
xlt Xo, x a , x4 v řadu \ "1, 0, —oo lze takto ne jprve naznačití 

y — 0 l + o o _ x — x , x 2 — x 4 

y -j- oo 1 — 0 x — x 4 x 2 — x 8 ' 
aneb též takto , = . f i Z L Í í , 

í/-)-oo 0 — 1 x — x4 x , — x 2 ' 
aneb konečně ve tvaru 

y — 1 O + oo x — Xj x , — x 4 . ... . 
y+oo 0 _ ; . - l x — x 4 x , — x , 

odkudž následuj í (odstraněním symbolu oo) tři různé tvary j edné a téže line-
ární substituce h ledané: 

Y _ X X , X 2 X 4 ^ X XO _ X : 1 X 4 J .Y X X 1 ^ XG x 4 ^ 
X X ^ X 2 "" X J X X X G X 2 x X ^ X 3 " X J 

POZNÁMKA. Jest celkem 24 lineárních substitucí, jež integrál el ipt ický 
příslušný k ^A(x — x , ) ( x — x 2 ) ( x — x a ) ( x — x4) převáděj í na integrál př í-
slušný k ]jA'y(\ — y)(i — Ly), neboť jest 24 permutací mezi 4 p r v k y (0, 1, 
L~ l ,oo), kteréžto prvky tedy 24 různými způsoby lze přiřadit i k p r v k ů m 
x 1 ; x 2 ; x 9 , x 4 . V těchto transformacích se pak vyskytu j í pouze tyto možné 
hodnoty pro L 

/. = /.. — — . ; tu A>= A 
í — /. /. 

= 1 — /., Í-, ; tu A' = — A 
/. /. — 1 

/V = ( X I , X J , x 4 , x„) 

Iy jest tedy rovno jedné ze šesti hodnot dvojpoměru čtyř čísel x I ; x 2 ! x„. x 4 . 
Ke každé hodnotě L přináleží 4 l ineární substi tuce: 2 s de te rminantem 

kladným, 2 se záporným, jež příslušnou transformací prováděj í ; bud" dvě 
anebo žádná z nich jes t taková, aby, když x roste od x(- ku x ; _ l 5 *) př ís lušné y 
buď rostlo od 0 k 1 (E = + 1) aneb ubývalo od 1 k 0 (e = — 1). Důkaz všech 
tvrzení tu učiněných jest nasnadě. Pro př ípady L = k, 1—/. jes t ostatně 
svrchu proveden. 

*) Je-li i = 1, pak x roste ne jp rve od x , k + o o a pak od —oo k x 4 . 
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2. PŘÍKLAD. Vyšetři ti l ineární substituce, jež p řevádě j í eliptický integrál 
patřící k VJC(Í—x)(T— ¿1/) na eliptický integrál patř íc í k V*(L — x)(L— Á,y), 
/.. /., nechť jsou čísla intervalu (0,1). Z předcházej ícího př íkladu plyne ne j -
prve, že buď /.i = /. aneb/.i = l — /. = /.'. Klademe-li v něm x4 = — 0 0 , obdržíme 
ihned, že 

dx t dy 
V x ( l - x ) ( t - A Í ) ~ f y (i - y ) ( l - / . y j 

pro tyto (u jenom pro tyto) lineární substituce 

— — i . 1 ~ J X — 1 ~ x _ J _ 
/. 1 — X 1 — /.X A.X 

a d i i l e ' ž e dx t dy 
V*(l - x)(l - /.x)~ V - y (1 - .y)(i - '•'</) 

pro tyto (a jenom pro tyto) l ineární substituce 

x — 1 1 1 — /.. x x 
•" = jr.x> " = "= )/—' y = lT-V 

Klademe-li x = x ' ! a y = yn, /. = fc!, dostaneme relace nám již známé mezi 
eliptickými integrály v normálním tvaru Legendrově (viz odst. 40). 

POZNÁMKA. Ste jně se vyšetří substituce lineární, jež maj í za dů-
sledek rovnost d x d y 

1/*(1-*)(1-Sx) \ í ' y ( i - y ) ( l - / . y ) 

kde 2 není číslo intervalu (0, 1). 

Nejjednodušší takové substituce jsou 

A) £>1, x = &~ly, 

x = i + (ST'-l)y, 

B) £ < 0 , x = Sí _ ' (1 —.(/), 

x = 1 — y, 

0 < / . < 1 . 

= fi ' a = S~'i, f' = 1 

= l - 2 ~ \ a = — S ~ Í ř ' = - l 

= (t - J i ) " ' , a = ( l - £ ) - * , ť = — 1 

= ( 1 - « " ' ) " ' , a = - ( l - 2 ) _ 5 , e'= 1. 

3. PŘÍKLAD. Vyhledati jes t l ineární substituce, jež převáděj í eliptické 
integrály příslušné k V(1 — x 2 ) ( l — f r a x ' - ) na integrály eliptické příslušné 
k V R T — y ) 0 — '•</) a zároveň interval (—1, 1) proměnné x v interval (0, 1) 
proměnné y. 

Užijeme výsledku příkladu 1, kladouce v něm x1 = k~>, x2 = l, x , = —I, 
x4 = — k~l. Požadované podmínce pro intervaly hoví toliko dvě lineární 
substituce. Při tom převádí l ineární substituce 

prvá body k~l, 1, —1, — k ~ ' po řadě v body 1, 0, —00 

druhá body k~', 1, —1, — k ~ 1 „ —00, 0, 1, '• 

Dospějeme k těmto dvěma vztahům (užijeme-li výsledků hned na integrály 
eliptické prvého druhu) 

f dx i_ í dy 
J y ( l - X * ) ( l - f c * X 2 ) 1 + fc J Vy(t-y)(l-;.y)' 
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pro _ k i - | - y . _ _4k 
2 i + kx 

r dx = r dy 
J l'(t-x*)(t • k>x') ~ l + k j ý y ( l - y)(i-A >-y) 

_ i + k i — * . 4k 
y— 2 t - k x ' /'~(i + ky 

Klademe-li ještě v integrálech na pravé straně y = z* a shrneine-li oba 
vztahy v jeden, máme 

i dx 2t f dz 
J ý(l — — ~~ 1 + k J V ( l - z ! ) ( l - kt'pj 

_ 1-t-A.- 1 + n- . 21/t Z = , K. = -—i—r 5 
2 i + tkx 1 1 + A-

transformace Legendrova normálního tvaru příbuzná t. zv. Landenově trans-
formaci. 

41c. O kvadratických transformacích eliptických integrálů. 
V předcházejících odstavcích jsme se zabývali lineárními trans-
formacemi eliptických integrálů, kde za integrační proměnnou 
jsme dosazovali l ineární výraz v nové proměnné. Značný vý-
znam maj í také kvadrat ické transformace eliptických integrálů, 
při čemž za proměnnou integrační se dosazuje kvadrat ický výraz 
(t. j . podíl dvou polynomů druhého stupně) v nové proměnné. 
Propočítáme zevrubně toliko jediný případ, abychom osvětlili 
metodu při tom užívanou, podle něhož pak čtenář provede trans-
formace kvadrat ické i v j iných případech. 

Budiž dán eliptický integrál příslušný k ]/U . V, kde U, V 
jsou kvadrat ické výrazy v x, při čemž U má jenom komplexní 
(komplexně sdružené) kořenové činitele, V pak reálné; V může 
býti i prvního stupně x. Máme j e j transformovati na eliptický 
integrál v normálním tvaru Weierstrassově příslušný k 

Vi W- Et) (y - £3). 
kde Eu E2, E3 jsou čísla reálná, vhodně volená, hovící podmínkám 

+ Et + E3 = 0, E, > Et > E3 a to tak, aby z integrálu druhého 
vyplýval prvý kvadrat ickou transformací. 

Klademe V , s 
y— t2 = (a) 

a tedy v _ = t —(£.,— £2) ř ^ = V + (E3-_E1)V. (/J) 
V ' v 

kladná čísla Ex— Et, Et—E3 volíme pak tak, aby čitatelé zlomků 
na pravých stranách se redukovaly na úplné čtverce. T. j . Ex — E2 
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Es— Et položíme rovny kořenům rovnice v fi dáva j íc í nutnou 
a postačující podmínku, aby rovnice U—fiV=0 měla dvojná-
sobný kořen. Je-li j a k o v odst. "57 U=Ax2 + Bx + C, V=A1x* + 
4-BiX + C!, jest 

V -uV=(A- M , ) j c 2 + (B — /tfi,) x + (C — nC,). 

Aby pak tento výraz se redukoval na úplný čtverec, k tomu jes t 
nutno a postačitelno, aby jeho diskriminant byl rovný nule, 
t. j., aby ) = 

= ,u*(B,' — 4A,C,) — 2,(1 (BB, — 2A,C -2AC,) + (B ! — 4AC) = 0. (•/) 

Rovnice tato v n má dva kořeny reálné, jeden k ladný fiu d r u h ý 
záporný p, (neboť Bl

2—4A1Cl>0, B2 — 4AC<0). 1 jest tedy 
Ei — í-'a ==." i • E3 — Ez = /' 2, 

čímž Elt E,, Es jsou úplně stanoveny: 

E- 2.«, — /(, . _ .»! + /', e _ — lh + 2iit 
C/l ? Cg ? 

3 3 3 

Pro tyto hodnoty Eu Et, E3 jest pak dále 
U- - £,) V=(A-Ml A J (* -1,)2, 
f / + ( ť 2 - E 3 ) F = ( ¿ 1 - J , ) (* - Š 2 ) 2 

a tedy podle (a) a (¡i) nutně (diferencujeme-li každou z těch tří 
rovnic samu pro sebe) 

dy = ' ^ = konst. ( X - % [ X - ^ dx 

= (AB,- A,B) ~ l,)
v[x ~ dx. 

Dále jes t 
V í f t f - E O C f f - £ 0 0 / - £ , ) = I & > ( * - I V y - ^ A M A - ^ A O y 4 l 7 F 

(po dosazení za /«í + zij, n, í<í) 
= | ( x - c , ) ( x - | , M ^ B , - B y < , ) | 2 y ř T T -

a tedy 
f/— d!J ^ = t \'^~4A,C\ d f = 8j _ v v t ) 

y4(y-E0(y-Et)(y-E3) 2 Vf/F 
a t ransformace úplně provedena. Jakožto jednoduchý důsledek 
odvozených rovnic uvádím ještě 

* - f' = \ I ^ E K A J 7 y - J § ; = e . sign ( A B ^ A t B ) . 
x—í2 y — fi,A, y—t2 

V úvaze podané byl zároveň jakožto její specielní případ řešen tento 
úkol: Transformovati jest integrál eliptický v normálním tvaru Weierstras-
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sově, jehož e,, e, však jsou čísla komplexně sdružená, na integrál eliptický 
příslušný k \4(y — Et)(y — E,)(y— E,), kde Et, £, však jsou čísla reálná. 
Stačí v předcházejícím klásti 

U = (x — Ci) (x — e,), y=x—es, 

ti' — 6e, ,II. + (e, — e3)' = 0, /', = 3e4 ± 2 V(E, — es) (e3 — E 4 ) , 

E, = e, + 2V(e, - e,)(e3-c^) , £, = — 2e?, £, = <?,- 21/(e, - e,)(e3—es). 

Relaci («) mezi y a x lze dáti tvar 

í / = - 2 e 1 + ( x - e . , ) ( * -3-' = * + ' (x — e,) (x — e3) L (e, — e,) (e3 — <?,) 

* — ř . Vy—E* 
dy dx 

V^G/— E,)(y — Et)(y— £3) ]/4(x- e . ) ( x - e { ) ( x - e 9 ) ' 
t = sign (x — fi)(x—SJ). 

Z rovnic (/J), jež lze psáti v tomto případě 

y — ti = — —- » y — t,— -—- - > 

následuje, že pro x > e, jest i / > £ i ; pro x < e, jest pak ( / < £ , . 

41d. Jiný zvláštní př ípad kvadrat ické transformace vede nás 
k tak zvané Landenově transformaci . Tuto připneme k Rieman-
nově normálnímu tvaru a budeme transformovati e l ipt ický in-
tegrál př ís lušný k \y{ 1 — i / ) ( l — A y ) na eliptický integrál př í -
slušný k |/JC ( Í — JC) ( 1 — A x ) . Polynom pod poslední odmocninou 
rozložíme ve dva faktory (z nichž jeden bude prvního stupně); 
volíme pak tento rozklad U=x(l — JC), V= 1 — Ax a k lademe 

cx(l— x) 
1 — / x 

Konstantu c a číslo A volíme tak, aby čitatelé výrazň 1—y , 1— Ay 
byly úplné čtverce l ineárního výrazu v x. Čitatelé ti m a j í tvar 
(1 — ¿JC)—fix (i — x), kde jednou místo /Í jes t c, p o d r u h é cA. Aby 
výraz (1 — ¿JC)— ¿WJC ( 1 — x) = fix*— (fi + A) x + 1 byl úplný k v a d r á t 
mnohočlenu v JC, k tomu jes t nutno a postačí, aby 

(/t + Á)' —4/1 = 0, —2(2—A)/i-f A ' = 0 , ,«„ fi, = (l ± y v ^ i y . 

Volíme tedy c = filt cA = /it; t. j . klademe 

c = (1 + -1 =!±= ( — f t V . kde V= 1 - A. 
- .«> \t + VW 

Dále jest _ 

Uix'—(/*, + /.) x + l = , ( i , ( x — t e d y |i = — j — a stejně & = — j -

Petr, Integrální počet, 2. v. 8 
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a , — 2x + l , . (* — £>)(* — £,) 
dy = c — — — dx = c/. — dx 

(i — ;.*)• (i — ;.*)• 
dy f . c/. dx t Ve dx 

f y (i -yW^M = f w , ' ]/x(i-x)(T=I^ = ]rxW=x)íi^Jx) 

čímž t ransformace Landenova provedena. O b y č e j n ě se p rovád í 
ta to t rans formace na no rmá ln ím tvaru Legendrově ; abychom 
př ís lušné vztahy odvodili, k lademe y = y'2, x = JC ' 2 . Dá le A = p2, 
X = q\ p* + p'2 = 1, q* + q'*=t. Tím dostaneme 

dy' '(! + <?') dx' 

k d e H í í ' o + ^ ( i + P ) = 2 . 

tl„ = (1+<?')'*"(1~X») ( = (1-« + <?') x»y 
1 — q'x'1 i—qřx" 

l — q'x" 

£ pak jes t sign (1 — (l + g')jc'2) (1 — (1 — q)xn). Zavedeme j e š t ě 
sin f místo y, dále sin tf> místo JC ' , nás ledkem čehož místo (ní) na-
s toupí tento vztah mezi f a . ty 

, sin 2il> , . 
tg <f = —r C") p -+- cos 2ip 

a mezi př ís lušnými di ferenciá ly jes t relace 

d<f (1 + q')dxj> _ 1 + p cty 
Vi— p'sin* <p V' — í? ! sin'v 2 Vl — sin' V>' 

(ze k teré , j a k snadnou úvahou plyne, e vypadne) a k t e rou lze 
os ta tně př ímo z (n) d i ferencováním odvoditi . 

Cvičení. 
1. Jestliže jest dán eliptický integrál příslušný k V̂ (•*")• kde 

F(x) = a0x* + 4a, x' + 6a¡ x2 + 4a, x-f -a , = a„(x - «,) (x — «,)(x—a,)(* —a4) 
a je-li jedno z čísel «, , aa, «4 reálné, na pr. a,, pak lineární substituce 

a n e b 
x—n, 

převádí integrál daný na normální tvar Weierstrassův (ve kterém však nemusí 
všechna tři čísla e e a býti reálná) příslušný 

k VC(tf), kde 

G{y)=4y*-giy-gd, 
gi = ala„ — 4a,a, + 3a§; g, = a4 a 2 a 0 — a t a ¡ — a¡B„ + 2a , a 4 a 1 —a| , 
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X— 
X 

P " i-emz jx dy 
yrix)= ~ v w - ^ y - g / 

St. /¡a jsou známé (lvu invarianty bikvadrat ické formy 

a» •*•} + 4a , x? x., + 6a 2 x ; x j + 4a„ x , xjj + a, x j , 
(odst. 37, a). 

2. Jestliže f ' (x) předcházejícího př ík ladu jest rovno součinu U . V , kde 
kvudratické mnohočleny U i V ma j í kořenové činitele komplexní (označení 
nechť se shoduje, nehledě k významu čísel £ 1 ? £ , , £ a s označením odst. 41 c.) 
tu klademe, je-li BBX— 2A¡C— 2AC, < O, (v kterémžto př ípadě A, A,— a tedy 
i C,C¡— jsou téhož znaménka) 

Pak jsou kořeny rovnice (y) p,t (/», > y , ) oba kladné a k lademe dále 
£, = £,-)-/(,, £a = Et + fí2, 3£ s = — it¡ — /«j. Máme pak opět rovnici 

- F . = * dx, * = sign (U'V- UV>) 

—f? = ť 1 e ' = ř. sign (AB,-A,B). 
— c, i/ — 

Kdyby BBi — 2/1X' — 2 .4Ci>0 , zaměnili bychom ve formulích předcházej ících 
£3. ¿i , £> z" fc'i, E», ¿a, místo — d y pak psali bychom dy. 

3. Dokažte, že, je-li mezi f a | vztah (za předpokladu, že roste-li <r, roste 
i příslušné v) . . . . . 

(1 + P) sin <ř 
Slil ty = '—L- — ' 

1 + p sin ' <r 
že dq (l + p)<fy _ 2 Vp 

V1 — p* sin ! <r ~ V l - 4 ' s l i T V 9 _ 1 + P 

(transformace Gaussova). Odvoďte tuto transformaci obdobně, j a k o svrchu 
byla odvozena t ransformace Landenova. 

4. Ukažte, že v důsledku substituce 

= t [ ( p » + 2 p u ' ) + it«¿i» 
[o* -f- (u6 + 2 D u') C] 1 

jest platný vztah 
d¿ _D + 2U* dC 

V 2 ( l - z ) ( l - u ' z ) _ " Vč(i — 0(1 — ' 

kde mezi u a o jes t vztah 
D , - U Í + 2U3D3 — 2UD = 0. (=) 

(Jacobi, Fundamenta nova theoriae functionum ellipt., 1829, str. 23.) 

Provedeme-li v př íkladě předch. ještě substituci 

x [ (u 2 - 2ud3) + D«X]2 

[lt2 + (D«-2UO a )x] 2 

7* 
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(substituce tato plyne z (—). zainěníine-li v ní z, f, u, o za t, .v, n, —u) dostaneme 

rfz _ —-idx 
]/z(l —z)(1 — u'z) ~ J/x(l — .v) (1 — n".v)' 

nebof v důsledku (= ) jest 
| o - f 2 u 8 j | - u + 2 o » j 

(Jacobi, 1. c., str. 29.) 

_ 2(O, — U Í ) + 4U:'D3 — uo _ _ 

6. Á B E L O V Y 1 INTEGRÁLY R O D U 1. 

42. Ukážeme ještě, že výpočet Ábelových integrálů rodu 1 
(viz odst.34) dá se převésti na výpočet integrálů eliptických (a in-
tegrálů z funkcí racionálních). K tomu cíli budeme se ne jp rve 
zabývati křivkami rodu 1. Podle definice rodu jsou to kř ivky, 
jež maj í celkem ( n _ 1 ) ( „ _ 2 ) ^ 

2 

bodů dvojných (při čemž singularity vyšší béřeme v počet j a k o 
j is tý počet bodů dvojných). Značme K j ednu takovou kř ivku 
o rovnici <p(x, y) = 0 a sestrojme křivku C„—2 stupně (n — 2)-ho 
tak, aby procházela všemi body dvojnými (čímž vzniká pro koefi-
cienty j e j í podmínek v počtu daném číslem (a)) a ještě n—3 
body na K libovolně zvolenými. Máme tedy celkem pro Cn — 2 

(H n - 1) (JJ - 2 ) - 1) + (H — 3 ) = i (n + l)(/i - 2) - 2 (b) 

podmínek. K úplnému určení C„_2 jest třeba k(n+\)(n — 2) 
na sobě nezávislých podmínek. Bude tedy rovnice k ř ivky C„_2 

obsahovati aspoň dvě neurčené konstanty (parametry) a buď tedy 
bude tvaru š.,f,(x,y) + ^f1(x,}j) + /.,h(x,y) = 0, (c) 

kde fi(x,y), fi(x,y), fi(x,y) jsou polynomy v x, y stupně n — 2 
(a ve kteréžto rovnici jsou sice zdánlivě tři neurčené konstanty, 
avšak, jel ikož jest dána možnost jednou z nich děliti, r eduku j í 
se v podstatě na dvě); anebo bude obsahovati ještě více konstant 
neurčených (což by nastalo, kdyby podmínky v počtu celkovém 
(b) nebyly na sobě nezávislý). Případ právě uvedený nastati však 
nemůže, nebof, kdyby v rovnici kř ivky C„_2 byly 3 neurčené 
konstanty, tož mohli bychom si na K zvoliti další dva body, 
j imiž bychom nechali procházeti C„_2? čímž by vznikl svazek 
Cn—« (o rovnici s jedním parametrem). Pevných průsečíků mezi 
kř ivkami toho svazku a K by bylo 

2 ( J (n - 1 ) (H - 2) - 1) + (« - 3) + 2 = n (« - 2) - 1; (d) 

tudíž toliko jeden proměnlivý (závislý na parametru) a křivka 
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daná následkem toho by byla racionální (viz odst. 30), t. j . musila 
by míti o 1 dvojný bod více, než udává číslo (a). 

Rovnice křivek C„_2 vyhovujících daným podmínkám bude 
tedy nutně tvaru (c) a všecky k ř ivky budou protínati K v 

N (N — 2 ) — 3 

pevných (na ¿a nezávislých) bodech a vedle toho každá ještě 
ve třech bodech proměnlivých (t. j . závislých na volbě (A„ Á3). 

Přiřaďme nyní bodu fjc, y\ bod [£, »?] rovnicemi 

fÁx,y) fAx,y) 

Těmito rovnicemi bude každému bodu [x, y\ položenému 
na K př i řaděn jeden bod [f, rj\ (nebereme-li zřetel na body dvojné 
k ř ivky K). Mění-li se [x, y\ spoji tě na K, mění se i [£, t]\ spojitě 
a op i su je kř ivku K', která jest tudíž na základě rovnic (e) při-
řaděna křivce K. 

Avšak také každému bodu [£, 17] na K' odpovídá následkem 
(E) toliko jediný bod [JC, y\ na K. Neboť, kdyby jednomu a témuž 
bodu [£, t]j odpovídaly dva body na K o souřadnicích [a, b], [a', b'\, 
bylo by (vylučme pro jednoduchost body v počtu (b) na K pevně 
zvolené a j im na &'př i řaděné a rovněž 9bodů. ve kterých kř ivky 
o rovnicích fl(x,y) = 0. f*(x,y) = 0, fi(x.y) = ú ještě prot ínaj í 
k ř ivku K) 

A M = h <«', bo f3(a, b) = f3(a\ b>) 
fí(a, b) Ma',b') fi (a. b) f,(a',b>)' 

' Ma.fr) = f,(a,b) = f3(aj>) _ 
f 1 (a', b') f2(a', b') f,(a>,b>) 

/, těchto rovnic však plyne, že každá kř ivka (c), která pro-
chází bodem [a, b], prochází též bodem [a', b'|. Zavedeme-li tedy 
pro C11 — 2 další j ednu podmínku, aby procházely bodem [a, ř>), 
dostaneme svazek křivek C„_ t o (d) průsečících s K pevných 
a s jedním proměnlivým, odkudž by následovalo, že K jes t 
kř ivkou racionální ( jako svrchu). 

Vypočteme-li y\ z (c) pomocí rj\, můžeme následkem 
dokázané věty dáti výsledku, používáme-li při eliminaci rovnice 
<p(x, y) = 0 k ř ivky K, tvar 

x = RAÍnX !/ = Rt(lv). ( f ) 
Tu jsou R2(Š.Tj) racionální funkce proměnných rj,\ 

Lze tedy nejenom kř ivku K racionální transformací převésti 
v K'. nýbrž také naopak křivku K' lze racionálně transformovali 
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v K; ř íkáme pak, že transformace (e) — resp. j í rovnocenná (/) — 
kř ivky K v K' (a naopak) jest biracionální. 

Křivka K' jest třetího stupně: stupeň totiž dostaneme jakožto 
počet průsečíků libovolné př ímky o rovnici 

'•> + ¿2? + W = 0 
s kř ivkou K'. Těmto průsečíkům jsou př i řaděny na K ( jedno 
a jednoznačně) na základě (e) průsečíky kř ivky 

'JA*, y) + y) + 'JÁx, y) = o 
s kř ivkou K a to ty, jež zároveň s Au A,, A3 se mění. Ty pak jsou 
celkem tři. 

Tak máme včtu: Křivka K roclu 1 dá se biracionální trans-
formací převésti na křivku stupně třetího K'. 

Křivka K' nemá dvojný bod, neboť pak by K' a následkem 
(/) též K byla racionální, což odporu je supposici. 

POZNÁMKA. Jsou-li koeficienty dané k ř ivky K čísla reálná 
á zvolíme-li si oněch n — 3 bodů na K (spoluurčujících C„-2) tak, 
aby byly reálné, což obecně jest možno ovšem j en tehdy, je-li K 
kř ivkou reálnou,*) jest, j ak čtenář snadno dokáže, i C„_2 kř ivkou 
reálnou s reálnými koeficienty. S touto však jest i K' kř ivkou 
reálnou s reálnými koeficienty. 

43. Je-li dán integrál Ábelův 

/ f í (X. y) dx ( f í ) 

vztahuj íc í se ke křivce 
<p (x, y) = o 

rodu 1, přeměníme je j ne jprve transformací ( f ) na integrál Ábelův 
vztahuj íc í se ke křivce K' třetího stupně bez dvojného bodu, 
j e j í ž rovnicí budiž 

,o = o. (/,) 

Stačí v (g) položití 
„ . „ . dx Slit . bii, dij x = /ť, (t, iy), y = /í, (c, -/), = r- + , 

d l Sf c)>i d | 
kde d<pi 

dii _ _ ' 6Í 
d l ' 

im 

*) Jestliže rovnice kř ivky algebraické s reálnými koeficienty <f (x,y) = 0 
splňována jest pro body [x,y] = [at,Í>J jistého množství skládajícího se jenom 
z bodů isolovaných, jest kř ivka daná křivkou imaginární. Isolované body 
(reálné) kř ivky algeb. s reálnými koeficienty jsou vždy singulární body kř ivky 
(body vícenásobné). 
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čímž se daný integrál změní v integrál tvaru 

tu jes t R ( l v) racionální funkce hodu [£, ij\. Vztah však (h) mezi 
r\ můžeme psáti, je-li hod £0, % na K' (t. j . je-li Vo) =Q) 

takto 
A (f - í„)a + « ( í - s.)e (ij - u.) + C ( | - f„) (u - u J ' + D (/, - »,.)» + F ( s - + 

+ G(s - řo) 0) - ').) + U Ol - 0o)! + ř (? - ž.) + />(')- »».) = 0. 

Položíme-li v této rovnici rj— ??„ = /(£— g0), obdržíme 
( ř - §.)' M + I" + Cť + Dl'} + (£ - £.) [F + G7 + / / / ' ] + [K + « ] = 0. 

odkud řešením 
t t _F + Ct + Híl + Va + bt + cť -f dt* + et* 

~ ° 2(A +Br+CV + Dt») ' 

j • I = r, (l, ]'a + bť+ 'ct- + dť+eti) 
a z rovnice r\ — 1]„ = t (£ — £0) 

= r, (t, ]a + bt + cl- + dť + eť). 
kde r1, rs jsou racionální funkce argumentů. Zavedeme-li po-
mocí těchto rovnic místo | a rj do (k) proměnnou t, máme konečně 
pro daný integrál výraz 

j'r 0, Va + bT+ cť- + dl'+eť) dl ; 

t. j . daný integrál Ábelův rodu 1 jest přetvořen v integrál 
eliptický. 

Zároveň jsme získali tuto větu: Souřadnice bodů na křivce 
rodu 1 lze vyjiídřiti jakožto racionální funkce 

l a Yči + bí + cť+ dts -j- cť, 

kdež a, b, c. d, e jsou vhodné konstanty. 

43a. Biracionální t ransformace kř ivky y1=4x1—giX—g3 samy 
v sebe. Lze snadno odvoditi jednu biracionální t ransformaci 
kř ivky třetího stupně o rovnici 

= 4x '— — ^ (p) 
ve křivku . 

>f = 4Í3 — — (q) 

j e j í ž rovnice se liší toliko j i ným označením proměnných sou-
řadnic bodu na křivce. Transformace ta obsahuje j e d n u libo-
volnou konstantu a má velikou důležitost pro eliptické in tegrály 
(a funkce). 

Zvolme si na křivce C o rovnici Y2 = 4X® — g2X — dva 
body [x, y], [x0, y0\, j imiž proložíme přímku 
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Y = aX + fi, kde tedy a = ^ 0 = «*» X X a X X || 

(souřadnice proměnného bodu jsou značeny v rovnici k ř ivky C 
a př ímky znaky X, Y). Př ímka ta protne kř ivku C ještě v jednom 
bodě rj\, jehož souřadnice získáme z rovnice p ř ímky a k ř ivky 
C operacemi racionálními (řešíce obvyklým způsobem obě rov-
nice). Vyloučíme-li z obou rovnic Y, dostáváme ihned 

4 X » - A * ¿ 8 ) ' = 0 aneb 4X>- + 2ttfi) X-(g, + /?') = 0. 

Tato rovnice třetího stupně v X má za kořeny x, JC0, í ; pro j ich 
součet máme ihned 

| + .r + .v„= aneb f = - , - x0 + ± ( 0 

čímž | pomocí [JC, y] vskutku racionálně vyjádřeno. Z rovnice 
př ímky následuje pak i racionální vy jádřen í t] 

" f J ° * « = ( 2 ) 
•V •> U »V Q ^ A Q 

Body [jc, y\, (f, rj\ můžeme patrně v rovnicích (1) a (2) zaměniti; 
učiníme-li to, dostaneme 

čímž také naopak vy jádřeny [JC, y\ racionálně pomocí (|, i]). Je-
likož [JC, y\, 17] jsou čísla libovolná vázaná toliko vztahy (p), (g), 
můžeme výsledek vysloviti ve větě: Transformací (ť) přechází 
kř ivka (p) ve kř ivku (q); j í ekvivalentní t ransformace jest (í) 
a (2), kterou zase naopak přechází k ř ivka (q) v (p). Jest tedy 
rovnicemi (1), (2) resp. (ť) dána t ransformace biracionální, j íž 
kř ivka o rovnici y2 = 4xs — g2x— gt přechází sama v sebe. Př i 
tom jest JC0 libovolná konstanta a y„ určeno (dvojznačně) rovnicí 
y0

2 = 4x0*— gtx0 — gt. Kdybychom v (1), (2) resp. v (ť) místo y0 
psali —1/0, dostali bychom druhou t ransformaci biracionální při-
náležící k témuž jf0 j a k o svrchu vypsaná. 

Pokládaj íce v (ť) r) za funkci proměnné f v důsledku (q), pro 
j e j í ž derivaci rf tedy jest 

v'r, = b&-\ g„ 

máme, diferencuj íce první rovnici z (ť) podle | (a násobíce hned i?) 

„ j x = [ _ „ + ± ( M - A / . ) ] (5) 
L 2 \ Š - X J ( Í - J C , y i 
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Avšak podle d ruhé rovnice z (ť) jest (dosadíme-li za x podle prvé 
rovnice z (1')) 

= n _ 1 " - (ž - ^o) - v (.v - </.) 
2 f - x , ( | - x „ ) 2 

a tudíž, porovnáme-li s (3), 
i) dx = — i) dj;. 

Dospíváme tedy k výs ledku: V důsledku vztahů (ť) — anebo 
vztahů (1), (2) j im ekvivalentních — jest tato rovnost [mezi dife-
renciály , , t 

d X = - e d i — ( 4 ) 
y4*»- gtx - g3 1/4Í' - g,i - g3' 

£ = + I podle toho, j a k é znaménko má podíl y : r\. 

Tím získali j sme novou, důležitou pomůcku k transformaci 
eliptických integrálů. 

Zvláštním př ípadem substituce tu uvažované jsou substituce 
(8), (8'), (8°) odst. 39. Klademe-li na př. v (ť) j c 0 =e a , jest y0 = 0 
(neboť 4.x3— gtx — gs = 4(.v— ejix— — es)) a první rovnice 
z (1') se mění se zřetelem ke (q) ihned v rovnici 

v— ? a 1 (Ž —es)(Ž — e a ) _ _ | 2e , ' - f e 2 e 3 _ , (e. — e,)(e, — e,) 
.x — — 5 — e, 7 — e, -) - — e, -\ r , 

S — Ci 5 — Ci s — ei 
což se shoduje s (8') v uvedeném odst. 

POZNÁMKA. Z okolnosti, že body \x, y\, [JC0, leží na 
přímce, následují vztahy 

y — y o _y, — >1 _ >> — y 
x — xa ~ x„ — | — | — *' 

1 >h 1 
X, y, 1 = 0, 
Xqí 1 

(5) 

jež jsou ovšem různé tvary jednoho a téhož vztahu mezi sou-
řadnicemi těch tří bodů. 

Kdybychom stanovili e lementární symetrické funkce rovnice 
třetího stupně pro X svrchu napsané pomocí koeficientů dané 
rovnice, z výsledku pak eliminovali a, /3, dostali bychom dále 
tuto relaci 

( I + x + x„) ( 4 x i x„ - g3) = (f X + ix0 + x *„ + i g*)\ (6) 

kvadraticko-kvadratický \to vztah mezi JC, £ (obsahující libo-
volnou konstantu x0). 
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43b. Biracionální transformace kř ivky y*=(i — x ' ) ( l — fc4x!) samy v sebe. 
Křivky jedna čtvrtého stupně, druhá druhého stupně o rovnicích 

y» = ( l — X O O — t ' * 1 ) . Y=kX'+uX + P 

prot ínaj í se rovněž ve třech bodech, j ichž;souřadnice závisí od <i, p. Jich sou-
řadnice X-ové jsou dány rovnicí třetího stupně 

(i - X') (i - kiX') - (kx>+ax + py=0 

aneb — 2 o k X ' — (1 - f k* + <ť + 2 kp) X' — 2apX + 1— P' = 0, 

takže, označímcli souřadnice oněch tří bodů stejně j ako v předcházej íc ím 
odstavci znaky (I, rj\, [x, y], [x„, i/0], jest na př. 

xt + x j + xx0 = + = f- (1) 
2 (t k k 

a úvahou shodnou s tou, která provedena byla v odst. předčil. (a, P stanovíme 
tak, aby křivka Y = k X 1 i t X P procházela body [x, y\, [x„, i/0] a použi jeme 
rovnice (1)), dostáváme tento výsledek: 

Transformací biracionálnou 
^ x p - y x . v = k ( t _ x ) ^ _ Vo) + Vo + y_~JU(| _ 2 ) 

k(x' — x0-) x —x„ 

jež jest ekoioalentní (ozhledem k dané křioce) systému 

x = y = k ( x - Š ) ( x - x„) + y, + '[ (x - x„), (3) 
k(s* — x0

!) 5 — x 0 

přechází daná křioka o roonici y' = (i — x ! ) ( l — fc'xs) o samu sebe, t. j . o křioku 
o roonici if = (1 — | ! ) ( 1 — k'£'). 

Z prvé rovnice (2) následuje (odstraníme-li po vhodné úpravě zdvo moc-
něním y, jehož čtverec jest racionální celistvá funkce proměnné x) tato 
koadraticko-koadratická relace mezi f , x : 

k' ¿ ! x ! - k> x„'. ( | ! + x ! ) - 2ky„ . | x + 1 = 0. («) 

z níž diferencováním 
[k (x> - x„!) f - xy0\ d£ + [k (£' - x„') x - Šy0} dx = 0. 

Dosadíine-li do prvé závorky podle (2) za i a do druhé podle (3) za x, máme 
ihned jakožto důsledek transformací (2) resp. (3) 

d{ , dx , dx edi 
= 0 aneb — = — ,,—i.— — • 

>1 y \(l-x')(l-k>x>) Vo-řMi-ťl«) 
Zavedeme-li ještě místo x„ konstantu 1 lkx„ a v důsledku toho místo y„ výraz 
yjkxo, konečně —x místo x, obdržíme, že oztah 

ř_ yx„ + xy„ ^ 
1 — k! x' x„8 

má za důsledek tuto roonósl mezi diferenciály 

d£ edx 

V(1 - 1 0 ( 1 1/(1 - (1 - k'x>) 
•• sign y . </. (5) 
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POZNÁMKA. Jestliže v rovnici (4) x„ = 0, 1 /0=1. jest í = x ; budiž pak 
.v číslo položené uonitř intervalu (—1, 1) a zvolme si (když x , = 0, y„ = 1, í = x) 
znaménka čísel i], y tak, aby i i) = y > 0. Pak se zřetelem k okolnosti, že 
výraz na pravé s t raně (4) jest spojitou funkcí proměnné x» V okolí bodu 0, 
(při čemž yt jest v okolí bodu 1) bude i pro všecka x„ j istého okolí bodu 0 
(při i/« > 0) při pevném [jc, 1/] číslo | stále uvnitř intervalu (— 1, 1) a >1 stále > 0. 
Za těchto předpokladů (že * jest uvnitř (—t, 1), že x„ jest v j istém okolí 
bodu 0 atd.) následuj í snadným počtem ze (4), kterouž můžeme psáti ve tvaru 

(6.) 

(6,) 

(6.) 

| = * V(1 - x . ' ) Vl - k'x,' + xa Vt - V1 - k'x' 
1 — k*xlx,1 

tyto rovnice _ 
i / ' y _ ]/í - x ' Vl - Xq1 - xx0 Vl - k 'x*y 1 - <.'x„» 

1 — k*x'x„* 

v t _ Vi - k'x„' - k*xxa y r - x " ' Vi - x„;
 < 

1 — ksxlx0
t 

Současně s těmito třemi rovnicemi jest v platnosti (5), v níž e = l . 

44. PŘÍKLAD. Integrál 

J K ( x , V a x 1 + /7iI -j- cx + d) dx 

jes t integrál Ábelův patřící ke křivce třetího stupně 

1/' = ax 3 -f- bx* -f- cx-f- d. (a) 

Integrál ten dá se vždy vhodnou substitucí převésti buď na integrály 
eliptické anebo 11a integrály z funkce racionální, jel ikož křivka třetího stupně 
jest buď rodu 1 anebo 0. 

Abychom převod zmíněný provedli, užijeme metody svrchu obecně na-
značené. 

Na křivce (a) leží pat rně bod (ň, 0), kde jest reálný kořen rovnice 

a x 3 + ř ? x , + c x - l - d = 0, (b) 
a iny budeme podle x, y řešiti rovnici (a) s rovnicí svazku přímek prochá-
zejících bodem (ó, 0): y = t(x—ó). 

Eliminací y z obou rovnic dostaneme 

ax3 + bx* 4- cx 4- d , , <3 (* _ ,5)' = — ^ — ~ = a (x - ó)! + b' (x - ň) + c< (C) 

a n e b o (a - t3) (x - rt)1 + b' (x — ó) + c' = 0, 

— b'± Vb» — 4c'(a -~F) , — b' ± Vb'1— 4c'(az-~t') , x — o — > y — t ? 
2 (a — í3) 2 (a — ť ) 

takže daný integrál se vskutku reduku je na integrál 

J R, (i, }'b»-4c' (a — d t , 

což jest integrál eliptický, není-Ii ovšem 

buď 1) c' = 0 aneb 2) b" — 4c'a = 0. 
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V př ípadě c' = 0 proměnná i z odmocniny vypadne a j ak z (c) patrno, 
má rovnice (b) kořen JT = Ó dvojnásobný. V př ípadě b" — 4c ' a = 0 jest pa t rno 
rovněž z (c), že rovnice (b) má kořen jeden dvojnásobný, a tudíž tento případ 
převádí se na prvý. Tak máme výsledek: Má-li rovnice ax3-f- bx'-f- cx + d = 0 
jeden kořen dvojnásobný, dá se daný integrál přeoésti racionální substitucí 
na integrál z funkce racionální; má-li pak osecky kořeny různé, lze jej pře-
oésti na integrál eliptický. 

Viz př . 3, odst. 19. 
45. POZNÁMKA. V některých zvláštních případech lze pře-

vésti i ty integrály Ábelovy, j ež příslušej í ke kř ivkám rodu 
vyššího než 1, na integrály eliptické, Budiž dán na př. integrál 

f l i ( x , L/A JÍ' + bx' + c) dx. 

Ten se dá přeměnit i racionálními operacemi na tyto čtyři d r u h y 
integrálů 

r dx 

/ i 
; k—O, 1, 2, 3; r(x) funkce racionální x. 

Y(ax> + bx' + c)* 

Pro k = 0 jes t výraz poslední integrál z racionální funkce: pro 
k = 2 jes t el iptický integrál (patřící ku yajc*+ bx2 + c); zbývaj í 
tudíž p ř ípady k = 1, 3, ve kterýchž lze provésti redukci další 
na integrály 

/
xri(x*)dx r r,(x')dx 

ý(ax' + bx* + c)* J Ka*' + bx1 + c)* 

Pro první z těchto integrálů položíme 
, — b ±1/Z>' — 4ac-f~4at1 

k = 1, 3 

ax'+ bx3+ c=t* 

xdx = , 

2a 
21" dt 

Vb7— 4ac + 4 a / 4 ' 

čímž se integrál ten r e d u k u j e na integrál eliptický patřící ku 

Vbs — 4ac + 4a<4. 

Pro d ruhý integrál stačí klásti 
ax' + bx'+ c = x*tt 

a obdržíme rovněž eliptický integrál náležející ku 
\'b* — 4ac + 4cf. 

Tak vyplývá, že daný Ábelův integrál dá se převésti na in-
tegrál z funkce racionální a [na integrály eliptické náležející 
ke t roj ím obecně různým odmocninám a to 

Vax4 - f bx1 + c. \b' — 4-ac+~4ať. — 4«c + 4ci<. 
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Cvičení. 
1. Integrály Ábelovy tvaru 

JR (x, y) dx, kde y*= a + bx' + cx4 -(- ex"< 

da j í se převésti na integrály eliptické ( jednak příslušné k ^az + bz*-\-cz*-\-ez* 
j ednak k ]/a + bx + cz* + ez5). Substitucí x1 = z. 

2. Integrály Abelov y J"R (x, y) dx, kde 

y' = a„x'4" ai.vs-(- aa.r4 + a 3 x ' + a4 x ' - f a 6 x - | - a, 

a kořeny právě napsaného polynomu šestého stupně da j í se sestaviti ve t ř i 
dvojice bodů (Xi, x'i), (x», x's), (x3, x'5), jež jsou v involuci (t. j . p ro něž j sou 
splněny rovnice 

(+) m x, x>, + n (x, + x'i) + p = 0, i = 1,2. 3). 
da j í se rovněž převésti na integrály eliptické. 

Důkaz jest snadný, jestliže dvojně body involuce (t. j . kořeny rovnice 
rn£2 -f" 2nÍ p = 0) jsou reálné a různé. Pak stačí učiniti substituci 

x — a 

kde a, § jsou dvojné body oné involuce (kořeny uvedené rovnice d r u h é h o 
stupně) a máme ihned případ v 1. příkladě.*) 

3. Integrál - fi(x)ďx 

I 4" bx 4 - CX' 4 - gx' 4 - cx• 4- bxs 4 - ax" 

dá se převésti na integrály eliptické. (Spadá j ako zvláštní př ípad do 2. příkl . r 

avšak také lze užiti substituce 
, , _L._V»+r + fc-í \ 

x + x = 2z, ) 

4. Integrál Abelův^Ví (x, y)dx, kde y'—P(x) a P(x) jes t mnohočlen v x 
bez kvadrat ického dělitele, lze převésti na integrál eliptický j R ( Í , v ) d i -
kde i)* — 4ÍS — — biracionúlní t ransformací tenkráte a j enom tenkráte , 
je-li P(x) čtvrtého anebo třet ího stupně. (Neboť relace, jež v důsledku biřacio-
nálních vztahů mezi [x, y] a rj\ jest mezi x a I — obdobně j a k o jes t relace 
(6) odst. 43u a («) odst. 43b mezi x — jest kvadrat icko-kvadrat ická.) 

5. Je-li R(x) libovolný mnohočlen v x čtvrtého nebo třet ího s tupně bez 
kvadrat ického dělitele, pak integrál eliptickýy*K(x, y) dx, kde y1 = R(x), lze 
touto biracionální t ransformací 

£ = «(*.)+i R'(x,)(x — x.) 4-1 ' tK"(x„)(x — xoy 
2(x — x0)' 

*) Rovnici (4-) lze totiž psáti 

(x - a) (x ' - P) 4- (x ' - «) (x - 0) = 0 
a n e b

 + ^ = 0 

odkudž uvedené tvrzení ihned plyne. 
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„ = r _ J „ _ r j M ' i _ i R,tx«> i 
L(jc — JC„)» (X ô)2 J L(x„-*)a Nxo-Jf)']-7 ' 

při čemž rj* = 4¿' — — a x0, y„ jsou konstanty vázané relací y«1=R(x,)t 
převésti na normální tvar Weierstrassův. Konstanty g3 jsou invarianty 
polynomu R(x); t. j. píšeme-li R(x) = a0x* + 4ai.rs-f- 6ajx' + 4a,x + a41 jest 

gt= a4a„ — 4aa a, + 3aj', gs = a4a,a0 — a4 ai! — a,' a„ -)- 2as a.ai— asa. 
Mezi diferenciály neodvisle proměnných jest konečně vztah 

dx dq 
y ~ >1 

(Weierstrass, Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Functionen, I.; 
Werke sv. V. átr. 13.) Odvoďte výsledek př. 41d jako zvláštní případ před-
chozího výsledku. 
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