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HI. INTEGRALY Z FUNKCI IRACIONALNICH.
1. NEKTERE PR{PADY JEDNODUCHE.

19. V odstavcich piedchdazejicich bylo ukazdino. 7e lze inte-
gral kazdé racionalni funkee vyjidfiti pomoei sou¢tu znamveh
funkei (t. j. raciondlnich funkei a elementirnich transcendent).
V nésledujicim zabyvati se budeme nejprve hlavnimi skupinami
integralG funkei iracionalnich, jeZ lze substituci prevésti na in-
tegraly z racionilnich funkei proménné f.

Prvni takovou skupinou jsou integraly tvaru

ax+b\;  ux £ b}
R

kde R|x, y, z, ...| jest raciondlni funkce proménnych x, y.z...
a p,q; pqs...Jjsou ¢isla celd. Oznacime nejmensi spol. nasobek
¢isel ¢, ¢, ., , pismenou s a klademe
a}:*__b = {s
ex4d- 7
_ dts—b dx ] ad —bc ..,
—cls+a dt ~ " (—cts+ a)

Tim se zméni dany integral ve vvraz

odkud

dts — b ' £
1—bo)[R| Y0 e e |
s (ad c)f [ ot L a sl sl J (— ofs - )t di,
t.j. v integral raciondlni funkee (s/q. s'q’... jsou podle volby

¢isla s cela c¢isla.)

d
PRIKLAD lfA'FV -3 tu klademe, je-li x kladné, x = ¢imZ obdrZine
¢ — x

dx dx tdt dt
= =21, - =2 f — = o= — N
dt fx—Vx oy 2[{_1 2log t—1 +C

ly )
a tedy j_dx_ ~=2log: Vx—1 +C.

X —yXx
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PRIKLAD 2. V integrélu

dx dx x—a x—a
b4 . L — ——— —, RN 0
¢ f]/(x—a) (x —b) f‘x——a l/x—b x—b>
klademe za predpokladu, Ze x jest vné intervalu (a, b), a<<b
J— —_ 2 —_
) x2=b_p o p2b=eft o ,2be
x—a t—¢ 1—1

Diferencovidnim prvai z poslednich tfi rovnic nasleduje
b—a dx=2tdt.

(x—a)
Vedle toho budeme predpokladati (k tomu cili, aby rovnice (%) davajici ¢, urco-
vala f jednozna¢né a abychom zéroven v (x) zbavili se pti pocitdni nepohodlné
absolutni hodnoty 'x —a ') ze £ >0, je-li x >b; je-li pak x < a, Ze (<0
Po dosazeni dostaneme ihned

dx _ (2x—a)di_, [ dt _, t+t
Ve—ae—b) f b—a 2[1—1'_"’“1_,

aneb, vratime-li se k piivodni proménné, po snadném poctu vysledek obecné
platny, kdyz x jest vné (a, b)

d o
fl/(Tf_—_a)%'_:E)=log 2x—a—b4+2Yx—a) (x—b) +C.

Kdybychom misto integralu daného byli vzali v dvahu integral

(D) fV(x—u)_(l;— x) pro x uvnitf (a, D),
dostali bychom obdobné
b—x re -—ﬁat" _._b_“‘ '
o, —a t YTTEe YTASTEe >0
a—1>b o
(x—a)’ dx=2(dl,
r oy
I=-—-2f dt —2urctgl’—|—C=—urctg—u + =
l+t’l t"
@)
= arct !:ﬂ—i-C"— i 120 +Crm:
= arc tg " —+arc51111+tn

Znaménko + v poslednim ¢lanku tohoto Fetézu rovnic vyplyvd z predpo-
kladu ¢'>o0.

T.j. Iy —
(® fV(x—a) ® _—;)'—arcsm—b_—‘{l +k

*) Clsla C',C" nejsou konstanty pro cely interval (— oo, 00), nybrz toliko
v intervalech éasteénych (— oo, —1), (—1,0), (0,1), (1,00) a méli bychom tudiz
uzivati v rovnici () ponékud .obsirnéj§iho vypisovédni. JelikoZ viak tato véc:
nema vlivu na koneény vysledek, nezabyval jsem se ji podrobnéji.v textu.



PRIKLAD 3. f
V(a = x)' (b - x)
Substituci a—x_
b—x

méni se dany integral

s A v k2 g,
fV(a—x) = f(‘—‘ "+‘+‘)t

—log|{—1|—}log(@+t+1)—Psarctg 2T o=

,. V3
=1log Ve s — V¥ =Bi—V3arctg 2Va— ¥+ Vo e
‘ V3 Vb — =
POZNAMKA. V piikladé 1 a 2 byla integraéni proménna x

omezena na intervaly, ve kterych funkee integrovanda nabyva
hodnot redlnyech. Mizeme vSak, kdyZ jsme v odst. 18a defi-
novali integral z funkece nabyvajici hodnot komplexnich, vy-
Setfovati integrdly i v téch intervalech pro x, ve kterych od-
mocniny tam se nachizejici jsou odmocniny z ¢isel zdpornych
a tedy odmocniny ty ¢isla imaginirni. UvaZzujeme na pf. inte-
gral prvy (¥ p¥. 2, a to pro x intervalu (a, b). Pro tento interval
jest (odmocnindm prisuzujeme vzdycky hlavni hodnotu)

o dx_ dx :
Jie=se=n=Jae—oo=5"
kterouzto rovnici integril (x) pFeveden na (#) a mdme tudiz v du-
sledku obou svrchu uvedenvyech v.\?sledkﬁ

= — i arcsin Zir—E—f'»-_ -+ C pro x uvniti (a, b).
—d

Avsak pro x uvniti (a, b) také jest
log@x—a—b+42V(x—a) (x—b)) =log@x—a—b+i.2)(x—a) (b —x))=
=i arccos 2x—a—b + k= —1i arcsin 2x—a—b + k'¥)
b—a b—a
Jsou tedy oba vysledky pi. 2 obsaieny v jediném vztahu

dx
oD ooh =log@x—a—b+2V(x=a) (x—D)+C

platném pro kazdy interoal proménné x neobsahujici body a b.

A
* ] 2
) Uzito rovnice log (4 -+ iB)=log VA + B*+ i arccos: VA'+B

vidy v piipadé, Ze B >0, a plynouci z definice logaritmu komplexniho ¢&isla
a vyznamu funkei arccos, log.

-, platné
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MdéZeme k tomuto diisledku viak jeSté jinou cestou dospéti.
Substituce. kterveh jsme v obou pripadech pi. 2 uzivali. jsou
v podstaté tyto:

(V-2 (=b) p V=il — %)
X—a X—a
a jest pro x v (a. b) patrné t' = — it. Dosadime-li tedy do inte-
gralu, na ktery se substituei prvou redukuje integral (), misto f
vyraz it' (a oviem téz idt misto dt). obdrzime — kdyZz jsme
jesté provedli ndsobeni Cinitelem i, o ktery se lisi privé inte-
gral (u) od integralu (x), je-li x v (a, b). — inlegrdl, na ktery se

redukuje integral (#) substituei druhou. Vyjadiime-li tedy inte-
gral (%) jakozio funkei f, sta¢i ve vvsledku f nahraditi 4 it’ a na-
sobiti i, abychom dostali vvraz pro integral (#).*) Vvsledek ten
lz¢ znainé zev:icol)vcniti., nchot integrily

©odx
L L e

kde R(x) jest racmn‘ulm funkce proménné x, transformuji se
tvmiz substitucemi na integraly funkei raciondlnich proménné ¢
resp. 1. Lze pak vysloviti vétu: Jestlize jest

J=1 (V(x a) (:' - b)) 4k, x vnt (a, b),
jest j’:i‘l’( V(-" _x(i gb x)) + k', x uvniti (a, b).

Ve vyraze @ jest oviem nahraditi logaritmické a eyklometrické
funkee komplexnich argument pomoei funkei redlné proménné
podle pristuinych definic.

- 20. Integrdly binomické. Nejjednodussi z integrali funkei
iracionalnich jsou t.zv. integrdly binomické. Pod pojmenovinim
tim vyrozumivame integrdly tvaru

xi(a4bxNddx,

kde B, y, 6 jsou cisla raciondlni. Integrdl ten lze zjednodusit
nejprve substituei ¥* =1, ¢imz dostaneme integral

—l—sfl" (a+ bt)? dx, = "}tl — 1
O ném jest platnd véta: Integral
Jury= [ a - boy1 s )

*) Viz pf. 3 v odst. 18b pro p¥ipad. ze a =i.
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da se preoésti na integrily z funkci racionadlnich (a tudiz vy-
jadFiti pomoci algebraickyeh funkei a elementirnich {ransecn-
dent), kdyz aspori jedno z éisel a,3, a4 jest cislo celé.

Je-li @ celé. 1ze funkei za znaménkem integraénim psati ve

tval‘ll fe (a + bt),g —R (t, (d + bt)x’),
kde R(x, y) jest racionalni funkce obou argumenti. Je-li 8 celé.
lze podobné psiti £ (a4 bl)d = R (4, 1),

a je-li kone¢né a3 celé:
(< (a + bty = r«+.f(‘-’i; "‘)"Z R ( ) (“? !ef)-’) .

Vyplv¥va tudiz ve viech trech pripadech podle predeh. odst.
spravnost vyslovené véty.

Cebysen (Sur Pintégration des différentielles ivrationelles.
Journal pour math. p. et ap.. t. 18, 1853) dokazal, Ze pouze v {échto
trech uvedenvyeh pripadech da se integral vyjadtiti pomoci ele-
mentarnich transcendent a algebraickych funkei.

- POZNAMKA 1. Kazdy integral binomicky tvaru (1) lze pie-
vésti vhodnou substituci na integral
fcosl‘ ¢ sin* ¢ dy,

a to, jsou-li a + bt a a znaménka stejného, polozime

bud A _ e jedi 2oy
4 a

anebo 4 Tbf_ ""‘IT‘ , jeli @ + bl_ S 1
a cos® a

jsou-li pak a4+ bt a a znamének opacnych, klademe
a- bt iy
_i;- =—tg* .

POZNAMKA 2. Jestlize B v (1) jest celé kladné, pak postadi
rozvinouti (a + bf)’ podle binomické véty a integrovati ¢len za
¢lenem.

Je-li @ celé kladné, polozime ncjprve a+ bf=u a mame
pFipad pFedchazejici..

Je-li koneéné e+ g+ 2 celé ziporné, dostaneme substituci
t = 1/u zase ptipad predesly.

21. Redukéni vzorce pro integraly binomické. Jest uzitetno
odvoditi si vzorce, které ptevadéji vvpocet integralu (1) na inte-
gril stejného tvaru, kde v3ak @ nebo § jest o.1 mensi (po pii-
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padé i o 1 vét§i). a to v pripadech zvlastnich (kdyZz jedno z Cisel
a, B, a+p jest celé) pro zjednoduSeni vypoctu, v pripadé pak
obeeném ke zjednoduseni integrdlu. V p¥ipadé obecném, kdyz
7adné z ¢isel e, §, ¢+ f neni Cislem celym lze pomoci zminénych
vzorei integral (1) pfevésti na integral, kde obé &isla ai g jsou
mezi 0 a 1.
Vzoree ty vyplyvaji z identit
t (a4 b3 +1= al* (a + bt)3 + bt<+* (a + bt)3,
[f+1 (@ - bOF+ = (4 1) 1< (a -+ bE)I+ 14 (8 +1) ble+1(a -+ be)d.

‘Integrujeme-li rovnice ty podle f a eliminujeme-li jednou
Ja+1,8 po drubé Ju 344, dostaneme

__ttFradbOIH | afp42
H-.I(:.,:l_ ﬂ+l + p+1 .la, 341 (a)
. R Gl C e of 1 o 2 oS
a '.Iu,j'_‘ ‘_ ll+l "+1 { '.l(z+1,.i' (b)

PFemisténim integrali na obou strandch a umenSenim
e
v prvé rovnici o 1,a v deuhé rovnici rovnéz o 1 obdrzime dalsi
dva vziahy

te+1(a -+ bt)? i
Jor =" at1 taxeriider m ©
boJyp= @O e s (d)

atf+1 atp+1

Kone¢né budtez uvedeny dvé relace, jez vyplynou jako bez-
prostiedni disledek formule pro ¢asteénou integraci (odst. 7):

tett(ab)d B b

.la,ﬂ ”+1 (l+l ‘-]a+l, ﬂ 1, (8)
= fratbhite . o
b.’a,ﬁ— f4-1 g1 Je 1,41 6}

IFormule (e) a (f) jsou vSak té7 jednoduchy diisledek formuli
(0), (b) a (d).(a).

Rovnice (a), (b), (c), (d) jsou &tyti formule redukéni, jes v obec-
ném ptipadé svrchu vytéeném vskutku pievidéji integral (1)
na integral, kde &isla @, # jsou obé v intervalu 0, 1. V pf¥ipadech
zvldstnich (jedno z ¢isel @, 8, a4 celé) 1ze jimi dociliti pfede-
vSim toho, Ze jedno z ¢isel a, B, e+ se redukuje bud na 0
nebo —1.



Cviéeni.
1. Odvoditi jest redukéni formule (X = ax*+bx—+ ¢, m. n jsou v tomto
a nasl. pf. libovolna ¢isla redlnd s omezenim. jez lezi na snadé v kazdém
jedootlivém pFipadé)

xndx xn—1 _ _b(m—n) xn—!

xm ﬂ(2m-—n—1)7(m a@m—n-—-1) gn T
o c(n—l) xn—tdx
a(2m—n—l) -
dx 2ax+ b 24 (2m —3) dx
fx"" (M= X" (me—1y. ) xm—r AT =

2, Z prvni rovnice piedch. cvié. nasleduje substituci x = x'—1 a zaménou
¢isel n. a. ¢ v tisla n42m — 2, c. 2 dalsi redukéni vzorec
{' dx —1 _b(m+n—2) dx
o X" (i—t)c.x" " X! c(n—1) an— Xm
_a(m+n—3) dx
c(n—I) an—2 X

2a. Odvodte

___dx L arcte X Vo= .
ez Fe = oo =i te s et > b
bﬁl/i;é"_ log oJst +f}';:._'|_l|fl;vb' e w<h
bYx*—a +xVb'+ a
e ] Ta
f(x’ + I)’) Vx' —a b ]/a’ —|— b 8 V»‘;""T’_’ +e

1 xla*+ b
T = Ty =T = t
f(x’—}— b') Va‘— x bYa bt arcle. bya_‘;;z
Nédpod. Nejprve substituce x*=1/y. Ukazte, Ze viechny ¢tyFi vysledky
jsou shodny a daji se odvoditi na pf¥. z tretiho, pFipustime-li pro a a pro od-
mocniny imaginarni hodnoty.

3. Vypoététe integrily (pouZivajice vysledké uvedenvch v odst. 19 pF. 2
a v pozn.)

A 2 VE=wGe=h)
(c—a)Vr—a)(x—b)  b—a P +C  bia
Ve ja;(i === ”)'*'""‘ log [2x—a—b +

+2V(x—a) (x—b)l +C.
3a. DokaZte, Ze v intervalech, ve ktervch levd strana jest spojitou (kom-
plexni) funkci reilné proménné x, ’

va == =2log V5=a+Vx=b)+k=—2log (Jx—=a—Vx—Db)+k.

Pii tom jsou obecn& a, b ¢isla komplexni (riizna). (Vztah téméf bezprostfedné
evidentni.)
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3b. Dokazle (na zdklad& predch. pr) za piredpokladu. Ze a=a+ a,i.
b=>b,+ b,i.
l dx
Vor—a) (x — b)
Pfi tom jest e=+1, jsou-li a,. be protivného znaménka. Jsou-li a, b, zna-
ménka stejného. jest

=2¢ log (Vx—a+Vx—b)+k

— cestliz aybitbear gy it ba
e=-1, jestlize x > a b, i e=—1, kdyz x < 2+ b,
Jsou-li a, b ¢Cisla realnd, jest ¢ = — 1, jestliZe x jest mensi neZ mensi z obou

cisel a, b; jinak e=-1.
Népod. Nasleduje z porovnani funkei [(x —a)(x —=b), Vx—a.Vx—=b
reilné proménné x.

4. Ukazte, 7e integrdly
fI{ (x, Vax+b, VZ'}—}-d) dx,

‘ax +b cx+d
f”(’“l/ﬁ;;.’ ';:L:)"’

kde R jest racionidlni funkce, lze pfevésti vhodnou substituci na integraly
racionédlnich funkci jedné proménné. Prvni integril na pF. substituci

b —1)e i — 1)
x.—_-—4—a(t-|—t )+4c(l 1)z,

Druhy lze pfevésti na prvy substituci { (mx+4n)=1.

Petr, Integrélni polet, 2. v. 5



2. INTEGRALY [ Rx,Vax*+ bx+ e)dx.
22. Prvni metoda pro jejich vypocet. Integrily tvaru

[1\’(.('. y)dx. kde y=Vax*4bx+e. a0

a kde R(x,y) jest racionalni funkee obou argumenti x. y. lze
dvojim zptsobem prevésti na integrily jednodussi nebo nam
znamé. Prvni metoda, jez byva také nejacelnéjsi pri praktickém
provadéni vypodtu, spodiva v tom, 7Ze za x zavedeme novou pro-
ménnou f tak volenou. aby odmoenina vypadla a my dostali inte-
gral z raciondlni funkee proménné £. -Ukol ten viak z veliké ¢asti
jsme jiz feSili, a to v odst. 19, p¥. 2 pro piipad, 7z¢ ax?+bx + ¢
jest rozlozitelno v redlné kofenové Cinitele. Jestlize ax?+bx+ ¢ =
=a(x—a,) (x—a,), ¢, < a, vede v tomto pripadc¢ k cili substituce
l'a.x;[;vb?ij:czl.l/ o

kterou netieba se viak obirati, jelikoz byla zevrubné vySetiena
na uvedeném misté (rozdil spocivi pouze v oznaleni: @,. @, bylo
tam znaeno a, b; zde pak a, b, ¢ ma jiny vyznam).

Neni-li viak trojé¢len ax?+ bx 4 ¢ rozloZitelny v redlné ko-
Fenové Cinitele, ma stile stejné znaménko, a to znaménko bud
Cisla a nebo ¢isla ¢ (jez jsou v tomto piipadé stejnd) a mizeme
predpokladati, ze¢ a > 0.*) Tu polozime

Vaxi £ bhxFem— Va x-+1. ®)
odkud? . —c+r . e l/(.l'__|_ b+ V‘,," f
YR Vaxi+bxfe="" biafat
dx—2. SVatbitlat dx o o2dt
b+2 Va ) V.'—ix-’_—F bx+e  b+2 V:ﬁ {

*) Kdyby a < 0. méli bychom Vax*+ bx + e =i)—ax* —bx — ¢, ¢imz by
se tento pfipad redukoval na pripad a > 0.
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Piteme-li tedy — ke zjednoduSeni — v daném integralu
R,(x, y)/ly misto R(x,y). mime
f,{ (x. y)dx_f —c+t c1"2;+1)_t-|_-1/a't=) 2dt "
bt2Vat b42Vat b+2Vat
¢imz integral k vyScetiovani predlozeny je \de(lren jakozto in-
tegral z raciondlni funkee proménné = ]/a x+ ] ax?+ bx + c,
I\tervz miuzeme pokladati za znimy.

Mime tak v&tu: Infegril z racionalni funkce x a |/ ax2+bx+ ¢
di se vidy, zavedeme-li za x ohodnou racionalni funkci pro-
meénné {, preméniti na integril racionalni funkce proménné f.
Proménnd ¢t pak sama jest jednoduchou racionalni funkei x
a Vaxit bx +c.

POZNAMKA 1. Substituei pievadéjieich le(x,y)dx/y-nu inte-
grdl raciondlni funkee proménné f jest nekoneéné mnozstvi, jak
pozd¢ji sezname. az budeme o véei jednati s obeenéjsiho stano-
viska. Dv¢ substituce dosud vyloZzené jsou oviem nejjednodussi
a nejcastéji uzivané. 7 nich druhou miZeme je3té ponékud
zjednodusiti, kladouce

2f Vé—}—b:t. , tedy t,=2a.v+l)+2V;V5:;‘?ﬂ}_:l¥E
(stale za predpokladu a > 0). Vztah (s) s¢ redukuje v tomto pii-
pad¢ na vztah

D ! — D_ dt‘ — b — 4.
f[\’ (X' l/) "—V f +4-dt1 4Va(tl tl)) { . D=b 4ac.

POZNAMKA 2. Uvahy podanc podrzi platnost i v pFipadé, Zc
raciondlni funkece R(x,y) mid za koeficienty &isla komplexni na
podkladé stanoveni odst. 18a, 18h. Ovsem ¢éisla a, b, ¢ — koefi-
cienty polynomu druhého stupné pod odmocninou — jsou v pred-
chazejici tivaze nutné é¢isla redlnd. Nebof tyto koeficienty jsou
ve vztazich mezi x a t a integraéni proménné jsou pro nas
Cisla redlna.

POZNAMKA 3. Substituce (s) vede k e¢ili i v tom pripadé, ze
vyraz ax?+ bx + ¢ jest rozlozitelny v redlné kofenové Cinitele,
jenom kdyZ a>0 a proménna x jest omezena na interval, pro
kterv ax?+ bx + ¢ >0 (t. j. na intervaly vné¢ (e, @)). -

PRIKLAD 1. Substituce (s) uzitd na fVHx’—i—bv—}- , a>0 davd

x dt - v
fvix:z_’i_—bx+c:2fm:va—log I)-|—~Vaf +C=
:ﬁlog 2ax+b-42Va Vax+bxF¢ +C". (0
5*
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Vysledek ten je ve shodé s vvsledkem odvozenym v odst. 19, pf. 2 za p¥edpo-

kladu, Ze koFeny ey, «, rovnice ax®*Fbx—4 c¢=0 jsou realné a x jest vné¢ («,. e2).
Je-li a < 0 a kofeny «p. «, jsou komplexni, jest podle pravé napsaného

vztahu dx [ dx B
f]’e.x—urT;Jre—f.-v_w_B;_c—

1

iV;ia

-1 [
= log'—2ax—b—2Valax*Fbx+c¢ +C=
Va

log:—2ax—b+42 J—aV—ax*Zbx—c¢ +C=

1 - B
:-1/:. log 2ax—+b42}a Vax*+bx ¢ +C.

takZe vvsledek () je i {u spravny. Zavedeme-li logaritmus komplexni pro-
ménné, mizeme dokonce psiti v dasledku vysledka pravé odvozenych a vy-
sledki v prikL 2 odst. 19, jukoZ i poznimky toho odst. (po snadné tvaze)

d — - .
fl’;x—'—#l-c = Vl:'t logQax+b+2)a Va.\" +bx+c)+C. ()

formuli to platnou, af redlné hodnoly a, b, ¢ nabyvaji jakychkoli hodnot,
je-li jenom a+0 a x v intervalu, do kterého nespadaji koFfeny rovnice
ax*+ bx-+c=0. Konstanté C nutno po pripadé prisuzovati hodnoty komplexni.

Jestlize a<C0, «,, 2 pak redlné a x uvnité («,. @), mizeme substituci

ponékud jinou, ne? svrchu uvedené. rychleji dospéti k vysledku. Tu jest
4ac — b*<C 0.

2 _
ax*+bx+4-c=a [(r + })I;) b oy 4“6]
2 at
leme-li tedy b4
Klademe-li tedy A'+—b~=Y!’__ dac "
2a — 2a
dostaneme ihned ’
| dy

1
V “raresiny -F C=

1
V— arc sin VE'—x__'_b_ + C.

T voal Vicy =

POZN.AMKA 4. Uvaiujme za pfedpokladu, Ze e, p. 7 jsou ¢isla
komplexni, funkeci

%E(zmr B+ 2V Var F B+ 7).

Funkee ta by méla, kdyby e 8, y byla é&isla redlnd, derivaci
podle x rovnou vyrazu 1/]/ax2+[i.a-cﬂ—i-—y a to v dasledku rovniee (7).
Jsou-li nyni e, g, y ¢isla komplexni, jest funkee ta komplexni
funkei redlné proménné x majici derivaci, jez vSak se pFesné
podle tychz pravidel vypocte, jako kdyby dand funkee byla
realnou funkei proménné x (p¥i ¢emz by byly parametry e, 8,y
¢isla redlna a hovély by jesté nékterym podminkam, jako na pft.
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a > 0): obdrzime pak p¥i derivovini podle a t¥z vysledek, af
a. p, 7 jsou parametry redlné (hoviei jistym podminkam) anch
parametry komplexni. T. j. roonice
dv

Vor 85 15
jest platna, i kdyz a, 8, y jsou komplexni ¢isla, @ 0. Proménna
(redlnd) x jest omezena pii tom na vhodny interval (lak, aby
funkee na pravé strané byla v ném (kompl.) funkei spojitou)
proménné x.

. ,
=Y log Qux +p+2 VaVax + o+ 0+ C

Poznamka tato ma zdsadni dilezitost a lzc podobnyn zpii-
sobem rozsititi platnost mnoha formuli podtu integrilniho, kde
funkee za znaménkem integraénim zavisi vedle proménné na
jednom nebo nékolika redlnveh parametrech. i pro pripad. ze
parametry ty jsou Cisla komplexni.

PRIKLAD 2. Uvaiujme jesté integril (naz¥vany nékdy Aronholdiv za-

kladni integral) . L dx
0= ———
/ y—px—q y’

kde p, ¢ jsou konstanty. K jeho vypodtu zavedeme podle pozn. { proménnou .
Dostaneme ihned i
1

—aVa [—
m—‘ﬂdf Va——P)+t(°I’p—4aq)—D(V_+p)

Abychom dali v¥razu pro néj co nejiacelnéjsi tvar, oznaéim kofeny rovnice v {,
t:t (Vo — p)+ . @bp'— 4aq) — D (Ja+ p) =0
i, oy, pFi Cemi je volba indexi tak uéinéna, aby (@, —-a,) (Va—p)=+ Vs 4Va.
Tu jest 16a- diskriminant oné rovnice druhého stupné; jest rovny
16a[§ D + aq* — bpq + cp’].
Diskriminant ten pokliddme za riizng od nuly. Podle odst. 18, pi. | miZeme
pak ihned psati

V—ln ——-~'+I\.

Zavedeme-li misto proménné {, proménnou x rovnici
fhi=2ax+b-F2}a Vux’—{—l).x—}—c_-d.x +b {-’Va Y,
pii cemz obdobné i za i, resp. «, dosadime 2ati+b+2Van, resp. 2a3 -+
;- " . .iw , . -
+b+2Va n, kdez 5, yi. resp. &, u, jsou hodnoty pfifazené x, y, kdyz (,
— pomoci ného7 jsou x. y raciondlné vyjadfitelny*) — nabyva hodnoty «,,

resp. d,, mame koneéné
Vﬁlo JaG—n+y—my

o Va(a-—n)+u—u-

*) Mezi &, m jest relace = p&-+q a tiz relace jest mezi &, 1,; nebof
vVraz y— px—q vymizi i pro t=ua, i pro t = as. Cisla &, & jsou dina ostatné
— jukoZto nulové body vvrazu y— px—gq — také rovnici kvadratickou
(@& + bt~ c) — (pé+ q)* =0, jejizto diskriminant jest 44.
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V¥sledek ten jest odvozen za pFedpokladu, ze a >0 a b.c redlna; ale p. ¢
mohou b¥ii libovolna ¢isla komplexni. Lze viak jej rozsifiti nejprve pro & < 0-
potom i pro ptipad, Ze a, b. ¢ jsou Cisla komplexni, 4+ 0 a ve viech téch pFi-
padech stile za predpokladu .- 0 (viz pF.1 a pozn. 4).

Pro 4=0 plyne snadno (ivahou obdobnou pravé provedené, pouze v pi. 1

odst. 18 uziva se pFipadu 3)
1

2

p—Va Vatx—a)+y—n

23. Druha metoda k vypoétu integrali [I{(x, y)dx upravuje
(rozklada) nejprve vhodnym zptsobem funkei, jez se ma inle-
grovati. K tomu cili uvazujeme nejprve racionalni funkei r(f)
proménné £, pro kterou plati r(t) =r(—#); je tedy r(f) racionalni
funkce suda. Oznalime-li jejiho Citatele a jmenovatele p(f). (1),
jest podle pfedpokladd (nemaji-li p(f) a ¢(f) za spole¢ného dé-

litele ¢
itele 1) = PO _P (=0 _pO+p(—0 _p(t),
a() q(—10) qO+q(=0 q(*)
t. j. raciondlni funkce sudda proménné t jest racionalni [unkci
jejiho cétoerce t2.

0=

Pisme, abychom tohoto vysledku uzili na R(x.y). ncjprve

wee =} [k + )|+ )[R = ke —]a- )
Avsak |R(x, y)+ R(x, —y)|. |R(x.y) - R(x, —y)|y jsou sudé funkce
(racionalni) proménné y: jsou tedy raciondlni funkee vyrazu
y?(a x), y? vsak jest rovno ax?+ bx -+ ¢; jsou tedy ony vyrazy
(provedeme-li dosazeni y? = ax?+ bx + ¢) raciondlni funkee pou-

hého x. Lze tedy psati |
Ry, ) =r(x) 4, (x) v

a integril z funkce R(x,y) se redukuje na integrdl z raciondlni
funkce ri(x), ktery pokladame v disledku vyl()/cn\ch metod za
znamy, a na integral
r.,(\)d.\ ry(x) dx
f Yy Vax’-|—bx+c

ktery zbyva vySetiovati.

Q)

Abychom jej vypocetli, rozlozime si nejprve racionalni
funkei ry(x) ve zlomky Cisteéné na tvar (5) odst. 11, z kieréhozto
rozkladu ihned vyplyvd, Ze integral (1) se pFevadi na vypocet
integralu tvaru

[0 x| |
Vaxt+ bx. —|— ¢ ,/(x— ) Vax* ¥ bx + ¢ @
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V poslednim z-obou integrali ¢islo ¢ miaze byti i komplexni
a bude tudiz pFi ném nutno uvazovati ob¢é moznosti (e redlné,
a komplexni). Oba integrily (2) lze pocitati vzorci redukénimi.
Pro pr\'\'l ihned vyplyva z rovnice

xn(ax+4b
(x" Vax + bx4c)=nxn—1 ]/dx +bx+c+ VaxE T :; +)c =
(n FDaxn+i4 (n+4 ) bxr - nexn—1
Vax® +bx—{—c
7. ni plyne integraci obou stran
(4 DaJuti+ @40 Jn-tne Jamy = xn fax* Fbx +c. ©)
kde jsme znacili A dx
fl/d,x —f—l)x—}-c

Pomoci tohoto vztahu platného pro n >0 lze vyjadriti viecka
Ju. kde n eelé a kladné. integrilem J,, ktery jsme svrehu vy-
pocetli, a vyrazem. ktery jest sou¢inem polynomu stupné n—1
v x a odmoeniny Jax?+ bx + c.

Rovnéz pro integral

dx
y" = i 7""7.7,7:7 T
(x—a)n l/ax- +bx +¢
lze odvoditi ceston Gplné shodnou obdobné formule redukéni,
totiz derivujeme-li vyraz

_Vax’+bk+c

(x—a
podle x: vvraz tak vznikly lze psati ve tvaru
n A (n—})B (n—1)C
(.x'—(c)"+'Va;F—|-_bT+ c T (v—a fax* + bx —}— c + (X—(-LS"—’ Vax’ + bx N ¢
kde A =aa*+ bae+c¢, B=2ae+ b, C=a. Mime tudiz redukéni
vziah Vaxt Fbx+c, @

(x—a)n

nd Yo+ =B Yud+n--1)C.Yney=—
ktery jest beze zmény platny, af a jest éislo redalné éi kom-
plexni, a ktery nam dovoluje viecky integraly Y, vyjadfiti:
. Je-li A=aa?+ ba + ¢ F0.*) integrilem

i * dx
) 1 == e e LTI
j (x—a) Yax* +bx Fe
a sou¢inem odmocniny Vax2+bx+c¢ s polynomcm stupn¢ n—1
v (x—a).

*) T. j. neni-li x—« kofenovym Cinitelem vyrazn ax®*-+4 bx—-c.
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2. Je-li A=0 (pak B=#0, nebof jinak by ax?+ bx + ¢ bylo
¢ tvercem wyrazu linearniho v x), souéinem odmocniny Vax?+bx+c
s polynomem stupné n v (x—a)~ %

Integral Y, lze snadno, je-li nejprve e redlné, preméniti na
integrial ndm jiz znamy, a to substituci

= : + «
Tu miame dx
(—a)Varfbrtc Tf Var 4Bt 4
Znaménko horni jest pFi £>0, dolni p¥i #+<0; vvznam 4, B, C
jest tyZ jako svrchu v rovnici (4). I jest p¥i AF0
Y.=7 V_ Tog @ At + B F2VA VAir 4 Bt +C) + k.

Vritime-li se k pivodni proménné x. obdrzime koneén¢
dx —1 ,-—((Zua + b)x + (b4 2¢)
ey — l()g T o T +
(x—-u)lax’+bx+c Ve Fba+c
’Vau’-[—ba-}—c ]/uv 4 bx+ c)

X — ft

Xr—

vzoree platny pro kazdé redlné @, pro néz ae?+ ba+ ¢ 0. jukoz
i pro viecka x v intervalech neobsahujicich bod ¢ a hody «,, a,
(nulové body troj¢lenu ax?+ bx + ¢).

K témuz vysledku mohli bychom dospéti i jinou cestou, a to
metodou odst. 22. Tu bychom substituci nové proménné za x od-
stranili odmoeninu a prevedli integral na integral z funkee racio-
nalni. AvSak substituce ta jest nezdvisld na e a jest taz, af jest
a &islo redlné anebh komplexni, a tudiz vvysledek svreehu pro Y,
uvedeny (ktery rovnéz nezavisi v podstaté své na cesté, po jaké
jsme k nému dospéli) jest platny, af jest @ jakékoliv cislo redalné
anebo komplexni, hovici podmince aa?+ ba + ¢ £ 0.

Tim vyloZzeny jsou dplné prostiedky. jichz pomoci lze in-
tegraly (2) a tedy i kazdy integral (1) pomoci elementarnich trans-
cendent a funkeci algebraickveh vypoditati.

PRIKLAD. Dokazle, ze viraz, kterv jsme ziskali pro integral Y, —
zna¢me vyraz ten opét Y, — hovi vztahu

“ll_lll (—aY )_f]’;_,'cz +.:7x_];'c .

24. Uzijeme vysledku pro Y, nejprve k vypoétu tohoto jednoduchého
integralu: . dx

(;:W"l'c s jeli C>A4 a Ax*+4+C>0.
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Dosadime-li do vzorce svrehu ziskaneho, mame
f dr _ ___ I ,l—-—~0Aw+'(+)lc—|M.ﬂ+(+k
(x—i)PAx’—}—C l/C i x—i '
Nasobim-li v ¢itateli i jmenovateli argumentu funkce log vyrazem x-i (a po-

tla¢im-li v Gitateli 2, ¢im se méni toliko integraéni konstanta), dostanu po
snadném poétu vysledek

=1 Y —A 4 VA | [ VC—a + i) At 4] _

VC>—A ‘log (x*41) th=
VC—a  yidw 4 i Vistc .,

=Je- l"g(V T x"+’"f)+l(' wrete yo—a TF

(¢itatel argumentu logaritmu byl roz§tépen ve dva ¢Cinitele, jmenovatele jsme
rovnéz psali x* 1=} F1. V"1 atd).

V prvnim vydani Integr. poltu (str. 39) byl tento vysledek psian ve tvaru

(H=1, K=1)

—1
}C_ [log(y—i—lu—4)+lar(s|nl(J+l\ (')
kde horni znaménko jest pFi x>0, dolni pFi x < 0; y pak jest dano rovnici
y= Ax’-l-(,
’ l/ 1

Ctena¥ snadno zjisti shodu obou vy¥sledkii; pro nis posledni bude vychodi-
skem daliich dvah. Jestlize C < A4, jest obdobné

fm+c—l/A c[‘"“”‘ PRI C)J- (")

K formuli (u’), (1) lze vSak dojiti jinou znaéné jednodussi cestou.V pod-
staté bézi totiz o vypocet dvou integrald -

x dx
f e nVas e ) VAeFC
Prvni z nich substituci x*=y méni se ihned na
)
W+ VAy+c

ktery se snadno vypocie; druhy substituci x =1/x’ zméni se v

@i ewsa
07 jest viak v podstaté integral prvy. Viz také v odst. 10 cvic. 3 a v odst. 21
cviceni 3.
25. V odst. 23 byl sice podin vypodet integrilu Y, i pro komplexni «
platn¥, aviak vysledek tam udany neni zvlagié vyhodny k pouziti. Abychom
dospéli k vyhodnéj$imu, podam vypolet integralu

(Hx + K)'. dx -
“ f(b x=+2blx+bz) Vc‘lnx'+ 281 x+ a’ 2,70, by>0,
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kde Dy 01, by, @y, 84, a4y, H, K jsou redlné konstanty a kde byb, —b,* >0, a, a4, —
— a,* i-0. Zavedu pro stru¢nost tato oznaceni:
bob,— b=y, ada, —a* =D, aoba+ a, b, — 28, b, = 6,
P =d,x'+ 2a,x + a,, Y= b,x*+4 2b,x+ b,,
V= (a,b) — a,b,) x*+ (a,b: — 8, b)) x+ (a, by — ay, b)) =Yg/ p— }Y'y.

Kdybychom do daného integrilu zavedli-proménnou x' substituci

px'+4q
r=—" ps-——qr + 0,

rx! s
zménil by se na integral stejného tvaru, pouze misto x by bylo v ném x/
a misto H, K, a,, a, ... nové hodnoty H', K', &'y, o'\.... PFi tom jsou na pf.

koeficienty &', &', a', definovany vztahem

ag (px'+ @)+ 240 (px'+ q) (rx' + 8) + a2 (rx’ + 8)* = &'y x4 24", X' - 'y ;

tedy polynom @ transformuje se stejné v polynom ¢ jako kvadraticki forma
a,x*+ 2a, xy+ a; y* ve formu &', x'* 4 2a', x'y'+ a', y substituci x=px'-+qy’.
y=rx'4+ sy’ A obdobné se transformuje polynom ¥ a Hx+ K (jako forma
2. a 1. stupng). Ponévadz integral (p) presel linedrni substituci v integral téhoz
tvaru az na to, Ze mnohocleny e, ¢, Hx+.K (a proménnd) jsou nahrazeny
novvmi mnoho¢leny, ‘aviak prdvé témi, které z nich vznikaji linedrni sub-
stituci (providénou obdobné jako na formach stejného stupné), vidime, Ze
integril jest invariantem polynomi (forem) ¢ o, Hx 4K k obecné linearni
substituci. Linedrni substlituci miZeme viak dvé kvadratické formy pFeméniti
na soucet Ctvercit (DP 251) vzdy, je-li aspon jedna definitni. Tak je tomu
priavé v naSem piipadé (4 > 0) i miZeme proto prevésti linedrni substituci
zéroveii formy @, o na formy Ax* 4 C. x*-41 a tim integrdl (v) na integrily
predch. odstavce. Vyskytuji-li se pak ve vyrazech pro integraly odst. pfedch.
néjaké dtvary invariantni forem p, , stejné itvary budou i ve vyraze pro
integral (v). Vyrazy pro integraly v odst. pfedch. skldadaji se ze dvou funkei,
a to funkei tvaru

(w) log (y+Vy'—m) . arcsin . kde y=|/AXtC

Vn xt <41
a kde m, n jsou koonstanty. Aviak y jest invariantem polynomii ¢, : je to
odmocnina z podilu obou forem. Proto i integral (p) jest vyjadritelny lunk-
cemi (), kde y=V'P- P~ m, n pak jsou vhodné konstanty (rovné? inva-
rianty, avSak nezdvislé na proménné x). Abychom stanovili konstanty m, n
a rovnéz i fauktory, jimiz funkce (w) se musi nasobiti, uby soucet vvrazi tak
vzniklych -dal integral (p), utvofime si za predpokladu, ze y = cp-'-'. p—1, de-
rivace funkci (w). Derivace ty jsou
9 1 W+ |
/.—___— . Ty T i ——— '7"/'”' »
Vo—my wle V=9 vl
Jelikoz ma byti mozno funkei za integra¢nim znaménkem ve (v) sloziti z téchto
dvou vyrazi, a lo lineirné s konstaninimi sou¢initeli, jest nutno, aby mnoho-
¢leny druhého stupné ¢ —my, n— ¢ byly tipln¥mi ¢tverci mnohoélent
prvého stupné, kteréito mnohoéleny by byly zase déliteli polynomu . Di-
skriminant polynomu @ -- my = x* (g, — mb,) 4 2x (a: — mb,) + a; — mb, jesl

()
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m*d — mO-+D; je tedy m — a stejné¢ n — Kkoienem rmui(e dIP =04+ D=0
Vyrazu ©* — 44D, ktery jest diskriminantem rovnice v ¢& lze dati v koeficien-
tech také tvar (a, b, — a:b,)* —4(a, b, — d.b,,)(a.b,—a, b)), kleryzto vyraz
— vyjadfime-li jej pomoci nulovych bodu polynomi ¢, 9, jeZ oznatime
71y 295ty 1y (2 pro které jest 2a, = — a, (41 + 7,), 8y = 48y /1 7, atd.) — lze na-
hraditi vyrazem a,* by (41— 1) (21— 14,) (23 — 1) (/5 — 112). Jest to tedy zdarovei
resultant polynomi @, ., Ponévadz y,, ity jsou podle piedpokladu ¢isla kom-
plexni sdruZeni a ponévadz miZeme a budeme piedpoklidati, Ze ¢ a y ne-
maji spoleéné miry, jest to Cislo kladné. Je-li D <0 (podle ptedpokladu jest
4> 0), jest jeden kofen rovnice v ¢ kladn¥, druby ziéporny. Jeli D >0,
uc¢inime dalsi predpoklad, 7e a,>0; pak jest ©® >0%) a rovoice v & ma dva
kofeny kladné. '

Volime-li za n vét3i z obou koFenii rovnice pro £, mensi pak za m, jest n
\/(Iyd\y I\lu(lne Toutu \ulbou _]e douleno, 7e ],n ve (lv) j(-‘St realna. Jellkuz

I\\adruty jsou bez spoleule mlr)) déli _|e_|l(|l souin ) a (p my) (ny q))

déli 97; vskutku jest platno jak snadn¥m poctem lze se piesvédéiti --
identicky N=pd+ PO —y'D=Ag(p—myp) @y -, (t)
identita to odjinud zndma. Mazeme tedy poloziti*)
p—myp = (x+ B, np = (3 Ay,
P=Vd(x+8)(wx+8) ®)

PFi tom miZzeme znaménko + u jednoho z Cisel i, B, 1y, fs volili libovolné,
u ostatnich vypsanymi identitami jest stanoveno.

Vyrazy (z) se v disledku téchto vztaht redukuji na

4y X+ 3y a,x+ 4,
ol i ——— /d i. —
“ s ! ar;
Tunkcim (w) pak po snadné apravé lze dati, nehledé k znaménku, tvar
(m) 1 Iog ]/_q_)i(ﬁl_ﬁﬂ ) , arc tg l/q) .
27 Vo (wx+8) tyx+ s

Derivujeme-li tyto dvé funkce, abychom stanovili znaménka v (2/)***) tak,
aby derivace v¥razi v (@) byly rovny vyrazm v ('), vidime snadno, Ze
v (/') jest u prvniho i druhého vyrazu brati znaménko 4. Nasobime-li nyni

*) Nebol’ O =a, b, (1t 1ty 21 7y — § (G =+ 7o) (112 1)), c0Z jest Cislo kladné;
jsou-li jednak 7,, Z,. jednak iy, sy Cisla komplexni sdruzena.

**) Nebof aspoii jedno z Cisel a,—mb,, nb,—a, jest kladné (druhé pak
jest vzhledem k identité () ==0). Je-li D <0 a a,> 0, je to prvé ¢islo, jelikoZ
m < 0; jestlize D <0 a a,<0, je to druhé ¢islo. Je-li D > 0, pak, kdyby ne-
bylo zddné z nich kladné, bylo by a, < mb,. nb, < a, a tedy (b, jest kladné)
n < m, coz odporuje uéinénému stanoveni.

***) Derivaci na pk. druhé lunkce nejsnize pocitdme, kdyz derivujeme
arctg (l./q)/52 ]/mp — ), a obdobn& je tomu i u prvé funkce. P¥i tom jest

&= 1, tak ghy a,x+48,=¢, Vﬁ";:a’
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pryvou funkci (w) 4, druliou B a A i B volime tak, aby soucet funkci nasobenim
vzniklych mél derivaci (Hx+K);@V®, dostaneme dvé linedrni rovnice pro 4, B.

Tak dospivame konecné k formuli*)

j (Hx+ K)dx _ (Hf,— Ktu)l—V‘P+("n S48 .

vly =2k Vo —(ux+4)
Y
4 (HB, ':“aK) g e .
kde R=0"— 4D . |4 ttyx + B

Vysledek ten jest odvozen za pfedpokladd R >0, 4>>0. b,>0, D + 0
a, je-li D >0, pak i 4,>0. Jest platny zejména se zietelem k intervalu (in-
tervaldm), ve kterém (ve ktervych) jest > 0. Lze v8ak snadno ukazati, Ze
jest platny i pro interval, ve kterém p<0 a 7Ze, nahradime-li funkce log
a arctg komplexnich argumentd v tomto pripadé pFisluSnymi funkcemi (log

a arctg) realnych argumenti, dostaneme -— nehledé oviem k ciniteli i — vy-
sledek shodny s tim, ktery vypl¥va z daného, piSeme-li v ném J =@ misto
I'® a zaménime-li zirovei dvojici Cisel [a,, ). [, ). AvSak i pFedpoklady
by >0, 4, >0, je-li D >0, jsou malo podstatné pro platnost vysledkii. kierou
lze bez potiZe rozSifiti i pro tyto vylouéené ptipady.

26. Prehled vysledki. Shrneme-li vvsledky docilené v odst. 23
pro integraci integrilu (1) obdobné, jako jsme to ucinili v odst. 17
pro integraci funkci raciondlnich, vidime, 7Ze¢ mizeme vysloviti
tento vyrok: Jsou-li p(x), ¢(x) dva mnohoc¢leny proménné x hez
spole¢né miry, pak lze psiti

p(x) | dx (5 | pux) _ dx

fq(.x) Vax ¥ bxte %.V“x=+bx+"+fqu(A‘) Vartbrde ™

kde py(x), polx), u(x), ¢olx) jsou rovnéz muohoc¢leny proménné x.
a to téchto vlastnosti:

1. ¢o(x) ma pouze nulové body prvniho Fidu a ty mohou
byti pouze v bodech, ve kterveh ¢(x) ma nulové body a ax*4-
+ bx + ¢ jest od nuly rdzno. Stupen polynomu py(x) jest bud
nizséi nez stupeit mnohoélenu ¢,(x) aneb jest jemu roven.

2. Nulové body mnohollenu ¢,(x) mohou hyti nejprve v ho-
dech @, a,, nulovveh bodech vyrazu ax?+ bx 4+ ¢ a jsou tam
lenkldte a jenom tenkrate, kdyz také g(x) ma tyto nulové body.

*) Bilay , fe/cts jsou podle (B) zaporné vzaté kofeny rovnice =10 a jest,
je-li a,by— a1 b, i 0,

B _ a,by—a,b—VR B _ a,b,—ab,+ VR
n 2(agby —anby) T a4y 2(asbi—aib,)

Tudiz Va (ud—a8)=TR: nebot Vg« ¢y =(a,0, — a:1by,)-
Pii tom bylo ke stanoveni znaménka pied VR uzito jedté okolnosti, 7e

(a: — mb)/(a,— mb) =Fijar , (nbi— a)i(nb, — a,) = B/,
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Rady jich ve ¢(x) a g(x) json si pak rovny. Jinak jsou nulové
body mnoho¢lenu ¢y(x) pouze tam. kde ¢(x) ma nulové body Fadu
vyssiho nez 1, a ma ¢,(x) v bod¢ e (rizném od ¢, @,) vZdy nulovy
bod #adan »—1. ma-li g(x) v @ nulovy bod Fidu ». Je tedy ¢,(x)
iplné stanoveno (poZzadujeme-li, aby i py(x), ¢,(x) neméla spo-
leénou miru, coz micky cCinime). a to aZ na multiplikativni
konstantu. kterou miZzeme si voliti fak. aby na pf. koceficient
nejvyssi moenosti & vy (x) byl f.

3. Oznacime-li stupné v x mnohoclent p(x), g(x), p(x), ¢i(x)
po Fad¢ znaky =, ¢, my. 0, pak je-lin<o, jest m, <o, Jelin>op
ax—o=upu, jest m,— 0, =n—1. Mi-li g(x) vesmés jednoduché
koFeny rizné od ea,. @, (jest gy(x)=1) a je-li ziroven stupen = 7 o,
jest py(x) identicky rovno nule.

4. Integral na pravé strané rovnice (4) dd se vyjadriti ja-
kozto soucet {varu
Vlog (Ract by x - (b - 2¢) -2 .I,"(P(‘u) ],/‘}{(:.\'),

X —ft
kde px) = ax?+ bx + ¢ a kde konstanty M. N, @ mohou naby-
vati také hodnot komplexnich. Cislo @ jest jeden z nulovyeh
bodi mnohoclenu ¢o(x).

Nlog Qax+ b+ 2Va l‘PE.\)),

Viccky tyto vvroky jsou prostvmi diisledky jednak moz-
nosti rozloZiti zlomek p(x)/q(x) ve zlomky Casteéné (odst. 12, (5)),
jednak reduké¢nich formuli pro integrily Jo. Y,, jednak vyjadieni
integrdlu J,, Y,. '

Diva nam tudiz prava strana rovnice (4) vyjadieni integrilu
na levé strané tak, ze prvy jeji ¢len obsahuje algebraickou ¢ast
v jeho vyjadicni, druhy transeendentni. Jeliko? pak, jak snadno
patrno (viz obdobnou tivahu v odst. 17) jsou mnohodleny p,(x),
01(%), po(¥), o(¥) urceny jednoznainé¢ (polynom ¢,(x) jest, jak
svrchu vyi¢eno, uplné znim: pro polynom ¢4(x) miizeme pied-
pokladati, Zze jest sou¢inem raznveh koirenovyceh ¢initeltt mnoho-
¢lenu ¢(x) riznveh od x—e,, x—a,, kaidy ¢initel v prvni moc-
nin¢), mazeme mnohodleny p,(x). po(x) stanoviti metodou neuréi-
tych soucinitelii. Vyplvyva tak zejména véta: Algebraicka cdst
integrilu na levé strané roonice (A) di se vidy stanoviti opera-
cemi racionadlnimi (a specielné metodou neurditych souciniteld).

ey .
Cviceni.

1. Vyraz davajici integral Y, v odst. 23 lze vyjadFiti pomoci elementdrnich

transcendent jesté v rozmanityeh jinveh formdach (neZ vyrazem odstavee 23).
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Uvedu nékteré prislusné formule, jeZz &tendt ne nesnadné dokize, a to za pred-
pokladu, Ze a, b, ¢, « jsou realnad ¢isla. Z diivodu struc¢nosti zavedu oznaceni
f(x)=ax*+bx ¢, f(x, @) = (Qaa + b) x + (ba + 2¢),

D =0b*—4ac, x— a={(xa).

Mezi veli¢inami privé vypsanymi jest vztah

[f (x, ) — 41(x) f(a) =(xe)* D, Qo)
zndmy z teorie kvadratické formy binarni, ktery viak &tenaf bez potizi pFimo
verifikuje. Nechf pak, jako jiz dfive, sign A znaéi + 1, je-li A >0: je-li
A < 0, nechf sign A= —-1.

Pak jest:
L dx o ). __(x u) '
a) ¥V, = (\—rt)l/ar’+l)x+ sign (x) Vf( )argbl ‘)V— -+ k.
jeli Do . a>o0.
B) Yi=sign (xe) arcsin fx.q + k. jeli D>0. f(e) <o
PRy — f( ) (x0 ID
7) Yi=sign [(xa) f(x)] l [( )urc m( f(x )11)—}4», je-li D>6 , J(@) >0,

Viechny tyto vysledky lze pokladati za prosty disledek relace () a vyrazi
pro derivaci arcsin z, arg Shz.
2. Ukazte, 7e pii D > 0 v disledku vztahu B), y) jest

f{,ff;&% < 1(resp. > 1), jedi () f(6) <0 (resp. > 0).

Nerovniny tyto nasleduji oviem bezprostfedné z ().

3. Uka#te, %e tvar pro hodnotu integralu

I= e T e L) N » D, i’ { "_l .
f(x—'t)vix—A x—B] 4 < B; A, B, a reilna ¢isla

zdvisi na vzdajemné poloze bodi «, 4, B a na intervalu pro x. Zavedeme-li si
intervaly (a. A), (¢, B), (A4, B) takové, Ze uvniti zadného z nich neni jeden
zbodb «, A, B (na p¥. uvniti (¢, 4) neni bod B), a déile takové, Ze jednotlivy in-
terval se pripadné skladd ze dvou ¢ésti obsahujicich body 4 0o, — oo (nu pi.
interval (¢, A), je-li «’>> B, bude znaé&it souhrn intervalii (— oo, 4), («, o)), lze.
al jest vzajemna poloha bodid «, 4, B jakikoliv, cely interval (— oo, o) roz-
loziti vzdy ve tii intervaly (p¥i ¢em% oviem jeden z mich se sklidéa ze dvou
nesouvislych éasti). Na pf. je-li 4 <a < B, rozpada se(— 0o,00) ve tfi inlervaly
(A, @), (1, B), (A, B) pozadovanych vlastnosti (interval (4, B) se v tomto p¥i-
padé sklada ze dvou ¢asti (B, +og), (— 00, 4)). Zavedenim tak vymezenych in-
tervalt miZzeme hodnotu integralu / vyjad¥iti takio: Klademe-li pro stru¢nost

2 la—B x—4 a—A4 x—B|

= -0 —_— ‘)[:‘ . P = — .

M ViA—a| B—=a A—B x—u 8= A—B x—a|
jest I=¢M arg Sh /. je-li x v (a, 4):
I=¢MargSh|3, je-li x v (e, B);

I=¢Marcsin /% =— ¢ Marcsin |B-+k’, je-li x v (4, B).
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P#i tom jest + = + 1 a lze je v kaZdém jednotlivém piipadé snadno stanoviti
nebof na prvy pohled lze vidy udati. zda hodnota vyrazu pro I ma derivaci
kladnou é&i zdpornou (znaménio jeji. nehled¢ k ciniteli ¢ M resp. — & M, sou-
hlasi se znaménkem bud derivace [unkce 2 anebo B). V piipadech, Ze in-
terval pro x se rozpada ve dva nesouvisici kusy, mfize miti &islo ¢ v kazdém
z nich hodnotu riznou.

3. O KRIVKACH RACIONALNICH A INTEGRALECH
JIM PRISLUSNYCH.

27. V pitedchéazejicim jsme za x dosazovali raciondlni funkci
nové proménné f tak, 7e zaroven i Jax? + bx+ ¢ stala se racio-
nialni funkei té proménné. Ukol ien lze patrné nahraditi na-
sledujicim:

V rovnici v=ax*+bx+c (1)
jest za x voliti takovou raciondlni a redlnou funkei proménné f.
aby i y bylo nasledkem (élo rovnice racionalni funkei pro-
ménné f. Ancho: Jest vyjadiiti x a y jakoZto raciondlni funkee
proménné f tak. aby rovnice (1) byla identicky splnéna.

Jsou-li x, y pravoihlé souradnice bodu v roving, jest (1)
rovnici kuclosecky: lze fedy iikol nas takto stylisovati: Sou-
fadnice bodi na kuzelosedéee (1) maji se vyjadriti jakozto racio-
nalni funkce parametru t. Jelikoz tento kol vidy ma FeSeni.
jak jsme svrchu poznali, Fikame. 7e kuzZelosecka jest kFipkou
raciondlni. Obcené racionalisace rovnice (1) dd se provésti takto:

BudiZ (1, ») bod na dané kuzelosecee: pak jest

vi=ap*+ bu+c. i

Prolozme bodem (4, ») svazek piimek; jich rovnice jest

y—r=tx—n), @)
kde f jest proménna smérnice piimky svazku. Kuzelosecka (1)
a primka (2) maji dva body spolecné. jeden jest (u, ), druhy za-
visi na t a dostaneme jej FeSsenim rovnic (1) a (2). Eliminaci y
na pi. dostaneme kvadratickou rovnici pro x, aviak odstranénim
kofenového dinitele x —p obdrzime linearni rovnici pro x, takze
pro x a rovnéz pro y vyplyva raciondlni vyraz v £. Snadnym
pottem vychazi

e dtb =240t —ar(2antb) t—0tt
—a4r : —a+r

coz jest obeena raciondlni rovnice dané kuzelosecky ve formé
parametrické.

PRIKLADY. 1. Je-li ¢ >0. volme # =0. Pak mime l'=VL: a

x___b—zV?tﬂ yz'—avc"+bt—1/'ct"
—a-t+n —~—a+4n
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2, Jsou-li kofeny ,, «, rovnice ax*+ bx 4 ¢ =0 redlné, kladme 4 =«

r=0. Pak jest
vt F bt afr _ —aci it

—at+tr T —atr
_QatF D) _ —alm — )l
= —-H+t= - _a_*_(:

V ptipadé, 7ze a < 0, di se tento vvsledek pfRivésti ve shodu s vysledkem
uvedenym v odst. 19, v rovnici () substituci  =1'}— a.

3. Je-li a kladné, miZeme misto svazku (2) vziti svazek pfimek rovno-
béznych s asymptolou (pak misto bodu (u. v} nastupuje bod kuZelosecky na
(hézné pFimce); svazek ten ma rovnici

y=+xfatt )

Resenim rovnic (1) a (2) pFichazime k vy¥sledk@m uvedenvm jiz svechu
v odst, 22.

28. Lzc snadno udati priklady algebraickyceh*) kiivek vyssich
stupnd, jeZ jsou racionalni, t. j. pfi nichZ soufadnice bodi na
kiivee lze vyjadfiti jakoZto raciondlni funkee parametru. Ve-
zmeme v avahu dva priklady.

1. Descartesin list ma rovnici

x4 P =3axy. (a)

Jest to kiivka algebraickd tietiho stupné. majici v pocatku
dvojny bod. Polozime-li jim svazek pFimek. jehoZ rovnice jest
y=uxt, (b)

protnou nam jednotlivé primky svazku kiivku vzdy toliko
v jednom bodé rtizném od pocitku (nehledime-li k teénam ve
dvojném bodé). Soutadnice prisec¢iku hovi tudiZ rovnici prvniho
stupné a lze je raciondlné vyjadriti pomoei f. Vskutku dostiviame
fedenim (a) a (b) 3al 3aft
T Y=g

Descartesiiv list a vibee kazdd krioka tietiho stupné s bo-
dem dvojnym jest kFivkou raciondlni. jakoz vyplyva z avahy
stejné jako pii Descarlesové listu.

(c}

2. Rovnici lemniskaty lze psati ve tvaru
(e + y2) = a* (x* — y). (@
Tato kiivka jest &tvrtého stupné a md rovnéz v pocatku
dvojny bod. Pfimka dvojnym hodem prochéazejici protina viak
kfivku ve dvou hodech rtiznyvch od poditku a dospivime tudiz

*) T. j. takovych, jichz rovnice v souFadnicich paralelnich anebo troj-
uhelnikovych jest ddna rovnici algebraickou mezi soutadnicemi bodu kfivky.
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iesenim (d) a (b) k rovaicim druhého stupné a tim k iraciona-
litim. Obdrzime FeSice tyto rovnice
LV Vi
pali—r y=2i=e,
1 14
Odmocninu, ktera se tu vyskytuje, lze viak snadno udiniti
racionalni; na pi. podle odst. 27, pi. 1, klademe-li

T 2u
Vl — =1 + tu, odkud = i—:l-—u’ ¢
—_ 1 —=u®
Vl — = 1 + u: :

Provedeme-li substituci téchto vyrazi, dostivame pro sou-
fadnice bodu na lemniskaté ihned
= a(l—-u‘)_’ yz_lau(l—u")’
14 6us -+ u? {+6u+ut
odkud? jest patrno, 7e lemniskata jest kiivkou racionalni.
Lemniskata jest kiivkou ¢ivrtého stupné majici tfi body
dvojné. Bylo by snadno dokizati, 7e kazdd kiivka ¢étvrtého
stupné majieci t¥i body dvojné jest racionilni kfivkou. Prove-
deme vsak v té pri¢iné nékteré dvahy obecné.

(e

29. Obecna rovnice algebraické kiivky m-tého stupné obsa-
huje celkem 1 42434 ... +(m+1)=4(m+2) (m+1) koefici-
entd. Jsou tudiz jejich poméry — a tedy i kfivka m-tého stupné —
znamy (jak z vét o FeSeni systému linedrnich rovnic ihned
vyplyvd), je-li didno na kfivee 1(m+2)(m+1) —1=4m(m+3)
bodi nejsoucich ve zvlastni poloze. Mizeme tak vysloviti vétu:
Body v poétu L m (m+3) libooolné v roviné zoolenymi prochazi
aspon jedna algebraicks kiivka m-tého stupné.

Z ni vyplyvd snadno: K¥ioka algebraickéd n-tého stupné ire-
ducibilni (t. j. takovd, jezZ se nerozpadd ve krioky stuprii nizsich)
ma nejoyse } (n —1) (n — 2) bodii doojnych.

Nebof dejme tomu, 7e na dané kiivee stupné n jest

fn—1) (n—2)+1

bodu dvojnych. Pak lze témito body a jest¢ n —3 bedy na dané
kiivee, tedy celkem

fn—1)(n—2)4+1+n—3=3(n—2) (n+1)
body, proloziti aspoir jednu kiivku stupné n—2. S ni bude
miti dana kiivka ve dvojném hodé aspon dva priseciky spo-
le¢né; tudiz obé kiivky maji celkem aspon

2[in—1) (n—2)+1l4+n—3=n(n—2)+4+1

Petr, Integrélni pocet, 2. v. 6
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spole¢nych bodi. Ale dvé kiivky. jedna stupné n-tého, druha
stupné n — 2, mohou miti nejvyse n(n—2) bodi spole¢nych, ne-
splyvaji-li ¢asteéné, coz vSak nastati méze jen tehdy. je-li k¥ivka
stupné n-tého reducibilni. Nemuze tedy dana kiivka, je-li iredu-
cibilni, miti n—1) (n—2)+1

anebo jesté vice bodd dvojnvech.

Zda vsak ktivky algebraické n-té¢ho stupné o f(n—1)(n—2)
bodech dvojnyeh vskutku existuji ¢i ne. neni z toho patrno.

30. 7 piedchézejicich vyvodi plyne, Ze ma-li ireducibilni
kiivka C, stupné n-tého nejvyse mozny pocet hodi dvojnvyeh,
témito body dvojnymi v poétu ¥ (n—1) (n —2) a dalsimi n —2
body na ktivee C, libovolné zvolenymi*) prochizi jedna a jen
jedna kfivka C,—; stupné n—2.

Nebof, kdyby podminkami privé vyt¢enymi nebyly poméry
koeficientii v rovnici kfivky Cp,—; dplné stanoveny. bylo by lze
na C, jesté jeden bod libovolné zvoliti jakoZzto bod, jimZ také
ma prochazeti C,_, a pak n—1 libovolné zvolenymi body kf¥ivky
C, a soucasné viemi jejimi dvojnvmi body prochizela by aspon
jedna k¥ivka Cr—2. Tim by nastala opétn¢ nemozna okolnost, 7e
ireducibilni k¥ivka C, ma s ktivkou C,—2 n(n—2)+1 pruseciki.
Jsou tudiz linedrni rovnice, které dostaneme pro koeficienty
ktivky Cn.—, piSice, ze Cn—» prochazi 4(n—1)(n —2) body dvoj-
nymi a dal$imi n—2 libovolnymi body ireducibilni kfivky C..
na sobé nezivpislé.

Tak dostavame pro rovnice kiivek, které prochazeji 4 (n—1).
(n—2) dvojnymi body ired. kfivky C, a dalsimi n—73 bhody je-
jimi, FeSenim pftislusnych linearnich rovnic tvar

A, )+ 1 B{x,y)=0; %, neurcena Cisla, (1)

Uvedenymi body prochazi tedy t. zv. svazek kiivek Cp;
rovnice jeho zdvisi na proménném parametru 4/u. Kazda kiivka
svazku ma s C,

2.3n—1) (n—2)4+n—3=n{n—2—1
pevnych priseéikt ve dvojnveh bodech kiivky Cn a v n—3 dal-
sich bodech na C,. Jeden toliko priise¢ik zdvisi na 4/u. Reienim
rovnic (1) a rovnice k¥ivky C,
[(x,y) =0

* Tyto dalsi body miZeme zvoliti tfeba i tak, ze nékolik na pf. k jich
v jeden splyvid, ve kierémizto pfipadé vlastné pozadujeme, aby algebraicka
k¥ivka Cn.., méla styk stupné k—1 s Cn. Po pFipadé mazeme ony dal3i body
zvoliti si v bodech dvojnych; tu se pak kfivka dotykd jedné vétve nebo obou
vétvi kiivky Cn bodem dvojnym prochazejicich.
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dostavame pro soutadnice tohoto priseciku (po kriceni kofeno-
vych ¢Ciniteld ptislusnych pevnym priase¢iktim) rovnice linearnti,
t. j. obdrzime pro né vvyrazy tvaru

x =R, (ilv), y=R,(/0); R, R, racionalni funkce.

Prisecik ten miize byti kterykoli bod na C, (podle svrchu
dokdzané véty) a dospéli jsme tak k vysledku, Ze souradnice
vsech bodit na ireducibilni krioce C, majici $(n—1) (n —2) bodu
dvojnych lze oyjadriti jakoito racionalni funkce parametru:
t. j. kfipka C. o maximalnim pocétu bodit doojnych, existuje-li
otibec takova kiivka, jest kiiokou racionalni.

31. Vétu pravé dokdzanou mizeme rozsifiti snadno i na né-
které pripady, kdy ki¥ivka C, ma singularity vyssi nez obycejné
body dvojné. Vezméme v tvahu ptipady dva.

I. K¥ivka C, ma dvojny bod, ve kterém dvé vétve kiivky
maji dotyk r-tého stupné. Tu predpisujeme ktivce pfidruzené
Cr—s. aby v tomto bodé s jednou (a tudiZ i druhou) vétvi kiivky
C, méla styk rovnéz stupné r-tého. Tim zaviadime pro koefi-
cienty kfivky Cho—y r+1 podminku a v onom dvojném bodé do-
stivaime v obecném ptipadé 2(r+1) bod spole¢ny k¥ivkam C,
a Cpy. Je tedy singularita vytéena p¥i rozhodovani. zda k¥ivka
C: mi maximalni pocet bod dvojnvch, rovnocenni r+1 bodu
dvojnému.

Il. K¥ivka C, md bod r-nasobny, ve kterém ma r riznych
teten. Tu budeme pozadovati pro pfidruZzenou ktivku Ca_,,
aby tam méla bod (r—1)-nisobny. Tim uklddime koeficientim

kiivky Ciy 142434 +r—1)=3}r—1r

podminek. V bodé vsak, ve kterém maji C. bod r-nasobny
a Cuy bod (r—1)-ndsobny, jest obeené r(r—1) prisec¢ikit obou
kiivek. Je tu tedy bod r-nisobny rovnoecenny ir(r—1t) bodu
dvojnému.

32. PRIKLAD 1. Abychom pf¥evedli rovnici lemniskaty v od-
stavei 28 (d) na tvar raciondlni metodou vyli¢enou, prolozime
svazek kuzZelosecek, které prochazeji body dvojnymi a které
se dotykaji v redlném bodé¢ dvojném vétve lemniskaty o te¢né
x —y =0. JelikoZ imagindirni dvojné body lemniskaty jsou body
kruhové a redlny dvojny bod jest v poéatku, redukuje se svazek
kuzeloseéek na svazek kruhi dotvkajicich se v poéitku primky
x —y =0. Rovnice jeho jest patrné

ty=ilx—y.
6*
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ReSenim rovnice lemniskaty a této rovnice dostivame snadno

R /'.‘2 2 . /"2 —_— 2
=gy te y=—aio 2
A - at 4+ a*
¢imz soutadnice bodd lemniskaty jsou vyjidreny jakoZto racio-
nalni funkce parametru 4.
Od tvaru pravé dosazeného dospéjeme ke tvaru v odst. 28

odvozenému substituei {—u

l=a .
14u

PRIKLAD 2. K¥ivka o rovnici
y*43ytxt 6y xtyxt+ x4 4x*=0
jest kFivkou racionalni; nebof v po¢atku ma dvojny bod, ve kterém se dvé
vétve dotykaji; v bodé (—1, — 1) md pak obyéejny dvojny bod. Metodou
svrchu (odst. 28) pii lemniskaté uvZitou dostdvdme racionalni vyjadieni
__ e2u—19r y—_g k219
(=9 (t+3? ’ (t*—9) (t+3)

33. Obecné plati véta: Racionalni ¢ara ireducibilni stupné
n-tého ma } (n — 1) (n — 2) body dvojné. P¥i tom jest singularity
vyssi vzdy vziti v pocet jako ndlezity pocet bodi dvojnyeh,
tedy zejména bod dvojny, ve kterém se dvé vétve kfivky ve
stupni r dotykaji, jako r+1 bod dvojny a bod r-nasobny ja-
kozto 4 r(r—1) bod dvojny. Vétou touto teprve dosahuji véty
dokazané svrchu pro kiivky raciondlni véeného podkladu; nebof
jelikoz, jak snadno plyne, existuji racionalni k¥ivky n-tého
stupné ireducibilni, jest ji prokdzana téz existence algebraickych
kiivek stupné n-tého o maximalnim poétu bodd dvojnych.

Co do dikazu jejiho odkazuji ¢étendve ke ¢lanku Ed. Weyra,
Casopis, VIIL, str. 193 a nasl., kde lze nalézti dalsi vyvody a p¥i-
klady ke kfivkdm racionalnim®).

*) Jednoduchy dikaz véty té vyplyva z rovnice Pliickerovy pro tfidu
kiivky algebraické. Podle ni jest poéet teten z daného bodu ke kf¥ivce stupné
n-tého, majici za singularity d bodt dvojnych uzlovych a r bodi uvratu, din
vyrazem nin—1)—2d —73r. (7]
Stanovme pocet teCen ke kfivce racionilni n-tého stupné o rovnicich

20 =l
= x0° YT X0

rovnobéznych s osou Y (t. j. vedenych z ibézného bodu osy Y). P¥i tom pied-
poklidejme, Ze Zidny z bodid tvratu nelezi na pfimce (bézné a ze Zadna
z asymptot neni rovnobézna s osou Y (nejsou-li podminky ty splnény hned
od pocatku, sta¢i transformovati danou k¥ivku vhodnou projektivni transfor-

s &, ¥ X jsou mnohoéleny stupné n-tého,
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Jestlize algebraicka rovnice
@ (x, y)=0 @)
stupné n-tého mezi x, y jest rovnici algebraické ktivky ireduci-
bilni stupné n-tého a ma-li tato kfivka d bod& dvojnych (pii
C¢emz singularity vyssi bereme v poclet jako ndlezity pocet bodi
dvojnych a body dvratu ¢itdme ovsem mezi body dvojné) sluje

¢islo P p=3%n—1) (n—2)-—d

rodem rovnice (2) a ziroven rodem ptisluiné kfivky algebraické.

Z pfedchdzejiciho vyplyva, ze pojem k¥ivky raciondlni a po-
jem kfivky rodu nula (nultého) zahronuji v sebe tytéz ktivky,
t. j. ze kazdd kfivka raciondlni jest rodu nultého a naopak.

34. Integraly tvaru
graty fR(x, y)dx,

kde R (x, y) jest raciondlni funkei proménnych x, y a kde y jest
funkei x, jeZ ddna jest rovnici algebraickou rodu p

@(xy) =0,
sluji integrily Abelooy rodu p prisluiné ke kfioce o roonici
®(x, y)=0.

maci, jez o¢ividné kfivku raciondlni n-tého stupné pfevadi zase v racionalni
kFivku stupné n). Pfimka o rovnici x — x,=0 protind danou kfivku v bo-
dech, jichZ parametry dostaneme FeSenim rovnice

U]
X
Ma4-li byti pfimka x — x,==0 v bodé& o parametru #’ te¢nou, musi byti ¢ dvoj-
nisobnym kofenem této rovnice. Tedy jenom ty z pfimek x — x,=0 mohou
byti pfimkami teénymi, pro néz rovnice (x) ma dvojnasobné (anebo viibec
mnohondsobné) kofeny. Piislusnd x, dostaneme, utvofime-li diskriminant rov-
nice (x) a poloZime jej na rovei nule. Dostaneme rovnici pro x, kterd bude,
jelikoZ diskriminant rovnice stupné n-tého jest stupné 2(n—1) v koeficientech
rovnice, stupné nejvySe 2(n —1). Za kofeny bude miti jednak takovd x,,
pro néZz piimka x — x,=0 jest tecnou, jednak takova x, pro néz primka
x — x,=0 prochazi bodem uvratu. (Dvojnym bodtm uzlovym pftisluseji dvé
riizné hodnoty parametru) Obdrzime tedy vztah se zietelem k ¢islu (3)

[n(n—1)—2d —3r]+r=2(n—1).
Anebo d4+r=3(n—1) (n—2).

— x,=0 aneb rovnice ®¢()— x,X()=0. (x)

PonévadZz viak maximélni pocet bodt dvojnych u ireducibilni kfivky stupné n
jest pravé 3(n —1) (n — 2), musime briti v posledni rovnici znaménko rov-
nosti a je tedy d4r=1@m—1) (n—2),

¢im% véta dokdzana.
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Z tuvah odstavei predchazejicich ndsleduje, Zze integrdly
Abelovy rodu 0 daji se prevésti racionalni substituci na inte-
graly z funkci raciondlnich.

fy dx,

PRIKLAD. Jest vypodisti
kde y jest kofenem rovnice x®- y® =3 axy. Dosadime-li za y = x{, mdme
podle odst. 28

L3t _ 3at? dx _ . 1—21
BT Y= 15 at = o)
Obdrzime tudiz
(21 — 2¢%)
dx=9a | —— dt
fy =) utey
Pfeménime jej dale subsililuci 14 {3 =7:
3—2¢ 9a? = 6a? 9a? 6a?
dy=3at | ——di=—>"—+— =— .
fy x af v sitep Tt
Avsak o 8 8
vsa (=Y, oy =X Tyt 3axy 3ay
Xx38 x? x?
ted 1 2
a tedy fydx=_9;_g+—2zx »

éimZ dany integral jest vypoéten.

4. REDUKCE INTEGRALU HYPERELIPTICKYCH
(A ELIPTICKYCH).

35. Podobné jako integraly tvaru

fR (x, Vax* + bx+ ) dx (1
lze projedndvati integraly
f R (x, VX(x)) dx, @
kde X=a,xn+a,xm—1 ...+ an—y x+ an

méd vesmés riizné korenooé dinitele.

Uvahou viplné shodnou s ivahou provedenou pro integraly
odst. 22 v odst. 23 lze integrily (2) pfevésti pomoci raciondlnich
operaci a rozkladem na zlomky ¢asteéné na integraly

xr dx
DEI e e ?
kde a jest obecné Cislo komplexni a r jest celé ¢islo kladné.
Pro tyto integraly lze sestrojiti snadno vzorce redukéni.
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Abychom ohdrzeli zidany vzorec v pripadé prvém, vyjdeme

od identity Xt r—1 r
(xr VXY = rar— ]/x_*_;l"/{x_riw%;‘h X’
aneb (xr VXY =
(r41n)a antr=1 4 (r4-(n—1)) @, xntr—2 4« oo - (r-4) dn—1 X7 - ranxr—1
Vx

odkud? integraci, klademe-li pro kratkost

Ir= ]./xX dx
VX =@+inacIntr— ++ia—10)a,lntr—a 4
+(T+ 35) an—: lr+ ran Ir—l.

Dosazujeme-li v této rovnici za r po fadé 0,1, 2,..., dosta-
vame Fadu rovnie, ze kteryeh lze oypoditati kazdy I, pomoci
ln—z, In—3 « o Il’ Io.

V rovnici té mizeme klasti za r téZ ziporné hodnoty. Pise-
me-li v ni —r zar, ¢leny jeji pak v jiném porddku a s opaénym
znaménkem, ohdrZime

Tﬂnl—r—|+(l'—i)an—ll—r+"'+(r—%(Il—l))a,ln—r—z +

+(r—in)agln—r—1 =--- x—'l/f.
Je-li v ni a,+0, miZzeme z rovnic vzniklych dosazenim
r=—1, —2, —53,... postupné I_,, I_, I_,,... vypolitati pomoci

I, 1, L, .. ., Ly,

Jestlize a,=0 (pak ovSem a.—; 0, nebof jinak by X bylo
délitelno x2, coz jsme predpokladem o riznosti koFenovych
¢initelt ptri X vyloudili), lze vypocitati 1—,, 1_,, I, ... pomoci
I, 1, . . In—y.

Integraly vsak dx
ﬁ:fu—wwi
se substituei x =ea+ x', je-li @ redlné, ihned prevadéji na I,
pfi ¢emZ pod odmocninou bude polynom

X = Ayx'nt A, 21 s e - Ansx! + An
kde, jak znimo,
An=X(W, A= X, Arma= X

Je tedy, je-li @ redlné, pro J. platna tato formule redukéni:
rAa Jr+| +(T— 1) An— Jr+(r— 2') An—: Jr—1+
+(r—%n)AoJr+n—n=——VX-—-
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Aviak formuli tu miZzeme odvoditi i jinou cestou. na pi. deri-
vovinim vyrazu, ktery je v ni na pravé strané, a nilezZitou
upravou vyrazu tak vzniklého (viz ptisl. ivahu v odst. 25). Postup
tento pak zistivd v platnosti, i kdyZ e jest Cislo komplexni.
Jest tudiz odvozend formule platna i pro komplexni ¢ a my
mime vétu (uvizime-li, ze, je-li 4,= X(2) =0, mnohoclen X jest
délitelen x —a):

Neni-li x —a kofenooy éinitel mnohoélenu X, daji se vsecky
integraly J. oyjadriti linearné pomoci J, a integrali l,, 1,,. .., I.—,.
Je-li x—a korenovoy cinitel mnohoélenu X, lze vsecky integrily
J- oyjadriti linedrné pomoci I, I, . . ., In,,

35a. Podim jesté odvozeni velmi obecnych formuli reduk-
¢nich, které mohou byti ¢asto uziteCny p¥i vyhledavini hlavné
algebraické &asti integrdlu z funkce iraciondlni. a to pro integral

idx
fB#V'X ’ (+)

kde A, B jsou polynomy v x bez spoletné miry, B neméjz dale
mnohondsobné kofeny. Jest pak nutno dva p¥ipady rozeznavati,
bud mnohoc¢len B jest nesoudélny s X anebo jest délitelem
mnohoélenu X.

a) X a B jsou bez spoletné miry; pak jsou se ztetelem ku
predpokladiim i B’.X a B bez spoletné miry a miZeme tedy
(bud metodou neurcitych soucdiniteld anebo pomoci Fuklidova
algoritmu) nalézti dva polynomy v x M, N tak, ze

MB 4+ NB'X=1.
Jestpak 4 qmB+NBO_ aM_anyx.B
BYX=  BYx B kT e
Avsak p¥i u>1
ANVX B’___[ ANYX ]'_ (AN X ANX'
B" (= B = (= B YX T 20— ) BX
a tedy A A, [ ANYX ]’
B"VX_B"_‘VX—l_ (1—p) B! Gl

pti Cemz 1 ,
A|= AAI - I_—‘“‘((AN)'X + .! 11.’\‘X’).

Integraci rovnice (3) dostaneme

4 ANVX f
———— d R
fB"VX U= BT “-‘]/Xd"

coz jest hledand rovnice rekurentni. jejiz postupnym uZitim
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lze dany integral pii p celistvém kladném redukovati na inte-
gral tvaru fAH_]

b) B necht jest délitelem X. Pak jest X = BX,, kde X, nema
s B spole¢né miry (nebof by pak mélo X kotenové ¢initele mnoho-
nasobné), nema tedy ani B s B'X, spoleéné miry a mizeme opét
dva mnohoc¢leny M, N vyhledati, aby
MB + NB'X,=1,
pro¢ez (a vzhledem k X = BX))
A AMB4NB'X) __  AM ANBYX, .
BYX =  BYX T oBYX T e+l
Avsak (pfi kazdém g rizném od 1) jest
ANVX, B'___( ANJX, )'_ ANnVx., ANX, _
Bt \a—wB Y a—pB Tt u—208° WX
[ ANVX, ]'_ (ANYX, ANX,
4—mB“ "t

—n) B"~ 1VX Bl (1—2¢0) B!T:VX ;
tedy A ( ANVX, )' A,
a—mB ¥ BTYX

BYX

A =AM — %—},—, (ANY X, + LANX").

kde

Integraci pak mime

A —
—d - ,A,N.._V.Xl,~4 f Al dx.

_ax = PR
BHVX (_}—[.I)Bu—} Bl lVX

kterazto formule redukécni ptevadi dany integral piti x celistvém

na integral tvaru A
10
- dx.

JVX

POZNAMKA. Tato metoda redukéni zlistiva v platnosti, i kdyz

X =1, t. j. lze ji pouziti p¥i redukeci integralu z funkce racio-
nalni tvaru A
i

dx

na ¢ast raciondlni a transcendentni; viz odst. 17; shoduje se pak
s metodou Hermitovou (l. ¢.) pro vyhledavani racionalni casti
integralu z funkce raciondlni.

36. Jestlize stupefi n mnohoélenu X = ax"+ a,x" 1+ ...+ ax
jest vétsi nez 4, sluji integraly (2) hypereliptické; jestlize pak n
jest rovno 3 anebo 4, nazyvaji se eliptické.



Shledali jsme pak v piedchizejicim, 7e rozkladem racio-
nilni funkce na ¢isteéné zlomky a raciondlnimi operacemi nsecky
integraly hypereliptické nebo eliptické lze prevésti na tyto in-
tegraly zakladni:

a) integraly proého a druhého druhu (viz poznamku)
xr
lr:fﬁdx, r=0,1,2,..n—2,

b) integraly tretiho druhu

Y

o (x—a)VX.

Pfi tom jest predpoklidati, ze x — e neni délitelem X.

s

Lze pak dokazati dale, ze integraly (2), pri nichZ stupen
n=2u—1, lze prevoésti racionalni substituci na integraly, pri
nichz n=2pu.

Nebof. je-li n=2p —1 a tedy

X(x) = apx*r—1 - ax?—14 oo 48y,
posta¢i klasti x=1/x'+ @, kde @ neni kofenem rovnice X(a) =0.

Pak bude =
V=V,
pii cem? i

X(x) =X(a) . x"20 4+ % X'(ct) x2e +§li X" (ayxtte—2 4o o aoxt,

takze X(x') je vskutku stupné 2x a tim véta dokazina.

Lze pak také naopak dokazati, Ze integraly (2), p¥i nichz
n=2u, lze prevésti racionalni substituci na integraly (2), pri
nichz n=2u—1; ovsem jenom za predpokladu, e mnohoclen
X(x) ma aspont jeden realny korenovy cinitel.

Je-li totiz ten redlny kofenovy c¢initel x—e, stadi pouziti
substituce x —a=1/x", aby tvrzeni bylo jasné. (Viz nize po-
drobné provedeni této substituce p¥i integrilech eliptickych.)

S témito vétami (z nichz druhou jsme toliko za omezujiciho
predpokladu dokazali) souvisi i dalsi okolnost, ze pocet ziklad-
nich integrald prvého a druhého druhu lze jesté pfi n=2u
o jednu sniziti tak, Ze jich bude i pfi n=2u i p¥i n=2u—1
stejny pocet, t. j. 2u—2.

Rovnéz vyplvvi zdokdzanych tvrzeni, Ze postaéi vziti v ivahu
integraly hypereliptické nebo eliptické, u nichz n=2u (anebo,
kdybychom druhé tvrzeni méli dokézino bez omezujiciho pied-
pokladu, u nichz n=2u —1).
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V nasledujicim podrobnéji zabyvati se budeme toliko in-
tegraly eliptickymi.

POZNAMKA. OdliSeni a zevrubnéjsi definici integrdlu 1. a 2.
druhu lze provésti nisledovné. Dosadime do integrilu I, za x
novou proménnou x' na zikladé vztahu x=1/x". Pak funkei za
znaménkem integra¢nim se nachdzejici lze rozvinouti v fadu

xs5(cotex’ e 4onn ) +)

kde ¢, ¢, ¢, - ... jsou Cisla bud redlnd aneb ryze imag. a kde s
jest Cislo celé (%0), je-li n=2pu; jestlize n=2u—1, jest s zlomek
o jmenovateli 2. Vznikd-li integraci rady ozniklé (odst. 6) funkce
p okoli bodu x'=0 konecnad (t.]., je-li s>—1), jest I, integrialem
proého druhu. Jsou tedy I, integrily prvého druhu, jestlize r =0,
l...., #.—2. Vznikd-li integraci fady (+) funkce v okoli bodu
x'=0 nekonecna a neobsahujici ¢len logaritmicky (to jest, je-li
s < —1), jest I, integrilem druhého druhu. Je-li n liché a tedy
s lomené, nemiize integraci fady (4) vzniknouti ¢len logaritmicky
a jsou tedy v tomto pripadé (n=2g—1) integrily I, druhého
druhu pro r=p—1, p,...., 2u—3. Je-li n sudé, nepokladime
v dobé& novéjsi (v disledku u¢inéného stanoveni) I, za integral
druhého druhu; nybrZ teprve vyrazy

Ir — dr Ie—,, r=yu, t41,...., 2u0—2,
kde konstanta d, jest tak volena, aby I,—d; I,—, vypoéteno byvsi
naznaenym zplsobem (integraci fad tvaru (+4)) neobsahovalo
Clen s log x'.

5. INTEGRALY ELIPTICKE.
37. Pro ten ptipad, 7ze X pitedeslého odstavee jest stupné
tietiho nebo ¢tvrtého, sluji integraly

fR(x, VX) dx
integraly eliptické. jak jiz svrchu bylo vytéeno,

Jestlize polynom X jest ¢tvrtého stupné, da se pFislusny
integral redlnou substituci prevésti na pripad, ve kterém jest X
tietiho stupné. Obratime se k vySetfovani této substituce. Budiz

dan integril dx
) f R(x)v—;’ (1)

kde R(x) jest racionalni funkee x a X = ayx*+ a,x%+ a,x?+
+ a;x + a,.
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a) Piedpokladejme nejprve, 7e rovmnice X =0 ma realny
koten x=a, t.j. X = (x—a)(byx®+ b;x*+ b,x -+ b;). Tu postaéci
uéiniti v daném integralu substituci

x_a_j’ odkud x—~+d, 3—’; _yi"
Pak X= 1( —+c l ‘+‘c’ +"a)
a — dy .
fR(x)VX f (8+ )Vcay'+cay'+cly+co,

t. j. dostavame integral stejného tvaru, v ném? vSak pod odmoc-
ninou jest polynom v y tfetiho stupné. (O ¢; plyne z udinéného
piedpokladu (odst. 34), Zze jest od nuly rtzné.) Pro ten pripad,
ze rovnice X =0 ma realny kofen, jest tedy tvrzeni svrchu udci-
néné dokazano.

b) Necinime-li predpokladu o redlnosti koFenti rovnice X=0,
lze dospéti k témuz vysledku pomoci dvou po sobé provedenych
substituci. AT ma rovnice X =0 kofeny jakékoliv, vidy lze levou
stranu rozloziti ve dva redlné ¢initele druhého stupné, t. j. vzdy

lze PS&ti y — (axt 4 Br + Ohx'+ B,x+C)i A+0, 4,40 @
Prvni substituce mé za ucel proméniti dany integral na in-
tegral, kde pod odmocninou zminéné realné cinitele druhého

stupné neobsahuji ¢leny s prvni mocnosti proménné. Kladme
za tim ucelem

—pyta, ()
o, y+1
Pak dostavime
y— Ay +By+ )AL+ By + )
(y+1)¢
kde
A'=Ap*+ Bp+C, A" =A,p*+B,p+C,

B'=2Apq+ B(p+q)+2C,
. C'=Aq*+Bq+C,
Mai-li byti B, B rovno nule, musi p, ¢ hovéti dvéma rov-

nicim 2Apg + B(p +q)+2C =0,
2A,pq+ B,(p+ @ +2C,=0,

ze kterych. neni-li AB, — A,B=0, vyplyva

BC, - —BC AC, —A,C

PA="g A B’ p+q—_273 —A,B’

t. j. p, q jsou kofeny rovnice
(AB,—A,B)§* +2(4C, — A,C)E+(BC,— B,C)=0. @)
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Diskriminant této kvadratické rovnice jest
A4=(AC,— A,()*—(BC,— B,C)(4B,— A, B).
Oznacime-li kofeny rovnice Ax?+ Bx+ C=0 a rovnice
Ax?+ Bix+Cy=04.p a 4, p,, jest
B=—A(A+4p), C=Aix, B,=—A (A, +u,), C,=4,41,;
dosadime-li pak tyto vyrazy do 4, mdme snadnym pocétem
A=A} 0. — 7,) (7 — 1;) (0 — 2 ) (10 — 114).%)
Tento vyraz jest vidy kladny, jsou-li 4, p, 4, p, ¢isla bud
z ¢isti anebo vesmés komplexni. Je-li totiz 4 komplexni, jest u
k nému komplexné sdruzené; podobné jest tomu i u &isel 4, p,,
Soucin pak &isel komplexné sdruzenych jest éislo kladné a tedy
4 jest ¢islo kladné.
Avsak 4 bude &islem kladnym, jsou-li vSecky étyfi kofFeny
A. . 4, p, redlné, kdyZ rozklad (2) provedeme na pf. tak, aby
A>ly, AWy, U hy, WD Uy,
Lze tedy vzdy poklidati 4 za kladné, procez rovnice (4)
stanovi ¢isla p, ¢ jakozto ¢isla redlnd a rizna a vztah (3) defi-
nuje tudiz vskutku substituci Zidané vlastnosti. 1 miame

dx +4q dy
o -o- o7 :
f Ox=r-a y+1 V@ T Ay + €7
Jestlize vsak jest AB, — A,B=0, dojdeme k témuz cili pa-
trné substituci )

Lze tedy v kazdém pripadé prevésti elipticky integral tvaru
(1), kde pod odmocninou jest mnohoé¢len &tvrtého stupné, linearni
substituci na tvar

=~ éBA+y(:

dy , o
fl{,(y) V(A'y2+(;")(A'1y;:i' C")a R,(y) raciondlni funkce y.
Aviak R,(y) mozno psati ve tvaru*¥)
M@y*)+yM,(y?)
R (y)y="Y 1T YELAY ),
W(y) NGy?)

*) Jak z tohoto vyjadieni patrno, jest 4 resultant polynomi kvadra-
tickych Ax*4 Bx+ C, A,x*>+-... Viz také odst. 25, ve kterém téz tento re-
sultant se vyskytnul a zna¢en tam byl R, a odst. 18, pF. 3.

**) Z identiénosti

R,(y)= R,(y)+R,(—y) + R,(y)—R,(— y)
2 2 M(y?)
Prvni s¢itanec tohoto souétu jest funkce sudd a ma tudiz tvar Ny 2)’ druhy
yM.(y*)
Ny?)

pak jest funkce lichd, jiz lze psatl Viz pocitek odst. 22.
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kde M(y?. M,(y?). N(y» jsou mnohocleny v y2; proto integril
posléze uvedeny se rozpadd v soudet dvou
M@*) ___ dy fyM.(w) dy
Ny VAy*+-Cy (A vy +-C') N Y@y +Oh@y + )
kteryzto substituci y?=z méni se kone¢né v soucet

1 IM(Z) R dz MI(Z) dz )
[N Foo oo Q)

NG VA Oy @ et-c)

Prvni sc¢itanec jest elipticky-integral, kde pod odmocninou
jest polynom tretiho stupné s redalngymi nulooymi body, druhy
pak jest integril, ktery se znimym zplisobem ptevadi na alge-
braické funkee a elementirni transcendenty.

Ponévadz vSak integraly tvaru

dx

| e e

substituei x=a-+1/y, kde a neni kofenem rovnice b,x*+ b,x?+
+ byx+ by =0 a jinak jest libovolné, pievadéji se na tvar (1),
kde jest pod odmocninou polynom &tvrtého stupné, vidime, Ze
jest platna véta:

Viecky integrédly eliptické daji se realngymi substitucemi
prevésti na integraly eliptické, kde pod odmocninou jest mnoho-
élen tretiho stupné s realnymi nulooymi body.

38. Integrily pseudoeliptické. MiiZze se stati, Ze funkce M(z) v (5) se vy-
skytujici vymizi a Ze tedy integril dany se redukuje toliko na vyraz

y [Mu(D) __dz

) No) Va4 on@z+c)y’
kteryz se di vyjadFiti pomoci elementarnich transcendent (totiz pomoci funkci
logaritmickych a funkei arcsin). Tu fikame, Ze dany integril byl pseudo-
elipticky, jakoz viibec pod timto pojmenovinim shrnujeme viecky integraly

t .
e fR(x, VX) dx.

kde X jest polynom tietiho nebo ¢tvrtého stupné, daji-li se vyjadfiti pomoci

elementarnich transcendent a funkei raciondlnich.
Ptipad prdvé v fivahu vzaty (Ze pii provadéni transformace piedch. odst
M(z) jest identicky rovno nule) poskytuje nejcastéji se vyskytujici takové
integraly.
PRIKLAD 1. Budiz din integral
(t—x?)dx

=) arVits
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Abychom jej uvedli na tvar (5), rozloZime 14 x* na realné Cinitele; jest

1+ xt=+x) =2 = —)2x+ 1) (x* + V2 x4 1).

Rovnice (4) jest ) _
22 —2)2=0;

jeji kofeny jsou —1, 41, takZe substituci (3) lze psati

_y—1
Ty
a jest
yips < Ve=1ay re+pliet e+ e =12 _
G+ 1)
N PR IR Rt )
(v + 1)
a ’—21/ dy -

74_' Ve +3 +2V2) +3—2]/2)

— dz
:V2 o — )
C+oVe+3+2126+3 - 212)
odkudZ jest patrno, Ze dany integral jest pseudoelipticky. .Snadnym poctem
dostaneme
=2

.I—i/lf2 urcsml+ s+

PRIKLAD 2. Budiz dan integral

dx .
f‘)’(x)v(1 Ha—kr) 1>k>0,

kde g(x?) jest racionilni funkce x?. Mnohoélen (1 — x* ) (1 —k2x?) lze roz-
loziti dvojim zpasobem v soudin dvou kvadratickych ¢initeli tak, aby o bylo
kladné (jako viibec kaidy polynom 4. stupné o vesmés redlnych kofenovych
¢initelech).

Ty rozklady jsou

8)  (1—x?)(1—kix?); —k*(l——-i:—, ’
b) (U—(k4+Dx+kx)(+k+1)x+kx?); d=k*.- (1+,__)2.
Pro rozklad b) rovnice (4)
_ 2(k2+ k)2 —2(k+1)=0
ma kotfeny il/VE a je tedy substituce (3)
1t y—1
x =

Vi y+1

Tou zméni se dany integrdl v

Joli G
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kde Y jest tvaru coy*—~+ c,y?+c¢,. Jestlize pak cp(— (y— »l—)z) jest lichou
] A k (y+1)
funkei y, t. j. jestlize
oft ST = o0 D)
k (y+1) k (y—1)*

anebo jestlize
(x)=— (—‘—),
q) q) k!_r!
jest dany integrdl pseudoelipticky.
39. Miizeme jesté dalsi zjednoduseni v ziskanyeh integrilech
provadéti. V integralu
dz
R 5¢
f Oz Forana oy 9

lze nejprve dociliti, 7e koeficient tfeti mocniny proménné pod
odmocninou jest kladny. (Neni-li jiz kladny, staéi zavésti novou
proménnou substituei z= — z'.) Daile substituci tvaru z=z,+ 4,
kde 4 jest vhodné d&islo, lze dociliti, 7e souc¢et kofenii mnoho-
¢lenu tfetiho stupné pod odmocninou jest rovny nule. Lze tudiz
ptevésti viecky eliptické integraly na tento tvar

dx
[ ey atetee ©
kterému se Fikd normdlni tvar eliptickych integrali. zvany
Weierstrassiiv, jimz hlavné byl do analyse zaveden.
Provedeme-li pak redukee v odstavcich 34—36 naznacené,
vidime, Ze viecky eliptické integrily lze vyjddFiti pomoci téchto
zakladnich integralii:
dx xdx
Va—e)r—e)(x—e))’ Vi —e ) —e) (x ~ey)’
dx
(r—a))alr—e)(xr—e) (x—ey)’

coz jsou normalni (kanonické) tvary Weierstrassooy pro zakladni
eliptické integraly. Prvy z nich sluje normdilnim integralem
elipt. proého druhu ve tvaru Weierstrassové, druhy normalnim
integralem elipt. druhého druhu ve tvaru Weierstrassové a treti
normilnim integrialem elipt. tFetiho druhu ve tvaru Weierstras-
sové. V poslednim mize ¢islo @ nabyvati i hodnot komplexnich
Casto se misto

w=e,, e, €y

Ve ="e)(x=e,) (x—e,) @
Vi g
kde g8s=—4(e;e,te,e51e5e)), gy=4e,e,e,;

pise
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8. & sluji inparianty a v naSem pripadé, jelikoz e,. ey, e; jsou
realné, jest 4 — 274350
327 g2 je totiz diskriminant vyrazu 4x°— g,x — g, a sluje
té7 diskriminantem eliptickych integrali (6).

Jedna z pticin, pro kterou g,, g byly nazviny invarianty,
tkvi v tom, 7Ze zavedeme-li do daného integralu eliptického v nor-
malnim tvaru Weierstrassové misto proménné x novou promén-
nou y linearni substituci

: =il£—+-ﬂa o=ad—37y+0

Y+
o determinantu ¢ tak, aby nové vznikajici integral byl zase nor-
milniho tvaru Weierstrassova o invariantech g, g5, jsou mezi

- relace
81 8s 82 & 8:=8,-072 gy=g,0%

kde o jest konstanta zdvisld na uzZité substituei.

Oznadceni ¢isel ey, e,, e budeme v nasledujicim (pokud pro
lato ¢isla budeme predpoklidati hodnoty realné) predpokladati
takové, aby e, > e, > e;. Jest tedy se zietelem k podmince
e, + e+ e;=0, Cislo e, vzdy kladné, e; ziporné. Hodnotami
e,. e, ey jest cely interval (— ~, o) rozdélen na ¢tyfi intervaly:
(400, @), (e, ), (e, e5), (e5,—~). Je-li proménni x v prvém
a tfetim z téchto intervalli, jest odmocnina (7) ¢islo redlné; je-li
v druhém nebo ¢tvriém. jest (7) ¢islo ryze imagindrni. Avsak

linedrni substituce
(e, —es) (es —¢y) )

Y- e,
méni integral (6) v integrdl stejného tvaru obsahujici drubou
odmocninu z t¢hoz mnohoclenu tietiho stupné a da se tedy in-
tegral (6) transformovany substituei linedrni pravé vypsanou
vyjadFiti tymiz normélnimi integraly tvaru Weierstrassova jako
puvodni integral (6). Substituce (8) pak méni intervaly proménné
x (o0, e,), (e,, @), (e,, €;), (€, — o) po Fadé v tyto intervaly pro
proménnou y: (e,, e,), (e;, — o0), (>, e,), (e, €;). Zuméiiuje se tudiz

X — ey =—

*) Linearnim substitucim bude v ndsledujicim vénovin zvlistni odstavec
(odst. 41 a, b). Z vyvodi tam ulinénych vyplyvaji veskerd tvrzeni tu a pFi
normilnich tvarech Riemannové a Legendrové o linedrnich substitucich udi-
nénd téméi bezprostiedné a jsou tamn z &dsli i zevrubné dokdzdna. Ostatné
neposkytne ¢tendii zadnych podstatnych potizi i pfimé provedeni uréitych
substituci v tomto a ndsl. odst. uZit¥eh — jako na pf. substituce (8) — ze
kteréhozto provedeni veskeré vlastnosti v textu uvdadéné snadno vyplyvaji.
V odst. 41 a, b ¢tenidf seznd, jak se k témto substitucim pravé dospivid, a dale,
7e neni jinych stejného druhu a tychz vlastnosti.

Petr, Integralni pocel, 2, v. 7
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substituci (8) interval (>, e,) s (ey, ;) a (— oo, ey) s (e,, €y). takZc
posta¢i k znalosti pribéhu integrilt v normalnim tvaru Weier-
strassové pro cely interval (— o0, >), abychom ten pribéh znali
v intervalech (>, e,). (— ~, e;).

Vedle linearni substituce (8) transformuji jeSté tyto sub-

stituce e = (e;—e)(es—ey) ®,)
y—e,
.‘._(,3:(6‘_,—(:;)_((;.1—03) (8.)

integral (6) na integrdl elipticky stejného tvaru patiici k téze

Vetx—e)(x—e) (x —ey),
takze specielné jest ma pt. pro substituci (8,) i (8,)
dx _ dy *)
VaGr=eyx—edlx—ed)  Vay—ed—edy—¢y)
Body + . e,. €;, 5, —~ se transformuji substituci (8,) po Fad¢
v body e, + ¢, e;, e,, ¢,: substituci pak (8,) v body e; e, e,
+ ~, e;, odkudz jest také patrno, jak se zaménuji intervaly
v proménnych. Tak na p¥. interval proménné x (4 ~, e,) se
méni substituei (8,) v interval (e;, +~) proménné y (t. j. probiha-li
proménna x interval (+ ~, e,) ubyvajic, probiha proménna y
interval (e,, 4 o) — stejny to interval — rostouc).

40. Dalsi dilezity normaélni tvar eliptickych integralt jest
Legendriav. Z vyvodi odst. 37 vyplyvd, Zze kazdy integral elip-
ticky moZzno prevésti linedrni substituci na integrily, jez lze
vyjadFiti jednak funkcemi algebraickymi a pomoci elementar-
nich transcendent, jednak integrdlem tvaru

")

- dy
R{y?)
[y oG on
Jsou-li C", (", ¢isla kladna, A', A, zdporna, klademe y= x J=Cci A
éim7 integrdl ten zméni se na tvar
dx 4,.C
S 2 e g kzz e L]
f R ATy Ty 4C,
pfi CemZ o k miZeme piedpoklidati, Ze jest ¢islo kladné mensi
nez | (kdyby bylo vétsi neZ 1, provedli bychom substituci
y=x.)—C/A4’,). Funkce S(x?) jest racionilni funkce proménné x*.
*) Pro substituci (8) jest platen tyZ vztah pouze s tim rozdilem, Ze na

pravé strané jest misto znaménka — znaménko . Substituce (8) ma totiz
determinant kladny, substituce (8,), (8,) zaporny.
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Nejsou-li viak C', ("}, 4', A, uvedenych znamének, lze nej-
prve substituci téhoz tvaru (y=1[.x, kde [ jest vhodné volena
konstanta) ptrevésti dany integrdl elipticky ptislusny k jedné
z téchto druhych odmocnin

YA+ -+ =)+, =)0+ s

JUF=-Ha=¢xy  Ju+a)Exr—1), V=0 —kx).
V nich jest Cislo ¢* kladné (vétsi nez 0), ¢islo k" pak jest ¢islo
kladné, mensi nez 1. Jiné piipady nez J(1—x?) (1 —k%x?) a v (a)
uvedené z J(4'y?+ C) (4',y* + C')) naznalenym zpiisobem vznik-
nouti nemohou, leda jesté, jsou-li obé ¢isla 4',C" kladna, ¢islo pak
A',,C’, zaporna anebo naopak; tu dostavame z ni substituci y=1. x
snadno vyraz
konst. V= (1 + x) (1 + k"x?) = konst. i YT+ x*) (1 F k"5,
coZ viak jest v podstaté piipad prvy z ().
Avsak v prlfadech (@) 1ze vidy jednoduchou substituci, a to
substituei tvaru®) att + ¢
= v 40 ad—Pfy+0 ®)
pievésti prislusny elipticky integril na elipticky integral patici
k V4t, kde 4t jest dino vyrazem
Vat=Va—ya—kr).

Vysledky sestaveny jsou v tabulce

(@)

I ,,_-_i'F__ d’ S—___t,z, kz_l kl!
YaEe e Yol T Timer VT
dx — k'dt c?
Il. 7me——r—= : T—1—12, 2 — —
V=i feen . Jat 1! k=T
dx kdt 1 1
t—_ o =
1L V=D Fcxn)  Vai T k t4c2 | xt>0
" dr _kd g o [k>0k>0
Va+H=cixn  Vat e T ifer |FHET=1
\7 ___.__—‘.ix____ _kL‘i( xi—__l 2 — 'cz
Vo) (etxi—=1)  Vati T e(t—1)’ T4
. dx —dt, 1
VL =1 41— — i
Ve Da—Rn  Var k"+( w) kr=i—k

*) Substituce ty lze odvoditi timto jednoduchym poctem. Nejprve pfe-
vedeme integral (5") substituci y* =+ x 4/ na integral normilni tvaru Weier-
strassova. na ktery po piipadé jesté (aby interval proménné byl (e, o))
provedeme substituci (8) odst. 39, jiZ misto x zavedeme proménné x'. Koneéné
misto x (nebo x') zavedeme proménnou f, jiZ se normalni tvar Weierstrassiv
méni na normélni tvar Legendriiv (viz dole pozn. 2). Poéet jest zevrubné pro-
veden na pfikladé ptipojeném k tomuto odstavci.

7*
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Ctendi dokdZe snadnym poétem spravnost vysledk@ uvedenych
ve viech Sesti pfipadech (pocet ten ve zvlastnim pfipadé je pro-
veden v piikladé ke konci tohoto odst.); jest oviem jesté tieba
diniti predpoklad vymezujici jednoznaéné zivislost mezi x-a t.
V tabulce napsané je predpokladino, ze x a t jsou ¢isla téhoz
znaménka.

Mame tak celkem vétu: Integraly eliptické lze linearnimi
substitucemi a substitucemi uvedenymi o tabulce prevésti (na
funkce algebraické, jakoz i funkece vyjadfené elementirnimi
transcendentami a na integraly eliptické tvaru

S dx 2~
[ =i okt

kde S(x? jest funkee racionalni proménné x2 Tomuto tvaru
Fikame normalni toar Legendretv.
Lze pak ¢initi dale tyto dodatky na snadé lezici. Jelikoz

substitucemi
! x= + x', = —1 k>0 (V1D

se posledni integril méni v integraly téhoz tvaru, jest patrno,
7e posta¢i znidmost pribéhu normalnich eliptickyeh integrali
ve tvaru Legendrové v intervalech obsahujicich toliko kladné
hodnoty neodvisle proménné, a to v intervalu (0, 1).*)

Provedeme-li rozklad funkece S(x?) na zlomky ¢asteéné a po-
uzijeme-li redukénich vzored odst. 35 zndmym zptisobem. vidime
dile, 7ze viechny eliptické integrily (linedrnimi substitucemi
a substitucemi tabulky svrchu uvedené, dale reduk¢nimi vzorei
odst. 35) daji se pfevésti na tyto tFi zdkladni integraly

- dx . o x¥dx
Vt—x) U — k)’ fV(l — (= kxd)’
R dx e
(t+me) VA=« U — k57
coz jsou normdlni (kanonické) integraly pro zdkladni eliptické
integraly prvy proého druhu, druhy druhého druhu a treti tre-
tiho druhu ve toaru Legendrové.

m+0. —1, —k?,

*) Druhd ze substituci (VII) piifaduje kazdému x' > k—* hodnotu x v in-
tervalu (0, 1). Jestlize pak x' jest v intervalu (1, 1/k), lze psati

V=) —k2x?) =il(x>*— 1)1 — k*x?)
a transformaci uvedenou v tabulce pod VI x*=k—2+4 (t— k—2)x'? aneb
x'?(1— k?)=1— k?x? pfevedeme ptisluiny integrdl opét na integral ve tvaru
Legendrové, kde x' jest v (0, 1), kde viak misto k? jest k'?=1—k?2.
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Ponévadz pak, jak jsme poznali, sta¢i tyto integraly vy-
Setfovati pouze pro interval (0, 1) neodvisle proménné x, zavedl
Legendre do téchto integrali proménnou @ rovnici x=sing@,
¢imz integraly ty, za predpokladu, 7eq> jest v intervalu (0, 1n),
po fadé se zméni v integrily

f__mh_‘_ f sin® ¢ - de .
Vi=ksin'g V1=K sin'e ¢ (+msintq) Y1—k*sintq’
jakozto jiny tvar pro zdkladni eliptické integrdly viech t¥i druhd
v normdlnim tvaru Legendrové.

Cislo k, jez mazeme pokladati za kladné (< 1) sluje modul
(téz Legendriiv modul) eliptickych integrald (v normélnim tvaru
Legendrové). Cislo k', pro které k2 = 1 — k?, nazyva se komple-
mentdrni modul. Jestlize vySetfujeme pribéh eliptickych in-
tegrali i pro ty intervaly neodvisle proménné, pro které pii-
slusna drubda odmocnina stiva se imaginarni, postaci vysetiovati,
jak jsme poznali, v intervalu (0, 1) vedle eliptickych integralti
s modulem k, také eliptické integrily s modulem komplemen-
tarnim k' (viz pozn. pod ¢arou na str. 100).

Cislo m v normalnim tvaru Legendrové pfi integralu tietiho
druhu se vyskytujici mize byti i éislem komplexnim.

POZNAMKA 1. V tabulce svrchu uvedené x mize probihati
kterykoliv interval. pro ktery odmoenina tam se nachizejici jest
realnd, ptislusné ¢ jest pak vidy v intervalu (—1, 1). Omezuje-
me-li pak se toliko na kladné hodnoty proménné x, jest pfi-
sluSné ¢ v intervalu (0, 1).

Vedle substituci v tabulee uvedenych lze v kazdém ptipadé
uvésti jesté jednu substituci majici tutéz vlastnost (Ze totiz
prislusné ¢ jest v intervalu (0,1)). Nebof, jak snadnym pocdtem
plyne, jest dt de’

Va—tu—ke) ~  Ya—mia— ke

je-li mezi ¢2, #? linedrni vztah
1—n
1— ke’

- (. 01=0 (VILI
ptifadujici intervalu (0,1) v ¢ interval (t, 0) v t. SloZzime-li tedy
kteroukoli substituci tabulky se substituci (VIII), obdrzime jesté
jednu substituci, v disledku kteréz jest splnéna rovnost dife-
rencialii uvedenda v tabulce (nehledé oviem k znaménku na pravé
strané, jez se zméni v protivné).



Tak na pF. rovnost v l.
dx dt B Kt | — R

plati nejenom v disledku vztahu
¢

M= -——,
1—t
nybrz také vztahu o 1t _1—r
- (1—k?) ¢ kg’
a podobné v jinych ptipadech.

Tim udany veskeré substituce tvaru (3), za kterych splnény
jsou rovnosti mezi diferencialy v tabulce (nehledé ke znaménku)
a pti kterych pro t vyplyva — za pFedpokladu. 7e t >0 — in-
terval (0, 1).

POZNAMKA 2. Integraly eliptické v normalnim tvaru Weier-
strassové lze snadno transformovati na normdlni tvar Legendriv
(a naopak). Stadi Givahu provadéti pro integral prvého druhu,
jelikoZ postup prislusny jest tyz p¥i viech integralech eliptickych.

Klademe-li v integrdlu prvniho drubu v normilnim tvaru

Weierstrassové
€y — €y

x—ex’:f-T{ - >0 pro x>e,
dostaneme po snadném poétu
/‘ dx 1 f dt ~
JVac—edr—edix—e) Ve—es) VI— )1 — k)
kde =% "6 e“, tedy 0 < k2 < 1
e — €,

a kde intervalu (~, ¢,) pro x odpovida interval (0, 1) pro f.
Jinad substituce, previdéjici Weierstrassiv normalni tvar na
tvar Legendriv, jest o = (e, — eg) 12, (>0 )

ta prevadi interval (e;, e)) v x na interval (0, 1) v {. Pro tuto sub-
stituei jest
[ dx o ot .
Vir—e)w—edx—e) Ve, —e,J Vit — ) (1—k21%)
s touz hodnotou pro k jako svrchu.
PRIKLAD. Jest transformovati integral

d
Jyis= i<t

na tvar Legendriv. Jelikoz 1 — x*= (1 — x?) (1 4 x?) bezprosifedné se da roz-
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loziti ve dva reidlné faktory druhého stupné obsahujici jenom sudé mocniny x,
dosadime nejprve x*= — y, tim dostaneme

coZ jest jiz tvar Weierstrassiv (g, =4, g,=0);
e, =1, e, =0, e, = —1.
Polozime daile podle (X)

y=— 1 + L2,
¢imZ obdrzime
— 0<t<1,
fV4y ay ) fl/(n—tz)(n yay O0Sist @
coZz jest hledany tvar Legendriiv. Spojenim obou substituci (x*= — y,
y= —141¢?) ziskdvame substituci x*=1—(, kterd pFimo dany integral

pFevidi ve vysledny. Pro { miZeme pFipustiti patrné interval (—1, 1); stano-
vime-li, Ze kladnym x ptislusi zdporna f a naopak, miZeme vztah mezi in-
tegrilem danym a vyslednym psati ve tvaru

de. 4 f 4t
fVl T V'éfV(l—ﬂ)u—st*)

Vysledek tento vSak misleduje bezprostfedné z tabulky svrchu vypsané
(pFipad I1.).

Ve svrchu napsaném normélnim tvaru Weiersirassové pro dany integral
jest proménnd omezena na interval (0, — 1) = (e,, e,), abychom ji pFevedli
na interval (e,,o0) = (1,00}, uZijeme substituce (8,), t. j. substituce

2 . —z+1
1= - s t. J. = .
y+ 41 Iy L1
odkudz jest patrno, Ze substituci
z—1 e dx dz_
x? =" dostivame [y-—=— o= | s >0
r z41 ‘ V — .x‘ V«m x>

pFi ¢emz intervalu (0, 1) proménné x jest pfitadén interval (l,oo) proménné z.

41. Vedle normalnich tvari Legendrova a Weierstrassova pro
elxptlckc integrily jest jeSté normalni tvar zvany Riemanniv
jisté diilezitosti. Tento tvar jest velmi blizky tvaru Weierstras-
sov¢ i tvaru Legendrové. Od tvaru Legendrova pfejdeme na pf.
k Riemannové tvaru, klademe-li v onom x?=y. Tim dostaneme
ihned za predpokladu x>0, y >0

. dx i fe ________‘d‘ll_h?
fsergamaimim = s ==

(a obdobné za jinveh ptedpokladd). Mizeme tudiz vysloviti vétu:
Viechny integrily eliptické lze vyjadtiti pomoci (funkei alge-
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braickych, elementarnich transcendent a) téchto tii druhu elip-
tickych integralt zakladnich:

dx xdx dx -
f Vxli— 0 (1— ix)’ f Vx(t—x) (1—ix)’ f (x—QVslt— %) (1—7x)
coz jsou integral elipticky prvniho druhu, druhého druhu a tie-
tiho druhu v normalnim tvaru Riemannové. PFi tom jest 2 Cislo
intervalu (0, 1) a x miZeme omeziti na interval (0, 1).
41a. V normalnich tvarech Legendrové a Weierstrassové jsou
mnohocleny étvrtého, resp. tietiho stupné, vyskytujici se v nich
pod odmocninou, rozlozitelny v ¢initele vesmés realné. Posky-
tuje jisty zdjem — a také uzitek pro vySetfovani onéch normal-
nich tvart samotnych — vySet¥iti, jak lze integrdl elipticky
prisluiny k polynomu ¢tvrtého stupné s kofenovymi Ciniteli
vesmés realnvmi transformovati linearni substituci tvaru

' --—ﬂ+_ﬂs — By +
(P '\_yy+6 ad— By + 0.
Podle tohoto vztahu kazdé hodnoté y piislusi jedna urcita
hodnota x a naopak s jedinou vzdy vyjimkou y=—4d.y~ !, ktera

existuje, je-li y30; ale i pak tikame, Zze hodnoté y=—24d.y—!
prislusi x = + oo 'a hodnoté x =«a.p—! piisludi y= + co. Jestlize
y=0, tikame, Ze piislusi y= + ~ ku x= + ~ (a naopak).
Konstanty e, 8, 7, 6 lze vidy tak stanoviti, aby tfem rdznym
hodnotim y na p¥. hodnotam y,, y,, ys pFislusely tii rizné libo-
volné zvolené hodnoty x na p¥. x;, x,, x; (takZe x, pFislusi v du-
sledku (p) k y,;, x; k ys, x5 k y;). Stanoveni to neskytd potizi,
vysledku lze ostainé, jak bezprostiedné patrno, diti tvar

’ :
() X—x X—x y—uy Ys— W

X=X H—X% _Y~U,. . Y Y

(nebof, Ze pro y'=y, resp. pro y =y,, y =y, nasleduje z této rov-
nice x =x, resp. ¥ =x,, x = x; a naopak jest oc¢ividné). Vypo-
¢teme-li z (p) x — x,, dostaneme snadno

(p") X=X = PyT_:y—(') * (Ya— Ya) (%0 - x1) (o6, — x1),
kde P=x\(ys—y) + % (ys — y) + x5 (y: — 12),

Q=x1y1 (Ys— ¥} + %2y (Y — Yy) + x, Y1 (Y1 — yo)-
Cyklickou ziménou nésleduje z (p")

TTRE il’l_y_—izz (g1 — ) (5 — ) (51 — %),
s—xn="2"Y L, — g — x) v, — ).

Py—Q
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Pat¥i-li v disledku (p) jesté x, k y,. lze misto (p') na pi. psati

XX TN YTVl U

x—xi T xm—x Y=Y Yi—
a z této rovnice a z (p") jest

Y=Y W=y W — 1) (x5 — 1) (2 — X))
Py—Q Y:.— Y,

Na zdkladé¢ vyrazu pro x —xy, . ..., x — x, lze psiti ihned

X —x,=

VAG—x)(x—x) (x —x,) (v — x) =

= (Pyl_i |Q); VA =) G — v v — 9 v — v
kde A=1(xr — x,) (xz — 53) (%5 — x1) (W1— y2) (s — Yo) (W5 — &)
(x1 — x3) (X2 — x,)

W —y ) a—y)
Dile jest ady M
T (Py—QY

=

takze koneéndé
dx e dy

M 7 ot S

VA(x — %) x = v,)(x—x,)(x—xo VA1 y= yn)(y Yy —ys)y— J.)

£¢= + 1 podle toho jakého znaménka jest éislo 4. Tak odvozeny
viecky formule zikladni., dilezité pro trdnsformam eliptickych
integrald linedrni substituci.

POZNAMKA 1. Vyraz na levé strané rovnice (p) se vyskytu-
jici sluje dvojpomér étyr bodit danych na ose Cisel X tGseckami
X, Xy, Xy, x,;. Znaciva se podle rovnice

X — X, X3— X
Xyl Xp, X)) = S e TR,
@ (¥, Xy %, 1) X=X X3— X,

Rovnice (p’) pak ndm pravi, Zze dvojpomér bodi x, x, x,, x,
jest rovny dvojpoméru ¢&tyt bodi y, y,, ys ¥y, prvym étyfem
bodim po fadé prislusnych, a to v disledku linedrni substituce.
Lze, jak z ptedchazejiciho ihned nisleduje, tvrditi: Nutnd a po-
statujici podminka, aby existovala lineirni substituce, jez by
po Fadé previadéla body x,, x,, xy, x, v body y,, ys, ys, Y. jest,
aby (x;, X3, X3, %) = (Y1, Y2, Ys, Ys)-

Zaménime-li potiddek bodl, miize se zméniti i hodnota dvoj-
poméru. V obecném ptipadé ma dvojpomér danveh étyd bodi
6 riznych hodnot; je-li jedna z té€ch hodnot 4, jsou, jak zndmo,**)

*) K docileni tohoto vysledku staéi diferencovati na pi. rovnici pro x—xy;
vyraz Py,— Q snadno lze zméniti v soucin.

**) Viz Ed. Weyr, Projektivnd geom., str. 13, Lze ostatné odvoditi snadnym
poctein.
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tyto hodnoty diny ¢isly :
. | 1 ./.—1 /

by L — £y —+ - . . -
A . 2—1

LIl

Specielné jest (jak snadno ¢tendt na zakladé (¢) dokdze)
(%15 X5 Xg, X )= (g, X5, Xy, X)) = (X, Xy, Xy, X3) =[xy, Xy, Xy, X).
t. j. zaménime-li ve dvojpoméru jednu dvojici elementl a zi-

roveli i zbyvajiei dvojici, hodnota dvojpoméru se nezméni.
Rovnéz snadno nasleduje

. (xy, x5, Xy, X,)=1—(x,, X,, X, ¥,).
7 toho vsak plyne. jestlize bud x, > x, > xy > x, aneb x; <x, <

< x3 << Xy, 7€
0< (31, X3 Xy, Xy) < L.

Nebof Xi— X, Xy— X,
X1y, Xoy Xy X3) = ., 2T 0.
(x5, X Xy ) i X, Xa— X, >0,
a X1— Xy X

1T % > 0.

(X1, X4 X2, X3) =1 — (x5, X2, X, X3) = e x—

Je-li tedy Fada ¢isel x,, x,, x5, x, Fadou (ryze) monotonni (t. j.
fadou ¢isel bud stile rostoucich aneb stile klesajicich), jest dvoj-
pomér (x,, x,, x,, x;) ¢islo, jez jest uvniti (0, 1).

POLNAMKA 2. Cislo p ve vysledné formuli se vyskytujici ne-
méni svoji hodnotu, permutujeme-li jakkoliv indexy 1, 2,.3, 4
v ném se vyskytujici. Tak jest na pF.

Xi— Xy, Xy— X, X — X Xyg— Xy

Y=Y Y— Y Yi— Y Ya— s
coz jest ekvivalentni rovnici

(x1, Xy, Xy %) =(Y1, Ys» Y3 Y4)

plainé v disledku toho, Ze hody x,, x,, x4, %, jsou pFifadény bodim
Y1, Yo, Ys, Yo linedrni substituci. Rovnéz ¢Cislo e= + 1 jest neza-
vislé na ziméndé indext 1,2, 3,4. Nebof ¢ jest + 1 podle toho. zda
ad —fy, determinant to linearni subst. uvazované, jest kladné
¢i zdporné, € = sign (@d— fy).

POZNAMKA 5. Jestlize jedna z hodnot x;, x,, x4, x, jest £~
(viz svrchu vyznam tohoto réeni), na pf. jestlize x, = + ~. kla-
deme ve vzorcich odvozenveh 4=0a —Ax,= A", t.j. A(x—x,)=A’;
formule uvedené pfeménime na tvar, ktery z nich plyne. kdyz
v nich lim x; = + co. Obdobn¢ si po¢iname, kdyz nékteré z ¢isel
Y1, Yo, Ys, Ys jest + ~x. Ostatné prislusné avahy pfi vySetfovani
specielnich pfFipadd zevrubné budou provedeny.
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Muizeme viak také rovnici (1) psati ve tvaru

[4<x—x.)(x—xe)(x x) (x— x,)] =cdy. [A(J—y:)(y—lh)(y—l/a)(u—y.)]
(x; —x) (%, — ¥,) W —y)y2— )

kde psali jsme A.(.x,——.x'},)—l (%g —x,)” 'misto A a kde u mocnin s ex-
ponentem —1 jest brati jich hlavni hodnoty. V tomto tvaru lze
ihned vydisti formule v pripadech, kdyz nékteré z xi resp. yi
stavd se 4 o; tvar ten ma proti (I) vyhodu vétsi symetrie.

41b. Polozime si nyni tuto otizku: Které jsou substituce
linearni, jez integril elipticky prislusny k

VA G =) (x—x,) (x—5,) (x—x,)
transformuji na integral elipticky prislusny k
VBly—y ) =y (y—y:) (v —y.)-

PFi FeSeni této otazky opustime oznaceni v predchizejicim uzi-
vané a nebude x, hodnotou proménné x, jez jest pritadéna line-
arni substituci (hledanou) hodnoté y, a podobné i x,,..., nybrz
oznadeni bude voleno tak, Ze x,>x, > x> %, a Y>> Y > Ys > Yy
a hodnota x; jest pfifadéna hodnoté y,, kde i jest celé ¢islo v (0.4),
Je-li mezi x;j(resp. y;) téz + ~, klademe podle libosti bud x, =+~
aneb x,= — oo (resp. y, = + o0 aneb y, =— ).

Funkee linedrni proménné y davajici v (p) x jest funkei ro-
stouci, je-li @d—py >0, a klesajici, je-li @d—py < 0. A to v kazdém
intervalu, ve kterém neni bod —d.7—"'. Neni-li tedy —d.y—!
v intervalu (y,, y,) a je-li @d—py >0, pak ubyva-li y spojité od
Y1 k y,, ubyva i prislusné x od hodnoty x k xi4; je-li vSak
— dy—! uvnit¥ (y,, y,) a ad—py >0, ubyva x od x, do —= a po-
tom od +~ do x;, — tedy hodnoté y, jest tu pFifadéno x, a x,
hodnoté y,. A tak obdobné v jinych pfipadech.

Jsou celkem pii @d — By >0 tyto CtyFi moznosti (piipady)

") (y.,ye,ys,.t/;) (.’/hyz: .l/;.,y4).(yuy-z,.t/s,y4) (yn,yz.ya.yi)

X1, Xy, X3, X, Xy, X3, Xys X1 L X, Xy, Xy, X Xy Xy, Xgo Xy
a pri ad —pgy < 0 dalsi Ctyfi

Yo Y25 Yss y.) (‘yu Y2 Y y;) (yn Yar Yar .u.) (yl, Yo Yao Ya )
Xy Xy, Xy X1 Xy Xy Xyy Xy Xy, Xy Xyy Xy X1y Xgy X9 Xg |5

) (

kde v jednotlivyeh zivorkdch pod sebou vypisovany hodnoty
proménné 'y a x, jak k sobé (v disledku dosavadnich tivah)
substituei (p) mohou byti prifadény.
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Dvojpomér ¢tyd Cisel prvniho fadku kazdé z téchto osmi
zavorek jest nutné rovny dvojpoméru &ty¥ Cisel druhého tadku
branych oviem v témz pofadku, v jakém brana byla ¢isla pti-
slusnd prvého fidku. Je-li pak tato nutnd podminka splnéna,
existuje linedrni substituce pro kazdy z téchto osmi ptipadi.

Vysloviti mizeme vysledek, k némuz jsme dospéli, ve vété:
Integral pfFislusny k

: VA(x_xl)(x_x2) (x—x,4) (x—x,)

lze linearni substituei pfevésti na integral elipticky pfislusny k

VB(y—y.) (y—y.) (y—ys) (y—y.)
(za predpokladu, Ze x, > x4 > xy > x,; y, > y, > y, > y,) tenkrat
a jenom tenkrat, jestlize
bud Wss Y2 Us: Y) = (%1, Xq, X3, X)), [pFipad prvy]
anebo (ylv Yss Yo ya)+(xl! X2y Xygo x:l) =1 [pi:ipad dl'ull):'l.
V kazdém z téchto dvou pripadi existuji CtyFi a jenom Ctyfti
linedrni substituce, jez tento pfevod provadéji. V prvém pri-
padé se témi linedrnimi substitucemi méni body x,, x,, x;, x, po
fadé v body
1) {yl, Y2, Y, yi} 2) {ya, Y, Y, yz} 3) {ya, Ys, Y., yx} 4) {.’/-), Yi. Y, ya},
v druhém pripadé pak v body
1) {2, Y. Y, U1} DY, ¥, Y2, Y8} 3){Ys, Y2, U1, Y} 4){Y1, Ys, Ys, Y}
Substituce lineirni ma v pf¥ipadech uvedenych pod 1) a 2) de-
terminant kladny (¢=-+1), v ptipadech pod 3) a 4) determinant
zaporny (e=—1).

1. PRIKLAD. Nejprve vyseifime transformaci eliptickych integrald pa-
tiicich k YA(x—x)(x—x,)(x— x,)(x — x,) na integral elipticky, jenZ patfi

bud k V4y(1— y)(1 —Zy), aneb k odmocniné VA'y (1—y)(1 —2'y), kde

Xy >Sx,>x,>x, a A=(x,. Xy, X, X3), V=1—14.

Jsou tedy /, /' ¢isla kladnd mensi nez 1. Dosazenim do vzorce (I) odst. 41a
a pouzitim vysledkii odst. 41b dostdvame ihned vztahy
Ve = x) Gy —x,) dx tdy
Ve—x)G—x)G—x)Gx—x) TyU—ni—ip)’ -

a to v disledku ¢étyf linedrnich substituci. jez fadu 4 hodnot x,, x,, x4, x,
prevadéji v tyto Fady '

1) 274 1, 0, —oo; pFi této substituci jest e=-+1.
2) 0 —oo, A%, 1; . - . - e=41
3) — 09, 0, 1, ;._1; . " - " = —1.

4) ly ;'—I; - 090, 0; ” - » - t=—1.
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Dile jest platny vztah
VG, = x,) (x, = x,) dx _s+dy
V=) G—x)—x)x—x) V—yU—g)(1—'y)

rovnéz v disledku ¢tyF linearnich substituei ménicich fadu x,, x,. x;, x,
v Fady

) B 0, —oco, AN L L =1,
2) —oo, 21 1, 0; . . . . . .. =1
3) o, 1, A7, —eor . . . . e=—1
) —o0, 0, L. .. e=—1

Linedrni substituce pfisluiné samotny lze zcela snadno ihned vypisovati
tim, Ze vypiSeme, Ze dva dvojpoméry dvou étvefic bodovych k sobé pFi-
fadénych jsou si rovny. Tak na pf. linedrni substituci pfevadéjici Fadu
Xy, X,, X3, X, v Fadu 27471, 0, —oo lze takto nejprve naznadciti

y—0 1+ x—x, X,—x,
y+oo 1—0 x—x, x,—x,

aneb téz takto y—1 0+ _x—x, x,—x,
y+oo 0—1 " x—x, x,—x,
aneb konecné ve tvaru
y—i' 040 _X—Xx, xg— X,
yFeo o T xmx w—w

odkudZ nasleduji (odstranénim symbolu 0o) t¥i rézné tvary jedné a téZe line-
arni substituce hledané:
XXy XXy 1_y:L__x2 X3~ X4 1_;'y___x, Xy X T Xy,
X— X, X;—X, X— X, X;—X, XxX—Xx, X3—X,;
POZNAMKA. Jest celkem 24 linearnich substituci, jeZ integral elipticky
prislusny k VA(x — x,)(x — x,)(x — x,) (x — x,) pFevadéji na integral pfi-
qlusny k VA’y(i—y)(l—Ly) nebol jest 24 permutaci mezi 4 prvky (0, 1,
171, 00), kterézto prvky tedy 24 riznymi zpisoby lze pfifaditi k prvkum
X,, X,, x4, x,, V téchto transformacich se pak vyskytuji pouze tyto mozné
hodnoty pro I

=

i—1
l.=7, _1—.’ ==y tu A'= A
1—7 / R
$A==(x1, Xy, X4, Xy)

T

L jest tedy rovno jedné ze Sesti hodnot dvojpoméru Ctyf &isel x,, x,, x,, x,,

Ke kazdé hodnoté L ptindlezi 4 linedrni substituce: 2 s determinantem
kladnym, 2 se zdpornym, jez pfFisluSnou transformaci providéji; bud dvé
anebo Zadna z nich jest takovd, aby, kdyZ x roste od x; ku x;_, *) pfislusné y
bud rostlo od 0 k 1 (¢=-1) aneb ubyvalo od 1 k 0 (¢ =—1). Diitkaz v3ech
tvrzeni tu ucinénych jest nasnadé. Pro pfipady L=24, t —/ jest ostatné
svrchu proveden. '

*) Je-li i =1, pak x roste nejprve od x, k +o0 a pak od — o0 k x,.
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2. PRIKLAD. Vysetfiti linearni substituce, jez pitevadéji elipticky integral
patfici k VR{;—.;)_(I — Zy) na elipticky integral patfici k Vx(l— (1 — i),
4, ., nechf jsou ¢&isla intervalu (0,1). Z ptedchazejiciho piikladu plyne nej-
prve, ze bud 7=/ aneb /,=1—/=7'" Klademe-li v ném x; = — 00, obdrzime
ihned, zZe

dx edy

VxG=®0—7x) Vyd—p—7y)

pro tyto (a jenom pro tyto) linedrni substituce

1 1—ix o 1l—x 1
y=x. y=-—- =7 g=o—i gz
/. 1—x 1—/x Ax
a dile, ze dx edy

VxG=00—7x)  V—y =) —7y)
pro tyto (a jenom pro tyto) lineirni substituce
—7 1 1 _1—i.x x:

x - — - .
. VY=1"7.x y= x—1

y=

Klademe-li x=x" a y=y", 7—=k? dostaneme relace ndm jiZ znimé mezi
eliptickymi integrily v normélnim tvaru Legendrové (viz odst. 40).

POZNAMKA. Stejné se vySetfi substituce linedrni, jez maji za di-

sledek rovnost dx ady

= = — . 0< i<,
Vx—x)1—8n " Vey(—y)(1—iy) h
kde ¥ neni é&islo intervalu , 1).
Nejjednodussi takové substituce jsou
4) £>1, x=)3—‘y, =g a=g%, g=1
x=1+(2—'—1)y, /'.=1—5.’—|, a=_—g} fd=—1

B) 8<o0, x=¢ '(1—y) ==, a=@—-9)7  v=—1
x=1—y, == ) a= ==}, =1

3. PRIKLAD. Vyhledati jest linearni substituce, jez pievadé&ji eliptické

integrily ptisluiné k Y@ — x*)(1— k*x*) na integraly eliptické pfisluiné

k VJ(l— y)(1—7y) a zarovei interval (—1, 1) proménné x v interval (0, 1)
proménné y.

Uzijeme vysledku pfikladu 1, kladouce v ném x,=k™", x,=1, x,=—I,
x,=—k~"'. Pozadované podmince pro intervaly hovi tolike dv& linedrni

substituce. PFi tom pfevadi linedrni substituce
prva body k™' 1, —1, —k! po fadé v body /™' 1, 0, —c
druhé body k' 1, —1t, —k~ s om omoom =09, 0, 1, 4

—1

Dospéjeme k témto dvéma vziahim (uZijeme-li vysledkd hned na integraly
eliptické prvého druhu)

f d = »—v—l—— ———y g |
Va=x)—kx)  1+kJ VyQ—n(—"7y)
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pro e o s R Gk

Y= T+« T a+K*

- d dx 1 dy
Ja==y(—k*)~ 14k Vu(i—y)(t—;y)

1tk t=x ;__4”‘_

T 2 t—kx '“(1+k)='

Klademe-li jesté v integrilech na pravé strané y — z* a shrneme-li oba
vztahy v jeden. mame

X
fi/(n—x=)<1—k=x=) 1+k fV(n—f)(n—k *7)
Ltk 1tex e — 2]/k

2 t4skx Tk
transformace Legendrova normilniho tvaru pkibuzni t. zv. Landenové trans-
formaci.

41c. O kvadratickych transformacich eliptickych integrali.
V piedchazejicich odstaveich jsme se zabyvali linedarnimi trans-
formacemi eliptickych integrili, kde za integraéni proménnou
jsme dosazovali linedrni vyraz v nové proménné. Znacny vy-
znam maji také kvadratické transformace eliptickych integrala,
pii ¢emZ za proménnou integraéni se dosazuje kvadraticky vyraz
(t. j. podil dvou polynomt druhého stupné) v nové proménné.
Propodéitime zevrubné toliko jediny pripad, abychom osvétlili
metodu pii tom uzivanou, podle néhoz pak étenad provede trans-
formace kvadratické i v jinych ptipadech.

Budiz din elipticky integral prislusny k YU .V, kde U,V
jsou kvadratické vyrazy v x, pfi ¢emz U ma jenom komplexni
(komplexné sdruZené) kofenové Cinitele, V pak redlné; V mize
byti i prvniho stupné x. Mime jej transformovati na elipticky
integral v normdlnim tvaru Weierstrassové ptislusny k

Va(y—E) (y— E») (y — Es)-

kde E,, E,, E, jsou ¢isla reélné, vhodné volend, hovici podminkam
E,+ E,+E;=0, E, > FE,>E; a to tak, aby z integralu druhého
vyplyval prvy kvadratickou transformaci.

Klademe y—E, = lp (@

U+ (E,—E, )V
2

a tedy y—E, = k=

U—(E,—E)V, ®)
l/‘

kladna ¢&isla k, —F,, E,— E; volime pak tak, aby Citatelé zlomku
na pravych stranich se redukovaly na dplné &tverce. T.j. K, — E,
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E;—E, polozime rovny kofenim rovnice v g ddvajici nutnou
a postatujici podminku, aby rovnice U—uV =0 méla dvojna-
sobny kofen. Je-li jako v odst. 37 U=Ax?+ Bx+C, V=A,x*+
+ Byx+C,, jest
U—wV=(A—pd)x*+(B—uB,)x+(C—nC,).
Aby pak tento vyraz se redukoval na Gplny étveree, k tomu jest
nutno a postacitelno, aby jeho diskriminant byl rovny nule,
o aby (5B y—s4—pna)C—ucy=
= (B?*—41,C)— 21 (BB, —24,C —24C))+ (B* —44C)=0. (y)
Rovnice tato v ¢ ma dva kofeny realné. jeden kladny g, druhy
zaporny u, (nebof B,2—44,C,>0, B* —4AC<0). 1 jest tedy
E,—E,=—,, E,— E,=q,.
¢imz E,, E,, E, jsou aplné stanoveny:
E, =2uT E,=—fuTte p T2
3 3 3
Pro tyto hodnoty E,, E,, E; jest pak daile
U—(E,—FE) V=(4—p, 4) (x —§)*
U+ (E,—E) V= (4—uy 4,) (x—§,)?
a tedy podle () a (8) nutné (diferencujeme-li kazdou z téch t¥i
rovoic samu pro sebe)
_uv-uv x—Hx—8)
dy = ji dx = konst. T dx
= (4B, — 4,p)E=BE -8,
Dile jest
V4(y—E)(y—ENG—E) =
(po dosazeni za g1+ ey, s (o)

= G—8).AB—BA) |,y
Ve VBF—14,C,

| — &)= VU= 1A A= A) y
Vz

a tedy

dy VBF—44.C, P
— " o = L T M dy, e=sign UV —=UV?")
V4 (y— Ed(y— E)(y—Ey) 2 YUV en
a transformace tiplné provedena. Jakozto jednoduchy dusledek
odvozenych rovnic uvadim jesté
S b A U= s e ABAiB
x—g " I/A—u;}i} y— B ST esiemUBoAb),

V ivaze podané byl ziroveii jakoZto jeji specielni pfipad FeSen tento
iikol: Transformovati jest integrél elipticky v normdlnimn tvaru Weierstras-
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sov€, jehoZ e, e, viak jsou Cisla komplexné sdruzend, na integral elipticky
pFislusny k]} (y—E)(y—E,)(y—E,), kde E,, E,, E, viak jsou é&isla redlna.
Sta¢i v predchazejicim klasti

U=((x—e)(x—e), V=x —e,,

—6e, i+ (e, — &) =0, 11y, 1t; =3e: + 2 V(e, — e) (e, — e2)s

Emot2f@— e, B=—2 E=c—2V o ee
Relaci (¢) mezi y a x lze ddti tvar

y=— e, p TN E—e) L (ae)(e—e)

xX—e; X —e,
a=etlE el —a) b=a-Va—ala—e), 7= = z—j—g
a2 o 3

dy dx ’

— gy =t — g

Vaw—E)W—EXy—E) Valx—e)lx—ey)(x—ey)

’ ' ¢ =sign (x — &) (x—¢&,).
Z rovnic (f), jez lze psiti v tomto pFipadé

=&, =&

y—k=
X —e, x —e,

nasleduje, ze pro x > e, jest y > E,; pro x <e, jest pak y <E,.

41d. )iny zvlastni pfipad kvadratické transformace vede nas
k tak zvané Landenové transformaci. Tuto pfipneme k Rieman-
nové normalnimu tvaru a budeme transformovati elipticky in-
tegral ptislusny k Jy(1 —y) (1 —Ay) na elipticky integrdl p¥i-
sluny k J/x(1—x)(1—4x). Polynom pod posledni odmocninou
rozlozime ve dva faktory (z nichz jeden bude prvniho stupné);
volime pak tento rozklad U=x(1 —x), V=1—2x a klademe

—cx(1—x)

1—x

Konstantu c a ¢islo A velime tak, aby ¢Citatelé vyrazi 1—y,1—Ay
byly iiplné étverce linedrniho vyrazu v x. Citatelé ti maji tvar
(1 —Ax) —pux (1 — x), kde jednou misto u jest ¢, po druhé cA. Aby
vyraz (1 —Ax) —px(1—x) = px?—(u+ A x+1 byl Gplny kvadrit
mnohoélenu v x, k tomu jest nutno a postaéi, aby

4+ A)—4u= b, w—2@C—u+A=0, i, uy=0= Vl_-——}.)2
Volime tedy c=u,, cA=up,:; t. j. klademe

— 71)3 _m_ [1=V# ? kde ¥=1—4i.
c_(1+]//.) » ‘!—.u, 1+]/;7 e

wx*— (D) xF 1= (x— &) tedy &:%Vi" a stejné §,=—+p¥

Dale jest

Petr, Integrélni podel, 2. v. 8
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a _ At —2x 41 C—8)x—&),
W=y T iy
dy __E.cl dx I3 VE dx

Vo—p)—2Ay) Vemm Vax(—00—ix) Vx(— 00— 4)

¢imz transformace Landenova provedena. Obyc¢ejné se provadi
tato transformace na mormdalnim tvaru Legendrové; abychom
pFisluiné vztahy odvodili, klademe y = y'2, x =x". Déile A= p2,
A=q? p'+p?=1, ¢*+ ¢?*=1. Tim dostaneme

dy’ _e(4gndx

Va=mi=pyn - Ki-i-ge Y2%"2%
kde 1:_}1_ 2 VP ' —0
p= i+q q—i—rp (+q9N(1+p)=2
_Gkarara—s L (=) ) -
1—qt x" : t—q %"
U= (=) sy
t—piy= 1—qtxn

¢ pak jest sign (1—(1+ ¢q)x"?) (1—(1—¢')x"?). Zavedeme jesté
sin ¢ misto y', dale sin ¥ misto x", nisledkem éeho? misto (m) ne-
stoupi tento vztah mezi ¢ a ¢

sin 2¢
t = —_ R
& p =+ cos 2y (=)
a mezi prislusnymi diferencidly jest relace
_de __ U9y _1tp v

Vi—pisinig  Vi—qsinw 2 Vi—qisiniy

(ze které, jak snadnou dvahou plyne, ¢ vypadne) a kterou lze
ostatné pfimo z (n) diferencovinim odvoditi.

Cviéeni.
1. Jestlize jest dan elipticky integrail pFislusny k VF(x), kde
F(x)=a,x* 4+ 42, x>+ 6a, x*+4a, x+ a,= a, (x — a;) (x —a,) (x—a,) (* —a,)
a je-li jedno z ¢isel «, «,, a,, «a, redlné, na p¥. e, pak lineirni substituce
1F (an) ’ *F (“1)
= - b y=xHF"
x= ”1+ — A F(a) aneb ¥ = (a,)—|— T,

pievadi integral dany na normilni tvar Weierstrassiv (ve kiterém vSak nemusi
vSechna tfi Cisla e, e, e, byti redlna) pkisludny k VG(v), kde

Gy) =4y — 8.y — &,

— — 4 — a8
g,—=a,8,—4a,a,+3a}, gy—a,a,a,—a,8} —aja,+2ay4,a,—a},
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p¥i ¢em? dx dy

VFx) "~ Vay'—gv—a.
&,, &, jsou znamé dva invarianty bikvadratické formy

a, xt+4a, x3 x, 4+ 64, x] x3+4a, x, x3+a, x4,
(odst. 37, a).

2. Jestlize F(x) ptedchadzejiciho ptikladu jest rovno sou¢inu U.V, kde
kvadratické mnohoc¢leny U i V maji kotenové é&initele komplexni (oznaéeni
nechi se shoduje, nehledé k vyznamu éisel E, E, E, s oznafenim odst. 41 c.)
tu klademe, je-li BB,—24,C —2A4C, <0, (v kterémizto pfipadé 4, 4,— a tedy
i C,C;— jsou téhoZ znaménka)

U
y—Ey=1:-
Pak jsou kofeny rovnice (y) n,, w, (¢, > p,) oba kladné a klademe dile
E,=E,4un,, E;=E, 4, 3E,=—p,—n, Méime pak opét rovnici
—dy VBi —d4,c, . -
RT R REa e T N R el Nt et W £ e =sign (U'V—UV")
V4w =E)w —E)y—E») VoV Bn
: =& _ A=A U=Fr, 4, sen (4B, B
iy 4-.'//4_””4l y—E,’E esign (4B, 1B).

Kdyby BB, — 24,C — 2A4C,> 0, zaménili bychom ve formulich p¥edchazejicich
E, E, E, za E, E, E, misto —dy pak psali bychem dy.

3. Dokazte, Ze, je-li mezi ¢ a 9 vztah (za pFedpokladu, Ze roste-li ¢, roste

i prislusné ) P
Sill w:u——l_p_)_.?l‘n—rf— .

1+ psint ¢
ze de _ _(+pdy _2Vp
Vi psing Vi—q sin'y t+p

(transformace Gaussova). Odvodte tuto transformaci obdobné, jako svrchu
byla odvozena transformace Landenova.

4. Ukazte, Ze v diisledku substituce

, = Lo+ 20u) + uel]! )
-+t 20u3

jest platny vztah
__dz _ _ot2we ___dC
Vei—2)(t—w's)~ »  JEH-D(—0D)
kde mezi u a o jest vztah
p'—u*+2udo? —2up=0. =)

(Jacobi, Fundamenta nova theoriae functionum ellipt., 1829, str. 23.) .

5. Provedeme-li v ptikladé piedch. jesté substituci

C_x[(u’ — 2up3?)+ ptx]*
> [+ (0= 2up®) x)*’
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(substituce tato plyne z (—). zaménime-li v ni 7, u, 0 za {, v, p, —u) dostaneme
dz —3dx
Vet~ VF i =R i— )
nebof v dusledku (=) jest
(!H-E,u’) : (_—__l,tjr 2_0“_) — 2(0'—ul)t4u'o’—uwo__ _ 5
A

—u — un

(Jacobi, L e, str. 29.)

6. ABELOVY INTEGRALY RODU 1.

42. Ukazeme jesté, ze vypolet Abelovych integralt rodu I
(viz odst.34) da se prevésti na vypocet integralé eliptickveh (a in-
tegrili z funkei raciondlnich). K tomu cili budeme se nejprve
zabyvati kfivkami rodu 1. Podle definice rodu jsou to kiivky,

jez maji celkem
J J ("_:Lq("_vg) —1 (a)

bodd dvojnyeh (pfi ¢emZ singularity vyssi béFeme v pocet jako
jisty pocet bodd dvojnych). Znaime K jednu takovou kiivku
o rovnici @(x, y)=0 a sestrojme kiivku C,_, stupné (n —2)-ho
tak, aby prochdzela viemi body dvojnymi (¢imZ vznikd pro koefi-
cienty jeji podminek v poctu daném cCislem (a)) a jesté n—3
body na K libovolné zvolenymi. Mame tedy celkem pro C.—,

Gin—1)n=2)—1)+®—=3)=in+){n—2)—2 )
podnminek. K dplnému urleni C,—, jest tieba i(n+1) (n—2)
na sebé nezdvislveh podminek. Bude tedy rovnice kiivky C.—,
obsahovati aspoii dvé neuréené konstanty (parametry) a bud tedy

bude tvaru Infr (0 ) + A fa (%, ) + dsfs(x, ) =0, )

kde fi(x, y), folx, y). fs(¢, y) jsou polynomy v x,y stupné n—2
(a ve kterézto rovnici jsou sice zdanlivé tfi neuréené konstanty,
aviak, jelikoz jest dina moznost jednou z nich déliti. redukuji
se v podstaté na dv¢); anebo bude obsahovati jesté vice konstant
neuréenyeh (coz by nastalo, kdyby podminky v poétu celkovém
(b) nebyly na sob¢ nezdvisly). Pfipad prave uvedeny nastati vsak
nemuze, nebof, kdyby v rovnici kfivky C,—, byly 3 neurcené¢
konstanty, toz mohli bychom si na K zvoliti dalsi dva body,
jimiz bychom nechali prochizeti Con_,, ¢imz by vznikl svazek
Cr—; (0 rovnici s jednim parametrem). Pevnych priseé¢ikit mezi
kfivkami toho svazku a K by bylo
23(n—1m—2)—1)+mn—3)+2=nn—2)—1; (d)

tudiz toliko jeden proménlivy (zdvisly na parametru) a k¥ivka
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dana nasledkem toho by byla raciondlni (viz odst. 30). t. j. musila
by miti o1 dvojny bod viee, nez udava ¢islo (a).

Rovnice ki¥ivek C,—,; vyhovujicich danym podminkam bude
tedy nutné tvaru (¢) a vSecky k¥ivky budou protinati K v

nn—2)—>3

pevnych (na 4,, 4;, 4, nezavislych) bodech a vedle toho kazda jesté
ve tiech bodech proménlivveh (t. j. zavislyeh na volbé (4,, 4., 4;).

Piifadme nyni bodu [x, y] bod [§, %] rovnicemi

. fi(x y) _fi(xy)
Shew "= hien) ©

Témito rovnicemi bude kaZdému bodu [x, y| polozenému
na K prifadén jeden bod [£, ] (nebereme-li zietel na body dvojné
kiivky K). Méni-li se [x, y] spojité na K, méni se i [, 5] spojit¢
a opisuje kfivku K'. ktera jest tudiz na zikladé rovnic (e) pri-
radéna kiivee K.

Avsak také kaidému bodu [§, 1| na K' odpovida nasledkem
(e) toliko jediny bod |x, y| na K. Nebof, kdyby jednomu a témuz
bodu [§, %] odpovidaly dva body na K o soutadnicich [a, b], [a', b'],
bylo by (vylu¢me pro jednoduchost body v poé¢tu (b) na K pevné
zvolené a jim na K’ ptifadéné a rovnéz 9bodd, ve kterych kiivky
o rovnicich fy(x, y)=0. fo(x.y)=0. fy(x.y)=0 jeSt¢ protinaji

krivku K)
fo(a, b) __1,(a", D)) fr(a,b) _ fr(a', by
fi(a, b)  fi(a", b)) fi(a.b) fi(a',b")
e fi@b) _ fi@b) b

Hi(a" b)) f,(a" b)) fy(a",b")

Z téchto rovnic vsak plyne, ze kazda k¥ivka (¢), kterd pro-
chizi bodem |a, b], prochdzi téZ bodem [a". b']. Zavedeme-li tedy
pro C,._, dalsi jednu pedminku, aby prochizely bodem |a. b,
dostaneme svazek kf¥ivek C,—, o (d) priseéicich s K pevnych
a s jednim proménlivym, odkud? by ndisledovalo, 7e K jest
kfivkou racionalni (jako svrchu).

Vypoéteme-li [x, y| z (¢) pomoci [§, 7], miZzeme ndsledkem
dokizané véty ddti vysledku, pouzivame-li pfi eliminaci rovnice
o(x, y) =0 kiivky K, tvar

x=RmEn  Y=RE . Q)
Tu jsou R, 7), R,(. 7) raciondlni funkce proménnvch &, #.

Lze tedy nejenom kiivku K raciondlni transformaci ptevésti
v K" ’,b > - Ve r . L4 - .
v K'. n¥brz také naopak k¥ivku K’ lze raciondlné transformovati
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v K; rikdme pak, 7e transformace (e) — resp. ji rovnocenna (f) —
ki¥ivky K v K' (a naopak) jest biracionalni.
KFinka K’ jest tFetiho stupné: stupen totiz dostaneme jakozto
pocet priseéiki libovolné primky o rovnici
in A haE i =0
s k¥ivkou K'. Témto priseéikim jsou pritadény na K (jedno
a jednoznaén¢) na zikladé (e) priseciky kiivky
i (5 y) + Aof (3 ) F 25 f o (e, y) =0
s kfivkou K a to ty, je7z zdroven s 4,, 4,, 4 se méni. Ty pak jsou
celkem tii.
Tak mame vétu: Kiivka K rodu 1 da se biracionalni trans-
formaci prevésti na krioku stupné tretiho K'.
Kf¥ivka K’ nema dvojny bod, nebot pak by K’ a nasledkem
(f) téz K byla raciondlni. coz odporuje supposici.
POZNAMKA. Jsou-li koeficienty dané kiivky K ¢Cisla redlna
a zvolime:li si onéch n—3 bodé na K (spoluuréujicich C,_,) tak,
aby byly reidlné, coz obcené jest mozno oviem jen tehdy, je-li K
kfivkou redlnou,*) jest, jak ¢tenat snadno dokdze, i Cy—, k¥ivkou
réalnou s redlnymi koeficienty. S touto vSak jest i K’ k¥ivkou
redlnou s redlnymi koeficienty.
43. Je-li din integral Abelav
[Rexy dx ®
vztahujici se ke kiivee
P (x, y)=0
rodu i, pfeménime jej nejprve transformaci (f) na integral Abelav
vztahujiei se ke ki¥ivee K' tietiho stupné bez dvojného bodu,
jejiz rovnici budiz
' o (€, p=0. (h)
Staci v (g) poloziti
dx 3R, | 3R dy

= I‘)l (Q, ")* Y - Rz(h '))v d§ — af + b'} d§’
kde h
dy _ _ ok
dé
on

*) Jestlize rovnice kiivky algebraické s redlnymi koeficienty ¢ (x. y) =0
spliiovana jest pro body [x, y] = [, b;] jistého mnoZstvi sklidajiciho se jenom
z bodi isolovanych, jest kfivka dana kfivkou imagindrni. Isolované body
(redlné) kfivky algeb. s redlnymi koeficienty jsou vZdy singuldrni body kiivky
¢(body vicendsobné).
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&¢imZ se dany integral zméni v integral tvaru
[ dE; k)

tu Jest R(, n) raciondlni funkee bodu [§, ]. Vztah vSak (h) mezi
& 7 mizeme psiti, je-li bod &, 5, na K' (t.j. je-li @ (6, 1) =0)
takto
AE—EPFBE=E& =)+ CE—=5) —n) +D— Y+ FGE— &) +
+GE=E&—n)+HM—n)+KE—E&)+L(—n)=0.
Polozime-li v této rovniei n —n, = t(§—5,), obdrZime
E—Ey a4+ Bt oDV 4+ ¢ =) [F+ G+ HE]+ K + L) =o.

odkud tedenim
fog _FHGUHHE + Va+ bt +ct+ disf et

2(A-+ BI+Cr+Dts)
t.J. E=r (t, Va ¥ biTF clEFdPFett)
a z rovnice 7 —n, = t(§—§&,)
n=r,(, Va4 bt + ct* F dt* F et?).
kde ry,, ry jsou racionalni funkece argumenti. Zavedeme-li po-
moci téchto rovnic misto £ a # do (k) prom¢énnou ¢, mime konecéné
pro dany integral vyraz
fr (1, Va+ bTF ¢i* A F ef?) dt;
t. j. dany integral Abeliiv rodu 1 jest pretooien o integril
elipticky. -
Zaroven jsme ziskali tuto vétu: Souradnice bodit na krivce
rodu 1 lze oyjdadriti jakoZto raciondlni funkce
ta Vadbt+ e+ didvF-elt,
kdez a, b, c. d, e jsou vhodné konstanty.

43a. Biracionalni transformace k¥ivky y:=4x?—g,x — g, samy
v sebe. Lzc snadno odvoditi jednu biraciondlni transformaci
ktivky “tietiho stupné o rovnieci
Yyr=dxt— gyx — g, (p)
=4k —gf— g, @
jejiz rovnice se lisi toliko jinym ozna¢enim proménnych sou-
fadnic bodu na kt¥ivee. Transformace ta obsahuje jednu libo-
volnou konstantu a ma velikou diileZitost pro eliptick¢ integraly
(a funkce).
Zvolme si na ktivee C o rovnici Y’—~4X’—g‘,X——g3 dva
body [x, yl, [xo, yo|, jimiZ prolozime p¥imku

ve kiivku
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= - F =YY, —Yo¥ —
Y=aX 48 kde tedy =T = pra—y

(soutfadnice proménného bodu jsou znaceny v rovnici kiivky C
a pfimky znaky X,Y). Pfimka ta protne k¥ivku C jesté v jednom
bodé [£, 5], jehoZ soufadnice ziskdame z rovnice ptimky a krivky
C operacemi raciondlnimi (feSice obvyklym zpisobem obé rov-
nice). Vylou¢ime-li z obou rovnic ¥, dostivime ihned

4X*— g,X — gy— («X+ By =0 aneb 4X°— @*X* — (ga+ 20) X — (& + F*) =0.
Tato rovnice tietiho stupné v X méa za kofeny x, x,, £; pro jich
souc¢et mame ihned

o, ) o 1 (y—wye\?
§—|—x+x,,_zu aneb f=—x x,,+4( ) §))

X — x,

¢im7 § pomoci [x, y] vskutku raciondlné vyjadieno. Z rovnice
piimky néasleduje pak i raciondlni vyjadieni %

n=

— Y, oX Xo Y—1Y
Loopp b 7850 aneb  u=y+L=8 -0 @
Body [x, y|, [£, 7] miZeme patrné¢ v rovnicich (1) a (2) zaméniti;
uéinime-li to, dostaneme

=—t—xty (70 y=ar T le-b )

E— §—x,

¢im7 také naopak vyjadfeny |x, y| racionalné pomoci (£ 7). Je-
liko7 |x, y), [£ 7] jsou Cisla libovolnd vazana toliko vztahy (p), (),
mizeme vysledek vysloviti ve vété: Transformaci (1') prechézi
kiivka (p) ve kfivku (q); ji ekvivalentni transformace jest (1)
a (2), kterou zase naopak prechazi kiivka (q) v (p). Jest tedy
rovnicemi (1), (2) resp. (1) ddna transformace biracionalni, jiz
kiivka o rovnici y?=4x%— g,x — g, prechazi sama v sebe. PFi
tom jest x, libovolnd konstanta a y, uréeno (dvojzna¢né) rovnici
Yo? = 4x3— gyx, — &3- Kdybychom v (1), (2) resp. v (1) misto y,
psali —y,, dostali bychom druhou transformaci biracionalni pfi-
nalezici k témuz x, jako svrchu vypsana.

Pokladajice v (1) # za funkci proménné £ v diisledku (g). pro
jejiz derivaci 7' tedy jest
"n=06£8—14g,
mime, diferencujice prvni rovnici z (1) podle £ (a nasobice hned 7)

vde | — e L [1— 0 (652—%&)(5—:%)—?1(11—1/,) d
;dx-[ ’+2(§—x..) =) ]5 )
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Avsak podle druhé rovnice z (1) jest (dosadime-li za x podle prvé
rovnice z (1)

O e 7P S b e 1= y\?] _
y=ntp o £) i+§_ [2§ Xt (f—x..)]
=7)_17 n—Y, (65”—-}-ga)(E—xo)—n(n—”g.)
2§—x., (E—xo)2

a tudiz, porovname-li s (3),

ndx=—ydE.
Dospivime tedy k vysledku: V diisledku vztahi (1) — anebo
vztaht (1), (2) jim ekvivalentnich — jest tato roonost mezi dife-

rencialy dx o dE
"= @

Viv—gx—a  VaB—ab-u

€= + 1| podle toho, jaké znaménko ma podil y: 7.

Tim ziskali jsme novou, dilezitou pomicku k transformaci
eliptickych integrald.

Zv1astnim pripadem substituce tu uvazované jsou substituce
(8), (8), (8% odst.39. Klademe-li na pr. v (1') x,=e,, jest y,=0
(nebof 4x% — gyx— gy=4(x —e,)(x —e,) (x — €;)) a prvni rovnice
z (1') se méni se zretelem ke (g) ihned v rovnieci

r=—E—o¢, +Q_JL_GJ+M§E?,,=GI+(&L’)(G‘—_‘§),
f—e f—e f—e

coz. se shoduje s (8') v uvedeném odst.

POZNAMKA. 7 okolnosti, ze body [x, yl, [%o, Yo, |& 7] leZi na
piimce. nasleduji vztahy

f, N 1
Y—Y_Yo—W__n—Yy
Jo 1 x, , 1 ]=0, 5
X— X, r.,—§ E—x y G)
xm ylh 1

jez jsou ovSem razné tvary jednoho a téhoz vztahu mezi sou-
fadnicemi téch tii bodd. .

Kdybychom stanovili elementdirni symetrické funkee rovnice
ttetiho stupné pro X svrchu napsané pomoci koeficientd dané
rovnice, z vysledku pak eliminovali e, B, dostali bychom dale
tuto relaci

(§+x+xo)(4x§xu_ga)=(§x+§xo+ xro+'-i'g!)a’ 6)
kvadraticko-koadraticky 'to vztah mezi x, £ (obsahujici libo-
volnou konstantu x,).
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43b. Biracionalni transformace kfivky y*=(1 — x*)(1 — k*x?) samy v sebe.
Kfivky jedna étvrtého stupné, druhé druhého stupné o rovnicich

Yi=(1—X)(1—k*X?), Y=kX:+aX+8

protinaji se rovnéz ve ttech bodech, jichZ soutadnice zdvisi od «, f. Jich sou-
fadnice X-ové jsou dany rovnici tfetiho stupné

U—X)1 —kX)—(kX*+aX+8)=0
aneb —2akX—(1+ k4 @2k X — 20X+ — =
takze, oznac¢ime=li soufadnice onéch tf¥i bodi stejné jako v pfedchazejicim
odstavci znaky {§, 7], [x, y], [x, yo], jest na p¥.

xE+x..§+xxu=+3i%i=‘£- )

a dvahou shodnou s tou, ktera provedena byla v odst. pkedch. (¢, § stanovime
tak, aby kfivka Y=kX'+ «X 4§ prochazela body [x, y], [x. y,] a pouzijemne
rovnice (1)), dostdvame tento vvsledek:

Transformaci biraciondlnou

= kG- tu T D)
(x n) — %

jez jesl ekvioalentni (pzhledem k dané kfioce) systému

_ fyo—ux, k(e —
= e ey VTRC H(x—x)+y.+ 5_%

prechdzi dand kFioka o roonici y*=(1— x*)(1 — k*x*) b samu sebe, t. j. v kiivku
o0 roonici nt=(1 — £)(1 — k&)

Z prvé rovnice (2) nésleduje (odstranime-li po vhodné iipravé zdvo moc-
nénim y, jehoZ Ctverec jest racionalni celistvd funkce proménné x) tato
koadraticko-kvadratickd relace mezi £, x:

k& xt— k2 xpt . (824 x?) — 2ky, . Ex +1=0. ()
z niz diferencovianim
[k(x*—x)E—xy)dE+[k(E—x)x—Ey]dx=0.
Dosadime-li do prvé zavorky podle (2) za & a do druhé podle (3) za x, mime
ihned jakoito disledek transformaci (2) resp. (3)

d§ dx ed§

=2 + = aneb - P i pp———

Yy V(l—x‘)(l—k’x’) V(1—§')(l—k=§')
Zavedeme-li jesté misto x, konstantu 1/kx, a v disledku toho misto y, vyraz
Yo'kx,!, koneéné — x misto x, obdrzime, Ze vztah

E— YXet XYo @

1—kixtx,?

(x - xn) (3)

ma za disledek tuto roonost mezi diferencidly ,
dfr o edx
Va=8ya—ké&)y Vi—x)(1—kx?)

£=sign Y .. )
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POZNAMKA. Jestlize v rovnici (4) x,=0, y,=1, jest §=x; budiz pak
x Cislo polozené upnitf intervalu (—1, 1) a zvolme si (kdyz x,=0, y,= |, E=x)
znaménka ¢&isel y, y tak, aby i y=y > 0. Pak se zfetelem k okolnosti. ze
vyraz na pravé strané (4) jest spojitou funkci proménné x, v okoli bodu 0,
(pti Cem?Z y, jest v okoli bodu 1) bude i pro vsecka x, jistého okoli bodu 0
(pFi Yo > 0) pFi pevném [x, y] ¢islo & stale uvnitf intervalu (—1, 1) a y stile >0.
Za téchto predpokladid (Ze x jest uvnitf (—1, 1), Ze x, jest v jistém okoli
bodu 0 atd.) nasleduji snadnym poétem ze (4), kterouz miizeme psiti ve tvaru

E= x V(l —x) V1= kx5 1 —x Vﬁf:_k.;gf (6:)

1 — kixix,?

tyto rovnice

Vi 5’5 Vi—x V1= x2 1— .xk.x;., Vl—k’x’]/l—k’v,, 6.)
— kixix,?
Vl k’§= Vl—lc‘x’Vl—klx',_-;I::.:.t;.,Vl—x Vi—x, .- (60)

Soucasné s témito tfemi rovnicemi jest v platnosti (5), v niz e=1.
44. PRIKLAD. Integral
8 e
f R(x, Vax'Fbx'F cx 4 d) dx
jest integral Abeltv patfici ke kfivce tietiho stupné
P =ax '+ bx*textd. (2)
Integral ten da se vidy vhodnou substituci pfevésti bud na integrily
eliptické anebo na integraly z funkce raciondlni, jelikoZ kfivka tfetiho stupné
jest bud rodu 1 anebo 0.
Abychom pfevod zminény provedli, uZijeme metody svrchu obecné na-
znacené,
Na kfivee (a) lezi patrné bod (9, 0), kde 9 jest redlny koFen rovnice

ax*+bxt*4+cx+d=0, b)
a my budeme podle x, y FeSiti rovnici (&) s rovnici svazku pfimek procha-
zejicich bodem (4, 0): y=1t(x—0)
Eliminaci y z obou rovnic dostaneme
.. 2
£ (x — oy = if”"%_":)ﬁig =a(x— 0y b'(x—8)+c (c)
anebo (@ =) (x = O b/ (x — D)+ ' =0,
e —b'+Vb" 467(‘3 ——t?) y=1 —b'+VB'T~__éi(li_: t’)
2(a—19) 2(a— %)

takie dany integral se vskutku redukuje na integral
[ro@ Vo =@=) dat,

coz jest integrdl eliptick¥, neni-li oviem
bud 1) =0 aneb 2) b"* —4cla=0.
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V ptipadé ¢’ =0 proménni { z odmocniny vypadne a jak z (¢) patrno,
ma rovnice (b) kofen x =4 dvojnasobny. V pFipadé bt — 4 ¢'a =0 jest patrno
rovnéz z (c), Ze rovnice (b) ma koten jeden dvojndsobny, a tudiz iento pF¥ipad
previdi se na prvy. Tak mdme vysledek: M&-li roonice ax®+bx*+4cx+d=0
jeden kofen doojndsobny, dé se dany integral prevésti raciondlni substituci
na integral z funkce raciondlni; ma-li pak vsecky kofeny riizné, lze jej pre-
pésti na inlegral elipticky.

Viz pf. 3. odst. 19.

45. POZNAMKA. V nékterveh zvlastnich ptipadech lze pte-
vésti i ty integrily Abelovy, jeZ ptisludeji ke kfivkdm rodu
vysiiho neZ 1, na integrily eliptické, Budiz ddn na p¥. integral

flf (x, i/ax‘ +bxt+¢) dx.

Ten se da preméniti racionalnimi operacemi na tyto ¢ty¥i druhy
integrali

(axt F bxt 4 o)k
Pro k=0 jest vyraz posledni integral z racionalni funkce: pro
k =2 jest elipticky integral (patfici ku [ ax*+ bx?+ ¢) ; zbyvaji
tudiz pripady k=1, 3, ve kterychz lze provésti redukei dalsi
na integraily

f‘*r— dx —; k=0, 1, 2, 3; r(x) funkce racionalni x.
V@ax+1

_ xn(x)dx . nG)dx h—1 3
‘l/(a.v‘+b.i"+c)k i/(.sl,?c"-}—b.x"—F?)Tc -

Pro prvni z téchto integrilti polozime

—b + Vb’— 4ac + dat*
24

axt4 bx*+4 c=11, x?=
d 21* dit
xdx = ;o ——————
Vb* —4ac F dat* ’
¢imz se integral ten redukuje na integral elipticky patfici ku
Vb*— d4ac + 4at*.
Pro druhy integral staci klasti
axt+ bxt 4+ ¢ = x*
a obhdrzime rovnés elipticky integral nalezejici ku
Vb — gac + 4ct*.
Tak vyplyvd, Ze dany Abeliiv integral dd se pfevésti na in-
tegril z funkce raciondlni a[na integraly eliptické nalezejici
ke trojim obecné riznym odmocninim a to

Vax*F bx*Fe. Vbt — sac | 4at*. Vo' — gac + 4ctf.
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Cviéeni.
1. Integraly Abelovy tvaru
fR (x, y)dx, kde y*=a-bx*+ cxt+ ex?,
daji se prevésti na integraly eliptické (jednak prisluiné k Vaz + bz* +cz° F ez*
jednak k Va+ bz 4 czt + ezd). Substituci x*=z.
2, Integrily AbelovyfR (x, y) dx, kde

Y=ax*taxitaxttaxta,x*tax+a

a koFeny pravé napsaného polynomu Sestého stupné daji se sestaviti ve tii
dvojice bodt (x;, x"), (x2, x'5), (x5, x%), jez jsou v involuci (t. j. pro néz jsou
splnény rovnice
-+ mx;x';+n(x;+x)+p=0, i=1,273),
daji se rovnéz prevésti na integraly eliptické.

Dikaz jest snadny, jestlize dvojné body involuce (t. j. kofeny rovnice
mé&2 4+ 2n€ + p=0) jsou realné a rizné. Pak staéi uciniti substituci

Xx—-a__,

x—pf  ©
kde «, # jsou dvojné body oné involuce (kofeny uvedené rovnice druhého
stupné) a mame ihned pFipad v 1. pFikladé.*) .

3. Integral R(x)dx

fVa +bx+cxt + gx*+ cxt F bxsF ax®
da se prevésti na integraly eliptické. (Spada jako zvlastni pfipad do 2. piikl.,
avsak také lze uziti substituce

- 1 Vz+
x+x ‘=2Z, -V;— VE

4. Integrdl Abeliiv fR (x, y) dx, kde y*= P(x) a P(x) jest mnohoc¢len v x
bez kvadratického délitele, lze pfevésti na integril elipticky fR &, ») dt.
kde gt =4£%— g,f—g,_. biracionilni transformaci tenkrite a jenom tenkrate,
je-li P(x) ¢tvrtého anebo tfetiho stupné. (Nebof relace, jez v diisledku biracio-
nalnich vztahd mezi [x, y] a [£. 1] jest mezi x a £ — obdobné& jako jest relace
(6) odst. 43a a («) odst. 43b mezi & x — jest kyndrnticko-kvadratickfl.)

5. Je-li R(x) libovolny mnohoélen v x &tvrtého nebo tietiho stupné bez
kvadratického délitele, puk integral eliptick)"fR(x, y)dx, kde y*= R(x), lze
touto biraciondlni transformaci

E— YYo=+ Rlx)) + § R'(x,) (x — x4) "¢ R (x) (x — xo
2(x — x,)t

*{E;);nici () lze totiz psati
(x =) ("= B+ (' — ) (x—F)=0
X—a  xX'—a __
x;? x'_ﬂ -

odkudZ uvedené tvrzeni ihned plyne.

aneb
0,
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)_[ Rx)  _, R ] _[ R _, Rix) ]y

(¢ — xop? (x — x) (x¢ — x)? (xo—xp 17"

pii Cemz n*=4£— g,£ — g, a x,, y, jsou konstanty vizané relaci y,*= R(x,),

pFevésti na normdlni tvar Weierstrassiiv. Konstanty &, g, jsou invarianty

polynomu R(x); t. j. piSeme-li R(x)= a,x*-} 48, x*+} 6a:x* + 4a;x 4 a,, jest
&= a,a8,— 4a: a1+ 3ad’, 8= 3,8, 84; — a8 — ay’ ao+ 28y 8. 4 — a4y’

Mezi diferencidly neodvisle proménnych jest konecné vztah

de _ d§

Y n
(Weierstrass, Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Iunctionen, L;
Werke sv. V. str. 13.) Odvodte vysledek pF. 41d jako zvlastni piipad pied-
choziho vysledku.
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