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IV. INTEGRALY Z NEKTERYCH FUNKCI TRANS-
CENDENTNICH.

46. V nasledujicich odstaveich zabyvati se budeme nékterymi
obeencjsimi ptipady integrali z funkei transcendentnich a to
hlavné témi, jeZ se daji pFevésti na integraly racionalnich funkei
a tudiz v ukonleném tvaru pomoci elementirnich transcendent
vyjadiiti.

Na prvém mist¢ vezmeme v Givahu integrily tvaru

[R (cos x, sin x)dx,

kde R(u,p) jest racionalni funkci proménnvch u, v. Pii téchto
integrilech vzdy vede k cili substituce

tg :: {. (a)
ze které -
— 1 . 2f dx 1 dx 2
COSX—-— -~ , Sinx= - s = - =1, = .
14 {14+ dt 2cos®lx dt t4¢
Tedy T .
Y fh’(cos x, sin x) dx=2f R (!A-——t?, ___’L_) dt s
1402 140/ 142

¢imz preveden dany integril na integral raciondlni funkce z f,
nasledkem &eho? jest patrno, 7e dany integral vzdy lze vy-
jadFiti pomoei ¢lenti obsahujicich :

1. Raciondlni funkei vyrazu tg {ux.

2. Vyrazy tvaru 4 log (tg 1x — @), kde A, @ mohou nabyvati
hodnot komplexnich.

POZNAMKA. Misto substituce (a) lze nékdy ucelnéji (viz pF. 2.
v odst. 50.) uziti substituce tg 1 (R —x)=¢, R=14n lisici sc v3ak
od (a) jenom nepodstatndé.

42. Ma-li R(cos x, sin x) zvla3tni tvar, lze ¢asto udati sub-
stituci jednodus$si. Tak zejména:
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a) Jestlize R(u, )= R(— u, — o), posta¢i k transformaci in-

tegralu | R(cos x, sin x) dx substituce

- ®)
i 1 P =+1
at e e MTTyife T

_ ) (w1 i )_dt

fR(cosx. slnx)dx~fﬁ(]/m’ Vm)“r"'

Zménime-li v poslednim integralu u V1+t‘*‘ znaménko, funkece
za integraénim znaménkem ndsledkem predpokladané vlastnosti
funkce R(u, o) se nezméni, odkudZ je patrno, ze vyraz za zna-
ménkem integraénim se redukuje na raciondlni funkei pro-
ménné f.

p) V integrilech, jez lze uvésti na tvar

fr(cos x) sin x dx, fr(sin x) cos x dx,

kde r(u) jest raciondlni funkce u, lze uziti substituce

cos x=1{ resp. sinx=/, (©
kterymi se redukuji ihned na integraly

—|r(t)dt resp. fr(t) dt.

POZNAMKA. Substituce tu pouZité lze pouziti, i kdyz R(u, o)
jest libovolna racionidlni funkce proménnych u, n. Pak oviem
integral substituci vznikajici jest integral Abeliv piislusny bud
k J1+# (pti subtituci (b)) aneb k J1—1¢* (pfi substituci (c)).

Rovnéz substituce (a) odst. piedchazejiciho lze pouziti i ten-
krate, kdy? R (u, o) neni funkei racionalni proménnvch u, o, nybrz
obecuéji algebraickou funkci téch proménnvch: pak substituci
pouzitou vznika integral Abeliv.

48. Integraly tvaru

fR (ex)dx, jR (eax) dx, (d)

kde R(#) jest racionalni funkce £ prevadé&ji se substituci ev= &
resp. e*= £ ihned na integrily

[ro%. e

49. Pouzivame-li funkei exponenciilnich definovanych i pro
komplexni hodnoty argumentu, jest
2cos x=e*+ e, 2isinx=e* —e ¥

a miZeme i integraly odst. 46 zahrnouti mezi integraly tvaru (d),
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t. j. mezi integraly z funkce R(e®), kde a=i. Jestlize vsak (obec-
néji) a jest ¢islo komplexni — pisSme, abychom to zdiraznili, bi
misto a (pti cemz viak nevyluéujeme ptipad, 7e bi jest redlné) —
miZeme pti po¢itani integralt (d) postupovati takto:

Predpoklidejme nejprve k vili zjednoduseni vykladu, ze
raciondlni funkce R(z) ma jmenovatele, jehoz nulové body —
pokud jsou rizny od nuly — jsou vesmés jednondsobné. Pak
lze R(z) vyjadtiti jakozto soucet Elent

{1 : "
~= . Be, B;z, B_,z7
z— Gk J J
anebo té7 ¢lenti
, . ; o
Ag Tk g B, B_jpa,
z— Gk

kde A'x= Aw(ity™". Cisla & jsou pravé nulové body jmenovatele
riizné od nuly. Klademe-li tedy fi= e — tudiz ibay = log &1 —
a z=e®, jest

4) R(e?*) = % A’ cotgd b(x — ap)+ B, + ? (Cycos blx 4 D;sin blx). -

Cleny tohoto vyrazu lze snadno integrovati podle realné pro-
ménné x; jest na pf. (odst. 18b, pt. 1)

fcotg % b(x—c¢)ddx= % log sin % b (x — ¢;) + konst,,

nebof derivace pravé strany pocita’'se podle tychz pravidel pti
komplexnich b, @, jako p¥i realnych b, ay.

Mi-li jmenovatel raciondlni funkee R(z) nulové body mnoho-
nasobné, ptistoupi v (A4) jesté ¢leny tvaru

@
Ak D, [cotg 1 b(x — ],
kde D, jest symbol vyznacujici derivaci podle proménné x. In-
tegrace takovychto ¢élend jest bezprostifedni.

Vztah (4) nam pFedstavuje rozklad funkce R(e'**) v jedno-
duché prvky a jest obdobny rozkladu funkce raciondlni ve
zlomky &asteéné, jehoZto ostatné jest disledkem.

50. PRIKLAD 1. Propoéitejme na zdkladé uvedeného integral

f dx .
acosx-+bsinx+c

Zavedeme-li proménnou ¢, dostivame

f dx »_2'[ dt .
acosx+bsinx+c¢  Jc—att+2bt+cta

Petr, Integrilni polet, 2. v. 9
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Av3ak (odst. 18)
dt

@) f(c—a)t=+2bt+c+_;

_ 1 (c—a)t+b Va-+b=—?
TeVaFbr—2 (c—a)t+b+Va'+—b'—c' k,
kdyz a*+4b*—c*>0;
8 a 1 e ——a)t+b
(c—atr42bt4c+a Vc'—a'—b’ V'
kdyz ¢*—a*— b* > 0;
dt 1
?) C—attobiteras —airp®

kdyz ¢*—a*—b*=0.

Tak jest f dx _
acos x+bsinx+4c

1 log | €= tEdx+b— Va'+b=—c'4+k
“Vatb—c tle—atgix+b+Vatb—c
pro at-+b*—c' >0,
_ 2 (c a)tgix+b
Vo—a-p rctg V*— +k

+k pro a*-b*—ct=0.

(c —a) tg }x -I- b
Jako zvlastni ptipad vyplyva z predchézejiciho pro r 4+t
(t—r)dx )
— 2 arct t konst.
fl—l-zrcosx-l-r' g( gix |+ kons
Odéitime-li tuto rovnici od rovnice oéividné platné

1

f It2reosx+r ) — v+ konst,
14 2rcosx+4r?

obdrZime vztah

_2cosxt2r . x zmtg(i—r
14+2rcosx—+rt r r 1+4r

jehoz pozdéji pouzijeme.
PRIKLAD 2. V integrélu

) -+ konst,,

pro a&+4+b—c'<0,

(a)

@®)

f A4 Bsinx dx. bt — dac <0
a

+ bsinx 4 csin*x

pouZijeme substituce (viz pozn. k odst. 46)
R_x=t, dx =— 24t s sinx:l—:t‘,
2 14 141
¢im% se dany integral zméni na integral
f (A+B)+(4—B)yr . iy
@+b+o+2—c)tr+@—b+ctt

ktery vypoéten v odst. 18, p¥. 2.

tg
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PRIKLAD 3. Pouzivajice substituce (b) odst. 47 mime ihned

-’—f dx - __f da
asin® x + b sin x cos x -} ¢ cos® x at'+bt+c,
¢imz dostaneme (pouZivajice odst. 18, piikl. 1) — kladme D = b* - 4ac —

2 2atgx+b
J V=D arctg V=D + pro D <o,

__1 . 2atgx+b— D
==—log&~ 81 Y "'~
/b Og2atgx—|—b+]/l—)+k

1
T atgxtib

PRIKLAD 4. Integral f dx
' a -} bex

se zméni substituci ex={ na integral
dt 1 [dt b dt 1 —
LA e 2 Y ep - -k
ft(a+bt) a) i 8fa—l—bt al%8 it
dx 1— oex
f;ﬂ;,,x—:“’gm*""

PRIKLAD 5. Integrily tvarufsin”xcos"x dx.*) Integral

+k D=o.

a tedy

[sin2m+1 x cost xdx m celé,
se preméni ihned substituci cos x =0 na integral
—f(l — p*)m pn dp,
jenz se lehce vypoéte, je-li m kladné. Na pfi.
fsin’xdx: —cos x +§cos®x — } cosdx k.

Podobné lze stanoviti
fc052m+1 x sinadx dx, m celé kladné.

Konec¢né integral
fsin'" x cos® x dx,

kde m + n jest zdporné a sudé, m +n=—2p, se piteméni substituci tgx=0o
ihned na integral .
Jom1+ 0~ do.

Na pf. sin?x
f dx=fo’dv=}v‘+k=}tg‘x+k.

cosbx

*) Integraly tyfo souvisi Gzce s integrily binomickymi (odst. 20, 21).
Obraty tu vyklddané byly jiZz v podstaié vyloZeny v citovanych odstavcich.

Viz pozn. 1 a 2 odst. 20 a odst. 21.
9*
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V ostatnich pripadech lze pro vypocet integrali
fsinm xcost x dx

uziti formuli redukénich ndsledujicich, jez ¢tenaf (pouzivaje pfi pFimém od-
vozeni integrace per partes a vztahu sin®x - cos® x =1) snadno dokaze.

inm—1x cosn+1 —
1)fsinmxcos"x=—smm X cos d + m l./1sin"l—i*.7¢.'cos'l+2xd.1v.
n+t n+1
inm—+1 n—1 —
2 _ sin X cos X n L [ sinm+2x cosn—2 x dx.
m-+1 m—+1
inm—1 n+1 —_
3) =S xcosntix  m—1 sinm—2 x cosn® x dx.
m-+n m-+n
- “+1 n—1 —_—
4 = SmmmTxcos x+ n—1 sinm x cosn—2 x dx,
m-+n m-n
+1 +1 . -
5) — M,,_x+m+"+2 sinm+3 x cosn.x d.
m+1 m+1
inm+1 +1
6) — _ sinmT!xcosn x+m+'1+2fsinmxcosn+2xdx. -
n-41 n+1

Pouzitim téchto formuli Ize pfevésti kazdy integral tvaru
fsin'" x cos® x dx,

kde m a n jsou cela &isla, zejména integral nespadajici do specidlnich tvari
svrchu FeSenych, na integrily

f f dx f dx f dx
dx, - ” L] _—
cos x sin x sin x cos x

jichZ vypocet jest snadny.

Uziji t&chto formuli redukénich ve dvou specidlnich piipadech, jeZ ndm
budou pozdéji uZitecny. Nejprve, abych vyjadfil integrdl ze sin2ex. Pro
tento integrdl mame v disledku vzorce 3:

fsinz'lxdx=—lsin2"—1xcosx+2"—_1fsin2"—2xdx. (3]
2n 2n
Opétnym pouzitim této relace dostaneme (n celé, kladné)
) 1 . @n—1)
sin2nx dx = ¢ x—(— sin2n—2yx f —— - sin2n—4 x
f " o ST e —2) +
(2n—1)(2n —3) oo 2n—1)(2n—73).. )
. - -+ konst.
2n @n — 2)(2n—4) sin x—+-- +o,, en = 2)@n —4).. sin x cos x+kons
PFi tom jest 1.3.5....2n—1) ! n
n= ( 2) (=)
2.4.6. 2n n :

Zavedeme-li jesté k vili struénosti polynom

..., __(2"_2)n—
st TETL

gn®=1+2 42



lze dati vysledku dosazenému tvar
fsin’" x dx = cpx — cn €Os x sinx . gn(sin 2x).

Obdobné, pouzivime-li vzorce 1., mame

sin2n x 1 sin?2n—1x 2n—1 [sin2r—2x
—————— dx = — — - dx,
cos2nt+1x 2n  cos2rx 2n J cos2r—1ix

V rovaici této jsou, nehledé k protivnym znaménkim na pravé strané, titiz
numeriéti soucinitelé jako v (!). Opétnym jejim pouZitim dostaneme (pouzi-
vame-li opétné vyrazu gn(&) a znaku cn)

ﬂ_ — o {\R n+1 tg x . s "
fc052n+1xdx—( 1) c"fcosx+( e a(—tglx). (1)

Kone¢né z rovnice (!), piseme-li v ni 2n—1 misto 2n, dostaneme za pfedpo-
kladu, ze n je celé, kladné

_(en—2) sin2n—4x |-

fsilﬂ"—'xdx:—( r sin2n—2x
2n—1

(2n —1)(2n—73)
2n—22n—4) . 2n—2)(2n—4)..
Gn—ten—3en—3 """ Tt G Ty en—3) .. ) cos x +- konst.

51. Dalsi dosti obeeny ptipad integrali z funkci transcen-
dentnich, jez se daji snadno vypoéitati pomoci elementirnich
transcendent, jest din vyrazem

fP(x, evs, v, . .. sin ax, cos ax, sinbx, ... dx.

Pti tom P znaéi mnohoclen (racionalni celistvou funkei) v za-
vorce vyznacenych argumenti.

Tu nejjednoduseji dospéjeme k vysledku, nahradime-li
funkce goniometrické pomoci exponenciely (uZivajice formuli
Eulerovych. odst. 18¢). Jest na pf.
eaix — p—uaix esix |- e—mx

sin ax = — ——— cos gy — —- L
2i 2

Provedeme-li tuto ndihradu, zméni se integril dany na soucet
integral tvaru
fn Ax dx

kde v obecném piipadé jest ¢islo 4 komplexni a kde n jest celé
= 0. Integral tento viak pomoci integrace per partes ptipousti
jednoduchou formuli redukéni (stejnou, af jest 4 redlné ¢i kom-
plexni) a lze jej snadno vypocitati.
PRIKLAD 1. Jest
1 ela+bi) x 1 ela—bi)x

ax bxdx = — | [ela+b)x { ela—bdx] dx
fe cos bx dx f[eﬂ i) x 4 ¢ i) x] = At bi 5 2 bi

__(acos bx - bsin bx) eax
- at+ be

k=

4+ k  (viz pi¥ikl. 2, odst. 7).
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Obdobné jest

fe" sinbxdx = i.e(H-be_ 1 ela—bix __.(v" sin bx — b cos bx) eax
2i a-|bi 2i a—bi a*-+} b?

PRIKLAD 2. Jest vypo&itati

+ K,

_]=fe“ sin? x cos® x dx.

Tu jest ) . )
sin®*x cos®x = — Py (eix — e—ix}? (eix | e—ixpPp =

= _421_5 [e%ix 4 e—Bix |- edix -} e—Bix — 2 (eix | e—ix)| =
=— % (cos 5x + cos 3x — 2 cos x).

_I=—;—‘feﬂxcos'ixdx—%feﬂxCOSSxdx—l—é’feﬂxcosxdx=

e (5 sin 5x +- a cos 5x) __ea¥(3sin3x + acos 3x) + es¥(sin x-} a cos x) +k

16 (a* 4 25) 16(a®*+9) 8(ar--1)

52. Integraly tvaru
fli‘(x) log x dx, x>0 (a)

kde R(x) jest racionalni funkce proménné x, daji se prevésti
rozkladem R(x) na zlomky éaste¢né na tyto integraly

fxm log x dx, Nog x

( y m=0, n=0.
x—a

’

Integral prvy se vypolitd ihned integraci per partes (odst. 7),
pro integral druhy dostivame integraci ¢asteénou. jestlize n > 1.

log x log x 1 dx
SR dyx=— s
f(x—a)" * n—1)(x—a)*1 _*_n—1_[.:&'(.’0—‘!1)"‘l

¢imz integridl preveden na integrail z raciondlni funkce. Vvsledek
tento jest platny, af jest a Cislo realné nebo komplexni.

Integral fk)g_x dx ®)
X—a

nelze vyjadrFiti elementirnimi funkeemi; mizeme jej viak vy-

jadriti fadou mocninnou (potenéni). BudiZ nejprve a realné

kladné a predpoklidejme, Ze x jest v intervalu (0, a). Pak jest

=1l _x x_ X .. (c)

K Ffadé této dovedeme sestrojiti funkei primitivni tim, Ze utvo-
Ffime Fadu mocninnou, jejiz ¢lenové jsou primitivni funkece
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k ¢lentim fady (c). A stejné sestrojime primitivni funkei k fadé (c)
nasobené log x. I jest*)

1 { | 1
fﬁ%dx:—?flogxdx—a—,fxlogxdx—a—,fx’logxdx—

X x? x3? X x*t x?
=k—[5+—2;+—+----]logx+[ﬁ+2,—a,+3,—a,+----]

3a®
= k'-—l—logx.log(a—x)—}—lp(—;i),
x X X
kde W(x)=7’+é=+3i+""

Vyjadfili jsme tedy integrdl (b) pomoci funkce ¢ (x) a funkei
logaritmickych za piedpokladu ovsem, Ze a jest Cislo redlné
kladné a x v intervalu (0, a). Avsak, kdyZ a jest komplexni, pak
tp(%) (za ptedpokladu, 7e x jest v (0, a|)) se stane komplexni
funkci reilné proménné x, pii Cemz reilnd i imagindrni ¢ast
jsou diny Fadou potenc¢ni proménné x. (‘tendf pak snadno
dokdze, 7e i v tomto pripadé (a komplexni) derivace ziskané
funkce (komplexni) jest didna funkei log x/(x—a), ¢imZ pro in-
terval (0, |a]) jest vyjadien integral (b).

S transcendentou ¥ (x), kterd se v nékteryeh spisech nazyva
dilogaritmus a zna¢i nékdy znakem dl x a jiz lze vyjadFiti in-

tegralem _fligil‘“x) i
x »

volime-li integra¢ni konstantu tak, aby integrdl byl roven nule
pro x =0 (jak ¢tendf na zakladé rozvoje logaritmického snadno
dokaze), zabyvali se Fuler, Legendre a Abel™)

53. Zcela obdobné lze vysSetfovati i integrily

[R(x) exdx, fl\’(x) cos x dx, fli(x) sin x dx.
|l tyto integrily davaji podnét — uplné obdobné jako in-
tegral (a8) — k zavedeni novych funkei, jeZz jednak jsou vlast-

nosti jednoduchych a snadno pristupny k vySetfovini analy-

*) Integraci Cdsteénou (odst. 7) mame ihned

1 1
| cdx — "+ll A1 k.-
fx 0g x dx = a1 x ogx 1) X + k.

Konstanta k; byla volena pii integraci jednotlivych élent fady rovna nule.

**) YViz Abel, Oeuvres, t. II, str. 189 a nasl., kde ¢tenad najde odvozeni
riiznych jejich vlastnosti. '
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tickému, jednak se vyskytuji v aplikacich analyse na jiné vétve
matematiky. Jsou to funkce

ex COsS X sin x
—dx, —dx, dx,
x x x

v oboru ¢isel komplexnich spolu ostatné uzce souvisici. Prvni
z téchto funkei da se substituci e*=¢ pievésti na funkei danou
integralem ok

logfl
jez pti vhodné volbé integralni konstanty sluje logaritmus in-
tegral. Obdobné¢ vedou druhé dva integraly k funkeim kosinus
integral, sinus integral.

Pojem integrilu ndm umoziiuje zavadéni novyeh funkei
v neomezeném mnozstvi. V predchdazejicim byl vzat zretel jenom
k pFipadim zcela jednoduchym. Matematika se zabyva oviem
jenom takovvmi z téch funkei, jichz se vyzaduje k feseni dkolu
ji predkladanvch anebo jeZ podstatné souvisi s rozsifenim a zdo-
konalenim védy. V nésledujicim opétovné se budeme zabvvati
funkcemi, k jichz zavedeni dal pojem integrilu podnét.
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