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V. PRECHOD OD INTEGRALU NEURCITYCH
K URCITYM.

1. OBECNE VYVODY.

54. Integril diferencialu f(x)dx jsme definovali pro jisty
zakladni interval jakoZto funkeci F(x), jejizto diferenciil stile
v tom intervalu jest f(x)dx. Funkce F'(x) jest stanovena tou de-
finici a7z na aditivni konstantu; v didsledku toho jsme psali

obyéejné ff(x) dx = F(x) + k

a iikali integrdlu tak definovanému integral neurcity. Integral
(resp. konstantu integracni k) mizeme dplné urditi riznymi po-
7zadavky: nejobycCejnéjsi zpisob jest ten, Ze pozadujeme, aby
integral pro jistou hodnotu neodvisle proménné, nachéazejici se
v zikladnim intervalu — ozna¢me ji a8 — byl rovny nule; t. j.
F(@+ k=0 aneb k=—F(a).

Integral takovymto zplisobem tuplné urleny znaéime tim,

7e davame ke znaménku integraénimu dolt index a, piSice

[1 dx=F(x) — Fa), ()

kterémuzto vyrazu rikati budeme integrdl uréity.

Proménnid x v (@) se vyskytujici sluje integraéni proménna.
Za tu miZzeme do vyrazu pro ur¢ity integral (na pravé strané (a)
se nachdizejiciho) dosaditi jakoukoliv hodnotu zikladniho -in-
tervalu.

Tu hodnotu pak, kterou za integraéni proménnou do vyrazu
integrialu uréitého dosazujeme, piseme ke znaménku integrac-

nimu jakoZto index horni, takze znamena
b

[ty dx = Fo) — Fa),
* M
[1t) dx=F) —Fa),
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pfi ¢emZ ovSem hodnoty a, b, ¢ jsou hodnoty jednoho a téhoz
intervalu, ve kterémz stale F'(x)= f(x).

Vyrazy pro integraly v (1) (na pravé strané se nachazejici)
nezdoisi jiz od integraéni proménné a jest tudiz lhostejno — pro
pyznam symboli na levych strandach — jak integracni proménnou
znaéime. Rovnice (l) zistaly by platny, kdybychom misto x psali
na pr. u. b

POZNAMKA 1. Pro integral ff(x) dx se uzivid 1éz pojmenovani

integral omezeny a Cislim a, b se fika meze toho integrilu: na-
zyva se pak ¢islo b horni mez, ¢islo a dolni mez. Integril pak
[f(x dx se Casto nazyvd neomezenym. Tato pojmenovani opiraji
se o druhou definici integrdlu, oprivnénost jich viak vysvitne
i z ivahy ndsledujiciho odstavce.

POZNAMKA 2. K vili dspofe mista a ¢asu se uZivd pro vyraz
F(b) — F(a) tohoto oznaceni

Pb) — F@) =1F (),
takze rovnici (I) lze psiti ve tvaru
b

[t dx=1F@L-

Podobné, aby sc naznacilo, ze do funkece F'(x) za proménnou
x ma se dosaditi ¢islo a, se piSe Casto

F(a) = [F(x)), anebo obsirnéji Fa)=[F(:), -, -
Diive se Casto uzivalo znacek
b X=u
| F(x) = F(b) — Fa), [ F(x) = F(a)

p
a jinych podobnych.

55. Geometricky vyznam uréitého integralu. Definujme si
pelikost plochy, jeZ jest omezena uzaoienou carou se neproti-
najici, jakozto c¢islo kladné P dané témito vlastnostmi:

1. Patii-li k néjaké ¢asti roviny ¢islo P jakozto velikost
plosna, patfi ke shodné casti totéz cislo.

2. Patii-li k ¢asti roviny ¢islo P jako velikost plosna a k jiné
¢asti, jez viak obsahuje viecky body ¢asti prvé. cislo P. pak
jest PP > P.

3. Jestlize Cdst roviny, jez jest omezena Carou se neproti-
najici a jiz prislusi plocha P, rozdélime pfimkou ve dvé ¢asti.
jimz prisluseji plochy P,, P,, pak jest

P="r+P,,
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4. Civerci o strané rovné 1 patii jako velikost plosna 1
(t.j. P=1).

Konedné. uéinime piedpoklad, 7e kazdé ¢asti rovinné ome-
zené primkami (v konedném poétu) piislusi uréita velikost plosna.

Na zikladé tohoto pFfedpokladu a vlastnosti 1,2,5a4 odvozuje
se v planimetrii véta, e plosna velikost pravoihelniku o stranach
a, b jest dina souc¢inem ab. Vétu tuto budeme piedpokladati.

BudiZ v roviné XY kiivka o rovnici y =f(x), kdez f(x) jest
funkce spojitda a kladnd v intervalu (a, b). (Viz obr. 1.) Budeme

(

) 4

Obr. 1.

pak vysetfovati Cislo, jez lze casti roviny XY omezené danou
k¥ivkou y=/(x), osou X a poradnicemi x=a, x=§¢ (a<<{<)).
ptiraditi jakoZto velikost plosnou. Existuje-li takové ¢islo. af
jest £ jakdkoliv hodnota intervalu (a, b), jest to ¢islo funkei pro-
ménné ¢ (kterd za danyceh predpokladd s rostoucim £ rovnéz
roste). Oznacime funkei tu pro okamzik @(£). Pak jest
plocha AEFD = @(£). plochu AGHD =& (§+ h)

(v obrazei jest 04 =a, OE=§¢ EG=h, OB=>b, dile pfimky AD:
EF, GH, BC jsou rovnobhéiny s OY a kolmy k OX, AD = f(a).
EF={@#, GH=f(E+h), BC=f(b) a kone¢né GF,=EF, FH,= GGH.
Podle vlastnosti 3 jest

plocha EGHF = | plocha AGHD — plocha AEFD | = @ (£ + h) — @(§) |.

Rozdil @ (£+ h) — @(¥) jest kladny nebo ziporny podle toho,
je-li h kladné nebo ziporné. Avsak podle 2. vlast. jest

plocha EGHH, = plocha EGHF = plocha EGF, F

za predpokladu oviem, 7e pofadnice GH ptislusni k x=0G
jest nejvétsi ze vSech pofadnic prislusnych k x v intervalu
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(¢. £+ h) a poradnice EF ziroven nejmensi (jakoz v obr. pied-
pokladino). Nerovniné té miizeme v3ak diti tento obecné platny

tvar WM yn = BE+RN—OE = hmg ),

kde Mg :yn, m:eyn jsou nejvétsi resp. nejmensi hodnotou funkce
fix) v intervalu (¢, £ + h). Posledni nerovninu lze psati té7 takto
_0E+h—0@d .
Meeyn=—"- ;), ¢ )%mé.$+h.

Nechiame-li I konvergovati k nule, konverguje se zietelem
k tomu, Ze f(x) jest funkei spojitou, i Mssyn, i mesyn k téze li-
mité t. j. k (&), k niz 'konverguje i ¢islo mezi Mg :ys m::4n po-
lozené a tudiz existuje limita

E+N—0 &)
h

lim =
h=0

t. j. existuje-li takové &islo @(§), je to Cislo integrialem z funkce
f(&). Ponévad? viak pro é=a splyva /s A a plocha AEFD jest
rovna nule, jest ®(§) pro £¢=a rovno nule a miZeme podle
oznaceni v ptredchazejicim odstavei vylozeného psati

=0 & =r¢

&
O & =[1() dx. (a)
Splyva-li £ s b, mame ! »
plocha ABCD = ®(b) = ] () dx. )

&

Vidime z toho, 7¢ nutnia podminka, aby Casti rovinné ome-
zené Carou y=f(x), osou ‘X a poradnicemi x=a, x=§ kde §
jest libovolna hodnota intervalu (a, b), pfislusela plocha defino-
vani shora uvedenvmi ¢tyimi vlastnostmi, jest, aby f(x) aspon
v intervalu (a, b) mé¢la funkei primitivni.

Mizeme pak vysloviti vétu: Patfi-li k éasti rovinné omezené
kiivkou y=f(x) (f(x) jest funkce spojitd) a primkami x = a,
x=§, y=0 uréita velikost plosna, af jest éislo & jakékoliv cislo
mezi a, b, pak existuje v intervalu (a, b) k f(x) funkce primi-
tioni O(x) a plocha ta jest dina integralem (a).

Kdybychom tedy poklidali za evidentni (na zékladé nazoru
geometrick ého). Zze ¢asti rovinné vytéené urcita velikost plosna
prinidlezi, musili bychom uzavirati, ze ke kazdé funkei f(x) v (a. b)
spojité jisté prindlezi integral v tom intervalu.

Nejsme vSak nijak oprdvnéni z nizoru geometrického uza-
virati véty z analyse matematické, jakoz jiz vyplyva z toho.
7e n¢kdy zdvéry na nazoru zalozené ukazaly se nespriévny (na pi.
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z nazoru geometrického zda se vyplyvati, ze kazda funkee v (a, b)
spojitd ma v (&, b) derivaci anebo aspoini derivaci zprava, resp.
zleva, coz jest, jak zndmo, nepravdivo, viz DP odst. 114). Jedno-
duché reseni obou otizek (o tom, zda funkci spojité prislusi in-
tegral: zda Casti rovinné svrchu stanovené piislusi plocha) bude
podino pozdéji na podkladé¢ nové definice integralu. Odpovéd
na druhou otizku (a tudiz i na prvou) bude kladna, t. j.. Ze
plocha AEFD vskutku existuje (a jest dina v (a)).

POZNAMKA 1. Predpokladali jsme viivaze predchizejici. Ze
funkce f(x) jest v (a. b) kladna. P¥edpoklad tento neni nutny,
Kdyby f(x) byla zipornd v (a, b), dospéli bychom k vysledku,
ze prislusi-li k ¢éasti rovinné AEFD jista velikost plosna, Ze jest
dina v (a), avSak se znaménkem zipornym. Rovnéz snadno vy-
plyva z predchdzejiciho za pfiméfenych predpokladi geome-
tricky vvznam integralt (a), méni-li v (a, b) f(x) své znaménko.
co7 jsou viak vesmés véei, s nimiz pozdé¢ji budeme se obSirnéji
zabyvati. '

POZNAMKA 2. 7 této uvahy jsou patrny divody, pro¢ ¢isliim
a, b v integrilu (I) dino bylo pojmenovini meze; nebof integral
ten vyjadfuje plochu, kterou z pasu, jehoZ hrani¢ni (mezné)
primky jsou x=a, x=2>b, vytinaji osa X a ¢ira y =f(x).

56. Derivace integrali uréitého podle horni (dolni) meze.

b -
Pokladame-li meze a, b :integr{lluff(x) dx za neodvisle proménné
a

(na nichz f(x) nezavisi), vyplyva ihned z (I) hodnota derivace
toho integralu podle b, resp. podle a. Jest

d b y iy
w[1eras)=Fe1=10)

d (ff(x) dx) = — F'(a) = — f(a).
da

Zavisi-li vsak f(x) na ¢isle a resp. b, jez jsou mezemi in-
tegralu z té funkee, pak tyto rovnice nejsou platny, nebof potom
urcity integral zavisi od a resp. b dvojim zpisobem. Pisme na p¥.
f(x) =9(x, @) a pfedpokliadejme, Ze v jistém intervalu (ve kterém
se nachazeji meze integralu a, b) jest F(x, @) primitivni funkei
k @(x, @) a dile pFedpokladejme, 7¢ derivaci vyrazu

F(x, a) =f(p (o, @) dx

podle @ lze provésti v daném intervalu, kdyZ na pravé strané

(1)
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derivujeme podle @ za integraénim znaménkem (odst. 9): t. j.,

ze jest aF(x, a) fa‘)’ 09 (x, ) dx + k. (#)

Pak jest derivace integralu urcitého
b
[olx.ards=Fib,0) — Fla, @

podle @ za predpokladu, Ze b jest funkci parametru a majici
derivaci podle a, rovna

_BL(_I?.E) + aF(b ,a)  dF(a, a).
ob dee

. b
Aviak  opp, g Fbo) (o) _ (dpixa),

b = o>a du du ot

f

(nebof derivace na levé strané prvé z obou pravé napsanych
rovnic jest derivace Casteéna podle b a provadi se tudiz tak ja-
koby @ a b byly na sobé nezivisly. uZivi se tedy (Il), druha
rovnice jest disledek (8)).

Jest tedy — zna¢me derivaci podle @ znakem D, —

b b
D, f p(x, @) dx =g (b, ) Db + f D, (x, a)dx.
Zavisi-li b i a na a, jest obecnéji
b b
D, [9(x.0)dx=9(b, ) Db — ¢ (4, ) Dea + [Deop(x, ) dx. ()
Specidlné jest, je-li b=a
b b
D,,fqz(x,b)dx:q:(b,b)+fD,,q:(x,b)dx.

57. Dalsi zdkladni vlastnosti integralu uréitého. Ze vztahu
(I) vyplyva tato relace

b a
f F(x) dx= — f f(x) dx. )
8 b

Podle (l) jest dale, jsou-li éisla a, b, ¢ vesmés v intervalu, ve
kterémz jest integralem z f(x) stile ti7 funkce F(x),

b c
[10)dx=F®) — F), [i@ dx=F@©—Fe®),
a b

[t® dx=F©)—F@
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a tedy b c c
[1e)dx+ [y dx =[r(x) dx. (v
a b a

Rovnici tuto miZzeme zevieobecniti. Vsuneme-li mezi a a b
(pitedpoklidajice stile, ze v (a, b) ma f(x) za integral funkei F(x))
n—1 hodnot x, Xgo oo Xno s, jest

f f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx+ -+ f £(x) dx. (IVy)

*p -1

58. Véta o stiedni hodnoté (specidlni). Rovnice (1) ma jedno-
duchy disledek plynouci z véty o stiedni hodnoté poctu dife-
rencialniho. (DP 104.) Podle ni jest

F(b)—F(a)=(b —a) F'lla+0(b—a)=(®b—a) f(a4+6 (b —a)),
pFi ¢Cemz 0 < @ < 1: tudiz

b
[t ds=@®—a) fla+0®—al. V)

vztah tento sluje véta prod o stiedni 'hodnoté poltu integral-
niho (ve specidlnim tvaru). Véta (V) piedpoklada pro svoji plat-
nost toliko, 7e k f(x) v intervalu (a, b) existuje stile funkce
primitivni.

Z (V) vyplyva na pt.. ze je-li stile v (a, b) f(x) > 0 majic
tam funkei primitivni, Ze

b

ff(x) dx>0 kdyz b>a. (1)

Zvlisté pak jest platna véta: V kazdém intervalu, ve kterém
b

f(x) >0, jest in.tegrélff(x) dx rostouci funkci horni meze. Nebof,

jsou-li b, b+ h v intervalu, ve kterém f(x)>0, jest

b+ h b+ h
f f(x) dx = f 1(x) dx + f f(x)dx (podle (IV)
a tedy b+h
[f(x) dx —ff(x) dx _ff(x) dx>0 (podle (1)).

Maji-li v (a, b) f(x) i g(x) funkece primitivni a je-li f(x) > g(x)
pro viecka x v (a, b), jest tedy pfi b >a

b b b
Jtw—gnds>o0 i [tede>[ex)dx @
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Je-li tedy v intervalu (a, b) stale M > f(x) = m, jest
b b b b
fM dx’;ﬁff(x)dxg[m dx aneb M(b— a) ;ff(x) dez=m(b—a). 21
Specialné jest, je-li | f(x) ! <& aneb obSirnéji psano € > f(x) > —e¢,
b b
t£(b—a) >ff(x)dx > —¢&(b— a) aneb stru¢néji psdno Eff(x)dxw < e(b—a). (2")

59. Véta o stfedni hodnoté (obecnd). Lze snadno odvoditi
obecnéjsi vétu o stFredni hodnoté nez (V), uzivime-li obeenéjsi
véty o stiedni hodnoté poctu diferencidlniho. Jest, jsou-li funkee
F(x), ®,(x) v celém intervalu (a, b) spojité a maji-li ve viech
bodech vnititnich toho intervalu derivace (DP 106),

F(o)— F(a), _ F'(¢)
w:(b) —gi(a)  9(e)

Rovnice tato ma pfirozen¢ vyznam jenom tenkriate, kdyz

®,(c) a ¢,(b) — 9, (a) jsou od nuly rizny.

c=a+(b—a)0, 0<OIL. 3)

Klademe-li (za pFfedpokladu, 7e ptisluiné integrdly neurcité
v intervalu.(a, b) existuji)

w0 =[p(x)dx.  F(x)=[9(x) v(x)dx,
t.J. ze P (@ =p(x),  F(x)=p(x) (=),

mizeme rovnici psati ve tvaru

Fb)— F(a) = (@1 (b) — s (a)) 2O
¢(c)
aneb koneéné

b b
[o@ v dr=v@fp(x)dx, c=a+®—2)6. V)

K platnosti této rovnice se vyzaduje, aby ¢(c)=9,'(c) bylo
b

od nuly rizno a rovnéifq)(x) dx. Oboji bude splnéno, uc¢inime-li

bud predpoklad, 7e¢ v intervalu (a, b) stale jest p(x) > 0. anebo
predpoklad, Ze v (a, b) stale jest ¢(x) << 0.

Shrneme-li viecky predpoklady, mame vétu; Existuji-li
k funkcim @(x), ¢(x) . ¢(x) o intervalu (a, b) funkce primitioni
a neméni-li ¢(x) o (a, b) svého znaménka jsouc stale od nuly
ritizno, jest platny oztah (V,). Véta tato sluje péta o stFedni
hodnoté poctu integralniho.

POZNAMKA. Bylo by snadno rozsititi platnost rovnice (V,)
i na pripad, 7e @(x) stavd se v intervalu (a, b) nulou, zachova-
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vajic vSak jinak stile své znaménko (zvlasté, je-li ¢(x) v (a, b)
funkei spojitou). Provedeni tohoto rozsifeni opomijim, jelikoz
pozdéji bude podino jiné odvozeni véty o stfedni hodnoté ne-
zavislé na vétich pocétu diferencidlniho, pti ¢em? zdiroven po-
ddano bude jesté dalii zevSeobecnéni rovnice (V,). Avsak i od-
vozeni tu podané ma dilezitost, jelikoZz jim osvétlena souvislost
mezi vétami o stiedni hodnoté pocétu diferencialniho a poctu
integralniho.

60. Piredpoklidejme nyni. 7e f(x) jest spojiti v intervalu
(a, b) a ma v ném primitivni funkei F(x). Budtez a, x,, x,, . .«
Xa—,, b fada hodnot bud stile vzriistajicich anebo stile klesaji-

cich. Podle (IV)) jest

f';(x)d\ ff(r)dx+ff(x)dx+ +ff(x)da

Xn 1
UZijeme-li na kazdy zlmtegralu 'ma pravé strané véty (V),
mame

b
[t ds=@—a) IE)+ =) FE)+- + O —xi_) 1ED): @

pti tom jest £, jistd hodnota v intervalu (a. x,), §5 v (x5, X5), .. .,
&n v (xn 1, b). Budtez dile £ libovolna hodnota v intervalu (a, x,)
meze k nému poditaje, & podobné v (x,, X, & v (X, Xy), . .
& v (xp—1, b) a uvazujme soucet

S=(xi—a) fE)+ (—x) TE)+ -+ O —x,_) &) &)

Utvof'imL li rozdil rovnic (4) a (5), dostaneme

&— ff(x) dx= (61— &) (€)= FED + (o — =) G — TEN + - - +
+ (b — x,_ ) (F ) — [ (E ).

Udifime v této rovnici n tak veliké a viecky intervaly (a, x,),
(x,, Xs), . . ., (Xa_;, D) tak malé, aby oscilace funkee f(x) v kazdém

(0)

z téch mtervalu byla mensi nez _ET kdez ¢ kladné, coz jest

mozno podle predpokladu, Ze f(x) jest v (a, b) funkei spojitou
(DP 78, 1.ddasl.). Pak bude

If(f)—f(§x)l< __,,,,

| FE)— FED < Ty ;f(fn)—f(é'n) < pt

Petr, Integralni poket, 2. v. 10

al
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-a z (6) nasleduje b ‘
(©) ! }@—ff(x)dx;‘<

. £ € ,
[.\'1 —a | —b*“_-;—‘-—!- : Xy — X | . “l;:ﬂ—l-'-i— | b — Xn—1 l ° Ib——e-?(

Sty (nmalt sl b — s = g b —as

b
@—ff(x)dx§<s. \

Lze tedy rozdil mezi & aff(x)dx uliniti co do absolutni

hodnoty mensim nez libovolné ¢islo kladné &, uéinime-li jenom n
dosti veliké a intervaly, na néz (a, b) jest hodnotami x,, x,,. .. Xs—,
rozdéleno, dosti malé. Mizeme tudiz vysloviti vétu:

Jestlize f(x) jest v intervalu (a, b) funkei spojitou, majic tam
zéroveh primitivni funkei F(x), pak existuje limita souétu

(xi—a) FE)+e—x) &)+ 4 (b — x,_ ) (),

Eijest v (x;_, x)); xo=a, x,=0b,

pro ten pfipad, Ze n roste nade vsecky meze a Ze velikost jed-
notlivych intervali (a, x,), (x,, X,),... (x»—,, b) konverguje k nule,

b
a jest rovna integréluff(x) dx, t. j. rovna F(b) — F(a).

Véta tato nam poskytuje jisty pfechod od definice integralu
jakozto primitivni funkee k definici Riemannové, se kterou
obsirné v oddile ndisledujicim se zabyvati budeme.

61. Rozsifeni pojmu urcitého integralu. Vztah

b
f f(x) dxx = F(b) — F(a)

definujici urcity integral v mezich a, b predpoklida, ze F(x) ma
ve viech bodech intervalu (a. b) derivaci, ktera jest stile rovna
f(x). Platnost tohoto vztahu a tim i pojem integralu v mezich
a, b rozsifime nejprve na ten ptipad, Ze F\x) méd za derivaci f(x)
ve vsech bodech intervalu (a, b) oyjma isolované body intervalu
(a, b), kde F(x) derivaci (v uzsim smyslu, DP 100) nema. Ze vsak
pri tom jest F(x) o celém intervalu funkci spojitou. V téch iso-
lovanych bodech nemusi byti f(x) definovdna, po pripadé miize
se v jich okoli stdvati nekonecnou.
PRIKLAD 1. Integral :i_i:_g_ ﬁx’—}—k
X
jest spojitou funkei x v celém intervalu (pro vSecka x). Nisledkem toho
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intizeme jej podle predch.uejlcnho rozSifeni pojmu mtegralmho vziti v libo-~

volnych mezich, aékoliv funkce $ Vx’ nema pro x =0 derivaci v uz$im slova
smyslu. Derivace v 3ir§im smyslu jest oo, Miizeme tedy na pf¥. psiti

E‘ =3, d—x-—O atd.
Vx V.x
o -1

PRIKLAD 2. Vyraz
it

ma, ponévadZ arcsin x jest v intervalu (—1, 1) spojitou funkeci majici za de-
rivaci 1/ T— x* vyjimaje v bodech * 1, kde v3ak spojitou ziistdva, vyznam
a tuto hodnotu: arcsin t — aresin 0 =1},

PRIKLAD 3. Integral

+1
fdx
x
-1

nema vyznamu. Nebof funkce log | x| ma sice za derivaci 1 v celém inter-
x

valu (—1, 1) vyjma bod x=0 (kde pouze existuje derivace v 3irS$im smyslu

rovnd +oo), aviak funkce log : x| pFestava byti pro x =0 spojitou, stavajic

se v okoli toho bodu nekoneénou.

PRIKLAD 4 UvaZujme integral elipticky prvého druhu v normalnim

tvaru Weierstrassové
dx

V4' (x—e)(x—ey) (-"'7;797:1)q

x>e >e >e,.

V intervalu (e,, x) stivd se funkce za znaménkem integra¢nim nekonecCnou
v bodé x=e,. Abychom rozhodli, zda lze integrovati jiz od dolni meze e,
(ve viech ostatnich bodech intervalu integraéniho existuje k funkci integro-
vané primitivni funkce), rozvineme si funkci za integraénim znaménkem v fadu
mocninnou postupujici podle mocnin x—e, a to zpiisobem nasledujicim. Klademe
1 1 1 _
Va—e)x—e)lx—e) 2Vx—e Vix—e)x—e)

a druhy ¢initel na pravé strané posledni rovnice rozvineme v fadu mocninnou
postupujici podle mocnin rozdilu x — e, a tedy tvaru

Ao+ Ai(x —e)) + 4y(x—el)*+-- -5 kde 4,=

1
]/(e, —e)(er—e)
a ostatni koeficienty se vypoétou rovnéz podle formule Taylorovy. Rada tak
vznikla jest, je-li x dosti blizké k e,, stejnomérné konvergentni i miame pro
primitivni funkci v bodech okoli bodu e, rtiznych od e, (odst. 6)

dx dx ,
Jax—e)x = e.)(;:§=f2Vx = (Aot Ai(x — &) +- Ay (x —eaf* 1

X— €

Vx — €
Funkce tak ziskana jest spojitou v -'celém intervalu (e,,e,+ h) krajni bod e,
10%
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v to Citaje; lze tedy bod e, briti jako dolni (horni) mez integralu a integral
predlozeny ma v disledku rozsifeni pojmu uréitého integralu uéinéného
v tomto odstavei vyznam.

POZNAMKA 1. Abychom rozhodli, zda dany integrdl urcity
ma vyznam, stava-li se funkece za znaménkem integra¢nim v iso-
lovanych bodech intervalu integra¢niho nekonecénou anebo obec-
néji prestava-li tam miti f(x) vlastnost byti derivaci funkee F(x).
k tomu podle svrchu zavedeného rozsiteni se vyzaduje védomost
o tom, zda funkce F(x), jez jest nehledé k oném isolovanym
bodiim primitivni funkei ku f(x) v intervalu integraCnim. jest
v intervalu integraénim spojitou. Velmi Casto 1ze pomoci riiznych
kriterii u¢initi rozhodnuti pouze na zikladé chovini se funkce
f(x) ve zminénych isolovanych bodech. Kriteria ta vyloZime po-
zdéji na zdkladé Riemannovy definice omezeného integralu, kde
s témito otdzkami poznovu se budeme zabyvati. Zatim vysta¢ime
ve vSech pfipadech ndm se naskytujicich s metodou vylozenou
v prikladé 4.

POZNAMKA 2. Rozsiteni tu podané pro urcity integral mohli
bychom ponékud jinak formulovati. Budiz v disledku podanc
definice b
[tx) dx=F®)— Fa
u

a predpokliadejme pro jednoduchest, Ze funkee F(x) spojita v (a, b)
nema pouze v jediném bodé ¢ poloZeném uvnitt intervalu (a, b)
derivaeci (jez vSude jinde v (a, b) existuje a jest dana funkei f(x)).
Pak mtzeme téz psiti

b c—¢ b
ff(x) dx=Ilim ff(x) dx -+ lim ff(x) dx; (q)
a 6:011 H:Oc-l-lr’

pti tom predpoklidino a<< b a kladna ¢isla e, & jsou jiz tak
mald, aby a <c¢—e¢ < c+¢& <b. Ze pravé strany rovnic (p) a(q)
jsou identické, niasleduje ihned z okolnosti, ze F(x) jest v (a, b)
a tedy i v bodé ¢ spojitd funkee. Nisledkem toho jest prava
strana rovnice (¢) rovna

lim (Fle —¢) — F(a) + lim (F(b) — Fle+ £)) = Fle) — F(a) + F(b) — Fle)= F{b) — Fla
Obdobné tomu jest tak i v pripadech, kdy takovych bodt ¢ jest
v (a, b) nékolik.

62. Neni tfeba pfedpoklidati, e body, ve kterych F(x) pFe-
stava miti v intervalu (4, b) derivaci, jsou vesmés isolované, tedy
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(ponévadz bézi o intervaly konecné), 7e jest jich koneény pocet.

est na pr. \ \
R / -
f(l/sin 1/x — c:)s_i,;xW) dx = x|/’sin 1/x + k.
3x Vsin® 1/x

Funkce definovanda vztahem
3 JRp—
F(x):szin 1/x pro x +0, F(0)=0
jest funkei spojitou pro viecka x; maZzeme, roziifujice jeSté
dale platnost integrdlu uréitého, klasti pro libovolna a, b
b

f ( i/s—mm—-cT"“ﬁ—-) dx = F(b) — F(a)
J 3x VEE?W

pies to, 7¢ funkce za znaménkem integralnim stava se neko-
neénou v nekoneéné mnoha bodech x=1t/kn, k= +1, +2,...
a bod x=0, ve kterém jest neurc¢itou, neni od bodi x=1/kn
isolovan.

65. Abychom provedli rozsifeni pojmu uréitého integralu obecné, jest
nutno zavésti nékteré nové pojmy z teorie mnozstvi bodovych, jakoZz i opirati
se o nékteré vély zdkladni o téch mnoiZstvich. Duakazy vét o mnoZstvich
bodovyeh béhem vykladd upotfebenych budou pak podiny v dodatku ke
konci knihy, jednak aby nebyl rusen piehled vykladi o integrilnim poétu,
jednak, aby o elementech teorie mnoistvi bodovych pojednino bylo sou-
stavné a v celku.

Zavedeme nejprve pojem mnoistvi jednoduse spo¢etného. Nejjednodussi
mnozstvi jednoduSe spoletné jest mnoZstvi Cisel celych obsaZenych v p¥iro-
zené tadé cisel 1,2,3,4,.... Kazdé mnozZstvi éisel, bodi anebo jinych objekti
takové, ze ¢leny toho mnoZstvi a ¢isla z pFirozené Fady lisel jest moZno vza-
jemné pFifaditi tak, ze kazdy ¢élen toho mnozstvi jest pfifadén jednomu ¢&islu
z prirozené Fady ¢isel a naopak, jest mnoZstvi jednoduie spocetné (jest tedy
jednomu kazdému ¢lenu pFifadéno jedno ¢islo z pFirozené fady ¢éisel a zarovei
kazdému ¢islu z pFirozené Fady éisel jenom jeden ¢len z daného mnozstvi).
Na pi. fada ¢isel 1, q q% q° ..
jest mnozstvi ¢isel jednoduse spoletné (gk—1 a Cislo celé k vzajemné pfifa-
dény). Viibee kazda fada ¢isel (Dp, 26) jest mnozstvi jednoduse spocetné.

Vsecka ¢isla kladnd raciondlni, t. j. ¢isla tvaru p/q, kde p, g jsou é&isla
celi kladnd, tvoii mnoZstoi ¢isel jednodu$e spoéetné. Nebot &isla racionalni
lze uspoiddati v Fadu. tim, Ze je srovndme nejprve podle velikosti souctu
Citatele a jmenovatele, Cisla pak, kde souéet jmenovatele a Citatele jest tyz
podle velikosti Citatele (pFi tom u kaZdého raciondlniho ¢isla pfedpokladime,
7e p a q nemaji spoleCnou miru). Tak dostaneme Fadu (misto ¥/, piSeme 1 atd.)

1,2, Yoo 3, Voo 4 Yas Py e 5 s 0, 30y, Vs s Plsy ey .o,

¢fmz kazdému Cislu pfrirozené fady Ciselné pfiifadéno jedno &islo racionélni
a naopak.



150

Dalsi dilezity pojem jest mnoZstvi bodd (¢isel) perfektni. Kazdé mnozstvi
bodové E, z néhoZto derivované E’ (Dp, 191a) s nim se shoduje (tedy E= E")
sluje perfektni mnoZstvi. Na pf. vSecka ¢isla realna intervalu (0,71) tvofi
mnozstvi perfektni. V kazdém mnoZstvi perfektnim jest kazdy bod mnoZstvi
zdrovefi bodem zhu$téni pro body toho mnoZstvi.

MnoiZstvi derivované z mnozstvi bodového E, které jsme znacili E’, sluje
také derivace (prod) mnozstoi E. Derivace E' jest nové mnoZstvi bodové,
k némuz pFislusi opét mnoZstvi derivované, jeZ znaéditi pudeme E” a nazyvati
druhym derivovanym mnozstoim (druhou derivaci) mnozstvi E. A tak miiZeme
urcovati derivaci prvou, druhou tf¥etf, ., .. daného mnozstvi

LR EM EM, L. ,EW

Mize se stati, Ze derivovand mnoZstvi od jistého indexu vymizi, aviak jest
mozno, ze fada mnoZstvi pravé vypsand, jest nekoneénd; pak existuji body
spoleé¢né vsem élentim této fady a tvofi nové mnozstvi, jez znaditi budeme
E“), nazyvati pak budeme toto mnozstvi deripace w-td.*) Postupné derivace
tohoto mnozstvi E?) tvoFi novou fadu mnostvi a budeme znaéiti derivace ty
(prvou, druhou, tteti, ....) znaky E©€TY E@+2 E@+3)  Body spolecné
viem témto mnozstvim (t. j. mnozstvim E@1H®, k=123, ..) tvoii o-tou de-
rivaci mnozstvi E; ji znaé¢ime E©?); takto déile postupujice dospivame celkem

k mnozstvim E@ (@D () pled)

.......

jimZ spole¢né body ivoFi mnozZstvi E“Y, . . *-tou derivaci mnozstvi E. Takto
pokradujice sestrojime derivaci E@, kde « jest mnohoélen s celistvymi sou-
¢initeli v . AvSak postup v konstrukei derivaci tim neni je§té ukonéen.
Mtzeme konstruovati mnoZstvi obsahujici vSecky body spoleéné mnozstvim
E@ E@) E@) | Toto mnozstvi oznadeno bylo E©). atd.

Jest patrno, Ze viecky derivace mnoZstvi perfektniho E jsou identicky
shodny s mnozstvim E.

Daéle zavedeme si pro struénost pojmenovini mnoZstvi reducibilni, jez
jest mnoZstvi, pFi némz néktera z derivaci E¥=o0 (t. j. neobsahuje Zadnych
¢isel; veSkeré pak dal$i derivace jsou oviem rovnéZz rovny nule).

Tu pak jsou platny véty (Cantor-Bendixonovy):

Mnozstoi reducibilni jest mnozstoim jednodu$e spocéetnym.

Derivaci proou kaidého mnoistoi bodového (éiselného) lze rozloZiti v mnoi-
stoi reducibilni a mnoZstoi perfektni (pfi ¢emz obé ta mnoZstvi nemaji spo-
le¢nych bodid a jedno z nich miize se redukovati na nulu).

Véta préavé vyslovend plati nejenom pro prvou derivaci kazdého bodo-
vého mnoZstvi, nybr? viibec pro kazdé uzaviené mnoistvi (DP, 191a).

64. Toto predeslavse, roziifime pojem integralu uréitého vyrokem: Jestlize
derivace funkce F(x) spojité b (a, b) pe vsech bodech intervalu (a, b) s vy-
jimkou bodii obsaieniich b mwnoistoi bodovém reducibilnim existuje a jest
rovna f(x), pak znadi

-
f f(x) dx = F(b) — F(a). (A)

*) Piivodné misto ® uZivdno bylo znaku oc.
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Pro pojem integrialu takto roziifeny jsou platny nejprve véty
b a h ¢ [4
[ty dx=—[fix)dx, [100)dx+[1(0) dx=[F(x) dx )
a ) a b a

plynouci pfimo z definice (stejné jako v odst. 57 tytéZ véty pro uréity in-
tegral v odst. 54 zavedeny). Stejné jest platna pro integral tak definovany véta

b b h
[1@ dx+[a(x) dx =[(7(x)+ g(x) d )

(za predpokladu ovSem, Ze integraly v rovnici této se nachdzejici existuji).
Véta tato rovnéz jest téméF bezprostfedni disledek definice a okolnosti, Ze
slouCenim dvou mnoZzstvi reducibilnich vznikd zase mnoZstvi reducibilni.

Konecné jest platna v podstaté své véta o stfedni hodnoté, jiZ pouze
nutno ponékud jinak vysloviti. Dokazeme si: Je-li o intervalu (a, b) stdle
f(x) >0, pak jest integral (A) p¥i b > a éislo kladné. Abychom vétu tuto do-
kéazali, oznac¢ime si mnoZstvi bodd, v nichz derivace (v uziim smyslu) funkce
F(x) bud neexistuje anebo neni rovna f(x) kritce A. Pak jest patrno nej-
diive, ze mnoZsivi A neni v zidné éasti intervalu (a, b) viude hustym.*) Nebof
mnoZstvi A jest reducibilni a kdyby bylo v intervalu poloZeném na (a, b)
0 délce 6 viude hust¥m, pak by prva a pSecky dal§i derivace obsahovaly
vSecka ¢isla (body) toho intervalu a mnoZstvi % nebylo by reducibilni. Jsou
tedy v kazdém intervalu leZicim na (a, b) intervaly, ve kterych neni Zidny
bod z mnozstvi A.

Déle zabyvati se budeme funkei proménné x, kdyz x jest v intervalu (a, b):

x
(l)(x)=ff(t)dt=F(x)—F(a) x v(ab) (B)

Funkce tato jest spojita (nebof F(x) jest spojita), dile jest ®(a)=0 a ko-
ne¢né jest v ka?dém intervalu, ve kterém neni bod z %, funkeci stéle rostouci.
(K diikazu postadi integral davajici ®(x) rozlozili podle druhé véty (+) shodné
jako p¥i dikaze obdobného tvrzeni v odst. 58; jediny rozdil pii diikaze bude
spocivati v tom, Ze misto b, b+ h pouZije se x, x+ h, o kterychzto hodech
u¢ini se pravé predpoklad, ze jsou v intervalu, v némZ neni Zadny z bodd
mnoZstvi A; i jest tedy integril v mezich x, x + h z diferencialu f(t) df éislo
kladné — je-li oviem h >0 — podle (1) odst. 58). AvSak i v intervalech, ve
kterych jest koneny pocet bodiéi z U (a ve kterych neni Ziddny bod z W,
derivovaného mnoZstvi z ), jest #(x) funkeci rostouci; nebof takovy interval
(1, f) se koneénym poctem bodit z A rozpadd v konelny pocet intervalt (jichz
krajni body jsou privé ty body z A v koneéném poétu a krajni body «,
daného intervalu). PonévadZz pak v kaZzdém cCdsteéném intervalu jest funkce
®(x) rostouci a v celém intervalu (a, f) spojitou, jest i v (¢, f) stile rostouci.
AvSak i vintervalech, ve kterych jest kone¢ny pocet bodii z W (a ve ktervch

*) Viude hustym v intervalu (¢, ) nazyvdme dané mnozstvi ¢iselné ten-
krite, existuje-li mezi kaZdymi dvéma raciondlnimi é&isly intervalu (a, §)
jedno ¢Cislo daného mnozstvi (a tudiz i nekoneéné mnozstvi Cisel daného
mnozstvi — nebof mezi dvéma raciondlnimi &isly jest nekone¢né mnozstvi
raciondalnich Cisel). Srovnej DP, 16.
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neni zadny bod z W, druhého derivovaného mnozstvi z A) jest P(x) funkci
rostouci, nebof takovy interval (a', f’) se kone¢nym po¢tem bodd z W roz-
pada v koneény pocet intervalii ¢istenych a ponévadz v kaZdém Casteéném
intervalu jest funkce ®(x) rostouci a v celém intervalu (¢’, ') spojitou, jest-
i v («, B) stale rostouci. A takovymto zpisobem miZeme bez jakéhokoliv
omezeni déle pokracovati a jest nasledkem toho patrno, Ze, je-li A mnoZstvim
reducibilnim, Ze vskutku jest ®(x) v intervalu (a, b) funkei rostouci a Ze

jest P(b)>Pa). t-J.  ppyS0,  Fd)— Fa)>0, &émz véta dokazana.

Stejné vyplyva: Je-li f(x) <0 v intervalu (a, b), pak jest integral (A4)
pii b > a ¢islo zdporné (a funkce ®(x) v (a, b) stale klesajici).

Je-li f(x)=0 v intervalu (a, b) s vyjimkou bodii reducibilniho mnoZstvi 2,
pak jest integral (4) rovny nule (a funkce ®¥(x) v (a, b) stile rovna nule).

Z véty posledni a ze vztahu (—) nédsleduje dile: Integral (4), existuje-li
pfi funkei f(x), jest ¢islo jednozna¢né stanovené. Nebof kdyby k jedné a téze
funkci f(x). ptinadlezely dvé hodnoty rézné P, P, integrilu (4), takze by bylo

f;(x) dx=P, f) ;(x) dx=P,,

bylo by podle (--) b b
P—P.:f(f(x)—f(x))dx:jo.dx=0

t. j. bylo by P= P, a nemohly by byti P, P, riizny. Stejné vyplyva:

PFislusi-li k funkci f(x) integral (4) resp. funkce P(x), pak i k funkci fr(x),
pro kterou f(x)— fi(x) + 0 foliko pro ta x (pro ty body), jez too¥i mnoZsioi re-
ducibilni N, piislusi integrél (A) resp. funkce P(x) a to tdZ hodnota integrilu
a tdz funkce jako k funkci f(x).

65. Véta o stiedni hodnoté pro rozsifeny pojem integralni. Nejprve jest,
jestlize f(x)=1 (s vyjimkou po p¥ipadé hodnot pro x tvoticich reducibilni
‘mnozstvi A), b b

f f(x)dx=b— a, f Mf(x) dx = M(b — a). (@)
' a a
Dale jest, piislusi-li k f(x) i g(x) integral (4) a je-li v (4, b) — nehledé k re-
ducibilnimu mnozstvi %, — f(x) > g(x)

b b b
ff(x)dx—fg(x)dx:f(f(x)—g(x)) dx>0 pFi b > a

b b _
[re) dx > [a(x) dx. ®

Je-li tedy f(x) funkce v (a, b) shora i zdola ohrani¢ena (tedy kone¢ni v (a, b))
a znaéi-li M resp. m horni resp. dolni hranici funkénich hodnot v intervalu
(a. b),*) jest M=f(x) =m a tedy podle (¢) a (f)

b

M —a) =[fx) dx =m b —a). b>a, @
———e—— &
*) P¥i stanoveni ¢isel M, m pro interval (a, b) miiZzeme abstrahovati od
reducibilniho mnoZstvi bodi intervalu (a, b).

\
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coZ jest véta o stfedni hodnoté pro zevSeobecnény pojem integrilu uréitého.
Znaménko rovnosti prichdzi na levém kfiidle tenkrdte k platnosti, kdyZ f(x)
jest rovna M v celém intervalu (2, b) s vyjimkou reducibilniho mnoZstvi
bodi (a obdobné i na pravém k¥idle). Obecnéji jest (za predpokladu, Ze
ik f(x).p(x) i k p(x) pFislusi integral (4) a Ze @(x)=0 v (a, b) — nehledé
k reducibilnimu mnoZstvi bodu v (a, b) —

b b b
M [o(x) dx ;ff(x) 9(x) dx'zm [o(x) dx, b>a

coz vyplyva stejné jako vztah (7).

POZNAMKA. Rozdélime-li si interval (a, b) body Xy, Xy .. ¥,_, PTO
které a<<ux,<x, <...<x,_,<b, na n mendich intervald, v nichz horni
respektive dolni hranice hodnot funkce f(x) ma hodnoty M, M,,...M, resp.
m,, m,, ..., m, jest v disledku vztahi (y) ihned (viz odst. 60, jehozto vysledek
tu zevSeobecnén)

M, (x,— &)+ My(xs — x )+ My(x,— x2)Foo o+ M(b—xn_1) =

b
= [F0) dx iz m, (o, — @)+ my (ey— 2,) oo F g (b — %, ),

Ohledné cisel M, M,,.....,m,,.... viz pozndmku pod Carou na str. 152.

66. Vychdzime-li od funkce primitivni jakoZto zdikladu pro definici in-
tegralu, nemiZeme, ma-li rovnosti F/(x) = f(x), platnou pro viecky body in-
tervalu (a, b) s vyjimkou jistého uzaofeného mnoZstvi bodt, byti F(x) v (a, b)
stanovena, pro tate mnozstvi uzaviena obecnéj$i mnoZstvi pFipustiti nez re-
ducibilni (jak jsme je pravé pfipustili v rovnici (4) odst. 64).

Abychom to ukazali, sta¢i dokdzati, ze. pozadavkem, aby derivace [unkce
F(x) spojité v (a, b) ve vSech bodech intervalu (&, b) s vyjimkou bodid obsa-
Zenych v jistém mnoZstvi bodovém perfektnim existovala a byla rovna f(x),
neni funkce F(x) stanovena. Dikaz staé¢i provésti pro perfekini mnoZstvi B
v Zadném intervalu (poloZeném na (a, b)) vSude husté; nebof pro perfektni
mnozstvi viude husté v intervalu («, ) lezicim na (a, b) jest to ocividno.*)
Mnozstvi B dostaneme (viz dodatek), vylouc¢ime-li z (&, b) vnitini body v jedno-
dule spoetném mnoZstvi intervald é,, d,, d,,...., 0, .... atd. do nekoneéna.
Z4adoé dva z téchto intervalit nemaji spole¢né body. Definujme nyni funkei
®(x) témito podminkami: ¢(a) =0; ¢(b)=1; @(x) =14, je-li x v 6, p(x)=1,
Je-li x vo, a0, leZi mezi a a o, @(x)=14 je-li x v 6, a 4, leZi mezi 4, a b.
Obecné nechf ma @(x) v intervale 9, konstantni hodnotu ¢, pii éemz

Ck=.}(0,~—|—cj) c_, =0, c,,:_l.
V této rovnici i, j jsou dvé rlizna &éisla z &isel —1,0,1,2,3,."..., k—1, stano-
vend tim, Ze mezi intervaly o, 0; lezi interval 0, a Zadny z intervalt 4, 4,
04s..., Op_, zidroveil pak vyrozumivime pod é_, resp. §, body a, resp. b. Tim
jest definovina funkce @(x) spojita a neklesajici v (a, b), kterd v kazdém in-
tervalu o, jest konstantni a pro viecky body uvnitf §, méa derivaci rovnou
nule. [.-li tedy F(x) funkeci spojitou ve viech bodech intervalu (a. b) a ma-li

*) Perfektni mnozstvi vSude husté v intervalu (¢, §) obsahuje viecka ¢isla
intervalu (a, #) a byla by tudiZ F(x) v («, f) zcela libovolp& funkce.
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F(x) derivaci ve vSech bodech intervalu (&, b) s vyjimkou bodii obsaZzenych
ve mnoZstvi perfektnim B — derivaci rovnou f(x) — pak tytéz vlasinosti ma
funkce F(x)+ do(x), kde d jest libovolna konstanta, aviak také na pf. funkce
F(x)+d,+ d,p(x)+ d,p(x)*+ d,p(x)*, kde d,, d, d, d, jsou libovolné kon-
stanty; lze vibec takovych funkei udati nes¢islné mnozstvi.

ao
62. Vyznam symbolu ff(t) dt. Budiz ddna funkce proménné x
uréitym integralem a
f f(t) dt = F(x) — F(a).

Pro limitu, ke které se tato funkece blizi. kdyz x roste nade
viecky meze, zavadi se toto oznaceni

00
Jr® @, @
Jest tedy podle definice
f () dt =1im f £(f) dt =lim [F (x) — F(a)] = lim F(x) —F(a) = F (oo) — F(a)
a X=0 A X=00 xX=

oviem za pFedpokladu, 7e limita funkce F(x) pro limx=oo
existuje. Neexistuje-li tato limita, Fikame, ze symbol (7) nema
smyslu (oyznamu).

Obdobné se definuji symboly
& a — @ — oo
Jroa,  [roa,  [roa,  [rod,  [rod.
— [e ] a — oo @
Na pf. posledni symbol jest din vyrazem

-

[t dt =F(—o0) — F(oo),

a ma vyznam ovSem jenom tenkrite, jestlize obé limity na pravé
strané se nachazejici existuji. K vili stru¢nosti zavadéji se ob-
dobné jako v odst. 54 tato oznaceni

F(oo) = Fla =[F @, Floo) = F(~ o) =[F ()] _

a obdobné¢ v jinyeh pripadech.
Symboly tu zavedené, o nichz jesté pozdéji na pce-kladé
jiné definice urcitého integralu bude pojednino zevrubnéji. jsou
- jeden piipad t, zv. integrald (uréitych) nevlastnich.
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POZN.iAMKA. Pro symbol privé zavedeny zlstivaji platny
ziakladni vlastnosti integrilu vyloZené v odst. 56, 57. Zejména jest

o0 oo b 00 a
ff(x) dx —ff(x) dx =ff(x) dx ff(x) dx = —ff(x) dx, atd.
a b a a oo

Budeme se ostatné symbolem timto pozd&ji obsirn&ji zabyvati.
PRIKLAD 1. Integrail

[ o}

_dx =lim arctg x == ;
1+x‘_x=oo g _2,
0

naproti tomu 00

dx

x

nema smyslu, ponévadZ neexistuje limlog x pro lim x =o0.
PRiKLAD 2. Integral

x_(;'-lt‘{) —f(——— - ) dx=[logx—log(x+l)]
= hm log —logi=log 2.

PRIKLAD 3. Jelikoz
fe—ﬂ-' cosbxdx =

e—ax(bsin bx — a cos bx) +k

a*+-b?
apna>o0 lime—nbei"bx—"aCObe—O
o a®+ b* o
jest @
a
fe—»nxcos bxdx:éf*_-ms a >0
0
a podobné @
. b
fe—ﬂxmnbxdx:aﬁ_'_;' a>0
0

PRIKLAD 4. Ze vzorce (odst. 9, pf. 3)

f(x*+A) Vx* A= aVergat kot

plyne ihned
dx 1,

(x=+Ai Vxitd” 4’
PRIKLAD 5, Jest rozhodnoutl, zda méa vyznam integrdl

oo}

A>0.

dt
V4(‘l—e )(t—e.,)(t_eu) e,te,+e;=0.
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Zvolme si ¢islo A vétsi, nez nejvétsi z cisel e, , 1e,i, |e, . Pak pFedlozeny
integril jisté ma vyznam, existuje-li limita
X
lim dit
i
x= CD V4(t_e )(t—(’z)(t_es)
dt d it
d
—|— 1m

V4<t—e YE—edlt—e,) J VA —e) (=) T—en)
Avsak, zda existuje limita na pravé strané, snadno mizeme rozhodnouti, roz-
vineme-li funkci za znaménkem integraénim v Fadu podle klesajicich moc-
nosti proménné { postupujici a potom vySetfime, zda k Fadé tak vezniklé
pFislusi primitivni funkce majici pro lim x —=co limitu. Jest

1 1 1

Vel = et —eli—es)  2VB VA=, D(—est D(1—eyt-1)
1 B, . B, . .
:_27i;5+2VF+2VT7+

Rada potenéni na pravé strané jest jisté konvergentni v disledku tolo,
. . 1w . .- Ty v 1 . . ‘o
jak jsme volili ¢islo 4, jest to sou¢in (2Ve2) a tii binomickych rozvojt pro

(U—et ) 4i=1,23.
Primitivoni [unkce k ni jest

Vi 3V 5Vt'
Limita této funkce pro lim{=oc existuje a jest rovna 0 a ma tudiz i in-
tegral dany vyznam. *

68. Neposkytuje prazadnyeh obtizi prvé tii zikladni metody
pro pocitini integrdld neuréitveh, t. j. metody rozkladu, ¢astecné
integrace a substituce rozsititi i na integraly urcité. Tak na pft.
z rovnice platné stile v intervalu (a, b)

(uo) = u'v + uo' (1)

b b b b
b
[uo]" =fu'n dx -|-qu’ dx, fu'n dx= [uv]:: —fuu' dx, 1)
a u i a4

kteriZto rovnice se ihned roziifuje i pro pkipad, 7e a nebo b
stavd se oc, podrzuji-li oviem jednotlivi ¢lenové p¥i tom svij
vvznam, jakoZ i pro pripad, Ze rovnice (1) pFestava byti platna
ve mnozstvi bodovém reducibilnim, je-li jenom uv funkei spo-
jitou proménné x. Ziroven lze poznamenati, ze v (1') postadi
predpokladati, 7e pouze jedné z funkei uv’, u'v prislusi v (a, b)
ntegral, jelikoz potom v dasledku toho, jak jsme k (1') dospéli,
piislusi i k druhé z téch funkei integral. Pozndmka tato s na-

plyne



157

lezitymi obménami, které snadno étendi sim postihne. jest platna
i pro uvahu bhezprostfedné nasledujiei a nebude jiz opakovina.
Rovnéz jest

b 3
[ ax=[rew e dr. @

kde @, 3 jsou dvé hodnoty takové, Ze probiha-li t interval (. g8).
probiha x stanovené rovnici x=p(t) interval (a, b), takZe a = ¢(a).
b=¢(#). P¥i tom miZe x nabyvati hodnot uvniti intervalu (a, b)
i nékolikrate a mize i z tohoto intervalu vybocovati,*) je-li jenom
a=o(a), b=¢(B). Nebof je-li F(x) primitivni funkce k f(x), jest
hodnota levé strany rovnice (2) F(b)—F(a), pravé pak strany
F(9(3)) — F(p(a)) = F(b) —F(a). Rovnice (2) ziistane pak v da-
sledku rozsifeni pojmu urcitého integralu v platnosti i tenkrite.
neexistuje-li @'(f) ve mnoZzstvi bodovém redueibilnim lezieim
v (e, ), je-li jenom @(f) v (e, ) funkei spojitou. V bodech tohoto
mnozstvi mize derivace funkee ¢(f) stivati se i nekoneCnou.
Ziustava v platnosti i tenkrdte, nastoupi-li misto jednoho nebho
i nékolika ¢isel a, b, . § symboly ~., —~,

Kone¢né metody derivace integrilu podle parametru lze vzdy
pouziti i pFi poc¢itani integrald urcitych, neprichizeji-li pii tom
v uvahu integraly zavedené roziifenim pojmu urcitého integralu
(odst. 61 a ndsl.). Pro tento piipad (7e jde o integraly na zakladé
rozsivené definice zavedené) poddme pozdéji obsirné vysetrovani
opirajici se oviem o jinou definici uré¢itého integralu.

Zavisi-li také meze integralu na parametru (a nejenom funkce
za znaménkem integraénim), jest provésti derivaci podle para-
metru podle rovnice (y) odst. 56.

K rovnici (2) lze pFic¢initi tyto poznamky.

POZNAMKA 1. Budte? diny dvé funkce f(x), fi(x) v intervalu
(—a, a) integrace schopné¢ a hoviei rovnicim

f(=x)=f(x). fi(=x)=—fi(x)y —asx<Za )
Pak nazyviame funkei f(x) sudou, funkei f,(x) lichou (v intervalu
(—a. a)). Uvazujme pak integrily

0 0
[reyds, [ dx,
—a ‘—H
do kterych zavedeme novou proménnou integracni rovniei x=—x".

*) Pro tento pfipad jest oviem nutno piedpokladati, Ze k f(x) pFislusi
primitivni funkce v jistém intervalu, pfesahujicim interval (a, b). Viz svrchu
poznamku k rovnici (1').
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Integraly ty se preméni se zietelem ke (3) ihned na integraly
[rn dx, — [ i,
0 0

Z toho nasleduje ihned véta: Jsou-li f(x), f,(x) funkce v (—a, a)
integrace schopné, proa pak suda, druha licha, jest

f ;(x) dx= fo £(x) dx + f f(x)dx =2 fa £(x) dx, f fi()dy=0. (4
—a —a 0 0 —a

Neni obtizno véty tyto pfimo na zakladé definice integralu ja-
kozto primitivni funkce odivodniti. Viz DP 127.

POZNAMKA 2. Budiz ¢(x) funkce periodicka o periodé¢ 22
t. j. bud splnéna rovnice o (x4 27) = 9 (x) )

a budiz tato funkce v intervalu (0, 27) integrace schopna; na
zakladé periodicity jest pak oviem v kazdém intervalu integrace
schopna. UvaZujme integral

2r
fq)(x) dx.
0
Na zidkladé¢ (IV) odst. 57 a rovnice (3) miZeme psati
2n « 2n a 2n
[o() dx =[p(x) dx +[9(x) dx =[o(x +27) dx+ [9(x) dx.
0 0 « 0 [

Zavedeme-li v ptedposlednim integralu novou proménnou rovnici
x+ 27 =x', mame ihned
2n+a 2n4«a
jtp(x + 271) dx _[¢(x') dx' —ftp(x) dx
25

a po dosazeni podle této rovnice do predchizejici jest patrno,

7e jest, jestlize @(x) jest periodické s periodou 2=, platna relace
2n+a

f P(x) dx = f 9(x) dx. ©)

I tato rovnice nasleduje snadno z definice integralu pomoci primi-
tivni funkee. (DP 107, véta o funkcich majicich stejné derivace.)
Cviceni.

e ]
1. Integril | e- 8 xn dx vypocéteme pFi a > 0 ze vztahu (odst. 9, pf. 2)
0

fe—axxndx=—n!-:n_%[1+(‘:—’;)+32§+...+(;":%]- )
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Jest viak lim e—2x xN =0, af N jest jakékoliv ¢islo redlné (DP, 167 (p¥. 2), 168).
X=00

Pravé strana rovnice (1) pro lilm x =oco0 tedy odpadd a zbyva tedy do-
saditi x =0, ¢imZ dostaneme

@
'
fe—axxn dx=3:+l. (2)
0
2 > 2T
2. dx T
- e =50 pRi D=b2— - ]
fax2+bx+c V_Dpn b*—dac <0 a pii a>0 3)
— o0

Disledek odst. 18, pf. 1.
3. Z rovnice (15) odst. 16 vyplyva ihned

f ...(20—3).1,
1)y 2.4...(20—2) 2

f _ 1. ...(20—3)_q
(t’+1)d 2.4...(20—2) - .

Z ptikl. 3 odst. 9 nasleduje, derivujeme-li napted 0— 1-krite podle 4 a potom
bereme obé strany v mezich 0, 00, snadnou tvahou vztah (klademe souc¢asné
A=1) pfi 6 >1 .

f __dt  _2.4.6...(20—2)

(t’+1)"+'} 3.5.7...(20—1)
3a. Diikaz vztahi (a, b, c, ... ]SOll libovolna éisla kladnd)

dx 7

J @roe)etes)  Vac (Vae+ Jbe)

x'dx

. 14
(a+bx)(c+ex)  Voe(Vae+Voc)

@
xtdx

J@Fom e @t re  (Vae + Voo) (Ver+ Vee) (Vog + Vaf)

a podobné lze provésti snadno na zikladé véty, Ze, je-li

f,(x) ﬁ = g(a, b),
— Q@

Jest dx _—by(a,b)+eg(ce)

f IO G Fomctem ae—be

xtdx __ap(a,b)—ecp(c, e)
Jro e =" 00
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4. Caste¢nou integraci nasleduje snadno

 aWm{v— B _(x—am+1(x—D)n
f(r ayn (x — b)ndx = T

f(x— aym+1 (x — b)yi—1 dx.

n

T mE1

Jesilize m > —1 a n >0, vymizi pro x = a i pro x =D prvy ¢len pravé strany
a mame tudiZ v tomto pFipadé, integrujeme-li v mezich a, b,

f(x—a)'"(x-—b)"dx——————f(x—a)m+1(x— byr—1dx.

Uzijeme-li na integril pravé strany opétné téhoz postupu atd., dospéjeme
konecné p¥i n celém kladném (a m > -—1) k rovnici

b
f(x — a)m (x — byndx

—(_ nin—1)(n—2).. f mtnd 4)
=E mEDmtmtr. (m+n) (r— apmndx
( l)n(b—a)m-l-n-l-l _ n' .
m—+n-41 m+1D(m+2)...(m-+n)
Zv1asté pak jest 1
gy 02 4-6.
[(l—x) d.vc'_21 5 (2n—|—1) (C))
fy(x—a)(b ). a . sign (b — a), disledek rovnice (¢) odst. 19.
dx 27
. - To——— =+ ==, disledek odst. 19, pF. 2.
f lG-a6-n P
V i__:BE T .
(x’+b ) Vx’+a‘ bVa’ urctg T lia*>b
b+ 16 - a Vb < b
. llog Jel|a<b a, b
b Vb —a ¢isla kladna;
dx 1 b+ Vbr+ at viz}odst. 21,
a; +b)Vr—a “bVaF b log a cvi¢eni pF. 3.
(x b’) Va’ — x’ 2b VT Fbt
dx L/

pes —N ) ——,
A(x—a)]/;x—A|.[x—B| Vid=al.|B—al

« vné (4, B), vyznam intervalu (4, B) a &isla e= + 1 viz cvieni odst. 26.
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5a. Dokazte vztahy za predpokladu, ze m, n, p, q jsou ¢isla cela kladna:

27 2n
fcos mx cos nx dx =0, fsin mx sin nxy dx =0, m*n )
2n 2a
fsin‘ mxdx =fcos’mxdx =, 6)
0 0
2r
fcos px singx dx=0. )
0

Ukaite, Zze integraly z tychZ funkci, avdak v mezich 0, 7 jsou rovmny
pofadé &éistdm 0, 0, i, ia, O (jsou-li p, q stejné parity) resp. —2q/(p*— q*)
(jsou-li p, g riizné parity).

6. Uvazujme integral

a7t \er

Im= | sinn x dx = | cosm x dx,

kde m jest celé cislo kladné.

Z integrali neurcitych k funkcim sin*x, sin?*~'x, odvoze-
nych v odst. 30, pfikl. 5, ndsleduji ihned tyto vysledky

— ﬂ__ * (2"____.1) . T . (8)
2.4.6...... 2n 2
11"+l:g14.6 ...... ~2n . ©)
3.5.7...... @n+1)

Ostatné nasleduji tytéZz hodnoty z rekurentnich relaci mezi
i, jez vyplyvaji z redukénich formuli pro integrialy z funkece
sin®x (viz rovnici (!) v pFikl. 5, odst. 50). Jak z této rovnice (!)
a z obdobné pro integral k funkei sin®+1'x plyne, jest

Im= m= 1 Im—2,
m

odkud? pak snadno dostaneme (8) i (9).

Vvrazy tyto vedou k odvozeni dilezité formule zvané Walli-
sovy. Jest vzhledem k odst. 58 (2),
a7t Ve

sinm—txdx >fsinm xdx (10)

(nebof nehledé ke krajnim bodim intervalu (0, {n) jest stdle

sin"~1x > sin” x) a tedy
lan—1 > bon > 12n+1

Petr, Iniegralni pocet, 2. v. 11
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Dosadime-li z (8) a (9)
2.4.6...2n—2) _1.3.5...(2n—1)

3.5.7...2n—1)" 2.4.6... 2n 2
2.4.6. 2n
_ 3.5.7. '*(72,1—4-()'
tJ. 2.2.4.4.6...(2n—2)(2n—2) 2n NESN
1.3.3.5.5...@n—3)2n—1)(2n —1) ~ 2 m
>2.2.4.4-.6...(2n—2) 2n.2n .
1.3.3.5.5...2n—1)2n—1)(2n+1)

Soutiny na obou kiidlech této nerovniny jsou souéiny konver-
gentni, vzristd-li n nade viecky meze a maji touz limitu, (viz
DP, 32, pfikl. 6) a nasleduje tedy z (11)

T . 2.2.4.4.6...(211—2)(2n—2)21@

T
2 e 1.3.3.5.5...@n—3)@n—1)(2n —1)
. 2.2.4. ‘4. - 2n.2n
= lim —
o 1.3.3.5...@n—1)@n+1)

coz jest formule Wallisova jiz v DP. 91 jinym zptisobem ziskana.

at)

Odmocnénim a snadnou tupravou ziskame z (11) snadno laké
tento vztah

V”_2.4.6...2n S 0< e <]
TTt3.5...2n—1 Vn¥e RS
' : 2 .
Dosadime-li z tohoto vyrazu za 2.4.6...2n do (8), mame
1.3.5...2n—1
Ign—*ﬂlif- .
2Vn+t+
odkudz vyplyvd nejprve pro m sudé
lim (Yt . In) = 1/3- (12)
m=ao 2

kteryz vztah snadno riiznym zpisobem lze rozsiriti i pro m liché.
(Na pf. na zdkladé (10), anebo podobné, jako jsme jej odvodili
pro m sudé.)

6a. Dokazte, ze, jsou-li p, q Cisla celd, kladnd

Tt
2 _ —
-[sin&’xcos?qxdx=2‘/‘sin?I’.r:cos2ilxd.vc=:t1 3.5...@p—1).1.3...(2¢ 1),
y : 2. 4.6 @p +29)
2 7
2 2 —
sinZ +lx cos2d x dx = sinzﬂ.\ccosa211+l.rdx::1 3.5...(2q—1).2.4...2p ’
J : 3.5 T s @ep+2q+1)
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Fi4

b[szin2p+I xcos2d+l x dx = _t P _q_'7
2p+29+2 (p+ o)
6b. Dokazte, Ze pro a >0, b >0
§ cos?r x sin2q x dx _ T 1.3...2p—1).1.3....(2g—1)
J (acos?x + b sint x)pt9t! S aPthpIthoo 4 . (@p+29)

a z toho prvni z formuli 6a. (Derivaci podie a resp. b za integr. znaménkem
z integrdlu, ve kterém jest p =0, q =0 a ktery se pfimo vypocte. Viz také
dol pfF. 8)

6b’. Stanovte integral (2 >0, 6>0; p, q, r ¢isla celda =0)
n
cos P xsinYx dx .
(a cos? x + bsin* xyptatrtt
0
Nédvod. V rovnici pfedchizejiciho p¥ikladu misto &, b polozime a4, 044,
¢imz vyraz v zdvorce za integraénim znaménkem se nachédzejici se améni
v acos'x+bsintx 4 4. Derivujeme potom obé& strany rovnice tak vzniklé
podle 4 a to r-krat. Kone¢né klademe i=0; dostaneme po snadné dpravé,
znacime-li posledni zlomek na pravé sirané prvé rovnice pfikladu 6a se na-
chizejici {p. q}. tento vyraz pro dany integral

a r
ap+f/=bq+vg'é;( ) {p+k qa+i}. abr k+1=r.
Tak na pf. T

dx . _ 7 (3,2, 3)
(a cos®* x + b sin? x)"_ Sl/a_b (a’ +ab b’)
6c. } cos 2mx —1ym. (Va— Vb)
a cos'x+bsin'x Vab V——}-Vb
0 .

acos® x-+bsin® x

T
2 1
6/‘cos(m—l— )x dx—0,

m celé, kladné (=0); a>0, b>0.

T

sin 2m x d o
) —dx=0.
acos? x4 b sin® x

Spravnost poslednich dvou vztahtt nahlédne é&tenar ilined, provede-li
substituci x =7 — x". Prvi rovnice jest platna nejprve pro m = 0 (viz p¥. 6b),
dédle pro m =1. Nebof

cos 2x = cos? x — sin* x = — Zj_;ll—: *2— (a cos? x 4 b sin® x).
Oznacime-li tedy integral v prvé rovnici se vyskytujici Im, jest
f=— at+b =« 2 __»_'r__]/a'—]/b

a—b)ab —5 T Vab Va+ Vo
11*
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Koneéné v disledku rovnice

cos (2m + 2) x 4 cos (2m — 2) x = 2¢cos 2m x . cos 2x,
dosadime-li jeSté do ni za cos2x podle rovnice svrchu vypsané, nasleduje
rekurentni vztah atb
lm+1+lm—l Jl‘2 blm:o’

ze kterého indukeci snadno v prvé rovnici uvedeny vysledek. Tento jest
oslatné velmi specidlnim pfipadem rovnic p¥. 11k jinak odvozenych.
2. Jest vypoéisti za pi‘edpokladu, Ze c>—a*—b?* >0 a e c—a>0,
27

[ dx .
- Jacosx+4bsinx+c

0
Primitivni funkce jest tu aspofi pro intervaly (0, 7), (v, 27)

]/ 2 - aretg (cV—a)tg-}x;}-b_’_k (13)
c!_a! 2 82__ 2

Kdybychom uzili k vypoc¢tu daného integrdlu bez blizii rozvahy formule (1),
dostali bychom vysledek nespravny, totiz 0. Pri¢ina toho tkvi v tom, Ze
funkei (13) nelze pokladati za primitivni funkei k integrované v celém in-
tervalu integracnim, nebof jest to funkce nespojitdi a to v bodé x = . Ozna-
¢ime-li funkci (13) bez konstanty k stru¢né @(x), jest totiz
T T
T =y sy COH0=—rmetes

Mame-li dostati funkci pnmltlvni pro cely interval (0, 277) platnou, musime
tedy konstantu k ve vyraze (13) pro interval (7, 27) jinak voliti, nez pro in-
terval (0, 7) a mimo to budeme tu funkeci i pro hodnotu x =27 definovati.

Polozime na pr. F(x) = o(x) pro x v (0, 7),

27
F(x)—fr(x)-}-} —pt pro x v (740, 27).
Funkce F(x) takto v celém intervalu (0, 2:7) definovana jest spojita a ma

L . 1 , .
za derivaci funkci - v celém interpalu (0, 27). Pomoci F(x)

acosx+bsinx+4c
na ziakladé (1) dostaneme oviem vysledek spravny.
2 d
X 2T
— =F@1)—F(0) = oo 14
0facosx-}—bsinx-—l—c @) @ Yer —a*—b? —ai— (4
pro c* —a?*—b2>0.

Rovnice tato jest v platnosti pro ¢ > a; ponévadz viak zirovei c* > a4 b*> at,
jest ¢ kladné. Pro ¢ zdporné dostivame tyz vysledek nisobeny — 1.

Za. Stejnym zpisobem mohli bychom vy?isliti integral ptedch. piikladu
za pfedpokladu, Ze a, b, ¢ jsou obecnd Cisla komplexni. Av3ak nejprve po-
dame pouze vypocel inlegralu (C < 0)

2n
f dx A, B, C jsou Cisla reilna.
Ai cos x -+ Bisin x-+ C i imag. jedn.




Primitivni funkce k funkei za integra¢nim znaménkem jest (odst. 46)

1 _ I——(tggx—llAth,x—B+VA§+B=+C‘|
iVArF B Ce ECigix—ildtgsx— B— VA + B+ O
Kdyz x probiha interval (0, 27), argument log v tomto v¥raze uvedeny opi-
suje uzavienou kf¥ivku v roviné komplexni proménné, kterazto kkivka protina
dvakrate osu Cisel redlnych a to pro x =0, (27) a pro x=2a. Pro tyto* dvoji
hodnoty jest argument funkce log <0 a +1. Podle toho jak jsme definovali
funkci log, kterdZ jest nespojita pouze podél reilné osy v zéporné jeji polo-
vici majic na obou bfezich pFislusného Fezu konstantni rozdil 2w, jest loga-
ritmickd funkce ve vyraze pro primitivni funkei se vyskytujici, umensime-li
jenom bud poéitecni anebo koncovou hodnotu o + 27i, funkci spojitou, kdyz x
probiha interval (0,27) a jeji hodnota pro x =27 jest pak (po umenseni)
o * 27 vétsi neZ jeji hodnota pro x=0; i jest tedy
2n

dx 2:1¢ C-o (e
Alcos x4 Blsmx-l—C VA2+B’+C*. ; )

kde e=+1 a, jllk bud pfimo (naznacenou iivahou) anebo rozmanitym jinym
zptisobem vyplyva, ¢ =sign C.

Vysledek tento jest dileZity tim, Ze nam podava pfevratnou hodnotu od-
mocniny J4*+ B*+ C® ve tvaru integralu z jednoduché funkce &isel 4, B, C
a proménné integraéni x.

8. Podobné jako v ptikladé 7 dostiviame

4

dx T ..
- - == pii ac — 62> 0,

acos?x+2bsinxcos x4 csin?x Jac—b?

ktervzto vysledek vyplyvi ostatné snadnou substituci (x = 2x') z(14) a naopak.

9. Pro vvypocet integralu

T .
__i_ dx 3
1+42rcos x4 r®

lze pouziti pfimo vzorce (a), odst. 47, kdeZ jest udana primitivni funkce platna
pro inten’nl (0, Tt—¢&), pti ¢emz ¢ jest &islo kladné libovolné malé. Dosta-
neme pro dany integral, je-li x v intervalu (0, 7 — ¢),

x!

1—r? r, x'
dx =2 t tg —J-
f1+2rcoex+r * are g(l—l— )

Platnost teto rovnice mizeme roziifiti i pro x'=a, jestlize v tomto pfi-
padé (x'==) na pravé sirané, jeZ pro x'—n stiva se neuréitou, dosadime
limitu pravé strany pro lim x’=a; nebo( pak bude prava strana funkei
spojitou proménné x' pro 0 < x' < o; pro limitu pravé strany dostiviame dva
rizné vysledky podle toho, je-li| r| <1 anebo | r| >1. Mame tak

T
f =2 g Ir< 1
———dx=mn ,
1+2r cos x +r? pro r (15)
=—u pro|r| >1.
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Z tohoto vysledku na zikladé identity
1—r?  _ 2U+trcosx)

+li|-2rcosx+ r* 142rcosx-r?

plyne ihned

T

f__ﬂ%x_d,:q pro|ri<t,
1+ 2rcos x+rt (16)
=0 pro|r|>1;
a podobné .
fﬂﬁg_dx:O prolr| <1,
1+2rcos x4 r* (16"
0 2
=+ pro|r| >1.
10. Primitivni Tunkci k funkci proménné r dané integralem
t
2 cos x + 2r
————dx
14 2rcos x+r?
0

v intervalu, v némnz jest|r| >1, jest
n
flog (1+2rcos x4 r?)dx 1?2)
0

(nebof citatel zlomku za znaménkem integra¢nim se nachazejiciho jest de-
rivaci jmenovatele podle r v celém intervalu, v némz | r| > 1, mimo to jsou
splnény viechny ostatni podminky postacujici k tomu, abychom v integrilu
(17) mohli derivovani podle r providéti podle pravidel odst. 9). Podle rov-
nice (16’) jest tou primitivni funkei také (je-li|r|>1) 2nlogir:. 1 jest tedy

b3
flog(1+2rcosx+r’)dx=2nlog|r|—|—konst Ir >t (18)
0
Avsak tuto rovnici lze psiti ve tvaru
flog (14 2r—1cos x4 r—?)dx =konst
ri>1 (18"

(odeéteme-li na obou stranach 2z log r! —flog r? dx).

K uréeni konstanty miiZeme si za r zvoliti ¢islo jakékoliv v absolutni
hodnoté vétsi nez 1. Zvolime si r tak veliké, aby log (14} 2r—!cosx+4r ?)
byl v intervalu (—s¢, ¢), pfi ¢emz ¢ jest ¢islo kladné libovolné (libovolné malé).
Pak jest (odst. 58) x

—ze <flog(l--|—2_r_1 cos x | r~?)dx < ¢
0

a tedy podle (18’) —ae< konst < we,
af ¢ jest jakkoliv malé. Jest tedy konst—=0 a mame (v disledku (18) a (18)

flog(1+2rcosx+r?)—2nlog|r' fr|>1
=0 irl<ft.
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11. Abychom vy¢islili integral

xm—1 dx

f;?nv— 2xncosp+1

—®
pouzijeme formule v odst. 18, 4 Omezime se pfi tom na ptipad, Ze m jest

liché, a n sudeé.

Nejprve jest, jelikoz
lim [log (x? 4 ax 4 b) — log x?] = lim log (1 + e +%) =0,
x=00 xX=00 X x

n—1 n—1
lim 3 Brlog(x*—(ack+a 'a ¥ x+1)=ILlim I Brlogx?=
x_. 00 k=0 x=0w k=0

n—1
lim log x* 3 Bi.
Xx=00 k=0
n—1
Avsak 3 Bxr=0, jak snadno uzitim formuli pro soucet Fady geome-
=0

trické a na zakladé okolnosti, Ze ar=1, vyplyva. I jest limita souétu prvych
élent v ptisluiné primitivni funkei pfi lim x =co rovna nule a rovnéz i pro
lim x = —oo. ’ )
Dile jest 2x — (aakt a—la Ko

—i(aagk—a1a¥F)]-o

+ o,

[urc tg
pti éemz horni znaménko jest brati, jestlize
—i(aak— a—1¢—+*)=2sin 9+ 2kn
jest kladné a dolni, jestliZe ‘2 sin 9+ 2kn jest zaporné. Predpokladame-li
n

0< p < 2x (s vylouenim oviem hodnoty ¢ ==, pro kterou neni zikladni

formule odst. 18. platna), nastdva p¥fipad !prvei pro k=0, 1, 2,.. ., %— 1,

druhy pak pro k='-'25, %-}- t,...n—1.
Nasledkem toho jest
o 2 r_
xrm—1 2 n—1 2
f dx=2ni X B'xr—2ni X B'ir—=4ni X By =
xin— 2xncos @ 41 k=0 n k=0
mn
z . _mn
i — —_ 2
— 4w gm—n 1—«a +a—mtn il—a 2 —
2n (an —a— ") 1—am 1—a—m
8xi [ am—n a—m+n L mn
= 2 2
2n(an—a—n) |1 —am l—a—M](nebof a =—tatedyiac=—1)

sin [% (n—w)+¢]

.. om
nsin—
n
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Vezmeme-li v dvahu, Ze se zietelem k okolnosti, Ze m jest liché a n sudé
primitivni funkce v odstavci 18, 4 uvedena licha (t. j. ze pro ni jsou
v platnosti vztahy F(— x)= — F(x), F(0) =0), jest
0
f X dx = f———u“ - - dx.
x2n — 2xn cos ¢+ 1 § x2n—2xn cos p 1

— a0

‘Provedeme-li dile v poslednim integrialu substituci x?» =& maéme, kladouce
pro stru¢nost

@ 7=a b
fL_d __n sinfa@z—9)+9]
E2—2%coset+1 = sing sin an ’ (19)

0
kteryzto vysledek byl odvozen za predpokladu, Ze &islo a jest Cislo racio-

nalni a to tvaru 2M+1, kladné a mensi nez 2; daéle, Ze 0'< @ < 27 a nadto
@ rizné od .

Vztah (13) lze psiti téz v nasledujicim tvaru ponékud jednodussim
(misto ¢ dosadime’ 71— ¢)

ao

. fa—1 f—— 7 sin(fa—1) g
E“-{-— 2Ecos¢+1 = sing sinan 19,)
19
. sin(a— l)cp !
" sin @ sin (a—l)’r
‘p:‘:ov '—7(<(P<ﬂ, 0<n<2-
Klademe-li v (19) ¢ = }i1, E2=x, }a = b, mame po snadné tlpravé
@
fxb—‘dx_ T
3 x 41 sin b’ 0<b<Lt, (20)
platny dosud jenom, kdyz b jest &islo racionalni tvaru 2’;—4_1
v
11a. Dikaz vztaht (g, b, ¢.... jsou ¢isla komplexni, jichZ imaginarni

cast 3 0)
f __loga—Ilog b
(x+a)(x+b) a—>b

[~

_ dx log a + logb + - logc
(x+a)y(x+b)(x+ o) (0—b)(8—0) b—a)b—o) " (c—a)(c—0b)

provésti 1ze snadno rozkladem funkce integrované ve zlomky éasteéné. Z rovnic
téchto nasleduji vztahy

f.dx ___’f x = o,
ox’—a’_2a o(x‘—a')(x‘—b’)_ 2ab(a-b)

v nichz pf¥i a, b pfedpokladéno u imaginirnich ¢asti znaménko kladné. Z pfed-
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posledni rovnice snadno nasleduje (integral z téze lunkce tam se nachizejici
v mezich vak —oo, 400 jest dvakrate vétsi)

@ _
dx i . VB’—AC)
e s =, . = Y — .
fo*+ oBxtC VB —ac ® + ‘=¥ ( A
—>

Pfi tom jako obvykle zna¢i R redlnou ¢éast argumentu v pripojené zévorce
se nachazejiciho, o kterémz v pfikladé vypsaném jest predpokladano, Ze jest
od nuly rizny.

11b. Jestlize « jest ¢islo komplexni tvaru M+ Ni, N +0, pak

fcotg {(x—a) dx=27i.sign N,sign N= 1 1 podle toho, zda N jest kladné ¢i zap.
0

Nédvod. Primitivni funkce jest 2logsin §(x — a); jestliZe x se méni od
0 do 2a, pak é¢islo komplexni sin}(x —a) opiSe poloviéku elipsy se stfedem
v bodé 0 s poloosami Chi{ N, |Sh{N | a to po elipse ve sméru kladném (zap.),
je-li N> 0(<0); amplituda toho ¢&isla komplexniho, méni-li se s x spojité,
vzroste o 7 (— ), tedy logsin}(x— a) o zi (— wmi).

11c. Integral
27

dx i ) .
,[acus:r+bsinx+c’ kde a=a,+4ia,, b=0b,+ib,, c=c,+ic;s
a kde a,b, —a,b, =(ab), (bc), (ca) nejsou vesmés rovny nule (jinak by se
dany integral redukoval v podstaté na integril pfikladu 7). da se pFfevésti na
integril pfikladu 7b.
Nebot jest identicky
1 1

- B = — s — — cot — ,

acos x+bsin x+¢ ch?—a’—b’ [cotg }(x —a,) — cotg § (x — )]

kde - _L_ _V,éi:b;;’__ji — o™, pntl Vc'“'_%d;i_;gj: el (viz odst. 49).
a — bi a4—01

Pti vySetfovani danélo integrilu jest nutno vylouéiti pfipad, ve kterém jedno
z &isel a;, a, jest redlné*) kteryzto pfipad nastiva tenkrit a jenom tenkrat,
kdyz (ab)*= (bc)?+ (ca)?. (K diikazu stadi nalézti podminku nutnou a po-
staCujici, aby dvé rovnice

a,cosx~+b,sinx+4¢, =0, d,cos x +bysinx+¢,=0
mély spoleéné redlné Feseni.) Vyraz (ab)? — (bc)? — (ca)* ziskava tudiz se zfe-
telem k danému integrdlu vyznam a vyjddiime jej pomoci éisel

M, N, M,, N,, kde o«,=M,+ N,i, ¢,=M,+ N,i.

Vyjadieni jest snadné, uvaZime-li, ze ¢isla a — bi, 2¢, a4 bi jsou imérna
Zislam 1, —(e'® + /), o!@+ ) (koeficient umérnosti jest obecné &islo kom-
plexni A). Dostaneme, Ze vvraz (ab)*— (bc)? — (ca)? jest nehledé k ciniteli |A]®
rovny vyrazu

ge— 2M—2M: [Ch(N,+ N,) — cos(M,—M,)].Sh N, .Sh N,.

*) Nebof funkce za znaménkem integra¢nim se stava v intervalu integ-
ra¢nim nekone¢nou a rovnéz pfislusna primitivni funkce.
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Vyraz tento jest kladny, jsou-li N,, N, stejného; zaporny, jsou-li protn ného
znaménka. I jest tedy podle pfedch. prikladu

2r 0, jestlize (ab)? > (be)? + (ca)?,

dx
— — 2
ofa cos x4+ bsin x4 ¢ VC’ z -sign N,, jestlize (ab)? <<(be)*+ (ca)?,

sign N, miZeme v tomto vyJadrem daného integrilu nahraditi vyrazem
eity eiao)

. Vee=ar— b o 5 L
sign R (—__._-...), (stac: uvazovati vyraz e—_ial_}_eiac

c
(Viz Jacobi, Werke, VI str. 156 a nasl.)

POZNAMKA. Pii feSeni tohoto piikladu mltky predpokladano, ze
ct—a'—b" £ 0. Vysledek nalezeny vSak jest platny, i kdyz ¢*—a'— b*=0,
jak ¢tenaf snadno dokaze. V tomto piipadé jest totiz «i=a: a Jest v plat-
nosti vidy piipad prvy. Aviak také bylo mléky pfedpokliadéno, Ze a—bi + 0.
Nez i tentokrite, kdyz a—bi=0, vysledek ziskany jest platny a integral
dany jest v ptfpadé druhém roven 27/c, v ptipadé prvém pek rovny nule,
oboji v souhlase se svrchu ziskanymi vzorci. Obdobné poznimky lze pFici-
niti i k pfikladém 11k, 1.

t1d. Dokazte, ze

E

fcotg (x 4 ai)dx =log ‘(’h 8
0

. 1oz s .
— ?' signa, a realné ¢islo, riizné od nuly.

2
fcotg (x+ A+ Bi)dx = logcotg(A+ Bi), A, B redlna; B=+o.

L

Névod. K stanoveni na pf. druhého integralu staéi uvaziti, Ze primitivni
funkci jest log sin (x + 4 4 Bi) ve viech intervalech, v nichZ tato funkce jest
funkci spojitou. V téch bodech, v nichZ funkce ta jest nespojitd, méni se
hodnota jeji o * 27i a jest tedy (jesté se zietelem k cviéeni p¥.1, odst. 18¢)
hodnota integralu na levé sirané druhé rovnice rovna pravé strané té rov-
nice zvétiené o celistvy nasobek ¢isla 2ni. Avsak prava strana druhé rovnice
jest spojitou funkci &isel 4, B v kazdém oboru uzavieném, v némi B jest
rizno od nuly. Rovnéz tak levd strana (podle v&ty o sttedni hodnoté). I uréime
neznamy cel. nasobek &isla 2mi, volime-li vhodné B. Nejpohodlné&jsi jest vo-
liti B velmi veliké (symbolicky klademe B — -} 00 aneb B = — c0); shleddme
pak, Ze nasobek ten se redukuje na nulu.

Prvni rovnice jest specialnim p¥ipadem druhé (viz také Hermite, Oeu-
vres, t. IV, str. 525 a nasl.).

11e. Dokazte, Ze za stejnych pfedpokladi o 4, B jako v pfedch. pf.
b

fcotg (x+ A+ Bi)dx =1Tog %g'g+2. i E (——) .sign B,

kde E,(f) znaci &islo celé obsaZené v intervalu (E— %, £+ 3 —0). Odvodi se
stejné jako vysledek v p¥ikladu piedch.
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11k DokaZte vztah (a jest &islo komplexni, jehoZ imaginirni ¢ast jest
od 0 riizna) b
f _dx —Tox cotg}(a+a)
sin (x + @) cotg}(b—f—a)

Jakozto specialni phpudy této rovnosti dostavame hodnoty téchto integralé
udané od Hermitea (Oeuvres, t. 1V, str. 528)

EL

4 dx dx _ 1+e2
b[sin(x-—-ai)—+,o[sin(x+ai)_2bgl—e—"

a realné, > 0.

g kil
2 2
f dx =— 2 4 _ —4iarctge—2
sin (x — ai) sin (x + ai)
t
2 - E

Vztah obecny jest dflsledkem rovnosti v pi. 1ie a rovnice
1
—— te —t =
snGet o) 2 O (x+a)+ g L+
11 g. Integrily (n jest ¢islo cele kladné > 0, ostatni oznaéeni s pnslus-
nymi pfedpoklady jest uvedeno v p¥ikladé 11b).
2n

fe""x, cotg } (x— a) dx = 2nienie (1 + sign N),
[}
21

fe—'“'-f. cotg 4 (x— a) dx = 2ai e—nic (— 14 sign N)

)

lze vypocisti snadno na podkladé vysledku p#. 11b. Tak na pf. pEi prvinim
integralu pleati pro mtegrovanou funkei |dentlcky (mlsfo eix resp. eiz kladeno
pro struénost z resp. a)

z+a z—l—a

z+a

einx cotg } (x—«) = izn 2= i(zn— a'l)

2 +ign 22
i(zn+ 2zn—1 g-} 2zr—248'+ - . - - -} 2zan—1-} an) -}- an cotg.\} (x—a).

Integrujeme-li tento vyraz-¢len za ¢lenem v mezich 0, 27, mame ihned na-
znaéeny vysledek.
11h. Jest dale

2n
fcos nx cotg } (x —a) dx =2xi sign N . einens,
J .
2n
fsin nx cotg } (x— a) dx = 2neinea,
0

kde ¢ =sign N. V¥sledky tyto jsou bezproslti'ed_ni disledky rovnic (X).
11k. Z vysledkii pfikladu ptedch. a z prvni rovnice p¥ikladu tic na-

sleduje ihned
2q

j‘ cos nx dx @ + (eine i),
acosx -+ bsinx-+c Vc’—a' b € ’
0 jestlize (ab)* > (bc)* 4 (ca)*
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c— a'— bt —

a =+ o ) (@ + bi)yn - (a — bi)n),

jestlize (ab)* <(bc)’+(ca)'. PFi tom znac¢i ¢« = sign N,. (Oznadeni viz v prF. 11c).
Stejné jest

__Bl

2n 2n

f sin nx dx - ief cosnxdx
4 acosx+bsmx+c oacos.r-i—bsmx—l—c

jestlize (ab)t > (bc)* + (ca)';
jestlize pak (ab)* < (be)* 4 (ca)?,

JTE . evcl_aa_b —c . _
th'—a —b’( PO Y ) (@ bi)» — (a — bip).

Zvlasté pak jest v pripadé prvém:

cos x dx —i sin x dx 2T
acosx+bsinx+c¢ acosx—l—bsmx—l—c a—l-bi'
0 0

v piipadé druhém:

2n
cos x dx _ 2na Vcﬁaz—_,;g‘_w

acosx+bsinx+c Jor—at—b ato
1}

2n

- sin x dx _ 27b Ve _—_ﬂ._ 3
acosxtbsinx+c Vr—a —b2 alt o
)]

11l. Z poslednich rovnic pfedchazejiciho pfikladu a z vysledku pf. tic
obdrzime, prejdeme-li k primitivnim funkcim podle c, resp. podle a, b (cbdobné
jnko v piikladu 10, kde jsme uvaZovali primitivni funkci podle r) k témto
integralitm

pfipad prvy:
2r

flog (a cos x -+ b sin x + ¢) dx =2n log (a — ebi) + ki;
0
pfipad druhy:
2n
flog (a cos x + bsin x + ¢) dx =27 log (¢ + ¢Jer — at— b)) +k,.
0

P#i tom funkce log(acosx+bsinx-4c) za znaménkem integrainim jest
uréena jednoznaéné tak, Ze si zvolime jeji hodnotu pro jedno x z intervalu
integrac¢niho na p¥. pro x =0 libovolné (mezi hodnotami té funkci pFislusejicimi
a lisicimi se o celistvy néasobek ¢isla 27i) a ostatni hodnoty stanovime po-
zadavkem, aby funkce uvaZovana byla v intervalu integraénim spojita (ne-
hledé po pFipadé k tomu jednomu bodu, v ném% jsme si volili hodnotu funkce).
Konstanty ki, ke nezavisi na a, b, ¢ a jsou to hodnoty numerické, zavislé také
na volbé funkce log (acos x 4 - - -); riizné hodnoty, které vznikaji riznou volbou
té funkce, lisi se o celistvy ndsobek ¢isla 4n’i. Abychom aZ na tento celistvy
nisobek hodnoty ty dplné stanovili, volime vhodné a, b, ¢. Tak v pFipadé
prvém poloZime ¢ =0, a=1, b=/, ¢imz integril nabyva hodnotu 2a% - 4nni,
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kde n jest celé. Prava strana (na které ¢« =4 1) se redukuje na 27 log2,
I mame k stanoveni k, vztah

27 log 2 4 k,=2n% 4+ 4nnti, k= —2alog (—2)+4n'7
a tedy jest v prvém pripadé
2z

flog (acos x + bsin x + ¢) dx =27 log 4 (ebi — &) + 4mti, m celé.
0

V druhém ptipadé klademe ¢ = C, a=i, b=i; p¥i tom pFedpoklddame C
realné kladné, velmi veliké (nekone¢né veliké 1. fddu vzhledem 1). Pak jest
integral roven 27 log C -} 4na%i. Na pravé strané jest e=-1; jest pak prava
strana rovna (abstrahujeme-li rovnéz od veli¢in redlnych nekone¢né malych)

ky+ 27 log (C 4 VO F2) = + 27 log 2C + k,,
tudiz k,=—27log2;

2n
flog (acosxbsinx+e)yde=27logd (c+¢ Ve = 'av=8%) 4 4masi, m celé.
0

2. INTEGRALY ZE SOUCTU NEKONECNYCH RAD.

69. )iz v odst. 6 byla vytknuta dilezitost. kterou maji in-
tegraly z nekone¢nveh fad, jichz ¢lenové jsou funkce proménné
(integraCni), pro definici integrdlu na podkladé primitivni funkce.
Poznamka tam ucinénd prokazovala ihned existenci integrala
(primitivnich funkei) k velké vétsiné funkei v analysi pouziva-
nych a méla pro nasledujici zasadni dilezitost. Vedle toho in-
legraci nekone¢nvyeh fad jest nam umoznéno v ¢etnveh piipadech
integraly z funkei skute¢né poditati a ¢asto to byva nejacelnéjsi
prostiedek k tomu vypoctu. Jelikoz pak véty pro integraci ne-
konetnveh Fad p#i riznych definicich integriald jenom v po-
druznvech vécech (ve véecech totiz majicich spise teoreticky vy-
znam) se lisi, pojednam soustavné jiZ na tomto misté (na zakladé
definice integralu jakozto primitivni funkce) o integrilech z Fad
nekonecnych, jichz ¢lenové jsou funkee integraéni proménné,
jakoz i o pouziti téch integrali z fad pro vvypocet uréitych in-
tegrald. Pozdéji béhem vykladu dalsich doplnim zménami, které
v ptislusnych vétich nastivaji, vychizime-li od jiné definice
integralu.

V DP odst. 122, disledek 2 byla dokdzina véta: Maji-li
funkce ui(x) derivace v intervalu (x,—9d, x,+496), je-li nekonecna
fada u')(x)+ u'y(x)+u's(x)+ -- .- stejnomérné konvergentni pro
viecka x. pro néz 0 <|x—ux,| < d, a je-li kone¢né rada u,(x)+
+ uy(x)+---- konvergentni pro x=x,, jest tato Fada vibec kon-
vergentni v intervalu (xo—9d, x,40) a jeji soucet s(x) md v bodé
x=ux, derivaci, pro niz s'(x,) =u'y(x,) + u's(xg) + -+ -
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Kdybychom byli piedpokladali, ze funkce ui(x) maji deri-
vace v intervalu (x,, x,+ 9), ze fada u',(x)+ u's(x) + .-+ jest stejno-
mérné konvergentni pro viecka x, pro néz d>x—x,>0 a 7¢
rada u,(x) +us(x)+---- jest konvergentni pro x=ux, bylo by
na zakladé obecné véty cit. odst. (DP, 122) ‘vyplyvalo, 7e ¥ada
8, (x) + Ug(x) + -+ -+ jest konvergentni v intervalu (xy, x, 4+ J) a Ze
jeji 'soudet s(x) ma v bodé x =x, derivaci zprava, jez jest rovna
souctu u';(x,) + u's(x) + +--- '

Obdobny vyrok lze uciniti o derivaci funkce s(x) v bod¢
x=x, zleva. _

7. téchto vét vyplyva ihned (budiz a < b): Je-li rada u’,(x)+
4+ u'y(x)+ ---- stejnomérné konvergentni v intervalu (a+0, b —0)
a je-li rada u,(a)+ us(a)+ ---- konvergentni, pak funkce s(x)=
= u, (x) + ug(x) + +--- ma o intervalu (a, b) ve viech bodech deri-
vaci (v bodé a zprava, v b zleva), jeZ jest dana souétem neko-
neéné rady u'\(x)+u's(x)+----, t. J.

s'(xX)=w' () F+ ' (x)F+ e (x)+---- (Zakladni véta.)

(Nejprve totiz, volime-li x,=a a d=b—a, nasleduje z citova-
nych vét konvergence fady u,(x) 4+ uy(x)+-+-- v intervalu (a, b)
a vyraz pro derivaci funkee s(x) v bodé a zprava, potom, voli-
me-li za x, nékterou hodnotu z intervalu (a, b) jinou nez a,
snadno ostatni tvrzeni:; mléky pfi tom byla predpoklidana exi-
stence derivaei funkei ur(x) v interv. (a, b).)
Vétu posledni mizeme, pouzivime-li pojmu uréitého integ-
rialu (jakoZto primitivni funkee), vysloviti takto (klademe v ni
x X
n,(x) = v’ (x), D,(x):u',(x),..;fvl(x)dx: 1, (x), [0y(x)dx = u,(x),....):
Véta 1. Jestlize rada
01(x)+ 0, (x) 0y (x) F - - O
Jje stejnomérné konvergentni v intervalu (a+0, b —0) a ma za
soucet S(x), pak, existuji-li v (a, b) integraly k funkcim ovr(x).
existuje tam i integral k S(x) a jest

X x X x
fS(x)dx =fnl(x)dx+fo,(x) dx+fo,,(x) dx -, jedi x v(ab). (2

Nebof, 7e Ffada na pravé strané jest konvergentni pro’x=a,
jest patrno — vsichni ¢lenové jeji jsou pro x=a rovni nule.
©statni podminky poZadované k platnosti véty jsou pak splnény
na zaklad¢ predpokladé vétou danych.
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Jelikoz viak véta, kterou jsme si odvodili, vyplynula jako
pouhy disledek véty diferencialniho poétu, jsou integraly urcité
v (2) se vyskytujiciintegraly podle ptivodni jich definice (jakozto
primitivni funkee) a nikoliv integrialy podle definice rozsifené
(odst. 61 a nasl.). Pro onen pripad lze jesté vétu doplniti vy-
rokem, ze rada (2) jest stejnomérné konvergentni. Zvolme si,
abychom to dokizali kladné éislo € libovolné. Pak, ponévadz jest
fada (1) stejnomérné konvergentni v (a+0, b—0), existuje ¢islo
N takové. 7e pro viecka n> N jest
ra(x) | < g/(b— a), je-li rn(x) zbytek Fady (1) po n-tém-¢élenu a x v(a-+0,6—0).
Ozpacime-li R,(x) zbytek Fady (2) po n-tém ¢lenu, jest podle
véty svrchu vyslovené

X
Ru(x) :j r(x)dx a tedy podle (2") odst. 58 | Ra(x) | < Eié x—a)<e

pro viechna n >N, ¢im7 véta dokdzdna.

70. Vétu odst. predch. lze nejprve rozsifiti pro ten pripad,
7e Fada (1) jest stejnomérné¢ konvergentni v kazdém intervalu
poloZzeném na (a, b), ve kterém neni zadny z koneéného poctu
bodii ¢, c,. .. .. cy v intervalu (a, b) se nachazejicich. Mizeme
totiz tvrditi: Véta 2. Jestlize rada (1) jest stejnomérné konver-
gentni v kazdém intervalu poloZzeném na (a, b) a neobsahujicim
(ani na soych hranicich) Zadny z bodi ¢, ¢y, . ... cn toho inter-
valu, je-li dile rada

X x X
Jou(x) dx+ [oue) dx + [,y dx + - @)
a8 a a
konvergentni v intervalu (a, b) a predstaouje-li v ném funkci
spojitou (coZ nastane na pr. tenkrite, je-li v (a, b) stejnomérné

X
] tni). jest soucet fady (2') dan integrale: (S(x) dx, pFi
¢emz pojem integralu jest brin pe smyslu odst. 61 a také inte-
graly z funkcive(x) ve (2') nechf jsou ve smyslu odst. 61 funkce spo-
jité, jei jsou primitivnimi funkcemi k vi(x) o kaidém intervalu
polozeném na (a, b) a neobsahujicim Zadny z bodu c;, . ..., Cy,.
Nebot kazdy bod riizny od bodi ¢, ¢, ..., cylezi v inter-
valu neobsahujicim ziddny z bodd ¢,, ¢,,..., v némz jest tedy
rada (1) stejnomérné¢ konvergentni, a v némz tudiz soucet fady (2)
predstavuje podle zikladni véty predch. odst. primitivni funkei
k sou¢tu fady (1). Tim a v disledku rozsiteni pojmu integral-
niho odstaveem 61 jest véta dokazana.
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Jeliko7 tada (2') jest v disledku piedpokladi v kazdém in-
tervalu poloZeném na (a, b) a neobsahujicim 7adny z bodi ¢,
€, . .., ¢y stejnomérné konvergentni (viz pfedch. odst.). postaci
k zjisténi, zda soucet Fady (2') jest funkci spojitou o (a, b). ny-
$etFeni, zda souéet ten jest spojitou funkci v bodech c,. ¢,. .. ..cy.

POZNAMKA 1. Véta ziistapa o platnosti i tenkrite, predpokla-
dime-li ze rada (1) jest stejnomérné konvergentni v kazdém
intervalu neobsahujicim (ani na hranicich) Zadny z bodi redu-
cibilniho mnozstoi ¢iselného A. Konecné i o élenech Fady (2') by-
chom mohli predpokladati, Ze to jsou integraly definované pedle
odst. 64, Ze jsou tedy funkce spojité, jichz derivace podle x cxi-
stuji a jsou rovny vi(x) ve viech bodech intervalu (a.b) s vy-
jimkou po ptipadé bodi obsazenych v reducibilnim mnoistvi
¢iselném A, které viak jest totéz pro vsecka k. Dikaz tohoto
rozSifeného tvrzeni jest rovnéz jednoduchy disledck zikladni
véty a prislusnveh definie.

POZNAMKA2. Vély o integraci fad nekonec¢nveh, jichz ¢lenové
jsou funkce proménné x, mizeme také jinak vysloviti a to tak.
7e se tykaji integrilu z limity fady funkéni f, (x). f, (x). s (x)...
o nekonefném poc¢tu ¢leni. Tak na pr. vétu 1. odst. 69 miizeme
nahraditi vétou ji ekvivalentni:

Jestlize existuje limita
lnn fa(x) = f(x),

ke kterézto limité f.(x) konverguje o intervalu (a+ 0,!b —0)
stejnomeérné a existuji-li ke osem f.(x) primitioni funkce o tomto
intervalu, pak existuje o ném i k f(x) primitioni funkce a jest

x . X
ff(x) dx = lim ./fn(x) dx pro véecka x » (a b).
n=oo .
4 a

Tato véta bezprostredné nasleduje z véty 1, jakoz patrno,

nahradime-li fadu ve vété t fadou
L)+ ) = (0] + s (%) — 1, ()] -

t. j. klademe-li ovx(x)="{fr(x) —fr \(x).

Obdobné lze vysloviti i vélu 2 (odst. 70), co7 vSak nctireba
podrobnéji rozviadéti.

PRIKLAD 1. Rada

(I—x)+x(1—x)+ > (1—x)+.-

jest konvergenini siejnomérné v kazdém intervalu polozeném na. (—l 1) ne-
obsahujicim body —1, 1.
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Rada, kierou integraci v mezich (0, x) dostaneme,

(£_£)+(§?_f_“)+(x_"_£)+....

1 2 2 3 3 4
jest stejnomérné konvergentni v intervalu (--1, 1); nebot,
x" 1
fra(x) | = Iy < w

1
a tedy | ra(x) | < ¢ pro vSecka n> - & pro viecka x intervalu (0, 1)). Jest
tedy souéet fady druhé integrilem souétu fady prvé v mezieh (0, x), pfi ¢emz
miZeme si x zvoliti rovnym i 1, jak plyne z véty privé dokdzané a jak
¢tenaf snadno verifikuje.
PRIKLAD 2. Totéz, co plati o tadé prikladu predchizejiciho, plati o fadé
logx+ xlogx+4 x?logx+----
v intervalu (0, 1), bereme-li ji v ivahu bez prvého ¢lenu. Integrujeme-li jed-
notlivy élen v mezich (0, 1), dostivame
1 1
. k ] L | 1
ka—l log xdx = [x_;:g x]o _ k !xk—l dx: — E;;
0

soucet fady dané vsak jest

1 —x
I jest tedy .
logx =~ Q1 _ = .
fl — dx == e = e (DP, 159, rovnice (h)).

0
Timto postupem lze obecnéji stanoviti

I
(log x)2m—1 . = . Bm,
e dx = — (27)2m am

0
kde m jest celé ¢islo kladné, coz pfenechiavam é&tenafi (viz cit. rovnici z DP).

PRIKLAD 3. (Darbouxiv). Rada
. §I[kx e—kxt — (k 4 1) x e—(k+Dx3) (a)

jest Fada konvergentni pro viecka x a jeji soufet jest x e—x2. Integrujeme-li
v mezich (0, x), dostdvime Fadu

- ;kg (kX — e~ x2); ®

i tato fada konverguje a jest jeji soufet —}e—x2 pfi x+0, pro x=0 jest
soucet 0. Avsak x
fxe—x’ dx=1}—4% e—x?
0

a neni tedy integral souétu prvé fady v mezich (0, x) rovny soué¢tu druhé
fady. Z toho uzavirame, Ze fada (8) neni v intervalu (0, x) ba ani v inter-

Petr, Integrilni polel, 2. v. 12
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valu (040, x) stejnomérné konvergentni (nebof pak by podle véty 1. nemohla
okolnost pravé vytfena nastati). Vskutku Fada (#) neni v intervalu, ktery
obsahuje bod 0 tieba i na hranicich, stejnomérné konvergentni, aviak
v kaZdém jiném intervalu nastivi stejnomérna konvergence. Kdyby dale
fada (b) byla funkci spojitou v bodé 0, byl by jeji soucet integrilem v me-
zich 0, x funkce dané souétem fady (a); jelikoz vSak tomu tak neni, jest
patrno podle véty 2, Ze Ffada (b) mneni spojitou v bodé x =0, a neni tudiz
také stejnomérné konvergentni v Zadném intervalu obsahujicim bod x=0.
¢oZ oviem snadno lze dokaizati.

PRIKLAD 4. K v¥poctu integrilu

b

b/k,gm dx Ibl<|al

a—>b sinx sin x

pouZijeme rozvoje (DP, 137)
1+£ £, 8,8 ]
log — = —2]- LA LN S I
o [ s
Dostiavime
b sin x b . b b?
1 L_z il . ein? Y &in® [
og 2—b sin x 2 asmx—|—§8nsm x+1},85 sin® x 4 ]
Rozvoj tento (i kdyZ jej nasobime 1/sin x) jest konvergentni stejnomérné -
pro kazdy interval x, nebof konverguje rychleji nez fada geometrickd s kvo-
. cientem b/a, af jest x jakékoliv. Dostaneme pak integraci soucet ¢lenti tvaru

a

o1 b%+r em=kxdx—1-"3'5"'2k_1- 1 b2+t
2k 41 a2kt 2.4.6...2k 2k +1 a2 +1
0

pro k=0, 1, 2. ..., kteryZto soucet jest, jak zndmo, 7 arcsin b/a. Jest tedy

T

jlo a+tbsinx -‘—ii~-—'rarcsln£v Ib)<|a]l.
L}

a—bsinx sinx

Stejné se dokaze (pro [1bl<lal)

flo a+b5111xs. xdr_‘rgi—_]/a’—b-.
b

PRIKLAD 5. Integral

Q0
fx"_" I 0<b< t
J 1+x(x"

si nejprve rozlozime ve dva a ve druhém provedeme substituci x =1/x"; do-

staneme 1
b—1 b—1 —b
f T odx= it b ok S Y
14 x 1+ x ] 1+ x
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Aviak
b—1 —b
W T i e 0 (I — A xt— O xt ),
14+ x
Rada jest stejpomérné konvergentni v intervalu (0, 1 —¢), kde 0 < e < 1.
Rada integraci vznikld jest viak konvergentni stejnomérné v celém intervalu
(9, 1), nebof integrujeme-li v mezich (0, x) dostaneme Fadu
xb  xl—b xb+1 x2—b) (xb+2 xa—b)
XTI - d
(b +1—b) (b+1+2—-b + b+2+3—b ()
aneb, piseme-li ¢leny v jiném pofadku, Fadu
xb xb+1  x—b+1 xb+2  x—b+2
N
b b+1 b b+2 b—2,
kterd konverguje i pro x=1 absolutné a pro ostatni x v (0, 1) konverguje
jesté rychleji nez pro x=1; konverguje tedy stejnomérné a miiZeme pak
podle véty odst. 70 poloziti (kladouce do (d) x=1)

o
[Erismt (b s )+ et -t +

¢imZ dany intggrail vypocten.

Tento integrdl jsme vSak vypocetli jiZz dfive a dostali jsme pro b racio-

nalni tvaru 2—‘"T+l vysledek (viz cviCeni k odst. 68, pt. (1)
14

[ﬁ—ld a 0<b< 1
J 14-x Y= in b <b<t. (e)
Srovname-li oba vysledky dospivime ke vztahu
T 1 1 1
sin bz b—(b+1+b )+(b+2 )— h
dokazanému sice jenom pro b raciondlni tvaru 2 4+1, avSak ponévadz obé

Vv
strany posledni rovnice jsou funkce spojité, platnému pro kaidé b ubnitr (0, 1).
Tedy i (e) jest platno pro kazdé b, jez hovi nerovninidm 0 << b < 1.
PRIKLAD 6. Uzivime-li vysledku v (f) — ktery ostatné v ponékud jiné
formé jest odvozen i v DP, 160 — mdme ihned
1

6[sin.’m.[%—( 'lf' + l_)+(x_1*_2+xl2)—-(...)+...]dx=

fm'(x dx—*rfdx::r. - &)
0

0

Radu v hranaté ziavorce — nehledime-li k prvému jejimu ¢lenu — mii-
zeme rozloziti ve dvé fady

T x 1 x+2_x+3+k+4_
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jez obé jsou stejnomérné konvergenini. Nebof pfi 0 < x <1 jest zbytek po
(n—1)-tém ¢lenu fady prvé znaménka téhoZ jako élen n-ty a co do absolutni
hodnoty mensi nez soucet Fady

1 1 1 1 1 1 2

nTarz a3 tage agat T +n—|—1 n
a stejné tomu jest i pfi fadé druhé. Stejnomérna konvergence prvé Fady
o¢ividné se nezrusi, nasobime-li kaZdy ¢len vyrazem sin 7x (nebof ten vyraz
jest stile v absolutni hodnoté < 1). Miizeme tedy v diisledku dokazanveh vét
tvrditi, Ze integrdl v mezich 0, 1 ze soudinu sinzx a Ffady prvé jest rovny
souétu integrald z jednotlivych élend fady prvé ndsobenych sinzx. Vypo-
¢téme soudet prvych n takovych integrali. Jest nejprve

ksl k41

1
— 1)k : :

f—(—Q sin:txdx:(—l)u Smnx’dx':fde; subst. x +k=x'
x+k x! ./ x

a tedy souéet prvych n integrald vznikajicich z ¢leni fady prvé (vynecha-
vam funkci za znaménkem integraénim)
n+1 n4l

[ [

TudiZ v disledku vét o integraci fad stejnomérné konvergentnich
1 n41 =)

. 1 1 1 . sin x sin Tx
; — — = 2P dx = dx,
fsm *cx[ x+l+x+2 x+5+ ]dx nl:gof = dx lf p X,

¢imz prokazano zaroveh, Ze integrdl na pravé strané posledni rovnice ma vy-
znam. Stejné jest
1

0
. 1 1 1 __[sinx
J.Slnnx[_x—l+x—2_x—3+ ]dx—f—x dx
—®

a rovnice (g) se zméni v rovnost

1
ﬂ/'smmcd + smnxd +fsmnxdl_ smxnxd.
i

— Qo .

elikoz pak sin stx
Jeli P fsm X g —fiuﬂd S Jest funkce sudi,
— o0
mame koneéné
fsm X Gy =1,
x
0

Klademe-li v tomto integrilu x =ax'/7, kde a > 0, mame ihned ponékud
obecnéjsi vysledek P

fSi';_‘“dx-_-m, a>o0.

u
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Aviak zméni-li v posledni rovnici a svoje znaménko, zméni své znaménko
cela leva strana, takze jesSté pondkud lobecnéji miZeme psati pfi kazdém a
oo

sin ax .
J dx = }7 sign a,

x

kde signa=+41, —1, 0 podle toho, zda a jest kladné, zaporné, nule rovné.

71. Véty piedchazejici pro integraci fad pfedpokladaji in-
terval (a, b), ve kterém se integrace providi, koneény. Lze jich
vSak uZiti i na interval nekoneény, provedeme-li napfed vhodnou
ziménu proménné integralni, tak aby se interval nekonecny
zménil na koneény. Tak na p¥. béZi-li o integraci v mezich (a, o),
kde a jest kladné, sta¢i proménnou integraéni x nahraditi pro-

ménnou y:i— a dostaneme interval (O, %), na- kteryz uziti vét

pravé uvedenych jest pripustno. Po ptipadé — jevi-li se to Géelno
— lze interval rozdéliti dfive na nékolik intervalli; na p¥. in-
terval integrani (— oo, o©) bychom mohli rozdéliti ve tfi (— oo,
—b), (— b, a), (a, ), kde a,b jsou kladny, a potom uziti p¥i
prvnim a tfetim intervalu naznadené substituce.

Casto vSak lze rozhodnouti, zda integraci fady v intervalu
nekonec¢ném dospivime k témuZ vysledku jako integraci jejiho
soultu, i v pFipadech, v nichZ uziti vét dosud dokézanych ne-
vede k cili. K tomu cili provedeme tuto dvahu. Budiz dina Fada
nekonecna o soudtu s(x)

8 (x) = u, (x) + us (x) 4+ us (x) 4-- -

a mame rozhodnouti, zda jest platna tato rovnice

fs(x) dx—fu,(x) dx+fu, (x)dx+fu,(x)dx+ 9)

bo

K tomu samoziejmé se vyzaduJe nejprve, aby 1ntegralyfs (x)dx,
bo

fux(x) dx mély vvznam. Dile budeme pozadovati, aby pro vsecka

B = by,, B> B byla splnéna rovnice
Br B! B! B

fs(x)dx=fu,(x)dx+fu,(x)dx+fu,(x)dx+---. (10)
B B B B
(o ¢em7 nds pouluji zpravidla véty dokazané odst. 69, po pfi.

70). Podle definice integreilufs(x) dx jest
bo
ba

@ by b
fs(x)dx:fs(x)dx—l-fs(x)dx—!— s(xydx+---» (11)
bo b, ba

(]



182

kde by, b,, by, by... jest jednoduse spodetna fada ¢isel rostoucich
s indexem nade vSecky meze.

MiZeme pak podle (10) psati

b, by b by

fs (%) dx=fu1(x) dx+fu,(x)dx+fu.(x)dx Foen
bo be be bo

b.

f;(x)dx =fb:4, (x) dx—i—f’::, (x)dx+fb:ls(x)dx+----
b, b, b,

b,

b b b bs
fs(x)dx:fm(x)dx+fu,(x)dx+fua(x)dx+...,
be by bs b
Uvazujme nyni Fadu dvojnou o ¢lenech
b;
Oy = [y (x) dx; ik=1,275,....
by

Sé¢itame-li tuto fadu dvojnou napied podle tidek, t. j. podle k,
(o]

dostaneme pravou stranu rovnice (11) a tedy za soucet fs (x) dx.
ba

S¢itame-li napied podle i, obdriime za soucet
[o o] - o) o o]
fu,(x)dx+ Uy(x)dx +fug(x)dx+4..--
ho ho by
Tyto soulty jisté jsou stejny, je-li Fada o élenech o absolutné
konvergentni (DP, 52). Mame tak vétu:

K platnosti roonice (9) jsou vedle samozrejmych podminek
tyto podminky postaditelny :

1. Roonice (10) jest splnéna pro kazidé B > b,, B'> B.

2. Lze ooliti jednoduse spocetnou radu cisel b,, b;. b, ...
rostoucich nade vsecky meze tak, ze rada doojnd o élenech vi
jest absolutné konvergentni.

Od podminky 2. o¢ividné¢ mizeme upustiti, jestlize ¢leny
ui (x) asponi od jistého indexu » pocéinajice jsou stile kladny pro
vsecka x> A > b,. Pak totiz ve dvojné radé, ke které jsme
vedeni integraci fady dané v mezich (4, o), mize se jednati

. jenom o absolutni konvergenci (nebof ¢lenové od indexu » po-
¢inajice jsou stale kladni).



PRIKLAD. K vypoc¢tu integrilu

o)
e—ax SINX >0
x
. 1}
rozvineme 3™ Y v fadu, dostaneme
x
sin x |
e—a.\' :e—tl.\' —_ _— o — .. -
2 (L-S+5-) %)

Rada tato jest stejnomérné konvergentni v kazdem intervalu pro x. Abychom
viak ziskali si jistoty, Ze miiZzeme (aniz:bychom porusili rovnost) integrovati
() v mezich (0, o0), vySetiime jesté, zda podle navodu svrchu podaného
miizeme sestrojiti dvojnou fadu o ¢lenech oy, absolutné konvergentni. Cisla
b, zvolime si tim, Ze klndeme bk=k Pak absolutni hodnota ¢lenu oy jest
r2i—

(‘)l_ l)‘

| ik __fe wx TP e & emateo)
')l )
k—1

Sc¢itame-li napfed podle fadki (podle i), vidime podle posledni nerovniny, Ze
dostivame v kazdém fPddku soucet absolutnich hodnot mensi neZ et—a(k—1
a tudiz, ze dvojna Fada bude absoluiné konvergentni, kdyz « > 1. Muazeme
tedy za pitedpokladu « >1 integrovati (f) na obou stranich v mezich (0, o),
¢im? obdrzime (p¥. 1 ve cvifeni odst. 68)

oo

fe_a'\"SL;—:vdx: L_ ',,,_|_,l__...—m-ctgl @)

a 3a®  S5a®
> 1,

Ziroven jest patrno na pfikladé propocitaném, ze vskutkW nepostaci,
bézi-li o integraci fad v mezich (4, o), aby splnén byl poZadavek stejno-
mérné konvergence v intervale (a, B), kde B jest libovolné veliké. Nebof
Fada v rovnici (g) jest pro « <1 divergentni, a Fada (f) jest stejnomérné
konvergentni i pro 8 <1 v kaZdém kone¢ném intervalu.

POZNAMKA. Mizeme metodu tu vyloZenou pro integrily, jichz
jedna mez jest co, rozititi i na integrily v mezich koneinych.
Abych dvahu k tomu se vztahujici co nejsrozumitelnéji naznadcil,
budu uvaZovati ptipad co nejjednodussi. Budiz dina Fada ne-
konedna u,(x) + us(x)+ uy(x)..., ktera jest konverg;entni stejno-
mérné v kazdém intervalu (a, b'), kde a < b’ < b. Rada ta pied-
stavuje tudiz svym souctem v intervalu (a, b — 0) funkei, jiz
ozna¢ime s(x). Funkce tato mtze byti v (a, b—0) i nekonecnou
(pravé v okoli bodu b), aviak integril z s(x) dx mize existovati
i pro cely interval (a, b).

Tento integral existuje, ptisluseji-li v (a, b) k funkcim oi(x)
funkee primitivni, coz budeme ptedpokladati, nejprve pro kazdy
interval (a, b); integral pak pro (a, b). existuje-li, jest din rovnici

b b
fs(x)dx:lim fs(x) dx (h)
b1=bJ

a

1]
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(viz odst. 61, pozn. 2); limita na pravé strané a integral na levé
strané zaroven bud existuji aneb neexistuji. Na zikladé této
rovnice muzeme vyvody podané pro integral v mezich b,, o
opakovati téméi beze zmény pt¥i rozhodovini o otazce, zda limita
(h) existuje a soucCasné zda jest platna rovnost

f: (x) dx =fb"l(x)dx +fl:‘a(x)dx +fb“=(x)dx+--- (k)

Nebudu se §ifiti o podminkach postac¢ujicich ke kladnému odpo-
védéni na obé otizky, kteréz podminky ¢tenat podle predchazejici
uvahy si odvodi.*) Uvedu toliko jednu jednoduchou podminku

by b2 bs
f+f+‘f+..., kde a<b;<b,<b,<... alim ba=>b.
a [ .

k tomu postacitelnou. Postaéi na pf. k ni, aby vedle podminek

svrchu zavedenych a podminek samoziejmych (tykajicich se

existence integralt na pravé strané rovnice (k)) bylo splnéno
up(x)=0 pro viecka x v (b —¢.b) a pro viecka k> N. O

PFi tom si kladné ¢islo € miizeme zvoliti tak malé, jak chceme
a ¢islo N mizZe byti libovolné veliké; znaménko pak = lze na-
hraditi v (I) znaménkem <. '

72. Vypoéet uréitych integralii pomoci Ffad. V piikladech
k vykladim ptredchdzejicim byly naznateny metody, jez jsou
uziteény pii vypoétu uréitych integrali a jez se opiraji o inte-
graci nekone¢nych tad. V nasledujicim poukazi je$té na uZitek
rozvoje Taylorova a na ptikladé objasnim pojem asymptotického
rozvoje. Vypoltu eliptickyeh integralé pomoeci fad bude pak
vénovan zvlastni oddil této kapitoly.

Plati-li pro f(x) rozvoj Taylorﬁv
@ =re+ 2 @+ S o) .-

konvergujicn kdy? XJest v mtenalu (a b). jest ihned
ff(x)dx=(b—a)f(a)+ el pwt oL@t w

Rozvoj. ktery dostivime, jest, jak snadno nahlédnouti, rozvoj

*) Rada na pravé strané rovnice (11) nahradi se pfi tom fadou (vypisuji
jenom znaéky integralni)
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Taylortv pro funkei ff(x) dx (pti proménné b). Kdybychom uzili
rozvoje Taylorova °*

() et () o

) -

dostali bychom (za pfedpokladu jeho konvergence v intervalu

ol

(a. b)) . .
ff(x)dx—(b—a>f("+ )+ 25 () + @
)

rozvoj to jevici symetrii vzhledem k mezim a zpravidla rychleji
konvergujici nez (1). Tento rozvoj lze snadno odvoditi z rozvoje
(1). rozlozime-li d¥ive interval integra¢ni na dva intervaly
G@a+b), a), Ga+b),Dd),

Nebylo by nesnadno v rozvojich (1) a (2) udati zbytky, coz
viak tu opomijim.

Casto jest G¢elno, lze-li funkei za integraénim znaménkem
rozloziti v souéin, toliko jeden éinitel rozvinouti v fadu Taylorovu.

Priklad. Jest vypoéisti log 2 dany integri’llem

1 =
o8 2 f1+x

Uzitim (1) dostavame
1 1 1 1
1 P — — —— ey
og2="T—5,Ft ;7T
fadu zndmou zvolna konvergentni. UZijeme-li vSak (2), mame

It 1 t o]
log2= 2[13+3.3=+5.3=+ ]

fadu rovnéz znamou rychleji konvergujici. Kdybychom si interval integra¢ni

rozdélili a psali
log2=
o8 fl—i—x fl+x

a na kazdy z obou integrili pouzili formule (2), dostali bychom

l°g2=2[1?5 +3.15=+515 - ]+2[—*+3 7='+"']'

POZNAMKA. Jest zajimavo, Ze jedna fada pro numericky vy-
pocet integrald jesté dfive byla uvefejnéna nez Taylorova. Jest
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to t. zv. fada Bernoulliova*), kteri vSak vyplyva z (1) prostou
zaménnou ¢isel a, b.

a
73. Vypocet fe"" dx. Integral tento — ktery ma velikou dile-
0

7itost hlavné v poétu pravdépodobnosti — pocitime, je-li kladné
¢islo a malé, nejjednoduseji pomoci rozvoje e~ v fadu potencni.
Jest ihned
e .
. a’ 85 ar

fe—x'dxza——i—!—}—+~2-!rs BET R

0
Rozvoj na pravé strané je sice konvergentni pro kazdé a a dava
vzdy hodnotu hledaného integralu. Jestlize vSak jest a veliké,
na pi. pti a =5, konverguje pravd strana s pocitku pomalu
(¢leny s pocatku rostou) a pofet pomoci uvedeného rozvoje jest
nepohodlny. Tu vsak lze pouziti s prospéchem t. zv. asympto-
tického rozvoje daného integralu. Abychom.rozvoj tento pro-
vedli a tak ziskali ptilezitost k objasnéni pojmu rozvoje asymp-
totického, uzijeme na integral z funkce e v intervalu (a, o)
opétovné integrace Casteéné. I mame

- -] a s -]
— &
fe—x’ dx=f2 xe—x:, Lge=% ;fe—x’ dx , (1
2x 2a xt
a a a
G 1 a: 1.3 ® d
_e¢ {.e- 3 , dx
T 2a 2t g3 + 2 fe—x Xt

a

+ e-xt

@
_e—as_1'Q—GE 1_3(3—11’_1.3.5 dx
~ o4 ot 43 23 g» _25_ x

a
a obecné po 4 krocich

] —_e___ai _._1 1’_3_ —_— :
fe—x dx = 2a [1 24t + (2a%)* @)
a
. 1.3.5.,.(24—73)
+ (— 1)1 @ a1 ]+ i
kde ry=(— 1)} 1.3.5..2.;_(2/‘.— 1)fe_x,;¢i_xz_

Hodnotu vyrazu r, mizeme odhadovati pomoci véty o stiedni

*) V ,Acta Eruditorum* z roku 1694; Joh. Bernoulli, Opera [, 123—125.
Rada Taylorova jest po prvé uvedena ve spise Taylorové ,Methodus incremen-
torum directa et inversa“ uvefejnéném v r. 1715,
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hodnoté. Jest ihned, uvdZzime-li. Ze funkee za integranim zna-
menim se nachazejici jest mensi nez e—/a?’.

[ -]
2 —
MR PO 1)fc_x,dx‘,
a

i 27 g2/
Avsak podle (1) jest © e
a tedy a
C1.3.5...@QA—1) 13 @E—1) o
lr” ™ 2241 2741 e, r,=(—1) ’ga(gazy;.m . 6,

pri Cem7 0 < 8 < 1. Tak jsme vedeni k tomuto vysledku: Po-
drzime-li progch 4 élenii rady
e-a [1 L, 1.3 1.3.5+.”J, 65)

2a || (2a) ' a)r  (2aY)°

ddva nam prislusny oyraz hodnotu integralu fe—’"dx s chybou
a
mensi co do absolutni hodnoty, nei jest abs. hodnota c¢lenu
A+ 1-vého (a ona chyba jest téhoz znaménka. jako jest tento ¢len).
Ozna¢me souéet prvych 4 ¢lend fady (3) znackou s;. Pak
jest podle véty pravé uvedené '

0 (— 1) (fe—xs dx—s,) < Mf"_—_ll_az. (4)

2a.(2aY)"

Z nerovniny této vyplyvi, Ze rozdil integrdlu privé vysetfova-
ného a s; konverguje k nule, kdyZ a roste nade viecky meze, ba
ten rozdil konverguje k nule s rostoucim a nade viecky meze.
kdyz jsme jej byli diive zndsobili funkei e®.(2a?*, jez s ro-
stoucim & velmi rychle vzristd a to tim rychleji, ¢im vétsi jest 4.
Rychlost pak této konvergence jest tim vétsi, ¢im vétsi jest 4.

Radé té vlastnosti fika se Fada asymptoticka proménné a
(s ohledem k tomu, 7e souéty s, jaksi asymptoticky s rostoucim a
se blizi pravé hodnoté prislu$né funkee a to tim rychleji, ¢im
vétsi jest 4). Rady asymptotické (aspoii v tomto smyslu, v jakém
zde byly zavedeny) mohou, aviak nemusi byti konvergentni. Pro
nas zvlastni zdjem pak maji tady asymptotické, jez jsou diver-
gentni. Takovouto fadou asymptotickou divergentni jest pravé
fada (3). Avsak pres to, Ze (3) jest divergentni, miizeme, je-li a
dosti veliké, ji Casto uziti jakozto vhodnou pomiicku pro vv-
pocet integralu v (1); nebof pravd strana nerovniny (4) mize
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byti u¢inéna pti vhadné voleném 4 (a pti a dosti velikém) velmi
mala. Na pF., je-li a=5, ma ¢len 14. v fadé (3) hodnotu mensi
nez 3.1072 a mizZeme tudiz pomoci (3) pfi a=5, 4=13 ustano-

oo
viti integral fe—’"dx na 21 cifer. Mohli bychom v3ak pfi a=>5
a

presnost jesté vice zvétsiti, jelikoz nejmensi ¢len jest tu 26.
Obdobné tvahy platny jsou pro fady asymptotické obecné.

Poddvaji ndm dilezity pfiklad fad divergentnich poskytujicich,

ackoliv jsou divergentini, uzitek pro numerické vypoéty.

Cviceni.
1. DokaZte rozvoje v (0<<r<1)
« %:cosqvi rcos2p+rtcos3p + rP’cos4r+ - - - -,
1¥2rcosp+4rt
ﬂ)—_ﬂ =sing + rsin2¢p4 rtsin 3¢ + r*’sindp+ - - - -,
1¥2rcosprt+
" _cos_(_t_r—}-a) +TCOSC _ cos(@p-a) + rcos (g 4 a)t-ricos Gop+a) + - - - -,
1¥2rcosp+r
1 - M h
sinfp+e) ¥ rsina B o)+ rsin@pta)+rsinGpt @t -,
1¥2rcosgp+rt
) 1 1=r =3}t rcosp-+rtcos2¢+ rocos3p 4
) ————1  —1+rec + Cees,
21¥2rcosp+r :
2
0) —.}log(li2rcos¢+r’)=irc;’s‘p_r ct;s2tpir°c<;s'!np_n_',
) ¢ rsing __rsing r‘sin2q:+r"sin3qa
Z) arc T T — T T T Tttty
€ { +reose 1 2 3
. rsing _ rsing , r*sin2¢ , r’sin3g ]
")MCtgl—rcosrp_ 1 + > + 5 + ,
T @ sing , sin2¢ | sin3¢
My —5g="7 t 5 tm—t- 0< g <2nm,
¢ _ sing sin2¢ | sin3g
WL, =— oy b , —a<le<m

Nédvod. Oznacime-li, berouce na pf. znaménko horni, pravé strany rovnic

«), B), kratce X, Y, méame snadnym poétem pro X, Y tyto rovnice
Xcosp+Ysing=14rX, — Xsing+ Ycosp=rY,

Z téchto dvou rovnic se X, Y snadno vypoltou. Stejné se vypoctou pravé
strany pFi dolnim znaménku a rovné% tymZ zpisobem odvodi se rovnice ), 0).
Rovnice t), %), 2) odvodi se integraci z «), f). Rovnice n), ») vyplyvaji konecné
jako diisledek véty Abelovy (DP, 148) z x) a A). Jiné odvozeni z téchto rovnic
viz ve cviteni za odst. 18m pfFiklady 15, 16.
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Vysetite stejnomérnost konvergence se zietelem k proménné ¢ u jednot-
livych fad. (K vySetfeni tomu p#i poslednich dvou Fadich jest Gcelno diive
Ffady ty znasobiti prvni sin } ¢, druhou cos i ¢ a potom souéiny upraviti.)

2. Odvodte na zikladé rozvojii pi. 1 integraly

T
@) Jlog(1+2rcosp4-r)de=0, —t1<<r<1; (integraci rozvoje 1t)
0 ‘ =2mlog 1/, [ri>1,

(z predchizejici rovnice, viz cvi¢. za odst. 68, pi. 10).

p)f PINPI g (14-1), —1<r<y,

1—2rcoseptrt
F ] 1 ‘
= log 1+T), lri>1.

Zda lze psiti v disledku pravé napsanych vysledkd (klademe-li v nich r=1).
k2
ftpcotg tpdp=2nlog2?
0

Nidovod. Rovnici f) dostaneme, znisobime-li kazdy ¢len pravé strany
rovnice 1v) pravou stranou rovnice 15) a integrujeme souéiny tak vzniklé jeden
po druhém a seéteme. (Viz pF. 5a ze cvifeni za odst. 68.)

y) f”log (1 +2rcosp-+rt).log (14 2s cos o+ st) dp—=
0 =2xy(r.s), je-li 1r]<<t, is|<1;
=2v(L).  eli IrI<t IsI>
=nlogr’.logs‘-|-—2n1p(rf—s), Jeli [r|>11s|>1.

Pfi tom jest w(x) funkce Abelova, definovana Fadou l_’+ ?;—{—. ..

(odst. 52). Odvodi se obdobé jako vztah §). Obdobné poznamky platny jsou
i pro nasledujici p¥iklady:

. X . 7 . A 7
d) {log sin x dx = — 3 log 2, f(log sin x)* dx =% + (log 2)2.
{ .4 (1] - -

arctg(asin g) arctg (b sin ) dp =2x [¢(r. s) —} ¢ (r*. s,

0 _ ) _ r 2
kde p— 1AVt s= 1+ VitE
a b
Nédpod. Rozvoj potiebny pro arc tg(asing) dostaneme, séitame-li rov-
nice %) a 7).

Y fsmtparctg (asing)dp=n —~T_ 1+V1+a'

Ndood. Plyne z &), délime-li b a nechiame-li b konvergovati k nule; lze
viak také ziskati pomoci integrace fad pFimo. .
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T

) f'-log(1+2rcos¢+,r:) Joe 2

=a_—sz».log(l—rs),

14 2s cos ¢ + st 1 e

i s <t
log(142rcosfpt-a)+r) ,  =a _ ~ 5
f 1+ 2s cos (p 4 8) -+ s d‘P—l_s,log(l 2rs cos (¢—p) 4 r’s?)

.Na zikladé vysledku posledné uvedeného lze odvoditi snadno hodnotu
integrilu a
log (4 + B cos ¢ + C sin @) dop

atbcosgp+csing ’

pokud tento integrdl ma vyznam.

3. Dokﬁite vztah

l dx 1 1 +Vi—l_7 .

Vi—zaxta Vi—2bxt b Fab & 1= Vab

4. Predpoklddame-li rozvoj
1
Viczaxga 14 aPyx)+ a*Pe(x)+. . . ., (X)
kde Pi(x) jest polynom k-tého stupné v x (tak zv. polynom Legendriv, viz
DP 162, pt. 1, kde v3ak uZito k oznaceni pismena X misto P), nasleduji z pf¥i-
kladu predchoziho pro polynomy ty vztahy
1 1

me(x) P (x)dx=0, an’(x) dx = 2"2‘1 , m + n.

5. Jako z pF. 3 nésleduje, Ze integral tam se nachézejici jest funkci
soudinu a, b, tak lze totéZ obecnéji dokdzati o integralu

1
s—1

(—x) 2dc
(1 — 2ax + a*)'* (1— 2bx 4 b?)*
ht
Nédood. K diikazu postaéi (DP, 225) dokizati, Ze funkciondlni determinant
funkce @(a, b) a soudinu a.b jest rovny nule, t. j. Ze

e (a, b) =

op 9
da (=9 aneb a2 _p %,
b, a da. b

Vykondime-li naznaéené derivace za integraénim znaménkem, dostane posledni
rovnice tvar (po kriceni rozdilem (a— b))
1

s—1

—_ i —x) 2
[a+b) (1—Is-flz7)x](1 x%) :{fz=0, (+)

J(t —2ax+a) 2 (1—2bx+ b%) 2
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Integrdl transformovati moZno linearni substituci pfevadéjici x v y a jez

pfifaduje bodim .
atb ’
—1 1 fadé —_ ;
1+ab po fadé body o, 1, 1;
tato substituce jest
(1+ab)y+(a+b) y= (14-ab)x —(a+b)
(a-l—b)y-i—(l—!—ab) —(a+b)x+ (14 ab)
Provedeme-li naznaéenou substituci, méni se integril v (+) na integral tvaru
- =1
2
vi=u L dy
) (4y*+B) *

a ten jest vskutku roven nule (pozn. 1, odst. 68).

6. Integral ¢ (a, b) ptikladu pFedch. jest rovny integrilu

Tt
1 sinsg do
,b =1, Lb)= 5 F =b -
o (a, b) (a.b) (l_ab)s—lj1+2Vab cos @ -+ ab

Ndvod. V disledku pfedch. ptikl. 1ze nahradiii 4, b dvéma &isly majicimi
tyz sou¢in. Klademe za 4 i za b vyraz Vab a v integrilu tak vzniklém po-
uzZijeme pf. 7, odst. 8.

7. Dokazte, Ze mezi V% (viz pF. piedch.) jest tento vztah

i

'I’s—2+ 4ab Vs = (]L_-%——I- fsins—ztp d(P.
0

8. Definujeme-li mnohoé¢leny V,('s)(x) pomoci vytvoFujici funkee rovnici

s (s) -
(1 —2ax+a?) * = Ea"V,, (%), n=01,2,....,
pak pro tyto polynomy jsou platny vztahy
+1 s—I1 s)
(l—x‘)2 V (x)V (x)dx—-O m ¥ n
—1
(Nasleduje z piikladu 5.)
9. Dokazte, Ze
o 20
fe("'*'b)x_;(""""""x') dx =e"bfe—§x’dx.
> — o0
Ndvod. Nejprve se dokaze, ze integrial na levé strané jest funkci sou-
¢inu a.b (viz p¥. 5). Pak se poloZi v integrilu tom b=--a a a* se nahradi
(v disledku dokdzaného) sou¢inem — ab.
10, Definujeme-li polynom Hn(x) pomoci vytvofujici funkce rovnici
cax—Lat— X gn Hy(x), n=012,...,
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(Hermiteovy polynomy), pnk v disledku vysledku p¥ikladu pFedch. jsou platny
relace

fe"’x Hm(x) Ha(x) dx =0, m=n
— @
oo
f S Hy(x) dx = — f T dx,
—a

11. Pro polynomy Legendrovy (definované rovnici (}X) pkikl. 4) jsou
platny vztahy (9 v nich jest uvniti intervalu (0, =))
3 n
cos(nt+4)o.dp _ [sin(n+i)p.de
Vz(cos g—cos?) | ]/2(cos19—cos ?)

% Pa(cos #) =

9 Ndvod. Prvni ze vztahu by vyplynul 1hned z rovnice
[teos so-treos 1ot ricos 1ot trmeos (a+- Dot
0 n 1‘

T2 Vi—z2rcos I+ 1
(v disledku definice Legendr. pol. a véty o integraci nekon. Fady). Avsak

nekoneéni Ffada na levé strané v hranaté zavorce ma podle p¥. 1 y soucet
(1—r)cos }o/(1 — 2r cos ¢ +r?); integral pak

_de
V2 (cos p— cos 1?)

) cos to.dop
(a-—r ————
0(l—.’!rcosq:—l— r’)VZ(coqu—cosﬂ)
vypoéteme ihned, provedeme-li substituci
sindp=wx, cosp=1—2x% cosd=1—2a%
kde a =sin } ¥, a pouZijeme-li pfedposledniho vztahu v pfikladu 5 za cviceni
k odst. 68. Integral substituci vznikly totiz jest
a

“'i}v:,k
.

a—n & e
rﬁ[[(l — 1)+ 4rxt] Yar— &t

Obdobné vyplyne i druhy vztah, ktery ostatné jest také jednoduchym di-
sledkem prvého a okolnosti, Ze Pn(x) jest lichd funkce prom. x podle toho,
zda n jest liché ¢i sudé.

3. VYPOCET INTEGRALU ELIPTICKYCH.

74. Vypocet eliptického integralu prvniho druhu v Legen-
drové normalnim tvaru radou nekone¢nou. Tu bézi o vypocet
integralu @

F(k, b)= Vl

do

k* sm'

(IR SR B

Avsak podle véty binomické Jest (pFi kazdém ¢)

1 1 1.3
e g pegine 22 kasind
Visktomg T Msie+57 v+
1.3....Cn—

1) -
+2.4.... P S S
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coz jest fada stejnomérné konvergentni v kazdém intervalu
pro @, takZe po dosazeni a integraci jest ihned

F(k-,‘l))=rl)+-~lk+ I.k‘+ . +‘i_(0 =D faktng (D)
“.&.... an
pri cemz g
Lin=|sin2r g dp,
0

integral to, ktery dovedeme pomoci redukénich formuli vypo-
Gitati (odst. 50, pF. 5 rovn. (!)). Jest

Isn=cnP—cncos d.sin P. gn(sin® D),
pri ¢emz

2 -.ﬁ, u__zjn—
gn(E)—1+ 5 58t —'_3,5....(211—1)E "

takze Fk, )=R.P—sinPcosP. %'Cn' k2n g, (sint D),

kde f— et kan. (1)
n=0

Tim jest vypocet eliptického integrilu v normidlnim tvaru
proveden. Rady ziskané konverguji ponékud rychleji nez fada
geometricka s kvocientem k;*) tedy, je-li k, modul to eliptického
integralu, malé, dosti dobre.

Nejdilezitéjsi piipad integrialu vypocteného nastiva pro
O®=1na"mame tak, tak zvany dplny (kompletni) elipticky integral
(vlastné polovici dplného eliptického integralu), ktery znac¢ime K.
V tomto pripadégméame

_ 1\2
K~—F(k,:}n)_}nﬁ‘_§n(l+(?)k +( )k‘—{-(;—n) ke ... (2)

75. Jestlize modul k jest blizky 1 la tedy fady ptedchdze-
jiciho odst. milo konvergentni, rozvineme funkeci v Legendrové
normalnim tvaru podle mocnin komplementiarniho modulu, t. j.
podle mocnin k'= J1—%k®, pii ¢emz k' >0. Piseme

1
Tisrsmry = (ot otk sin’g)™

1 1 - 1.3
— 1 — -k tg? STkt tgtpg — oo |
[ 5 got, - kiigte ]

cos @

Rada vzavorce jest stejnomérné konvergentni vzhledem ku ¢ v in-
ter\ alu (0, @,), kde @, jest iithel v prvnim kvadrantu (0 < ¢, < } )

*) Rychlost konvergence rozvoje (1) zavisi vedle toho jesté na ®; pfi
0<< D <in jest 0 < Izn <sinen D,

Petr, Integrdlni poéet, 2. v. 13
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takovy, 7e k'tgg, < 1. Je-li tedy @ v prvnim kvadrantu a takové.
ze ktig b < 1, )
mame integraci

Flk, D)= Jom 3Tk 2 Jokn— 0
kde »
J2n =fsin2" pcos—22—1pdp.
0
Jest nejprve (odst. 8, p¥. 3)
/1]
fcvos — =log cotg (3= — }P) = log tg (4= + 4P):

pro ostatni J:n pak jest (odst. 50. pi. 5, rovn. (1))
Jan= (=t en Jot-(— 1341 ca 2B g0 (— 1 9,

kde ¢, g (§) maji t¥7 vyznam jako v odst. predchizejicim. Jest

tedy o
kD)= logtga+1H— 20 S cormmm— gy, @)
’ : cos P &= " " &° %)
pFi ¢emZ zavedeno ©
=" cn* k'2n,
n=0

Tim ziskany Ffady rychle konvergujici, je-li komplementarni
modul eliptického integralu dosti maly.

Uziti tohoto rozvoje jest zna¢né omezeno podminkou (3);
zejména nelze tak pocitati integraly dplné 1. dr. V tomto p¥i-
padé a pak v téch, ve kterych neni splnéna nerovnina (3), mi-
7eme si vypomoci tivahou nasledujici.

Zavedme do integralu F (k,®) na misto integraéni proménn¢
9 proménnou ¢ na zikladé vztahu '

tgp.tgop' = -’E,, (viz odst. 40, transform. VIIL);

dostaneme snadnym poctem vztah
/]

Vl—k’sm’ —fVI—k’ sin® kq)

kteryzto miZzeme psdtl na zuk]ade symbolu F(k, @) ve tvaru

F(k, %) = F(k, ) — F(k, ). )
Pfi tom jest tg b . tg (b’:%’ ©)

a je-li. @ v prvnim kvadrantu, jest i @' v prvnim kvadrantu.
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Pro ten ptipad. 7e @ = @', jest & =80,. kde

1
tg2d, = P,
az (5 K = F(k, yn) = 2F (k, P,). @)

na zadklad¢ kteréZ rovnice vypodisti mizeme vzdy i pomoci fady
4) (kladouce @ = 9,) integral tplny. Rada ta jest rychleji kon-
vergentni nez geometrickd o kvocientu k'. Pro ostatni amplitudy
lze vzdy pfedpoklidati se ztetelem ku (5) a (6) — zname-li oviem
pii dotyéném k integral viplny —
1
i

Pro integral dplny jest uziti fady (4). uzivame-li prostied-
nictvi amplitudy @,, vyhodnéjsi nez uziti fady (2) jenom tehdy,

je-li _
k2> 1/5—;——1:0'618 e

tg P <

jak ¢tenai snadno odivodni.

76. Odvodime si na zikladé predchizejiciho pro dplny in-
tegral 1. druhu vyraz, ktery asymptoticky oyjadiuje jeho hod-
notu pro ten pripad, Ze k se bliZi. 1. Pro k=1 nemd integral
1. dr. viibec vvznam a jest integral funkei k, jez jest nekoneéna,
kdyZ k jest v intervalu (0, 1). Bude tedy hledany asymptoticky
vyraz rovnéz vzrustati nade vsecky meze pro lim k = 1. UzZijeme
k uvedenému ticelu formule (7) a rozvoje (4), ve kterém klademe
O=0, (kde tg? ®,=1/k), a potitime jednotlivé ¢leny nasobené
dvéma. Nejprve jest

2log tg(1n+ 1P,) =2log [2 tg P, (3 + 1} V T+ cotg® )]
=log 1 +2log G+ 1V 1+ k).
Posledni ¢len viak bliZi se k nule, kdyz k se blizi k jedné (a k'
tedy k nule); jest rozvinutelny v fadu mocninnou tvaru¥)
2log G+ I VI+K) =4 k' 4 by k" + bk - - -

Dile jest i
ig &, —V—lij:%—}—b',,—i—b’,k’—}-b',_,k”—[— Cee

cos by~ k'
a Scatkn gy (— k=) =k"2 (&b kb k4. - ),

kde b, b, b"i jsou numeri¢ti souéinitelé. P¥i tom jsou poloméry

1 1
*) Nebof derivace té funkce jest (I—W)F

13*
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konvergenéni prislusnych potenc¢nich fad ¢isla > 1, jak ¢tenaf
snadno dokaze.**)
Dosadivie uvedené rozvoje do (7), obdrzime
K=¢". log% + k" P (k) o)
kde P (k') poten¢ni fada argumentu k s polomérem konvergence
2 1. Jelikoz i & jest poten¢ni Ffada proménné k' o polom. konv.=1,
vidime z toho, ze 4
K=log T + k"), ©
kde lim %(k')=0 pro ten pfipad, Zie lim k'=0 (a tudiz lim
k=1), Lze dokonce tvrditi, zZe
lim n(k") k'—a2=0,
=0
pii ¢emz a jest libovolné ¢Cislo kladné mensi nez 2.
Rovnici (8) a (9) pozdéji jesté k dalSim vyvodim pouzijeme.
7?2. Vypocet eliptickych integrali 2. druhu Fadami. Obdobné
rozvoje lze odvoditi téZ pro eliptické integraly druhého druhu

@
E(k, q)):f]/l—k'sin’tpdtp,
0

Podle binomické véty jest

Vl—k‘sin’q;:l—%k’sin’tp—;'1k‘sin‘tp—;'1'Zk°sin°¢p—....
a tedy s oznatenim uZitym v (1)
1 1.1 1.1.3....2n—73)
EkP)=b0——Lkt— "1, k{i— ... — - Zlpktn—. ...
(k. ) 2 ? 2.4 " 2.4.6....2n "

Pro integral uplny mame (obdobné ku (2))

s 1x) = __1_(_!_.)2 s_i(u)z 4__1_(1'3'5)2 o_.....]= (G}
Ek. im) *"[1 A Y s Cory R el Pavrerd R s

Vyraz pro E(k,®) lze obdobné upraviti jako rozvoj pro F(k,®)
a rovnéz lze odvoditi rozvoje postupujici podle mocnosti kom-
plementirniho modulu k'

Mnohem jednoduseji vysledky tyto ziskame z vysledki zna-
mych pro integral elipticky prvniho druhu pomoci metody deri-
vace podle parametru (odst. 9). Této metody miZeme beze vieho
omezeni pouzivati, nebof funkce za integra¢nim znaménkem u in-

**) Pti poslednim rozvoji staéi na p¥. sestrojiti majorantni funkci k té
fadé tim, Ze misto cn® a koeficienti numerickych gn(f) dosadime 1 a vSecky
¢leny bereme se znaménkem kladnym.
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tegralé eliptickych 1. a 2. druhu maji derivace vSech fadi podle
proménnych k,¢ a jsou tyto derivace spojité funkce obou pro-
ménnvych k, ¢ v kazdém intervalu integraénim, je-li jenom k ome-
zeno na interval poloZeny uvnitf v intervalu (—1,1), Snadnym
poc¢tem dostavame

dEKk D k=) __ Fk, ) (@

dk k?
d(k.F(k, d)))_E(k, (b)_ . k?sin ¥ cos @ ) @
dk T ke k" YT—k?sin® &

Z prvni rovnice a z (1) mame na pt. (rovnici (1') ndsobime — 1/k?,
integrujeme podle k a potom nasobime k)

E(k, ?) =G & 4 sin P cos (I)Z - an &n (sin® D).

Konstanta integraéni, polozena ihned rovna nule, nebof obé strany
jsou rovny nule pro ®=0. Z druhé rovnice bychom snadno zi-
skali na zédkladé (4) rozvoj E(k,®) podle mocnin k'

78. Vyjadfeni iplnych integrdld Fadami. Integraly tplné
prvého i druhého druhu v norméalnim tvaru Legendrové daji se
viechny vyjadFiti pomoci téchto étyF integralu

AT d A7 d in
LJ i N — e
K= _—, K'—= T T, E— 1—kt opd .
fVl—-k’ sinf g f]/1 — kfsintg fV sin? @ dop
o A J

= [VizFmizads

K, E vyjadtili jsme jiz jako mocninné Ffady modulu k; K', £ jsou
tytéZ mocninné rady modulu k', Zbyva jenom vyjadtiti K, E
jakozto mocninné fady postupujici podle mocnin komplementdr-
niho modulu k' aneho coz je totéz K'.E' jako mocninné fady
postupujici podle mocnin k. Z rovnice (8) nisleduje pro K’ (zamé-
nime-li v ni k,K’ za k’,K) rozvoj tvaru

K'=§ log 4/k + k* P (k). 8"
R jest zndmA ndm mocninnd Fada argumentu k, pfi mocninné
fad¢ k2P (k) jsou viak koeficienty nam neznimy. Vime toliko,
ze jeji konverg. polomér jest > 1. Koeficienty stanovime pomoci
rovnice diferencidlné, jiz hovi K’ jakozto funkce proménné k
(obdobné jako v DP odst. 156). Z (), () ptedch. odst. nasl. nej-
prve, klademe-li tam @=14n
dEk-)__ K d(kK) dEk—)_ K’ d(k'K"y__ E’

K dkK) _E | iedy tez HEKD_ K .
k" ® dk k" ¥ 'k dke K
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V rovnicich poslednich derivovani podle k' miZemc nahraditi
derivovianim podle k podle vztahid

K, dotk) _dp dk __ dp Kk’

_ dk=—-dk atedy = = e T Tk &
takze jest dEE—)_ kK dK) _ B
dk kn’ dk — kk!

Z rovnic téchto nasleduje
[k_d(k'K')] __kK'
“dk dk krs
Kdybychom byli poéitali rovnici diferencialni pro K’ pfi ne-
odvisle proménné k', l)yli bychom dosta]i rovnici téhoZ tvaru. totiz

. ey BK 9K
aneb k(1 —k?) T +Q SL)dk kK'=0. ()

k(1 — k") +(1—3k") —L'K’— "

dklz
odkudZz jest patrno, e rovnici (y) splnu_je identicky mocninna
fada & a tudiz rovnici (y) fada & a dosadime-li tedy do (y) za
K’ podle (8), vyraz s log 4/k jakoito ¢initelem po dosazeni vy-
padne a nemusime miti k nému zietel. Provedme to dosazeni,
znacice koeficienty rozvoje k2P (k) zna¢kou a; (takZze a; jest sou-
¢initel pFi k), a , ofitejme soudinitel pfi k' na levé strané. Do-
staneme pro ten oucinitel vvraz '
(i+Diay,—30 DGE—2Da_+G0+0ay, —30—1) 4 _,—a_,+b. (9

kde b; jest soucinitel ve vyrazu — 2(1 — k?) @—4-2 kK. Koefi-

cient tak nalezeny musi byti rovny nule pro vSechna celistva i.
Jelikoz, jak z rozvoje pro & patrno, b;=0, je-li i sudé (a in-
dexy pfi a v koeficientu nalezeném — t.j. ¢isla i+1, § —1—
jsou oba stejné parity) jest patrno, e vSechna ai, kde i jest
¢islo liché, vymizeji; postaci tudiz v (6) uvazovati jenom f licha,
i klademe /=2j+ 1. Dostaneme pak se zfetelem k tomu, 7e
rozvoj pro & jest nim zndm (odst. 74), tuto rovnici '

(i +2) 2y, — @i+ 122y =22i +2) ¢jy ,—2@j+ 1) cj2.
Klademe-li jesté, abychom rovnici tuto co nejvice zjedno-
dusili a,;=@ajc?, a pouzivime-li vyrazu pro ¢j? (odst. 74). zméni

se rovnice tato v}
2

SR TR TRy
ze které postupné vypocteme (dosazujice j=0,1,2,3,...,2,=0)
viechna a;. Jest

=2 ({5t Fagt et

@j—1) 21)



199

4

Mdame tak rozvoj pro K

K'—mog— Zc"’( + Lt

k=1

(?T)" “

a tedy zdménou k' za k

’ 4_( 3 -'2n !
K=8g logﬁ Zg—; cn? ( '+‘ + +(2n—l)2n)k2’ (5)

k nimz se druzi ovSem jednodu_§§i rozvoje
=iz®, K'=ia Q' ©

takze pro oba kompletni integraly mdme vzdy dva rozvoje, jeden
z nich pouZivd mocninnych fad veli¢iny k. druhy veli¢iny k'

79. Abychom ziskali rozvoje pro kompletni integrily dru-
hého druhu, papiSeme si nejprve ptislusné diferencidlni rovnice
(pFi neodvisle proménné¢ k). Ty jsou celkem 4 a dostavame je,
provedeme-li v predch. odstavei naznacené operace derivadni,
v tomto tvaru

dE_E—K dE' _(K'--Ek .
dk~ Kk dk ke
(=)
dK_E—k?K dK' _ KK'—E'
dak kK7 dk Kk

Tvar rovnic nds vede nejprve k tomu, abychom misto E., IV po-
¢itali vyrazy I=F—k"?K, I'= — F'+k*K’. Vyrazy L I' ve tvaru
integrdlnim jsou ddny vyrazy

in 14
k? cos® @ do k' cos?oq do

——— = — .
J Vl—k"sin"qa J Vi—k"-’ sin? g

1=

Rovnice diferencidlni svrchu uvedené se zjednodusi pro iyto vy-
razy ihned v rovnice

dl _ ar_ .., dk _ 1 dK'_ I’
=Tk So=kK

i
dk dk — Kk dk . kk’ )

na jichz zakladé podime snadno zidané vyjidieni integrala I, I
pomoci mocninnych fad. Nejprve viak vySettime hodnoty [, I
pro k=0. Jelikoz pro k=0 E a F’ se redukuji na iz a 1, déle
k2K a k2K’ mayji pro k=0 hodnoty 47 a 0 (druhy pro lim k =0),
Jest patrno, Ze muzeme I a I' pokliddati za spojité funkce pro-
ménné k v okoli bodu 0 a v bodé 0, prisoudime-li druhé z téch
funkei pro k=0 hodnotu —1; prva nabyva pro k=0 hodnoty 0.
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Podle rovnice diferenciilni (a vysledku priavé uvedeného) jest

k
[=.5) 2
I=|kKdk=13n __pmt2=3a3, c,=1,
[Yf ,;)2114,-2
~k

I'=—1+ka'dk.
0

Provedeme-li p¥i integraci prvého ¢lenu ¢&dsteénou integraci,
mame ‘¢
I'=— 1+3‘log¥—
o
cn® 1 1 1 1 )
-2 2n + 2 ... — .
Z2n+2k + (1.2+3.4+ +(2n—1)2n 2(2n+2)

Z rovnic diferencidlnich (¥) nﬁsleduje téméf¥ bezprostiedné,
ze derivace vvrazu IK’—I'K podle k jest rovna nule; jest tedy
tento vyraz pro viecka k uvnitf intervalu (0, 1) lkonstantni.
Avsak podle rozvoji pro I, I' pravé napsanvch a podle rozvojt
pro K, K’ ptedeslého odstavee (rovnice (¢) a prvni z rovnic ()
Jest ihned IK'— 'K = y 7t + k* B(k?) pro | k| <1}
kde B(k?) jest potenc¢ni Fada argumentu k2. Avsak k2P (k?), je-li
konstantni, jest nutné identicky nule rovné¢ (DP, 146) a tedy

IK'—I'K = }=. )

80. Dalsi zjednoduseni numerického vypoétu (Landenova
transformace). Rady pro tplné integrily daji se jesté dale
upraviti k numerickému vypoétu pomoci kvadratické transfor-
mace. (Pfiklad 3, odst. 41b)
1tk 14x

2 1+4kx
Hodnotdim — 1,1 pro x ptifadéno 0,1 pro z, ¢imzZ z rovnice v cit,
pfikladé uvedené dostivime (viz odst. 68)

z

z>0.

j‘l dx _21‘1 dx _ 2f dz (1)
yﬁ—xmp—Mff‘OVu—xwu—wﬁT1+w0Wp—mu—mww

kde mezi k, a k jest vztah . 2 V& ' @
14k '
Tomuto vztahu lze dati také tyto tvary (k= Vl—k,”, k'= Vl___P):

1— k', 1—k 2 V&',
=108 =178 e
k 1+ kt, 1+ k 1+ K"

Tteti z téchto tvard shoduje se (a% na ziménu k,, k v k', k')

, U+ ka+kh)=2. 2"
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s rovmici (2) a mizeme tudiz, provedeme-li tutéz zaménu v (1),
misto rovnice (1) (kterou opisi) psiti celkem dvé

fl dx 1 fl dx
JVa=—t—F=)  1+k ) Va—x) (= ki xt)

fl___ﬂ____ 1 j dx
J V(l—x’)(l—k'.'x')_l+k'10 Vi =51 — k" %)

anebh se zietelem ku posledni z rovnic (2)

fl dx _ 1 fl dx .
. V(l—x')(l——-k’x’)_1+ku Va = x) (1 — ket x?)

I dx 2 j‘ dx )
JV(T——x') 1—k"x") 1+ k ) Vai=x{1—kcx)

Integraly zde se vyskytujici jsou kompletni integrily prvniho
druhu v normalnim tvaru Legendrové. Oznadéime-li je po fadé
(ve shodé s oznatenim d¥ivéjsim) K, K,, K’, K’, zméni se rovnice
tyto v rovnice

K 2

1
—_ m Kl, K'— m K’l ([)
a z téchto, derivujeme-li je podle k a pak nalezité upravime
(viz rovniei () odst. 79).
(=1Tk _kU—h)

1

2 {4k b
' — . _gb_(l____k} ’
I'=(Q+k) I, P K’

Rovnice (I) a (I1I) budou pro nas vychodiskem nové metody
pro vvpocéet kompletnich integrdli eliptickych. Jimi se pfevadi
vvpocet téch integrild s modulem k na vypocet jich s modulu k,
a mohou byti tudiz jiz uzitetny, kdybychom integraly ty po¢i-
tali fadami (jak vyloZeno v odst. predchazejicich).

81. Stied aritmeticko-geometricky. Klademe-li v rovnici (2)
k, = a,/b,. k = as/b,., zméni se ta rovnice v tuto

a, _ 2Ya,b,
bl B an+bo ’
jiz vyhovime, klademe-li
ay=Vab,, bi=4%(a,+b,). (3)

Pomoci téchto dvou rovnic jest z dvojice Cisel [a,, by] vypoctena
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novi dvojice |a,,b,). Z této dvojice tymiz rovnicemi mizeme vy-
pocitati dalsi dvojici [a,, bs], atd., ¢imZ dostaneme neomezeny
fetéz rovnic

a,=Va,_ b,_,. b=%(@_,+b_,) r=123... @

Z rovnic (4) nasleduje
by—a, =34 (5, _s =V _y)% ©)

odkudz nasleduje, ze
b,> a, pfi r=1,2,3,...

7 rovnice posledni v3ak také nisleduje

—a, _% ( ra— _'.',l)_z_.— (6)
(Vo,_,+Va,_,)
b —a
=31(b :— il S ot S, (Y
% ( r— ar—l) b,_l+ﬂr_l+2vb,-_la,-_l ( )
tedy by—a, <¥(b,_,—a,_;); 1=23... @

Nadto z (4) a z okolnosti, ze a,_; < b,—,, plyne, ze b, < b,
a, > a,—,, a jest tedy Fada ¢isel
b], b-}, b,,.. .

fadou ¢isel klesajicich, fada pak
dy, @ay dyy .-
fadou ¢isel stoupajicich, i maji tudiz nasledkem toho a vztahu
b, > a, obé fady limitu. Jelikoz pak rozdil stejnolehlych ¢lenu
obou Fad se zfetelem k (7?) konverguje k nule, maji obé ty fady
touz limitu, jez sluje vzhledem ke tvaru zdkladnich rovnic (4)
stied aritmeticko-geometricky z ¢isel b,, a,. Oznaéme aritmeticko-
geometricky stfed Cisel by, a, znackou M (b,, a,), t. j. kladme
lim b, —-llma = M (bo, a,).

r=00

Jest o¢ividné M (bo, a)) = M (a0, b).

Zérovent jest patrno, zavedeme-li jesté ¢, =)b?—a? z ¢ehoz
snadno podle (4) nasleduje ¢, =4 (b,_,—a,_,) =b,—,— b, 7e

li =lim(, .—b)=0.

Jim e, = lim (5,_, — b)

Abychom blize seznali rychlost, s jakou ¢&isla b,, a, konver-
guji ke spoleéné limité, vezméme v Gvahu jest¢ jednou rovnici
(6'), kterou na zdkladé (4) napiSeme ve tvaru
(@, — a"—llz

- 8
o, ®)

b —a =
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aneb by—a, ({’5—1 —a,,)? < o a(:l)_,z.

4y a7y, 8a; 4,
Je-li tedy r jiz takové, aby a4, bylo blizké ku M (b,, a,). jest
odtud patrno, Ze relativni velikost rozdilu b, — a, (vzhledem
k ¢islu M (b,, a,) jest ptiblizné rovna osminé ze Ctverce relativni
velikosti rozdilu predchazejiciho b,—, —a,—,. Jest tudiz rychlost
konvergence neobydejné velika. Totéz plati pak o rychlosti kon-
vergence Cisel ¢ k nule. O téchto lze tvrditi, ze lim27¢,=0:
nebof podle (7) nejprve jest 2rtle., <2¢ a (8) lze psati takto
prig, = @al __@er
! o' t1ib, o't M(a, b,

82. Pomoci ¢isel a,, b, ¢ zavedenych v odst. pfedch. miizeme
formulim (1) a (I1I) odst. 80 dati jednoduchy tvar. Tak na p¥. prvni
formuli z (I) miZzeme psiti (zavedme opét Legendretiv normalni
tvar uzivajici funkei goniometrickyeh)

k=2, =2

iz b
f do _ b, f dgp . _
— a1 at )y e =5 T
¢ l/i—%sin'tp no l/l—%‘zsin’tp '
] 1

aneb po jednoduché tpravé (se zietelem k vztahu a,+ b, = 2b,)

—.—-l .
be”—3051n ® fV_’—a 2 sint

V této relaci bychom ovSem mohli misto a,, b,, a,, b, psati a,,
b, a:, b.. Uc¢inime-li to a provedeme-li obdobné transformace
i pFi ostatnich vztazich v (1) a (II), obdrzime

1= g7
/‘ de ., dy (a)
. Vbl?_l_al?_l sin? tp_’ Vb:? —a} Si“"p—, =
0 0 r= 1, 2, I P
2 2 2 —p?
in do _ an de a4 c?=0b?, o
. Jbi_,—ci_, sinp l ]/b*—c2 sintg

in

cos® @ dop __cos’pdp
a_ 11/ L —a_, sin? q: Vb’—a’ sm’

a _32 d¢ .
" ]}_awm: (c)
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in

cos’ p dop
o - "Vb,? ,—ci_, sin* ®

___costqd d(p

c’ sin® qJ

+(—a_,+a? be’—C’sth (d)
Z téchto rovnic postupné pouzitych lze integrily, v nichz

se vyskytuji a,, bo, ¢,, vyjadFiti pomoci integrild, v nichZ jsou
&, b,, ¢;. Tak na p¥. pro prvé dva integraly jest ihned

et

de _ do
VEE —cisintp V;bf —clsintp
0 )

V téchto rovnicich miZzeme ptejiti k limitim pro lim r =oco. Jest
lima, =limb. =M (a,,, ), lim ¢, = 0. Druha z téchto rovnic 1hned
dava
= 1
]/lr2 — co sinfg 2 M(as, by) (4

¢imz uplny integral elipticky prvoého druhu oyjadien jednoduse
pomoci aritm.-geom. stfedu. P¥i prvni z onéch rovnic jest tieba
uvéziti, 7e a, b, pti dosti velikém r jsou &isla sobé blizka a ze
tedy modul eliptického integrilu na pravé strané se vyskytu-
jiciho, t. j. éislo a/b,, jestblizky jedné. Tu vSak moZno pouziti
asymptotického vyjadieni integralu eliptického (odst. 70) a lze
prvni rovnici psati ve tvaru

4br
f e A Ll o Lt S
kde lim 7%, =0 pro limr=oc
Avsak podle odst. 81 jest
—_— . b _—ar_ e 2,3
cr:vbrz'—aﬁ=br—1_br=*(br_1 r— )—‘}b +8 —l= 10 T=12.3,...
a tudiz loge, =2logc,_,—log 4b,,
loge,_,=2logec, _,—logdb,_,.
loge, =2logc,— log4b
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Z téchto rovnic vyplyva

log c,=—log 4b, —2logdb, | —----—2""'log 4b, 42" logc,,

Po dosazeni pak do (e) a snadné upravé obdrzime

i

de 2 2 !
e -1 - L L 1og 5,
fvb-_a = [log4 ! log (65 — a1) + L log by + - log b, + -+

+ —;Tlog b+ ? log br+ ")'r]

aneb téz, upravime-li zavorku tak, abychom mohli pfejiti k limité
pro lim r =,

1 4 b, 1, b b, ]
= ~|log— —log > — —log — —l — —.-.], (B
fl/b’—a,, sm’tp M(a,,, .,)[ ng' 8 b, 2 o8 b, 8 b, (B
a?
lk'= 1—b~:s

¢imz jest dano druhé vyjadifeni Gplného eliptického integralu
pomoci stfedu aritm.-geom. a Cisel pfi ném se vyskytujicich.
Podobné miizeme postupovati vychazejice z rovnic (c), (d)
odst. 82. Tu jest pouze miti na mysli, 7e (v disledku toho, co
jsme jiz dokazali v odst. 79,) a v disledku, 7e lim 27¢, =0

in T

tod . ‘pd
lim | a? —:"’S—":"’,——M(a,,, b, limer [ e =22 P g
Vb —a? sin r=om l/b, —c?sin’ @
0

a plseme-h jesté a}_,—a'=a,_,(a_,—br_,), mdme po snadném
poctu

1
T

. cos® ¢ dop ' do
"__—_ == 00 b _— Ql » Yo —:——'—_
f8° ]/b — alsintg = M (.. b) (@, f]/bg — gl sint ¢ ©
. 0

0
i ‘o d in d
2 —% — N b ___1:,
fc° ng —clsintg (@ bo) ]/b§ —clsin*g D)
0 v

kde A(a,, b,) jest dano .Fadou
A(ay, by) = a, (bo—a,) +28:1(bs — a)) + 2 aa(b, — a,) + 22 4y (by —as) - - -
Z vysledki docilenych nasleduje ihned vztah

" cost ¢ do " do
al /— . +
’ ]/b.’, —alsin’ g ]/bf; — ctsintg
0.

i}

(E)

in iz

+ e cos® @ dop . do _=,
°Vb3-—cgsin‘rp b: —aisin'g 2
0 0

kteryz jest ve shodé se vztahem (4) odst. 79.
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A (ay, by) jest fadou velmi rychle konvergujici a mizZeme
pomoci vztahi definujicich fady a,, a,, a,, ... by, by, by,. .. ji pFe-

vésti ma tvar g, gy 3062 —a2) —1B(a, b,
kde Fada g (a, b,) = (b, — a,)* + 2(br —a:)* + 2t (b, — a,)*+ - - - -
jest jesté rychleji konvergujici.
Pro Legendrovy integraly druhého druhu v pivodnim tvaru
vypo¢teme snadno z pFedchizejiciho tyto vztahy

%"___ in d ’
fV”;" — ai sin* @ dp =M (a,, bo)+ [ (b} — a3) + 1B (4., b)lfybf_ﬁ
0 0

g L (F)
f]/bz—cz sin* ¢ dp = [} (b3 + a) — 1B (a,, b.)]fm~
o o
0 0

Tim v3ecky ¢tyfi integraly kompletni prvého a druhého
druhu v Legendrové normalnim tvaru vypoéteny pomoci aritm.-
geom. stredu z Cisel a,, b,, fady B (a,, b,) a fady v hranaté za-
vorce na pravé strané rovnice (B), kterézto obé Fady velmi rychle
konverguji (stejné jako tady a,, a,, a,,...; by, by, by, . .. konver-
guji ke spole¢né limité, rovné ¢islu M (ao, b,)).

Priklady déiselné. 1. Jest vypocisti

37

dg

FOOAD= [ T—vosms

Uzijeme-li prvni metody aritmeticko-geometrického stiedu, mizeme kldsti

C 3 .
bi:;, =73 b,=5; a,=4
Jest tedy vypocitati aritmeticko-geom. stied mezi 5 a 4. Dostaneme postupné
b1 = 4'5,

a) = 4'472135955; .
by, = 4°486067977,
a; = 4486046344 ;
b, = a, = 4'486057161.
Ze 4, shoduje se v prvych desiti cifrich s b,, jest z hodnot éisel b,, a, na
zdkladé vztahu (6) pfedem jasné a nebylo tieba a, zvlast poéitati. Jest tedy
(klademe-li M (5, 4)=Db,)
) b
F (06, = °—— = 1°750753803.
oA =1 40, a0
2. Vypoditati jest iiplné integraly prvniho a druhého druhu patfici
k modulu 4. Tu uzZijeme druhé metody aritmeticko-geom. stfedu (odst. 82)
a stanovime nejprve aritmeticko-geometricky stfed mezi Cisly ao=24, b, =25.
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Jest p¥i Zciferném podcitani ) = 24'49490,
b] = 24'5;
a'y = b, = 24'49745.
Mizeme tedy pfi vypoctu iplnych integrali ptedpokladati cisla af,, o'y, ..
b,, bs... jakoZto sobé a ¢islu M(b,, a,) rovna; pouZijeme-li to v rovnici (B),

dostaneme po snadné ipraveé

Fl2, ﬁ):» o [l 2 —1log (by — ag) -+ ! A+ a,
(2. 2) =iy | log 2 — Hog by —a+ Hlogu-+ |+,
kde g jest cislo, jez lze pfi sedmiciferném pocitiani (v nasem prikladé) za-

nedbati. AvSak jest [og (by—a)=log 1 =0 a dile
og by 4+ ai) = } log 4899490 =} log 49+ } log 4-'8—9—?;99_

=1 log 49 — 0°00005204 .

Na zikladé hodnot pro ptirozeny log2 a log 7 (podle Studnickovych logaritmi,
4. vyd,, str.2), midme po provedeni naznaenych operaci
F(34, 17) =2693142 . . .

Pro integral druhého druhu méame podle (F) obdobné

1]
b, E(Z 32’) = M(b., a,) + b‘ [b's — b2 F(l% %) +
= 24'49745 + 45 . 05 . 49°5 . 2693142+ '

= 2716366 . . .

POZNAMK 4 1. Transformace kompletnich integrali vyply-
vaji bezprostiredné také ze vzorci ziskanych pivodni transfor-
maci Landenovou (Philesophical Transact., 65, r. 1775, str. 285)
Landen v3ak neznal jejiho vvznamu pro vypodet elipt. integrali
a uzil ji toliko k vyjidieni oblouku rovnostranné hyperboly
rozdilem dvou oblouki elipsy.

Prvni, kdo této transformace k vypoctu eliptickych integ-
rald pouzil, byl Lagrange (r. 1784, Oeuvres, sv. 1., str. 253). Le-
gendre pak uzptisobil Landenovu transformaci vhodné pro nu-
mericky vvpocet eliptickych integrdld vsech téi drubi (viz ze-
jména Traité des fone. ellip., 1. sv., str. 89).

Algoritmus stfedu aritm.-geometrického zavedl do matema-
tiky Gauss, ktery rovnéz odvodil metody pro numericky vy-
pocet eliptickych integralii prvniho a druhého druhu na zakladé
aritm.-geometrického stredu, ¢imz se vysledky Legendrovy
hlavné pi¥i integrileeh druhého druhu znaéné zjednodusily. (V po-
jednini ,eterminatio attractionis quam in punctum quodvis po-
sitionis datae exercet planeta“. r. 1818, Werke, IIl., str. 331).
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POZNAMKA 2. Vztah IK'—I'K =#/2, odvezeny v odstavei 79
a pozdéji je$té jednou v tomto odst. lze psati. uZivame-li misto
I, I' integrala E, E' ve tvaru

E'K + EK' — KK'=} .
Relace tato sluje Legendreova a ma dilezitost pro teorii funkei
eliptickych.

POZNAMKA4 3. Landenovy transformace lze pouziti s pro-
spéchem i pro vypocet eliptickych integralid vibec (t. j. v me-
zich 0, ). Piislusné vyvody podédny zevrubné v prvém vydani
~Integralniho poctu~. .

83. Kompletni (iplné) integraly eliptické v normalnim tvaru
Weierstrassové. Pod dplnym eliptickym integralem vyrozumi-
vame zpravidla integraly eliptické, jichz meze jsou nulové body
polynomu 4. stupné*) nachazejiciho se pod odmocninou. Tak
na pi. v Legendreové normalnim tvaru, kde pod prislusnou k nim
odmoeninou jest polynom (1—x?) (1—k2x?), jsou kompletni in-
tegraly eliptické integraly, jichz meze jsou dvé ze CtyF hodnot
+1, +1/k.

Integraly ty daji se vyjadfiti pomoci integrald K, K’, pro
néz také uzivda se pojmenovani integralt dplnych (vskutku jsou
dva z integrald tplnych rovny + 2K, + 2iK’, coZ jsou intlegrily.
prvy v mezich (—1, 1), druhy v mezich 1, 1/k; rozdil jest tedy
milo podstatny).

Integraly eliptické uplné v normdlnim tvaru Weierstrassové
jsou integraly eliptické v norm. tv. Weierstrassové, jichZ meze
jsou dva ze ¢tyF bodii ey, e,, €5, + 0. Abychom tyto integrily iicelné
a jednoznac¢né definovali, definujeme odmocninu za znaménkem
integraénim se vyskytujici jednou pro vzdy timto zpisobem.
Odmocnina ta vyskytuje se v prevratné své hodnoté; budeme
pak ji (tu pfevratnou hodnotu) psiti ve tvaru 27 (x—e,) "
. (x—ey) T  (x—e;) ¢, pii CemZ (x—e)”} znamenati bude hlaoni
hodnotu toho vyrazu. Tedy pi¥i x reilném jest (x—e)~* bud
¢islo redlné kladné, bud ¢islo ryze imaginarné, jez déleno i dava
¢islo kladné (Cislo positioné ryze imaginarni). Jest tedy ona pie-
vratnd hodnota celé odmocniny, kdyz x jest po fadé v interva-
lech (— oo, €5), (ey, €,), (€3, €,), (€1, o) Cislo tvaru — Bi, — B, Bi. B,
kde B jest &islo realné kladné.**)

*) Je-li pod odmocninou polynom pouze tietiho stupné, pak jeden nulovy
bod bereme za + oo.

**) V dvahdach téchto a ndsl. tteba miti stile na paméti, ze e, < e, < e
aze e+te+e,=0.
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Pak zavedeme si jako zékladni tyte doa kompletni integ-
raly eliptické proého druhu v normélnim toaru Weierstrassooé

@
N =f2_l (x—e) i (x—e) T(x—e) tdx,

e

— 0]
or =[x —e) (s —e) He—e)Vd:

Cisla o,, 0,/i jsou ¢isla kladni. Na tyto dva integraly lze pie-
vésti snadno ostatni kompletni integrily prvého druhu. Pro-
vedeme-li totiz linedrni substituci na integrdly davajici w,, w,
rme @) @—ea) L @) —e)
y—e X—e
kterd mezim e,, ~ resp. e;, —oo pfifaduje e, e; resp. e, e,, do-
staneme ihned (viz odst. 39), Ze téz

€
o= —f2"'(x—e.)_;(x—e,)_*(x—e,)_% dx,

€y

e an
@y =f2_ '(x—e.)_*(x—e,)_*(x—e,)—;' dx.
]
Z (1) a (1) ndsleduje
@
f2_'(x—e;)_}(x—e,)—i(x—es)_;'dx=— Ny — 0, + 0y + 0, =0; )
—o

tak jest patrno, Ze, je-li jedna mez integralu eliptického prvého
druhu v normdilnim tvaru Weierstrassové + oo, miZeme ji za-
méniti v — oo, Specidlné mizeme psati

[ <]
oy =f2_'(x—el)_4’(:c —e-,)_*(x —e,')_'} dx.
(<]
Dile jest patrno, 7e w,, @; lze vyjadtiti pomoci K a K’. Nebof
transformujeme-li @, z rovnice (1") substituci (odst. 40, pozn. 2)

Xx=e;} (e,—ep) 1", t>0 3)

dostaneme (meze ey, e, se zméni v 0, 1)

1
. 1 dt r_G—6

wl_Ve,—e, b/‘]/(l—t')(i—k’t’) k T ei—es @

Dosadime-li pak v integralu pro ; v (1) podle rovnice x =—x’,

mame ihned pro o,

os=— i7" (et e Hr e et e) T,

K. Petr: Integréln{ polet. 14
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t. j. g vznikd z o, definovaného v rovnici (1'), zaménime-li v ni
—e;. —e,, —e, Za e, &, e; a zaroven nasobime éislem i. Aviak
zaménou —e,, —e,, —e, Za €, &, ¢, zméni se v (4) kv k2, kde
k24 k2=1 a kde tudiz k. k' jsou komplementarni moduly; rov-
nice (4) prechizi tedy tou zaménou Vv rovnici

dt e —e,

“’"'VET:E; lG=—ma=rm T ea—e

4"

Mame tak vétu: Kompletm integraly o normalnim toaru Weier-
strassoné w,, w; a integraly eliptické K, K’ sorchu poéitané jsou
vdazany relacemi

K ik’ e,— ¢ .

0, = 7= 0y = ’ kde k*=
= ]/e,—e, = Ve —e, ei—e,

)

Tyto rovnice a vyvody predchazejicich odstaved nim do-
voluji pokladati veli¢iny o,, @, za znamé.
Za kompletni integraly eliptické drubého druhu v normal-
nim tvaru Weierstrassové zavedu integraly
ey
1).=-—f2 Yx—e) tH(x—e) Hx—e) txdx,
€

. ) ©)
N =f2_‘(x— e) i (x— e,)_% (x —e) % xdx,

odpovidajiei vyrazim (1') pro kompletni integrily prvého druhu,
7, jest lislo redlné, 7, ryze imaginarni. Abychom tyto integraly
vyjadiili pomoci kompletnich integrald Legendrovych, prove-
deme na integrilu ddvajicim %, opét substituci (3). Dostaneme
snadnym poétem

es+ (eg—ey) t* dt S
.{V“—t')(l—k’l‘ Ve.—e, € _-g; K—Vel_('a' [ (7)

Dosadime-li do vyrazu pro #, éislo — x za x, obdrzime nejprve

— e
1Ny = if2_‘(x+es)_4(x+e,)_;(x-}—e,)_; xdx,
e
t. j. 7, vznikne z 7,, zaménime-li e, e,, e, za —e;, —e;, — e, a na-
sobime-li pak —i. Zaménou e,, e,, e; za —e;, —e,. —e, viak se
méni kv k' atedy Kv K'alv —TI (viz odst. 79), takZe rov-
nice (?) se méni v rovnici

O P A ety @
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Relace Legendrova (odst. 79, (4)) méni se v disledku (3). (7), (7')

ihned v rovnieci 01y — 01 = b ®

84. Rozvoje pro integraly eliptické v normalnim tvaru Weier-
strassové. Bylo by snadno i ostatni rozvoje pro integraly (ne-
uplné) v Legendrové normalnim tvaru pouziti k vypoétu integ-
ralt (nedplnych) v normalnim tvaru Weierstrassové. Jelikoz vsak
vztahy ptislusné v pFipadé potieby snadno se daji odvoditi —
nebof transformace pfevadéjici eliptické integraly z jednoho
normalniho tvaru do druhého jsou nam znamy — nebudu se tou
véci dile zabyvati. Odvodim pouze pro integril elipticky jeden
rozvoj jiného druhu, neZz byly rozvoje pro F(k, ), E(k, D).
Uvazujme integral

[0 o]
P(x) =f2_‘(x —e) "} (xr — ey H(x—es) dx za piedpokladu, Ze x> e
x

Zavedme tam novou proménnou integraéni ¢ rovnici x = (L
Dostaneme, zavedeme-li zdaroven invarianty g,, g5 (odst. 39)
1 1

Y dt (F dt )
() "f |/ ¢ (1— ety (1—eat) (1—est) —! Veat—t1ar—1a0)

0

Podle véty binomické jest
1 —
T t@etan

5 (B0t o)+ S G+ &0 +

1.3.5
+2“.2.4.6

(gl + gty

Radu na pravé strané lze, umocnime-li a nilezité uspofidime,
psati jako Fadu poten¢ni. jejiz polomér konvergence jest, jak
snadno patrno — nebof lze ¥adu tu poklddati za soudin tii po-
ten¢nich fad (binomickych rozvoju) pro (1—eif)— —, rovny nej-
menSimu z ¢&isel |ei|—!. Dostivame
1
Vi—1(ef+a )

=1tigttigt'tils i+ H s t®+

+(ts 8 e g6+
Nasobime-li jeSté tento rozvoj 2—1¢— a integrujeme-li v mezich
0, x—!, obdrzime konec¢né

_lfjpat st gl Shat )
P(x)_l/?(l_*._w vt o T3t 700 w1 )

coz jest rozboj pro elipticky integral 1. druhu o normalnim
toaru Weierstrassové konvergentni, jestlize x> |ei|, i=1, 2, 3.
14*
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Kladme P(x)=u; pak jest u? vyjadiitelno na zikladé posledni
rovnice jako poten¢ni Ffada vyrazu 1/x. Inversi (DP odst. 155)
mizeme pak naopak dociliti vyjadieni 1/x jakoZto potenéni fady
proménné u?2. Dostaneme

%:u’+b,u‘+b,u°+----r
kde b,, bs,.... snadno vypocteme pomoci formuli (DP, str. 255,
256). Jest
by=0, by=— 48, bi=—H8& by=—1ds 8}t 1ds81=sdv8}....
Aneb konecné, vezmeme-li pievratnou hodnotu a provedeme-li

déleni prisluSnou potenéni Fadou

x=tt o+ hgutrdogiuet
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