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CAST DRUHA.

INTEGRAL URCITY NA ZAKLADE DEFINICE SOUCTOVE
(CAUCHY-RIEMANNOYY).

VI. DEFINICE A ZAKLADNI VLASTNOSTI
URCITEHO INTEGRALU.

1. DEFINICE INTEGRALU OMEZENEHO. (b> a).

85. Souéty S a s. MéjmeZz v kone¢ném intervalu (a, b) danu
kone¢nou (t. j. ohrani¢enou) funkei f(x). Horni hranice funkénich
hodnot funkce bud M, dolni m (DP, 67). Rozdélime dany interval
na jisty pocet na pf. n intervali menSich prostfednictvim &isel
Xy, X3, .. .Xn_y, pFi éemz budeme predpokladati

a<l < < xn<b
a pod x, resp. x, budeme vyrozumivati a resp. b. V intervalu
(%k—_1, x1) nechf ma f(x) horni hranici M, dolni hranici m. O¢&i-
vidné jest m<Me< M, m<mi< M. (1)
Zavedeme pak v tvahy své Cisla S, s takto definovana
S=M(xi—a)+ M (xy—x))+ - -+ Mo (b — xn_y),
s=m(xi—a)+ my(x,—x)+- - --}-m‘n(b — Xn—1).
Se zietelem k (1) jest

mb—a)X S MOb—a), m(b—a)<s< M(b—a). 2
Cislo S budeme nazyvati horni soudet patiici k f(x) a k in-
tervalu (a, b) rozdélenému v intervaly (a. x,), (%1, x3), ... (xn_3, b);

¢islo s pak dolni soudet patfici k atd. Funkei f(x) a interval (a, b)
poklidime za pevné dané; ménime-li rozdéleni v intervaly tim,
ze ménime jedoak é&isla xi, jednak jich poéet, méni se v obec-
ném piipadé soucty S, s. Dostivime tak dvé mnoZstvi Ciselna
(kazdé obecné o nekonefném poétu ¢isel), mnozstvi Eiselné (S)
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obsahujici vSecky horni souéty a mnoistvi ¢iselné (s) obsahujici
viecky dolni souéty. Vzhledem k (2) jsou oboji mnozstvi shora
i zdola ohrani¢ena a maji tudiz obé horni i dolni hranici. (DP, 24).

Pro nas ma dilezitost dolni hranice hornich soucti, jiz ozna-
¢ime Z, a horni hranice dolnich sou¢tt o. Dokizeme si, ze vzdy
2 >o0. K tomu cili odvodime si nékolik vét o ¢islech S, s. Nej-
prve jest jasno, ze patfi-li S i s k jednomu a témuz déleni in-
tervalu (a, b) o intervaly mensi, Ze S > s (véta prvia). Nebot, jak
z vyznamu Cisel My a my vyplyvd, jest Mi = my a jest tedy rozdil

S —s=(Mi—my) (x:— a) 4 (My — ms) (2 — x2) =+ - - -
rovny sou¢tu Cisel bud kladnych, bud z ¢asti anebo vesmés*)
nule rovnych. Jest tudiz vskutku S>s.

Vychazejice z déleni (a, x;, x5, ..., b), k némuz patii soucty
S, s, rozdélme kaidy z intervali (a, x,), (%, x;), . . . na intervaly
mens$i pFibrinim dalsich délicich bodd. Dostaneme déleni (a, xy;,
Xz, oo Xy, Xy, Xz, Xag, ... Xy, Xy, ... D), k némuz nechi patii
Sou('ty Slr 3.

Tu jest $,LS8,  siz=s; (véta druha). 3)
Nebof soudet S, dostaneme z S, kdy? M,(x, — a) nahradime vy-
razem Mn(xn—ﬂ)'f‘Mu(xm—In)-l' e '+lux‘,,,l+| (xl—xlm) (4)

a zirovel ostatni s¢itance sou¢tu § vyrazy obdobné utvofenymi,
pri ¢emz M,, jest horni hranice f(x) v intervalu (a, x,,), M,
Vv (%11, %12) atd. Jelikoz vSak jest M, < M, jestivyraz (4) mensi
(po pFipadé rovny) nez M, (x, — a) —a stejné jest tomu u vyrazi
k (4) obdobné utvofenveh a jim ptislusnym s¢itancim souétu S —
a tudiz §;<S. Analogicky vyplyva s, = s.

Méjmez nyni dvoji rizna déleni a to (a, X;, X3, ... Xn_1, D),
a (&, x'y, X'y, ... ¥a_y, b). K prvnimu nechf patfi souéty S, s;
k druhému souéty ', s'. Utvoime déleni tieti, k némuz pouzijeme
souCasné hodnot x;, xy,. .., X'y, x5, ... pfedchdzejicich dvou dé-
leni. (Timto tfetim délenim rozdéli se interval (a, b) obeené na
n+n'—1 dild; splyvaji-li vS8ak néktera z ¢isel xi s nékterymi
¢isly x%, bude téch dili méné nez n+ n'—1). K tfetimu déleni
nechf patii soudty S, s. I jest, pouzivame-li (3) (véty druhé)

) S’g S, S<s s=s s=s"
Ponévad’ pak §>s (podle véty prvni), miizeme psati S>8>s5> 5,
to jest S=s', a ppdobné S'=s,

*) Tento pFipad nastiva jenom, kdyZ f(x) jest konstanta,
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(. J. kazdy z hornich souétu jest vétsi (po pFipadé rovny) nez

kazdy z dolnich soucti. | musi tedy dolni hranice hornich soudti:

byti bud vétii nez horni hranice dolnich souéti, bud rovna této

horni hranici; t. j. 3=
= 0.

86. O Cislech 2, o plati dile véta. Cislo 3 jest limita hornich
souctit S pro ten pripad, Ze n roste nade vsecky meze a zaroven
vsecky rozdily xi— xi_, (délky jednotlivych intervald) konver-
guji k nule.

Obdobné lze o poklddati za limitu dolnich souctit s pro ten
pripad, Ze podet intervalii roste nade vsecky meze a jednotlivé
inlervaly konverguji k nule.

Nebot jelikoz jest 2 dolni hranice hornich souéti, jest podle
definice dolni hranice mezi S jisté ¢islo, které jest mensi ne7
2 +¢, pti cemz si mizeme kladné Cislo € zvoliti jakkoliv malé.
Budiz takovym ¢islem na pf. S, a necht patii k déleni (a, y1. ys, ...
Yp_1. b); i jest podle predpokladu

S<S,< S+t G)

Rozdélme (a, b) Cisly xy, x5, ... xn_; na n intervalid tak, aby délka
kazdého byla mensi nez kladné é&islo . K tomuto déleni patiiei
horni soucet ozna¢me S. Kone¢né Cisla x4, yi dohromady déli
interval (a, b) tfetim délenim, k némuz nechf patii soucet S. I jest
podle véty druhé (3) S S, a tedy podle (5) téz
S<3I+e 6)
Avsak § lisi se od S jenom potud, 7e néktery interval (xx_,, X&)
patfici k -S byl hodnotou (resp. hodnotami) y; rozdélen ve dva
(vesp. i vice) intervali patficich pak k S. Takovych rozpadnuti
intervald (xx_;, xx) v mensi miZze byti nejvyse p—1 (jelikoz jest
jenom p—1 hodnot y). Tim vSak, Ze se rozpadne interval (x_,, x)
ve dva, zmens§i se prislusny horni soucet, avsak jisté o méné nez
(M —my) (xk—xk—) << (M —m) .
Tudiz pi#i viech rozpadnutich (v poétu nejvyse p—1), nisledkem
jichz dospivaime od § k S. zmensi se horni soudet 0 mén¢ nez
(M—m) q.(p—1); zvolime-li pak kladné ¢islo  tak malé, aby
byla splnéna nerovnina
n.(M—m) (p—1)<g @)
§—S<e¢ ®)
S <2+ 2e

jost

a tudiz z (6) a (8)
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Avsak podle vyznamu é&isla Z jest £S5 a tedy
| §—2] <2,
t. j. rozdil §—Z miZe byti ulinén co do absolutni hodnoty
mensSim nez libovolné malé ¢islo, zvolime-li si jenom 7 dosti
malé (viz (7)); ¢imZz véta jest dokdzana.

Stejné se dokaze véta, vztahujici se k o.

87. Obzvlastni vyznam ma pro nds piipad, 7¢ £=o¢. Tu na-
zyvame Cislo ¥=o0 integralem uréitym z funkce f(x) v mezich
a, b (aneb také v interpalu (a, b)). O funkei f(x) pak fikame, Ze
jest v interpalu (a, b) integrace schopna pri Cauchy-Riemannooé
definici uréitého integrdlu (anebo stru¢néji podle Cauchy-Rie-
manna). Vedle pojmenovini vytknutych uzivame vsak i jinych
pojmenovani a réeni uvedenych p¥i definici integralu jakozto
primitivni funkece. Zvlasté pak se fika uréitému integrilu téz
omezeny integral. '

Podle piedchizejiciho odstavce jest pak integral urcity
z funkce f(x) v mezich (a. b) spoletnou limitou soudtu

n n
kZ' My axy, kZ' mg dxk, kde dxp = xr — Xk
=1 =1

pro ten ptipad, 7e lim 4x;=0 pro k=1, 2....n a zaroven n roste
nade vSecky meze. Mizeme pak vysloviti vétu: Nutna a po-
sta¢ujici podminka, aby f(x) o intervalu (a, b) definovana ja-
kozto funkce konecna byla v intervalu (a, b) integrace schopna,

JQSts &by lim 3 Mk dx3=1lim X my dxy, k=1,2,...n, ©9)

pro lim dxy=0, lim n=oc.

Ze tato podminka jest nutna a postacitelna, jest ihned pa-
trno z odstavce piedchazejiciho, podle kterého limita na levé
strané jest rovna 2, limita na pravé strané pak o.

Vétu pravé uvedenou mizeme vysloviti téz nasledovné:
Nutna a postacujici podminka, aby f(x) o intervalu (a, b) defi-
novand jakoito funkce konecéna byla v ném integrace schopna,

Jest, aby lim (Mg —my) dx; =0, k=1,2,...n, 9

pro lim dx; =0, limn=o0."

Znatme M;— m;= O, nazyvajice pti tom &islo Ok oscilaci funkce
f(x) o intervalu dxi (DP, 67); pak podminku (9) miizeme psiti

ve tvaru lim 30p dxx =0, k=1,2,...n. "
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Integral urcity takto definovany znadéi se stejné jako integral
definovany na zdkladé primitivni funkce. Zna¢ime — v p¥ipadé,
7e podminka (9) jest splnéna —

b
X=co =ff(x) dx

a sluje opét a resp. b dolni resp. horni mezi tohoto integrélu.
Mame tudiz na zdkladé nové definice pro uréity integral
toto vyjadieni (stile za predpokladu, Ze splnéna jest (9))

b
ff(x) dx =lim 2 My dxp = lim 2 my axy (10)
a
k=1,2,...n; prolim dx;=0, lim n=o0.

Mizeme vSak téz psiti (pfedpoklidajice stale, Ze podminka (9)
jest splnéna a majice na mysli stale tyz limitni proces)

b
ff(x)dx:lim Smedxx  k=t1,2,...n, (1)
a

kde ux jest libovolné ¢islo polozené mezi My a my (Mi > ue = my);

nebof Jest Emp dxcy L2 g dxp X My dxx, k=1,2,...n;

specialné mizeme klasti
b
[1x) dx=lim Sf(@)dxr  k=1,2...n (12)
a

a pri xx_; < &< xx; jest totiz (&) rovnéz obsaZzeno mezi My a my.

Jest patrno z dikazu podminky (), ze postaéi ke zjisténi,
Ze nékterd f(x) jest integrace schopna, aby ta podminka byla
splnéna, kdyz dxi néjakym uréitym zpiisobem konverguji k nule.
Na pt. mizeme si zvoliti viecka dx¢ (k=1,2,...n) sobé rovna
(intervaly ekvidistantni) a poloziti

Axk_:,_'_l_;, k=1,2...n ()

a nechati n vzristati nade viecky meze. Zjistime-li v tomto pfi-
padé, Ze (9) jest splnéna, dokazali jsme jiz, Ze f(x) jest integ-
race schopno a podobné to plati v kazdém jiném ptipadé. Rovnéz
téméi bezprostifedné jest patrno, ze podminka (%) jest splnéna,
kdyz limita ve (12) vidy existuje a jest vidy taz, af & jest jaké-
koliv éislo intervalu (xx_,, xi), jehoz délka dxi néjakym uréitym
zptisobem konverguje k nule.

Podmince integrability, jak jest dina rovnici (9) resp. (9”),
mizeme diti tento slovny vyraz: Nutnd a postacéujici podminka,
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aby funkce f(x) byla o (a, b)integrace schopna jest, aby ke kazdé
dvojici cisel kladnych [e, &) prisluselo kladné ¢islo n tak, zZe,
rozdélime-li interval na soudet intervali castecnych, z nichz
kazdy jest o mensi délce nez u, soucet délek vsech intervali
castecnych, ve kterych oscilace funkce f(x) jest vétsi nez e,
jest mensi nez ¢,.

Nebof, je-li podminka ve vvroku prdvé uc¢inéném uvedena
splnéna, jest O Aw < (M —m)ei+(b—a—e)e  pro dxx <.
Avsak ¢, &, miZeme si zvoliti libovolné malé a tedy i levou stranu
napsané¢ nerovniny miZeme udliniti mensi nez na pt. Cislo €,
jsou-li jenom Ax; mensi neZ jisté Cislo #; t. j. jest splnéna (9").
Neni-li pak podminka uvedend spin¢éna piFi uréité dvojici ¢isel
le, &), pak soucet interval&, v nich? oscilace jest vétsi nez e, jest
stale vétsi nez &, af si ¢islo 4 (horni hranici to pro délky in-
tervalii ¢aste¢nyeh) volime jakkoliv malé, t. j.
20k Axy > €61
t. j. neni splnéno (9"). k

POZNAMKA 1.Volime-li viecky intervaly Casteéné dx; o stejné
délee, jak vytceno jest rovnici (2), mame podle (12) pro integral
z f(x), o niz predpoklidéme, 7e jest integrace schopna, tato vy-
jadieni ¢asto uzivana

ff(x)dx=1i11;°6 F@+f@++fla+2)+- - +f@a+n—109)] 3
b n=
=n1i=m°°<5 Flat0)+f@a+20)+ - -+ f(a+ndl

Pti tom jest 6= (b—a)/n; ¢isla & ve (12) se vyskytujici volena
tak, Ze splyvaji s krajnimi body intervald ¢aste¢nych.
POZNAMKA 2. Definici pravé vyloZenou vysvétluje se ozna-
¢eni omezeného integrilu. Znaménko integraéni vzniklo pfe-
ménou ze znaménka sumacniho S, znaménko diferenciilni dx
pak vztahuje se k vyznadeni intervali o délce, kterd konver-
guje k nule. Vyskytuje se po prvé v r.1675 u Leibnize, jednoho
ze zakladateld poétu integralniho, kteryz nazyvan byl jim »cal-
culus summatorius<. Znaménko to podrzeno i od nasledujicich
matematikd, zejména od Eulera, a¢ jej tento za nevhodné ozna-
¢eni prislusného pojmu poklidal,*) jakoz jest pFirozeno, uvazi-

)

*) Pravi o tom Euler v ,Institutiones calculi integralis®, 1. sv. (r. 1768),
str. 5 (vydani z r. 1913, str. 8): ,,Caeterum hoc signumfvocabulo summae

efferri solet, quod ex conceptu parum idoneo, quo integrale tanquam summa
omnium differentialium spectatur, est natum; neque maiore iure admitti po-
lest, quam vulgo lineae ex punctis constare concipi solent.“
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me-li, Ze pojem integrilu jakoZzto limity souctu nebyl toho Casu
s naleZitou pFesnosti stanoven a zkoumin, v popfedi pak tvah
byl pojem integrilu jakoZto primitivni funkce.

Vyznaceni mezi zplisobem nyni uZivanym pochazi od Fou-
riera (Théorie analytique de la chaleur, r. 1822, str. 252; Oeuvres,
sv. 1, str. 220); Euler udival meze ob3irné v textu a strucnéji
téz timto zpisobem ab x—a '

fros 5 222]-
ad »=b

Prvni ktery podal p¥esnou definici integrilu jakozto limity
souttu, byl Cauchy; ten stanovil urcity integril z funkece spo-
jité v intervalu (&, b) limitou soudtu

(ri—a) f@)+(xs—x) f)+ -+ (—xn—1) flxn—i)

a dal rovnéz definici rovnici (12), avsak té% jenom pro ten piipad,
ze f(x) jest funkei spojitou. (Viz jeho .Resumé des Legons sur
le calcul infinitésimal, r. 1823, pFednaska 20, 21; Oeuvres, 1l. sér.,
sv. 4). Riemann rozsitil definici (12) na ptipad obecné funkee f(x)
spliiujici pouze podminku (9) a to v habilita¢ni prici -Cher
die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische
Reihe“ r. 1854 podané, avsak teprve po smrti autora uvefrejnéné.
(Viz Gesammelte math. Werke, 2. vyd.. str. 239 a nasl.). Se ziete-
lem k vytéenym okolnostem sluJe, jak jiz svechu bylo vytknuto,
definice tu podani té7 Cauchy-Riemannova a funkce pFipousté-
jici na zdikladé¢ definice integril funkee integrace schopna podle
Cauchy-Riemanna.

POZNAMKA 3. Neni-li funkce f(x) v (a, b) integrace schopna,
jest Z>a. Cisla tato maji pojmenovini horni integral a dolni
integral z funkce f(x) v mezich (a, b) a znadi se

= f ; (x) dx, o= f';'(x) dx.

Horni a dolni integral existuji vidy, kdyz kone¢na funkce f(x)
pro viecky hodnoty intervalu (a, b) jest definovina. Zavedeny
pak byly tyto pojmy, které pti riiznych obeenych vysetfovianich
jsou u}ite("ny, po prvé od Darbouxa v r.1874 (Annales de l'éc.
normale, 2 sér., 4. sv. str. 64).

PRIKLAD 1. Vezméme v ivahu f(x)= x¢pfi « >0 a bud a =0. lunl\(e
dand jest s rostoucim x stdle rostouci a jest tudiz MA=.x‘ a mp= ‘k—l

I jest, zvolime-li intervaly stejné,

Z(Me—mi) dxp =3 (xf — f_)) dmp= boa 3 (s —af) =

_(b—a) (r—a)

n
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tudiz (b—a) (b=—a)

=0,
n

lim 3 O Axp=lim
k n=o00

t. j. x* jest integrace schopno (pfi a > 0).
Vypocet integrdlu z x¢ provedeme podle (11). Podle véty o stfedni hod-
noté poétu diferenciélniho jest

x‘,’:'“— .ac,‘:+l =(p—xt—1). @+ 1) x—1< &< xe
Jelikoz & lezi mezi My = x§ a mp=x}_, miZeme si zvoliti sx=¢£f, to jest
uéiniti
Ao
=01~ e — x—1
odkudz
2 HE Axk_—-l-—l 2(x¢+l x',’,‘i}) —J_(bu+l_aa+l)
a tedy b
[xedx=1lim Z ur dxp = ekt —an ),
A AXp=0 k l

PRIKLAD 2. K vy3etieni funkce f(x)= 1/x v intervalu (a, b), 0< a < b,
sta¢i na pi. voliti za x,, x1, x,, ..., xn geometrickou fadu éisel a. aq, aq?,. ..,
aqn=>b; mame ihned

S=n(g—1), s=n(1—q—?) aneb S=((%);—l)n, s=—n((£—)_%—-1).

a

Limita obou é&isel pro lim n =00 jest taz (DP 36), tedy funkee v (a, b) integ-
race schopna. Integrédl pak v mezich a, b jest rovny log (b/a).

PRIKLAD 3. Pii funkci er moZno voliti intervaly ekvidistantni,
xy=a-+ké, kde d=(b—a)/n.

I zde obdrzim stejné limity pfi S a s pro lim n=o00 aintegral z dané funkce
v mezich &, b rovny eb— ea.

PRIKLAD 4. Funkce f(x) definovani v intervalu (0, 1) vztahy

f(x)=0 pro iracionalni x a pro x=0, 1
f(x)=%- je-li x= %, P, q celéd &isla bez sp. m.,, qg>1

jest v tom intervaelu integrace schopna; integrél pak z funkce té jest roven nule
(podle Pélya-Szegé, L., str.59). Nebof, rozdélime- ll interval (0, 1) na n stejnych
dilcd, bude oscilace v jednom dilci v&t5i nez n—! jenom tenkréte, je-li v tom
dilci obsazen zlomek p/q, kde q<<n'!; zlomki vSak o jmenovateli q jest
nejvyse q—1. Jest tedy pocet dilcd, v nichZz oscilace jest v&t3i nez n—!
mensi nez in' (n¥—1). V nich viak oscilace jest mensi nez 1. V ostatnich
dilcich jest oscilace mensi (<) nez n~3. I jest tedy soudet na levé strané& (9")
mensi nez 1 1, D1 1,y _— _

w 2n(n—)- +;(n $nd(n ) -n— .
Limita tohoto vyrazu v3ak jest rovna nule pro lim n =oo a tvrzeni uéinéné
dokazéno. Ze integril z funkce f(x) v mezich 0, 1 jest roven nule, nasleduje
ithned z okolnosti, Ze stile s =0.
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2. O FUNKCICH INTEGRACE SCHOPNYCH
(podle C.—R.) v (a, b); b > a.

88. a) Postupu pf¥i pfikladu prvnim vyloZeného (v prvé casti)
muzeme uziti pfi kazdé funkei stoupajici anebo asponi neklesa-
jici a dokdzati vétu, Ze kazda funkce v intervalu (a, b) stoupajici
anebo asporn neklesajici (pti vzristajici neodvisle proménné) jest
v intervalu (a, b) integrace schopna. Totéz jest v platnosti pro
funkei stdle v (a, b) klesajici anebo asporn nestoupajici.

b) Dile dokéazeme, ze funkce f(x) v intervalu (a, b) spojita
jest o tom intervalu integrace schopna. Jestlize jest funkce spo-
jitd v intervalu (a, b), lze ke kazdému kladnému ¢islu ¢ libo-
volné zvolenému udati kladné ¢&islo 7 tak, aby |f(x') —f(x") | <e,
jsou-li jenom x’, x” dvé hodnoty intervalu takové, ze |x'— x"| < 1.
Zvolme si viecka dx: mensi nez 7. Pak oscilace My — m; podle
vlastnosti spojitych funkei pravé uvedené jest mensi neZ € a jest
tedy soucet délek intervali casteénych, ve kterych oscilace jest
vétdi nez g, roven nule. Tedy podle posledni véty o nutné a po-
stacujici podmince, aby funkee byla integrace schopna, jest véta
pokazana.

¢) MiZeme vétu tuto zevSeobecniti a tvrditi, 7e funkce f(x)
p intervalu (a, b) koneénéd a ktera jest spojité ve zbytku inter-
valu (a, b) vzniklém z (a, b) odnétim -konecéného pocétu intervalii,
jichz celkovou délku miizeme uéiniti libovolné malou, jest o (a.b)
integrace schopna. Nebof i zde moZno vhodnou volbou ¢isla 7
dociliti, aby soudet délek intervalu, v nichZ oscilace jest vétsi
nez ¢, byl mensi nez . P¥i tom jsou ¢, & libovolna &isla kladna.

Na p¥. funkce f(x) definovand vztahy f(x)=sin %pro x+0, f(0)=0 jest
v intervalu (—1, 1) integrace schopna. Jest to funkce koneénd v (—1,1) a spo-
jitd v tomto intervalu, vyjmeme-li z ného interval (— @, a), kde |a|<1 a libo-
volné mala.

Rovnéz funkce f(x) dana rovnicemi

. 1 1
f(x) =sin S—mt pro x><Fz’ .
X

1 kzovilvizy"”

f(a)=0, f(©)=0
jest funkce v (— 1, 1) integrace schopna, coz dokazati pfenechdvdm étenafi.

POZNAMKA. Jakozto doplnék Véty v b) a c) lze dokézati vétu:
Je-li funkce f(x) o (a, b) podle C.—R. integrace schopna, pak
body intervalu (a, b), v nichZ f(x) jest funkci spojitou, toofi
mnozstoi bodové o (a, b) vsude husté.



Abychom tuto vétu dokazali, stac¢i dokazati, ze v kazdém
intervalu polozeném na (a, b) jest bod, ve kterém funkce jest
spojiti. DokaZme to na p¥. pro interval (¢, d), kde a<c<d=<b.
V intervalu (c, d) jest polozen jisté interval (¢, dy) takovy, 7e
di—e; <t (d—o), e<e,<dy<d a ze oscilace funkee f(x) v (c1.dy)
jest mensi nez § — nebof jinak by Cist souctu z levé strany
rovn. (9”), jez vztahuje se k (¢, d), byla jisté vétsi nez }.(d—c),
af zvolime si jakékoliv rozdéleni intervalu (c, d) na intervaly
mensi, a nemohla by limita sou¢tu z (9”) byti rovna nule, jak
podminka (9”) to pozaduje. Stejné jest na (c;, d,) poloZen in-
terval (cg, dy) takovy, Ze dy—c,<<i(dy, — ¢)) < (d—¢)/28, 7e ¢;<<c,
<dy< d, a 7e oscilace f. f(x) v (c3 d;) jest mensi nez Y/, atd.
do nekoneéna. Rady cisel ¢, ¢, ¢4 v Cayenns didy, dyy .. dny ..y
z nichZ prva jest stoupajici, druhd klesajici maji limitu a to
touz, jiz oznac¢ime a. V bodé e pak, jak z definice bodu toho
téméi bezprostfedné vyplyvd, jest funkee f(x) spojitd; oscilace
té funkee v (ca. dv) — a v nitru toho intervalu jest bod ¢ — jest
mensi Yy atedy f(x) —f(@) | <y pro viecka x, jez jsou mensi
nez mendi z Cisel @— ¢p, du—a. Ditkaz véty vyslovené jest tedy
podan,

89. d) Jsou-li funkce fi(x), fs(x) v (a, b) integrace schopny,
jest v (a, b) téz integrace schopny jich soudet.

Cisla My, my; My, m's; M", m"x nechfi vztahuji se pofadé
na funkee f,(x) + fa(x), f1(x), f3(x). Pak jest o€ividné
N M S M+ MY, mpz=m'i+mh: (a)
a tedy Mik—mr < (M'te — m"e) +(M"e — m"),
odkudz*) EMpr—mp) Axp S Z(M'y — m'y) Axp 4+ E(M"e— m'") Axy.

Jelikoz pak limita s¢itancti pravé strany této nmerovniny, kdyz
Axi konverguji k nule, jest nula (podle pfedpokladu), jest limita
levé strany rovnéz nula; t. j. funkee f(x)= fi(x) + fa(x) jest in-
tegrace schopna.

Jelikoz pro kazdou hodnotu u, pro kterou m < up < My, téz
podle nerovnin (a) jest

. ) mhi+m"e < ue £ Me4+-M",
jest také )
EmhAxe+Zm"c Axp < Ty Axe < Z My Axy + 2 M Axi,

*) Znaménka souétova Y vztahuji se v tomto odstavei vesmés k &islu k
a maji i jinak tyz vyznam jako v odst. 87. Rovnéz limity jest brati ve vy-
znamu v odst. 87 stanoveném.
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anebo piejdeme-li k limitim, jest na zikladé predpokladi
(87. (11)) b b b
J1:0) d+[1.0x) dx =[(1(2) + D div.

Véta pravé dokiazand rozsifuje se ihned na libovolny pocet
sCitanci a mame: )sou-li funkece f,(x), fo(x),..., f-(x) integrace
schopny v intervalu (a, b), jest i jich soudet tam integrace
schopny a jest

b b b b
SO+ 10+ () de =[x dx 4[5 e+ [0 d.

e) Jsou-li funkce f,(x), [.(x) 0 (a, b) integrace schopny, jest
v (a. b) téz integrace schopny jich soudin.

Véta tato nejprve jest ihned patrna pro ten piipad, Ze jedna
z funkci na p¥. fi(x) jest konstanta v (a, b); jest pak, je-li 4
v (a. b) nezavislo na x,

b b
fA f(x) dx= Aff(x) dx.

Abychom ji dokézali v pfipadé obecném, oznacime horni
resp. dolni hranici hodnot funkce f,(x). fs(x) v dxx pismenem M
resp. ny; znacky My, M"y, m’s, m"x necht maji vyznam tyz jako
v dikaze véty ptredchizejici. Piedpoklidejme pak nejproe, Ze
fi(x) a f.(x) nenabyvaji o (a, b) hodnot zdpornych. Pak jest

M < M M7, mg=m'y m";

a tedy Mi—me < M MM — m'k m"y, '

S MM — m"y) + m"g (M — m'y),
odkud?, jsou-li M’, M” horni hranice funkei f,(x), f:(x) v (a, b),

Mi— mp < M! (M7 — m") + MY (M’ — m").
Ndisledkem toho a ptedpokladu, Ze f,(x) a f,(x) jsou integrace
schopny, jest pro lim 4x;=0
lim kE(Mx-—mk) dxpr <M lim I?(M"k—m"k) Axy.

+ M lim %'(M’k — m'i) Axr =0,

t. j. funkce f,(x).fs(x) jest v (a, b) integrace schopna.

Nabvvaji-li f,(x), f:(x) v (a, b) téz hodnot zapornych, staci
misto nich vziti v ivahu funkce B+ f,(x), B+ f:(x), kde kladné
éislo B tak jest voleno, aby funkece B+f,(x), B+ f.(x) nenaby-
valy v (a, b) hodnot zapornveh. Pak jest podle toho, co prave
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bylo dokdzino, funkee (B+f,(x)). (B4 f:(x)) integrace schopna
a tudiz podle d) i funkce

f1(x) fa(x) =(B 4 f1(x)) (B + f+(x)) — B (f1(x) + fa(x) + B).
) Jestlize koneéné f(x) jest v (a, b) integrace schopna a horni
i dolni hranice f(x) v (a, b) jsou téhoz znaménka (od nuly riizny),

jesti L integrace schopno.
f(x)

Nebot jsou-li My a mi horni a dolni hranice pro f(x) v in-

terv. dxi jsou za daného pi'edpokladui resp. —— horni resp.
mg M,

) . 1 , ,
dolui hranice pro o) v tom intervalu. I jest
x
1 _1 Me — my 1
4t — ooy
g("’k Ml:) Ave =2 My my Axi S 1z (M —mi) A,

kde m jest dolni hranice | f(x)| v (a, b). Z nerovniny pravé na-
psané véta uvedena snadno vyplyva.

8) Podobné dokaze se i véta: Jestlize f(x) jest o (a, b) in-
tegrace schopna, jest i | f(x)| o (a, b) integrace schopna.
Jelikoz pak
| Df(ee) Axp | < Z| (&) | Axe, k=1,2,...m,
jest b b
| f1) dx | < i) d.

Pti tom jest jenom poznamenati, ze neplati opak. Je-li totiz
| f(x)| integrace schopna v intervalu (a, b), nemusi byti f(x) v (a, b)
integrace schopna. Na p¥. f(x)=+1, kdyZz x racionalni ¢islo in-
tervalu (a, b) a f(x)= —1, kdyz x jest iraciondlni ¢Cislo toho
intervalu, pak | f(x)|=1 v (&, b) a jest |[f(x)| integrace schopna.
Av3ak pro f(x) samotnu jest =1, o =—1.

90. Délka mnozstvi éiselného. Véty o funkcich integrace
schopnych (a éetné jiné véty integrdlniho poctu a analysy) zi-
skaji na jednoduchosti zavedenim pojmu délky mnozZstvi ¢isel-
ného. Tato definovati se mize rozmanitym zpisobem, jeden
prostiedek k tomu ndm dava integral Cauchy-Riemanniiv, ktery
nis vede k definici délky pochdzejici od Jordana.

Budiz ddno mnozstvi ¢iselné (mnoZstvi Cisel redlnych), jez
ozna¢ime E. Definujme si funkei e(x) témito podminkami

e(x)=1 v kazdém bodé mnoZstvi E,
e(x) =0 v kazdém bodé& nepatficim k E.



225

Tim jest funkece e(x) definoviana pro kazdé x. Stanovme pak
dva integrily (integral horni a integr. dolni, viz pozu. 3. odst. 87)
z funkce e(x) pro interval (a, b)

b b
L=Je(x)dx. Ip=]e(x)dx; a<hb.

a a

Prvni sluje délka zevnéjsi mnozstvi ¢iselného E v intervalu (a, b).
druhy délka vnitini mnozstvi ¢iselného E v intervalu (a, b).
Jsou-li ob¢ tyto délky stejny =1, pak jest e(x) v (a. b) in-
tegrace schopna a integril z této funkee v mezich a, b sluje
prosté délka mnozstvi E v (a, b) a mnozstoi nazyod se mnozstvim
méFitelnym v (a, b) ve smyslu Jordanové aneb kritce méFi-
telnym (J). Ob¢ &isla I, I jsou vzdy =0 (viz odst. 85, (2)).

Podle definice horniho a dolniho integrilu (jakoZto limit
vyrazil sou¢tovych) miZeme také tvrditi: Délka zepnéjsi mnozstoi
¢iselného E v intervalu (a. b) jest limita souctu téch délek in-
tervali dxi. jez obsahuji aspon jeden bod mnoistoi E, délka
onitini pak jest limita soucétu téch délek intervalii dxi, jez
obsahuji jenom body z mnozstoi E (a Zadné jiné). Obé ty limity
po¢itany pro ten pripad, ze

lim dx:=0. k=1,2,....n

a dx,+ AxyF oo +Ax,=b—a.

Limity ty existuji vzdy a jsou nezivisly od zptisobu, jak roz-
d¢élujeme interval (a, b) na intervaly Ax:.

Jestlize cel¢ mnozstvi E jest obsazeno v (a, b), pak I sluje
prosté délka zevnéjsi mnozstvi Cisclného E (a netieba ptidavati
jesté slova .v (a, b)-) a obdobné¢ v ostatnich pripadech.

Jestlize 1,=0 jest i l, (pro které I,=<l,) rovno nule a mnozstvi
E jest v (a, b) méFitelno a jest v (a, b) délky rovné nule. Mnozstvi
tato maji pro nas zvlastni dilezitost a budeme jim fikati kritee
mnozstvi v (a. b) délky nulové (J). Na zikladé tohoto pojmu
muzeme vysloviti vétu (odst. 88¢) ve tvaru, ze funkce f(x) o (a, b)
koneénda a kterd jest spojiti pe psech bodech toho intervalu
pyjma o bodech mnozstoi E délky nulové (]). jest v (a. b) in-
tegrace schopna.

Na zdklad¢ pojmu privé zavedeného a definice uréitého
integralu podle C.-R. mizeme také vysloviti — jakoZto téméf bez-
prostiedné patrnou — (uto vétu: Zménime-li u funkce f(x) o (a, b)
podle C.-R. integrace schopné hodnoty funkéni v bodech mnozstoi
délky nulové (J), avsak tak, aby funkce ta v (a. b) byla i na-

Petr, Integrélni polet, 2. v. 15

v
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dale koneénou, pak funkce f,(x), ke které-tou zménou dospé-
jeme, jest roonéz v (a, b) integrace schopna a integraly z f,(x)
a f(x) jsou si roony.

91. Druhy pojem, ktery jest uZziteéno zavésti jest pojem oscilace funkce
f(x) v bod& ¢. Oscilace funkce f(x) v bodé ¢ — znacme ji O(c) — jest deli-
novina vztahem

O(c)=lin}) oscilace funkce f(x) v interv. (¢ — &, ¢+ €). 1)
E=

Oscilace funkce f(x) v bodé ¢ jest vidy =0.

Jelikoz oscilace v intervalu dxy jest vétsi (=) nez oscilace v kazdém bodé

toho intervalu, jest og{ O(&) dxx < Zk- O Aix, k=1,2,...,n, (2

kde &, Op maji vyznam tyZz jako v odst. 87. Je-li tedy funkce f(x) v (a, b)
integrace schopna, vyplyva, pfejdeme-li k limité (pro lim Axk=0), z této ne-
rovniny a z podminky (9”) odst. 87, Ze i

f O(x)dx =0, (3)

coZ jest nutnd podminka k tomu, aby f(x) v (a, b) byla integrace schopna.
Av3ak podminka tato jest také podminkou postacujici. Abychom lo dokizali,
dokizeme napfed jednu vétu pomocnou.

92, Budiz O horni hranice funkce O(x) — definované v odst. predch. —
v intervale (xg—,, xp) = Axi: My, mp opét horni a dolni hranice funkce f(x)
v tom intervalu, Pak lze tvrditi: Af jsou disla kladnéd €, 0 jakdkolio (jakkoliv
mald), pidy lze nalézti rozdéleni intervalu (a, b) v interpaly édstecné Axy,
k=1, 2,...,n takooé, Ze

My—mp < Or+ ¢, Ax < 0. (4)

Nejprve si dokdZeme, Zc jesli moZno nalézti rozdéleni intervalu (a, b)
— a tedy i kazdého intervalu na (a, b) — v intervaly &dsteéné hovici toliko
prvni podmince (4). Je-li ¢ libovolny bod v (a, b) a znali-li M, , m,. ruD
horni hranici funkce f(x), dolni hranici funkee f(x) a horni hranici. funkce ()(x)
vesmés v inlervalu (c—#, ¢+1). pokud tento interval jest na (a,b), pak v dd-
sledku definice funkce O(x) rovnici(1) lze nalézti ke kazdému kladnému ¢islu €
¢islo kladné v (dosii malé), aby byle

M, ,I—mc’ﬂ<()(c)+e§Dc’ n T &

Tedy kaZdy bod intervalu (a, b), jako jest priavé bod ¢, nachdzi se uvniti
jistého intervalu, pro ktery prvd podminka (4) jest splnéna. MiZeme tedy
v dasledku véty Borelovy (viz odst. 189) picekryti interval (a. b) koneénym
poétem intervalii tvaru (c—1, ¢+%) — pFi CemZ nékieré z {¢chto intervali
vybociti mnohou a vskutku vyboci z (a, b)) — takovych, e kazdy bod z (a, b)
jest vnitinim bodem aspoii jednohe z intervald (¢—», c+4); i miZeme tudiz
interval (a. b) na koneény pocet intervald rezdéliti, pro néZ splnéna prvni
z podminek (4).%) '

*) Intervenuji-li v onom kone&ném poétu intervaléi prekryvajicich (a, b)
(aviak takovych, Ze zidny nespada cele na jiny z nich) €isla 1, ¢, ..., €y,
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Rozdélime-li nyni (a, b) na intervaly &asteéné tak, aby byla splnéna
druha z podminck (4) a potom kaZdy ¢&asiecény interval znovu na mensi in-
tervaly (je-li ioho tfeba) tak, aby byla splnéna v téchto mensich podminka
prva z (4), bude interval (a, b) cely rozdélen témito mensimi intervaly, pro
né¢7 jsou splnény obé podminky. Véta cela tak jest dokdzdna.

93. Piedpokliadime-li, Ze jsme provedli déleni intervalu (a, D) hovici
podminkdm (4), midme v disledku (4) (piSeme-li rovnici prvou ze (4) pro
k=1,2,...n, rovnice tak vzniklé nisobime &isly dx,, 4x,,..., 4xn a sCitdme)
a v disledku samozfejmého vztahu Or < Mg — mx (obdobné)

2Ot Ak L X Me Axc — X mi Axcp < X Ok Axk+ (b—a) €

aneb, pfejdeme-li k limité pro lim d:=0,

5 5 b 5
f()(x) dx gff(x) dx —ff(x) dx <f0(x)dx+(b—a) e

Jelikoz viak € miZeme si zvoliti libovolné malé, jest

f ;(x) dx — f ';(x)dx = be(x) dx. )

Z rovnice této nasleduje ihned, Ze (3) nam diva nutnou a postacujici pod-
minku k tomu, aby f(x) byla o (a, b) podle C.—R. integrace schopna.
Jelikoz O(x) =0, pak soutasné s (3) jest nutné téZ splnéno.

b
fowdx=o.
2
t. j. v pFipadé, Ze f(x) jest integrace schopno v (a, b) podle C.—R., jest v tém2
intervalu i O(x) integrace schopno a integril z O(x) jest rovny nule.

Jako nutnou a postacujici podminku proto, aby funkce f(x) byla v (a, )
integrace schopna, miiZeme pak vysloviti tulo: MnoZstvi bodové Es, je’ obsa-
huje psecky body v (a,b), o nichz O(x) > & jest délky nulové (J), af jest € jaké-
koliv ¢islo kladné. Nebof kdyby délka zevnéjsi toho mnoZstvi byla napF.
[ >0, byl by kazdy horni soudet S patfici k O(x) a intervalu (a. b) vétsi nez
le a integral z O(x) nebyl by roven nule.

Rovnéz jest patrna tato vlastnost funkci v (a, b) podle C.— K. integrace
schopnych: O(x)=0 o mnoZstoi bodovém na (a, b) pdude hustém (viz poznamku
k odst. 88, z niz nasleduje diisledek obsazeny v pozndmce 3 odst. 97).

94. Rozsifeni pojmu uréitého integralu (podle C.-R.). Pojem
uréitého integrdlu, jak jej zavadi definice C.-R., lze bez dalsich
ivah roziiviti i pro funkee, je7 nejsou definoviny v kaidém
bodu intervalu (a, b), nvbrZz jenom v bodech mnoZstvi Cisel-

jakoZzto jich stiedy, pfi ¢emz ¢; <¢;,, pak koneény pocet intervalfi, v néz
rozdéliti lze (a. b) tak, aby byla splnéna prvni podminka z (4), jest dan in-
tervaly (a, ¢,), (¢'s, ¢%), (¢'s, %), ..., (¢)p b) PFi tom jest ku pF. ¢’s bod mezi
¢y a ¢, ktery jest zirovein v pFisluiném intervalu o stfedu ¢, a v intervalu
o stfedu ¢ a jest pfedpokladano, Ze a <b.

15*
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ného E na (a, b) vSude hustého. | pro tyto funkce maji vyznam
souéty horni a dolni (S, s) jakoZ i vSecky véty, jez jsme pro né
odvodili. Tudiz také i ¢isla 2, ¢ a lze zavésti stejné pojmy (in-
tegralu horniho, dolniho. resp. integrilu uréittho v mezich a, b)
stejnym zpasobem také pro tylo funkee.

OvSem vztahy — jako na pf. (12) odst. 87 — ve kterych se
nevyskytuji &isla My, i resp. p, nybrz hodnoty funkee f(x) pro
uréity bod intervalu 4xi, nemaji vSeobeeny vvznam. Avsak
vhodnym doplnénim vyznamu pFislusnyeh veli¢in (resp. definic)
bylo by moino i v téchto pFipadech zachovati platnost téch
vztah. Na pF. v uvedené relaci (odst. 87, (12)) by postadilo po-
zadovati, aby & v ni se vyskytujici bylo bodem (libovolnym)
mnozstvi E nachizejicim se na dxx.

Obdobné by bylo lze rozsititi i ivahy podané v odst. 91—93.

POZNAMKA. Ctenai snadno dokéaze vétu: Jsou-li dvé funkce
f(x), g(x) obé o mezich a, b integrace schopné podle C.—NR.
takové, ze f(x) = g(x) p bodech mnozZstoi bodového o (a, b) psude
hustého, pak b

b
ff(x)dx:fg(x)dx.

(Disledek rovnice (12) odst. 87). Touto vétou nabyvi roziifeni
pojmu integrilniho tu zavedené jist¢ho odévodnéni.

3. ZAKLADNI[ VLASTNOSTI INTEGRALU URCITEHO.

95. Pfi definiei integrilu z funkee f(x) v intervalu (a, b)
jsme predpokliadali a<<b. Jestlize jest a> b, polozime, definujice

b a
[t@ de=—=[f) dx M
a b

za predpokladu ovSem, Ze prava strana md vyznam (ze f(x) jest
v (b, a) integrace schopna). Obdobné roziifujeme, za predpo-
kladu a > b, platnost integralu horniho i dolniho (87. pozn. 2).
Rovnéz v platnosti zistavaji rdznd tvrzeni o integralu. zvlasté
pak lze i v pFipadu a > b klaisti, ze

b
ff(x)dx= lim X f(&) Axi; k=1,2....n,
7 Axl‘- =0

kde

Axp = X — Xy

?

ASXID>X > 0 x"_lb; N | E SN

dxi jsou ovSem Cisla zaporna.
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96. Abychom dalsi vlastnost integrilu z funkce f(x) v in-
tervalu (a. b) odvodili (predpokladajice. Ze f(x) jest tam integ-
race schopno). rozdélme interval (a, b) nejprve na dva pevnym
¢islem c; interval (a, ¢) d¢lme hodnotami y,, y,, ... y,-,, interval
(¢, b) pak hodnotami z,, z,,. ..z, na intervaly mensi. 1 jest pak

b
f f(x)dx= lim 3 f(n) dy;+ lim 3 f(¢) Az,
4 Jyi=0 ,_/]Zj=0

i=1,2,...p; i=12...q.
Cisla i, &, yo, Yp = 2o = ¢, 2z, maji jasny vyznam (87, (12)). Avsak
limity souc¢iii na pravé sirané¢ jsou rovnéz inlegraly z f(x) v in-
tervalech (a, ¢). (¢, b) a mame tudiz

c b
fbf(x) dx = f F(x) dx + f F(x) dx. (D)

Tato véta vsak plati, i kdyZ ¢ neni mezi aa b. Bud na pf. a<b <e.
Pak jest podle (II)

c b c
f £(x) dx = f F(x) dx 4 f f(x) dx,
a a b

tlldI’;, b c [
[re ds =[1(x) ds — z[ F(x) dx

aneb pouzijeme-li (I)

b ¢ b
[ dx =[1() dx +[rex) ax,

coz se shaduje s (L1). Mohou tedy ¢&isla (a. b, ¢) ve (I1) miti jakou-
koli vzijemnou polohu (jenom jest tfeba, aby integraly tam se
vyskytujici mély vskutku vyznam.)

POZNAMK.A 1. P¥i ditkkaze rovnice (1) jsme mlcky piedpo-
kladali. 7¢ je-li f(x) v (a. b) integrace schopno, jest také v Casti
toho intervalu integrace schopno. Dikaz toho jest zcela snadny.

POZNAMKA 2. Uplné stejné vztahy jako vztah (lI) pro in-
tegral ur¢ity jsou platny i pro integrily horni a dolni.

97. Véta o stiredni hodnoté. Jclikoz soucty Sis. kicré wvokily
podklad pro definici integralu, jsou stile obsazeny, jestlize a < b.
mezi M(b—a) a m(b—a) (viz odst. 83), jest téz i ¢islo T resp. o
mezi témito dvéma Cisly obsazeno. Jestlize tedy jest f(x) funkce
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v (a. b) integrace schopna a M. resp. m jsou jeji horni resp.
dolni hranice v tom intervalu, jest

b
mo—a)<[fEdr<M@b—a),  a<b; )
anebo také b
ff(x)dx:u(b—a), m<u<M, a<<b. @)

Jestlize f(x) jest v (a, b) spujita funkce od konstanty rizna. mi-
7eme v (1) a v drubé &isti (2) potlaéiti znaménka rovnosti; nebof
pak v soudtu S=X M, Ax,,
zvolime-li 4x, dosti malé, jsou jisté sCitanci, ve kterych M, jest
mensi ne7z M a jest tudiz ten soulet mensi nez M(b—a) a ne-
miize M(b— a) byti dolni hranici soucti S. Totéz plati, kdyz f(x)
jest asponi v Casti intervalu spojitd od konstanty rizna a obecné,
kdyZ jsou v (a, b) obsaZeny intervaly. ve kterych sc horni resp.
dolni hranice funkce f(x) lisi od M resp. m.

Jestlize f(x) jest v celém intervalu spojitd, pak u rovnice (2)
jest jednou z hodnot funkce f(x), pro x rovné jisté hodnoté &
polozené uonitf intervalu (a, b). (DP., 80.) Lze tedy psati

b
[irdz=@®—a i@, ba @)

Rovnice (1), (2), (2') jsou razné tvary véty t. zv. o stredni hodnoté.
Vétu tuto lze ponékud zevSeobecniti. Budiz ¢ (x) funkce, ktera
v (a, b) nenabyvd hodnot zidpornych; M a m horni resp. dolni
hranice f(x) v (a, b). Pak sou¢in (M — f(x)). @(x) jest stale kladny
anebo rovny nule, dolni hranice toho soudinu v (a, b) jest nula
i lze psati podle (1) pfi a<b
b
[t =y 9= dsz=0 a<b.
Odtud (podle odst. 89)
b b
[f(x) ¢ ()de < M f P(x) dx: a < b:

podobné se dokize, ze
b b
ff(x) p(x)dx=m [ p(x) dx; a<b.
a/ 4

Ob¢é rovnice lze spojiti v jedinou a lze vysloviti tuto vétu:
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Jestlize f(x), p(x) jsou funkee v (a. b) integrace schopné a ¢(x)
nenabyva v (a, b) hodnot zapornych, jest

b b :
ff(x) ¢ (x)dx=p ftp (%) dx, a+b, (U11))

kde # jest uréita hodnota obsazena mezi horni a dolni hranici
f(x) via,b): t. jJ. m==u <M. Tyz vztah (111) jest platny i o pn-
padé, kdyz ¢(x) o (a, b) nenabyva hodnot kladnych.

Tato véta zpravidla se nazyva prvni vétou o stfedni hod-
noté (po¢tu integralniho). Jestlize souciny

M—Ff(x) 7(x), (f(x)—m) @(x)
aspon v ¢asieeh intervalu (a. b) miaji za dolni hraniei ¢islo vétsi
nez nulu, mazeme psati o g, ze m<u< M.
Je-li f(x) funkce spojitd v (a, b), pak lze rovnici (I1l) psati
ve tvaru

b b
[i® e ds=1® [erdxi  azb,

kde £ jest vhodnd hodnota polozena uvnité intervalu (a. b).

POZNAMKA 1. Pro absolutni hodnotu omezenc¢ho integrilu
plati podle rovnic hofejsich, ozna¢ime-li horni hranici absolut.

hodnot f(x) v (a, b) M,

b

| [ty ds | <M b—al, aZ b; ©)
b b

| I e dx | S Mifopdxl.  bza; @

p(x) neméni v (a. b) svého znaménka.
POZNAMK A 2, 7v1a5té pak vytknouti jest tento disledek véty
o stfedni hodnoté: Jestlize f(x) ma za dolni hraniei v (a, b) &éislo
bud kladné anebo nulu a v ¢asti intervalu (a, b) za dolni hranici
Cislo kladné, jest b
ff(x) de>0, pfi a<b. .

Odkudz plyne disledek jesté specialnéjsi. Jestlize
. .
f(F(x)y dx=0, pi a=b,
a

jest F(x) o téch bodech intervalu (a, b), ve kterych jest funkci
spojitou, stale roono nule.
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POZNAMKA 5. Obecnéji lze tvrditi: Jsou-li pro funkci f(x)
D (a, b) podle C.—R. inlegrace schopné splnény obé podminky:
R f(x)=0 pro viecka x v (a, b).

[r dx=o,

pak body, ve ktergch f(x) =0, tvoFi v (a, b) mnoistoi v (a. b)
viude husté. Ncehotf podle poznamky k odst. 88 tvoii body. ve
kterych f(x) jest v (a. b) spojitou mnozstvi v (a. b) viude husté:
aviak v disledku obou podminek a vély o stfedni hodnoté jest
f(x) v bodech. ve kierveh jest spojitou. rovna nule. Tim véta
dokdzina.

POZNAMKA 4. Véty o stiedni hodnoté (2) a (lll) zistanou
v platnosti, i kdyZz a =b. stanovime-li, zZe

faf(x) dx =0

a vyrozumivame-li pro # hodnotu f(x) pro x=a. Toto nové sta-
noveni jest také ve shodé s (1) odst. 95.

98. M¢jmez f(x). jeZ jest v intervalu (ao. by) inlegrace schopna.
Budtez a, b dvé hodnoty toho intervalu ag << a < by. 8o < b =< b,
Pak mizeme tvrditi: Integral

b

f f(x) dx

Jest spojitou funkci své horni meze a jest spojitou funkei své
dolni meze.

Oznacme ten integrdl, abychom vytkli zavislost jeho na horni
mezi, P(b) a budiz b4+ 4b nckiera hodnota intervalu (ag by).

Pi]k jest b4 b b
B (b4 Ab) — b (b) = f £(x) dx — f f(x) dx
anebo podle (96, (11)) ’ b+;¢,
B (b 4 Ab) — d(b) = f 1(x) dx. (@)
b

Oznacime-li horni hranici absoluini hodnoty f(x) v (a, by)
pismenem M, jest podle (3)
[P+ Ab)—d(b) | < | 4b | M
€
ok
[ PO +Ab)— D) < &
tedy @(b) vskutku funkei spojitou é&isla b, kdyZ b jest v (ag by).
Podobné se dokaze tvrzeni véty o dolni mezi.

a zvolime-li si |4b| <
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99. Ponechime oznaceni odstavee predchiazejiciho jakoz
i predpoklad. 7e f(x) jest v (ap by) integrace schopna a dokai-
zeme si vélu: Jestlize f(x) jest v bodé x=0b" funkei spojitou,
jest integral b
[ ax G)
a

funkeci horni meze b, majici v hodé b= 0’ derivaci. Derivace ta
se rovna f(b). PFi tom jest b’ uvniti (ao by).
Nebof uZijeme-li na pravou stranu rovnice
b4 b’

N Y S R
véty o stredni hodnoté (2). mame (b i b+ 4b" jsou v inlervalu
(('lo. bo)) b (b'+ Ab") — Dby =4db'. p,

kde g jest ¢islo obsazené mezi horni a dolni hraniei f(x) v in-
tervalu (b, b’ + 4b).
Jest dale b (b' 4 4b") — P(D)

a4b’
Nechame-li 4b" konvergovati k nule, konverguji nasledkem
piedpokladu, 7e f(x) jest v b’ funkei spojitou. horni i dolni hra-
nice f(x) v intervalu (b, '+ 4b’) k f(b") a tudiz i ¢ konverguje
k f(b") a jest tudiz
lim Mﬁ”(ﬂ: f(b").
A =0 b’

=g

Tim jest véta dokazdna.

Obdobné plyne véta: Jestlize f(x) jest o bodé x=a' funkci
spojitou, jest integral (3) funkci dolni meze a majici o bodé
a=2a' derivaci. Derivace ta jest —f(a').

Jestlize f(x) jest v celém intervalu (a,. by funkci spojitou,
jest integral (5) funkci horni meze b majici stale (pfi ao << b<<by)
derivaci, jez jest f(b). Roonéz, poklidame-li (5) za funkci dolni
meze a, ma (3) derivaci podle a, jez jest — f(a).

V bod¢ b="¥, ve kterém jest f(x) spojitou pouze zprava
(resp. zleva) ma integral (5) rovnéz derivaci podle b pouze
zprava (resp. zleva) rovnou f(b'). Obdobné jest doplniti i vétu
posledni vzhledem k bodim a, b,.

100. Jelikoz funkec spojitd v jistém intervalu jest v tom
intervalu také integrace schopna, vidime z véty vysledné predch.
odstavee, 7e k dané funkei v intervalu (a,, b,) spojité, vzdy exi-
stuje funkee, jejiz derivace se v (&, by) rovna dané funkei.
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Funkei. jejiz derivace v intervalu (ag bg) jest stale rovna
dan¢ funkei f(x), jest primitioni funkce k f(x) v intervalu (aq, by).
Primitivni funkce k f(x) jest totozna, nehledime-li k integracni
konstanté, s integrilem (neuréitym) k funkei f(x) podle prvni
definice integrilu (odst. 1.). Vétou pravé dokdzanou dospivime
tudiz k dikazu téchto vét:

1. K funkci f(x) spojité o intervalu (a, by existuje vzdy
primitioni funkce.

2. Integral urcity o mezich a, b z funkce f(x) spojité v (a, b)
dany definici Cauchy- Riemannovou shoduje se s integralem
uréitym, ziskangm pomoci primitionich funkci.

Mzeme také dokazati vétu: Jestlize k f(x) existuje o (a,. bo)
funkce primitioni F(x) a f(x) jest integrace schopno (podle de-
finice Cauchy-Riemannooy), jest pro integral z fx podle C.—R.
platny oztah b
ff(x) dx = F (b) — F (a). {av

V této vété oviem f(x) nemusi byti funkei spojitou.

Nebof podle definice C.—R. jest
b
j f(x) dx =lim X f(&,) Ax;; (6)
n d:ck=0

pri tom miize byti & libovolnd hodnota mezi xi_,. xx poloZena.
Zvolime si tu, ke které nis vede rovnice (véta o stiedni hod-
not¢ diferencialniho poétu)

F(xp) — Fxy_ ) = f (&) Ax,.

Dosadime-li tentovyraz do (6), mame

b
f f(x)dx=lim [F(x) = F(a) + F(x) = F(x) +- - -+ F(b) — F(x, )]
a =

= F(b) — F(a).
Viz piiklad 1. odst. 87.

Je-li f(x) integrace schopna v (a, b), jest tam zdroven schopna
integrace i f,(x), kterd se li%i od f(x) toliko v bodech mnozsivi
bodového v (a, b) délky nulové, a integrdly z obou téch funkei
f(x), fi(x) v mezich a, b jsou si rovny. Z toho ndsleduje. 7e (1V)
ziistava o platnosti i tenkraite, kdyz derivace funkce I (x) exi-
stujici ve pvsech bodech intervalu (a, b) lisi se od f(x) v bodech
tooricich o (a, b) mnoistoi bodové délky nulové.
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Ostainé¢ z poznimky odst. 65 nasleduje ihned véta jesté obee-
néjsi: Ma-li funkee F(x) spojita v celém intervalu (a, b) ve vSech
bodech intervalu (a, b) derivaci, vyjma v bodech jistého mnozstvi
reducibilnihe (kde derivace nemd) a je-li tato derivace rovna
funkei f(x) ve viech bodech intervalu (a, b) s vyjimkou bodi
mnozstvi bodového miry nulové (a oviem onoho diive uvedeného
mnoZstvi reducibilniho), kteriazto funkce f(x) nechf jest v (a, b)
konetni a podle definice C.—R. integrace schopna, pak jest
platna rovnice (IV).

101. POZNAMKA. Jestlize spojitd funkce IF(x) ma v (a. b) za
derivaci funkei f(x) v (a. b) konefnou a integrace schopnou.

vyjma v konefném poctu bodd ¢y, ¢y ... ¢ ve kterychz F(x)
derivaci nemd. miZeme psiati, uzivajice véi dokidzanveh na in-
tervaly (a, ¢y), (¢ €a), . .. (ce- b). v nichz jest F(x) funkei primi-

tivni k f(x) pro viecky body vyjma krajni.
b ¢ A b
Jry de=[f() dx+[1() dx+- - +[f(x) dx= )

=F(e)—F(a)+F(c) —Fle)+- - -+ F(b) — F(c)=F(b) — F(a).

(. j, vztah (1V) zhstiva v platnosti (jakoz nam ostatné jiz znamo
pro pripad zna¢né obecnéjsi. viz predch. odst.).

Neni-li vsak F(x) spojitou funkeci, tu mize miti diskontinuity

jenom v bodech, kde nema derivace, t. j. v bodech, ¢, ¢, . . . ¢
Jednotlivé integrdly ¢
[1x) dx ®
ci—1

miZeme i tu vypocitati pomoci F(x). Uonitf intervalu (ci—,, c)
jest lotiz stale (podle predp.) F'(x) =f(x). | muzeme psati (pFi
a<b, ci_<c)

t"—E’
f f(x) dx = F(c,— &) — F(c,_;+#). ©)

G~ te
Tato rovnice jest splnéna pro kazdé kladné e resp. €, pro
néz ¢i—ci-,—€e—¢€ jest kladné. Nechime-li na levé sirané e
a pak &€ konvergovati k nule,.obdrzime (8) (nebof integral urcity
podle definice Cauchy-Riemannovy jest funkce spojita horni
resp. dolni meze). Na pravé strané, kterd soucasné s levou ji
roonou ma limitu, pak uzijeme obvyklého oznaceni p¥i € >0,e>0
lim F(c;,— &)= F(c;—0), lin}) F(e;_, +8=F(c;_,+0) (10)

E=

er=0
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Tak dostivime z (V) p¥i lime=0. lim&£=0

[1() dx=F(e;—0) - F(ei_, 00
ci—1
Dosadime-li tento vysledek do (7), midme po jednoduché tpravé
b
ff(x) dx =F(b) — F(a) +_§(F(Cg —0)— Fic;+0)), (1)

kieryz jest jist¢ roziiteni rovnice (IV). Tak jest dokazina véia:
Ma-li funkce I(x) v interpalu (a, b) za derivaci [unkci f(x)
v (a, b) konecnou a integrace schopnou, vyjma o konecném
poctu bodii ¢y, ¢y, . .. cy kde nemd I(x) derivaci a jest po pri-
padé i nespojita, pak existuji limity (10) a integrail z f(x) o (a, b)
jest za predpokladu a<b oyjadren roonici (11).

PRIKLAD. Uvazujme funkci

=13

v intervalu (—1, 1). Funkce definovand rovmnicemi
F(x)= — arc tg—l— pro x=0, F(0)=0

ma za derivaci f(x) vyjma v bodé 0, ve kterém F(x) nema derivace ani zleva
ani zprava. Abychom mohli pouziti formule (11), jest tfeba zniti F(4-0) (jakz
stru¢né piseme misto F(040)) a F(—0). Jest pak

1 T T
=—1 —_——= -, —0)=—
F(40) lim arctg : 2 F(—0) 5
a tudiz 1
dx T
F.;’z — arc tg 1+ tll'Ctg (—1)+n = E"
=1

k ¢emuz bychom oviem snadnéji pfimo mohli dospéti.

102. Integrace casteéna (per partes). [sou-li u, » funkee x.
u', o' pak jich derivace, pak z rovnice
(uv) = u'v 4+ uv' (1
nasleduje se zietelem k (1V) a k odst. 89 stejné jako diive
(odst. 63) i nyni na zaklad¢ nové definice: Jsou-li funkce u'p,
uv’ integrace schopny podle C—R. v intervalu (a, b) jest
b b

fu’v dx= [uv]:——fun' dx. )]

Tento vztah ziistavd v platnosti i tenkrate, kdyZz (1) ji pozbyva
v bodech jistého mnozstvi bodového délky nulové, ve kterychz
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bodech up nema derivaci, je-li jenom u.o funkei spojitou v in-
tervalu (a, b). Neni-li viak u .o spojitou funkei v (a. b) majic
v koneéném poctu bodi ¢,. ¢, ... ¢ v intervalu (a, b) diskonti-
nuity, jest misto (2) podle odst. 101, (11) v oznadeni snadno sro-
zumitelném psati pii a< b

b b
fu'n dy = [uo]b—i- 3,’ [w. n]q_o—fun' dx. 2"

a = ci+0
n a
Jest uziteéno odvoditi si postupnym pouzitim (2) formuli po-

n¢kud obeenéjsi. Ma-li funkee f(x), g(x) v (a. b) viecky deri-
vace az do n-t¢ véeiné, dostivame opéinym pouzitim vzoree (2)

snadno b

b
[r0) 8% ) dx =17(0) 8" (0~ [1/(0) £V () dix

b
=1/(x) £ o= [ () 8" 1+ [ (08" (x) dx = ...
takic po n-tém kroku dospéjeme ku vysledku

f 7(x) 8 (x) dx = [f(x) g%V (x) — " (x) £ () +f" (x) 8" (x) —

)
+ (=" Y () 2]+ (— )" f 1 (x) e(x) do.

kteraz formule md Cetnd pouziti.

103. Rozsifeni véty o integraci éasteéné. Rovnici pro in-
tegraci per partes mGzeme dati na zdklad¢ Riemannovy definice
omezencého integrilu jisté rozsireni.

Jest totiz nasnadé, jsou-li f(x), g(x) funkee integrace schopné
v intervelu (a, b) a jestlize

2 X
Flo=[16 d. G =[8) d.
« ¢

pFi ¢emz o Cislech e, B, x vesmés predpokliadime, 7e jsou v in-
tervalu (a, b), vySetfovati platnost formule

b b
f Fix) £(x) dx = [F (x) G (x)].— f f(x) G(x) dx. )
Formule tato, jsou-li f(x), g(x) funkece spojité, redukuje sc v pod-

stat¢ na rovnici (2), nebof pak F'(x) =f(x), G'(x) = g(x). Abychom
vysetiili, zda jest platna i za ptedpokladu obeenéjsiho, Ze f(x)
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g(x) jsou v (a, b) toliko podle C—R. integrace schopny, polozme
b b
@) =[Fx) () dx+[1(x) Gx) — [Fx) G,

a vySetfujme vyraz @(b' +4b') — D(b), kde b'+ 4V, b’ jsou v (a, b).
Jest b+ b b+ 4b' ottt
D'+ Ab) — B(b) = f F(x) g(x) dx -+ f f(x) Glx) dx — [F(x) G, T

b B!
Avsak
b’ 4 b’

[F(x) G(x),, =F @O+ ab") (GO + ab') — G(0) + G®) (F(b'+ ab") — F(b)

b+ b’ o' 4 b
—F (b + ab") f 2(x) dx 4 G (b") f f(x) dx
b (Y
a tedy o+ 6"
B b1+ ab") — BB =[(F(x) — F(b'+ 4b") £(x) dx +
bb’+db’ (5)

+ [(G®—GEN 13 dx.
b’

Délime-li 4b’, ma prava strana limitu rovoou 0, kdyZ lim
4b' = 0; nebof na pt. podle véty o stiedni hodnoté
b+ b
f (G (x)—'GBY) f(x) dx = b’ . &,,
bt

kde & jest &islo mezi horni a dolni hranici funkece (G(x)—
— GM))f(x) v intervalu (b, b'+4ab’), tedy ¢&islo konvergujici
k nule, kdyz 4b’ konverguje k nule. Jest toliz G(x) funkee
spojitd (odst. 95). Podobné tvrzeni lze dokizati i o prvnim s¢i-
tanei pravé strany rovnice (3).
Tak mame
lim PO+ 4b) — Db
b’ =0 ab’
t. j. derivace funkee @(b) podle b’ existuje pro vsecka b’ in-
tervalu (a, b) a jest rovna nule. Jest tedy @(b’) rovno, af ma b’
jakoukoli hodnotu v (a, b), jedné a téze konstanté. Pro b'=a
jest @(a)=0, tudiz vibeec O(b')=0 a formule (4) dokazina za
predpokladu, ze f(x), g(x) jsou funkce integrace schopné v (a, b).
104. Druha véta o stiedni hodnoté poétu integralniho. U7i-
jeme rovnice (4) pro pripad, ze g(x)=v,(x), kde ¥,(x) jest funkee
nenabyvajici v (a. b) hodnot kladnyeh. Polozime-li pak

=0. ¢i jinak P(b")=0;

P(x) = f ¥ () dx,
/]
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jest w(x) funkce s rostoucim x stile klesajici anebo alespoi ne-
rostouci. Nadto klademe jesté ve (4) e=a. Tak dostaneme

b b
[P 9,0 dx+[Fx) () dix = [F () w0, ©
Aviak podle véty o stiedni hodnoté (97. (1)) jest
b b £
fF(x) i (x) dx = F(E)fwx(x) dx=[yp(b) —y(a)] F(&) = [w(b)— w(a)]ff(x) dx;

g jest v intervalu (a. b).

Dosadime-li jeSté na pravé stran¢ (0) za

X
F)=[1(x) dw.
a
mame po snadné Gpraveé

b b 3
J16) v dx = w o) [1(5) dx — [96) — v@ 1 () dx

anebo jinak

b & b
[£0) () dx = wia) [1(0) dx + () [Fx) dx. @

Tato véta sluje drubd véta o stiedni hodnoté a predpokla-
dino k jejimu diékazu, 7c f(x) jest v (a, b) integrace schopno,
7¢ ¥ (x) jest funkee ncrostouei a koneéné 7¢ ¢(x) jest inlegrilem
z jisté funkee. Tento posledni predpoklad jest viak nepodstatny
a my podime jiny ditkaz rovnice( 7), pfi némz tento predpoklad
jest vymytén.

105. PouZijeme k {emu ecili v ndsledujicim jedné véty Abe-
lovy, je7 jest uZitetna i pFi jinyeh ptilezitostech.

Véta ta jest: Budiz rada n éisel, €, &, ... & Fadou cisel
kladnych (= 0) klesajicich anebo alespon nestoupajicich a u,,
Ug.... Up libovolnygch éisel. Jsou-li vsecky souéty

$i=U, S;=i+t+Uu, ss,=u,du+tu, s,=...,
sn=tFu,+u,+--+ tn
obsazeny mezi dvéma é¢isly A a B(A < B), jest soucet
V=t Fouy e, u; 4+ - - - + tnun

obsazen mezi Ae; a DBe,.

Mizeme totiz do V dosaditi

Uy =Sy, la =8, — 81, U3 = 83— 8y, .., Un=8n— Sn—1.
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Tim dostaneme
V=ti sitt2 (2 —3s)F &5y =)+ - -+ tn{sa—s0 )

=(s— &) i+ (s —#3) 85+ -+ (tn 1 —¢n) Sn- 1+ &u sn.
Jelikoz viak Cisla & —ey, & — s ... &y — &, & podle pfe(lpu-
kladu vesmés jsou kladnd (= 0) a sg<< B. jesi
V<(t:—&) Bt (ey—e&)B+---+{(n—y—¢en) B4 ea B=¢e,B
a podobné V > & A, ¢imz véta dokdzdna.

106. Budtez nyni diny dvé funkee f(x), ¢(x) integrace schopné
v intervalu (a, b), z nich7 druha jest v ném funkei stale klesajici
ancbo aspoi nestoupajici. Predpoklidejme pak prozatim, 7e w(x)
jest v (a, b) stale kladnou (= 0) a a<<b; (jest tudiz w(b) >0).

Plati pak vztah
n b
lim % (5 ) (5 — 5 )= [1() () dx ®)
k=1 a
pro ten pFipad. 7e n roste nade vSecky meze a ziroven

lim (xp — x;_,}=0; k=1,2...n

PFi tom jest m libovolné &islo mezi &isly My, my, t. j. mezi horni.
resp. dolni hranici funkee f(x) v (x:—;. xr). Tento vztah plyne
ihned z nerovnin (budi? xp—, <<x%)

! D vy e — Xy — D ) Blp_y) (5 — ) ; <
k=1 k=

gz g — Mo ) L wlep_ ) oo — > _ ) £ w(a)z (M. — my) (xp — xp_ ).
1 1

Zvolime si e tak. aby xi
g (g, — -"'k—1) =ff(-"') dx,
Xk—1

coz jest pripustnia volba podle véty o stfedni hodnoté, odst. 97.
I jest pak podle (8)

b Xp
ff(x) P(x) dx = lim Sw(x‘,_l) ff(x) dx.
a ¥k—n '

UZijeme nyni na pravou stranu posledni rovnice pomocnou
vétu Abelovu nahoie dokdzanou Cisla ¥ (xi) jsou c¢isla kladna.
stale klesajici (anebo alespon nestoupajici); klademe & =1v (xi-. ;)
a dale X,
uy :ff(x) dx,

Xi—1
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pak jest Xk
""I.-:/ f(x) dx

a tato Cisla jsou jist¢ obsazena mezi nejvétsi hodnotou B a nej-
X

mensi hodnotou A4 integrélu.ff(x) dx. kdyz x probiha interval
(a. b). I jest tedy a

n

Av(a) <Z¢ (%4 /f(A) dx < B y(a)

Xp—1
ancho, prejdeme-li k lmute (lim n=o0, lim 4x, =0),

b
Ava) < f F(x) 5 (%) dx < B v (a).

Jelikoz viak jest mtcomljf ) dx spojitou funket horni meze,

muzeme téz psati b

[0 () dx = wia) [ 1) do, (10)
kde a< E§<b. Vyvody zistavaji v plamosti i kdyz ¢ (x)=>0.
Jestlize ¢ (x) jest sice funkei v (a, b) nerostouci, ne vsak
stale kladnou, uzijeme vztahu (10) na ¥ (x) — ¢ (b), jez jest funkei
v (a, b) nenabvvajici hodnot zdpornych a nerostouci, i dostaneme

b 5
J£e) (06— w®) dx =@ — wib) [7() dx;

anebo po jednoduché upravé

b § b
Jt®ewas=v@ffw ds+ v0)ffwds.  agi<s
a a H

Stejnou formuli bylo by lze psiti v tom pripadé, kdyby
funkce v (x) v intervalu (a, b) stdle rostla, (anebo alesporn ne-
klesala).

POZNAMKA. Hodnota integrialu se neméni, zménime-li hod-
notu funkce, jez se integruje, v koneétném poctu isolovanych
bodi. Tak v predchizejici vété mizeme funkei ¢ (x) v bodé a
resp. v bodé b pfisouditi hodnoty libovolné U resp. B, jenom
kdyZ zachovan bude zikladni ptedpoklad, 7e ¥(x) jest funkce
nerostouci (resp. neklesajici). MuZzeme nasledkem tcho vété (1)
diti té7 tento tvar

b H b
ff(x)lp(x) dx:‘)lff(x) dx-l—‘«Bff(x) dx, kde a<E<b (1)

Pelr, Integrlni podet, 2. v. 16
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a kde pFi nerostouci @(x) jest A>w(@a+0). B=wy(b—-0),
kdezto je-li ¢ (x) neklesajici, jest X=—w(a+d-0). B>y (b—-0)
a jinak jsou A. B &isla libovolna.

Tento tvar ma tu vyhodu. 7e jsou v ném ziroven obsaZeny
i rovnice (10) i véta (11). Rovnici (10) dostaneme patrné, klade-
me-li B =0.

Druhd véta o stiedni hodnoté byla po prvé ve tvaru (10) vy-
slovena a dokizana O. Bonnetem (Journal de math. p. et appl.
sv. 14, r. 1849), kteryz provedl dikaz na zdklad¢ véty Abelovy
zde rovnéz uzité*)

10Z. O zavedeni nové proménné do integralu uréitého. Z de-
finice integralu urlitého dospéli jsme ke vztahu (za predpo-
kladu. 7¢ f(x) jest podle definice C.—R. integrace schopna)

b

[f(.\') dx = lim 3 fG) dx, (1)

Y ax. =0
kde & jest libovolnd hodnota intervalu (x,_, x,). Kladme

x=eg(l). )]

kde o funkei ¢ (f) budeme nejprve predpokladati, ze s rostoucim ¢
rosic také x a to tak, 7e roste-li f od @ do 8. Ze x roste od a do b.
Predpokladejme ddle, Ze ®(f) mi koneénou derivaci pro vsecka t
od @ do 8. Pak jest podle véty o stiedni hodnoté poctu diferen-
cialniho, oznad¢ime-li hodnoty t p¥ifadéné rovnici (2) hodnoté xi
znackou ¢,

Axp =X — XK1= e(l) — ‘P(’k_l) = (1;- - tk—l) 9 (Tk), (3)
kde 7 jest urc¢itda hodnota intervalu (fx—,. ). Hodnoty §&. které
jsou libovolné v intervalech (xr—1, x1). stanovime, volice

& = ¢ (rp). @

Tak obdrzime, uzivajice (3) a (4)

Ef(.zk) Axp = (e (T . 9" () (. — ’k—l)'
Ponévadz pak podle (3), kdyz tx — tx—, = Jfx konverguje k nule,
i dx, konverguje k nule, vidime ihned. ze

b
[ dx=lim 3 (@) () ;.
: =0

Limita na pravé strané v3ak jest (jestlize onsem [ (¢ (1)) ¢'(f)
jest v (a. p) integrace schopno) integral z f(p(t)) ¢'(f) v (. B)
takze jest b 3
[reyds=[rew) o dt. 4

*) Ditkaz svrchu podany byl zjednoduien podle navrhu p. K. Rosslera.
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Platnost rovnice této sc rozsituje bez jakékoli potize i pro
pripad, Ze funkce @(f) jest funkei neklesajici v (e, ) a Ze jsou
intervaly polozené na (a. ), ve kterveh ¢(f) jest konstantni
a ¢g(f)=0.

K tému’ vysledku bychom dospéli. kdybychom misto pied-
pokladu. Ze @(f) s rostoucim f stile roste anebo aspon neklesa
(t. j. ze ¢'(f) =0), byli zavedli pfedpoklad, Ze ¢(f) s rostoucim t
klesa anebo aspon neroste (t. j. 7e ¢'(f) < 0) v intervalu (a. §).

T
5.3

sid,d)

)

(a,x)

Obr. 2.

Neni vSak nutno predpokladati, 7e¢ x = @(t) s rostoucim ¢ bud
stale roste anebo stale klesi. Necht jest na pf. pii e<<y<<d<<f

pro e<t=y ¢t =0, p(a) = a.
PSt=Zd P=<0. 9o =c @) =d,
I<t<p ¢(t)=0, 9 (8) =b.

Pak plati pro jednotlivé intervaly

L}

¢ v d d
[fo as=[femyewd,  [fxdx=[few) ¢ © dt,

b 14
[ dx= [ 0) o' () dt
o 0

a tedy sectenim b
[ dx

coz jest vysledek shodny s (1). Vysledek tento byl odvozen za
pfedpokladu mléky éinéného, 7e f(x) jest integrace schopno také
v intervalu (a, d), pFedpoklidame-li. 7¢ vzdjemna poloha bodt
a. b, ¢, d jest takova, jakd naznacena na obrizku.

3
[re®) ¢ a. (1)

[14

16*
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Za téchto suposic probéhnuty jsou nékteré¢ hodnoty x=e(f),
kdy7 t se méni od @ do 3, tiikrat, po ptripad¢ dvakrit (viz obr. 2)
a jest mozno vvsledek ponékud zjednoduSiti; oznacime-li #' tu
hodnotu intervalu (4, #), pro kierou @(f) =c, lze pak téz psiti

b 7 f
[t de=[rew) ¢'© dt+[F@e) ¢ d.

Uzivime-li vyrazu analytickych. jez jsou mnohoznalné. jest
tteba jisté opatrnosti a byva ucelno rozdéliti obor proménné x
resp. obor proménné ¢ na intervaly, ve kterych ptislusny vyraz
jest jednoznalny.

PRIKLAD. Jest transformovati

+1

[rix) dx
=

— . :l/
substituci x = inﬂ. Kdyz x probiha interval (— 1, 1), ub¥va nejprve /= I s
od 1 do 0, pak roste od 0 do 1. Ke kazdému f patfi dvé hodnoty x razného
znaménka, derivace ¢'(f) jest téhoZ znaménka jako ¢(f).
I dostivame (interval integracni jest nutno rozdéliti ve dva v (—1.0)
a (0, 1), nebof v kazdém z téchto dvou intervalt ma o(f) resp. @'if) jiné vy-
jadfeni)
1 9 1

[rede=3 [F(—VE) . —VTdi+ 3 [ (Vi) Viat

2 1 0

1

=3[V + £ (= V) Vit at.

0

Cviceni.
1. Dokazte, Ze je-li f(x) v (0, 1) Funkei rosfouci (a tedy integrace schopnou),
g(x) pak funkei tam klesajici, jest

0< 711—[/'(%) +f(’_‘3.)+ R +f( ": )] _flf(x) d.\-<'i(!)~% fo)
0

°>fg(*‘)dx—ni[g(0)+g(-nl—)-{-g(%)+ . ...+g("';1)]>5(i—_g§0),

n

K diikazu sta¢i vypoéitati v kazdém z obou piipadd pro rozdéleni intervalu
(0, 1) na n stejnych dilé souéty S, s. ZevSeobecnéte vyroky ty pro libovolny
interval.

-2, Definice integralu C.—R. ndm podivala integril jakoZto limitu souctu.
Lze také velmi ¢asto limity pocitati pomoci uréitych integralii. Na pf. limitu

. 1 1 1 1
Jim st o) ()
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pievésti lze na integrdl z 1/(14 x) v intervalu (0, 1). Nebol vyraz v hranaté
zavorce lze psati téz takto

1 1 1 1 1

. e 3‘_*_...._|_,_ﬁ"

”(1+7 1+ 5 17 1+

a tedy podle (13), odst. 87, klademe-li tam b=1, a=0, f(x)=1/(1+ x), dosta-
vame pro uvedenou limitu zminény integril a hodnotu log 2. Oznaéime-li
vYraz (*) kritce a,, mime dokonce podle pFikladu 1

1
én’ > l()g 2— ('l" > 0.

3. Dokazte (obdobné jako v pFikladé ptedchazejicim)

[ 1 1 1 t 1
li ey L =g
n 1=n°1° _n=—|—1’+n’—l—2’+n‘+3‘+ +n’—|—n’] " 4 "
lim [Vt +Vor—124- .. -f—l/lln’—i(n—il‘)‘]iz:i 7,
n=0o| n 4
. e t _ 1
,,1220_1:4_2 +5 _|_....-{—na]n—a+l_m, «>—1
1 1 { 1 q :
1 [ I R e+ — =1 =, 0.
im _p"-l-pn_i_l\+p”+2+ Tpn-i—Q] %8 a>p>

V poslednim vztahu jest Q= E(q—p).n; t.j. Q jest nejvétsi celé ¢islo obsa-
Zené v sou¢inu (q—p).n,

4. Dokazte, Ze, je-li f(x)/x v (0, 1) integrace schopna podle C.—R., jest

q=1

1
. _ . . i)
tim —a|r@+r@)+ e+ =[5 ax +)
0

Ndood. Interval (0, 1) rozpada se body g, q* @3 ...., kde kladoé ¢islo
q <1, na intervaly (1, q), (g, ¢*), (@%, @9, ...V dalsi {ivaze pak opirdme se o (12)
odst. (87), pii ¢emz v (1, g) volime &, =¢q, v (¢, q*) pak & =4¢q% .. .. atd.

5. Jestlize f(x)/x jest integrace schopna v kaZdém intervalu (¢ 1), kde ¢
jest libovolné é&islo v (040, t —0), pak misto rovnice pfedchazejiciho p¥i-
kladu lze pséti 1

tim - afro+r@)+rer+ =t [ax o
¢g=1—0 b=+05 x
existuje-li limita na pravé strané a je-li zaroven f(x)/x v okoli bodu 0 na
pravo monotonni. Rovnice (') viak nabude tvaru rovnice (4), zavedeme-li
pojem integrilu nevlastniho (jakoZ bylo jiz u¢inéno pro integrily uréité, de-
finované na podkladé primitivni funkce).

Ndvod. Dikaz provedte nejprve za pfedpokladu, Ze f(x)/x jest v celém
intervalu (0, 1 —0) monotoni. V okoli bodu 0 na pravo jest oviem f(x)/x ne-
koneénou (t. j. neni ohrani¢enou), nebof jinak by byla integrace schopna
podle C.—R. v (0, 1).

6. Dokazte, Ze

im (—a | -9 ¢ 4 @ L )=
tim (1 q)(1+q+1+q’+l+q’+ ) log 2.

(Polya—Szego, I, str. 41.)
-.Va’uoq. Podle ptikladu 4, klademe-li tam f(x)/x =1/(1+4} x).
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?. Dokaizte, ze

lim [(l—q)(1‘£q+l_{l‘z~;+ lf‘q‘; + .- ) — log 1—111] =C

¢=1-—-0 q
xde

1
C:f dt [T;i + Tog :J (Polya —Szegs, 1. ¢)
0

Ndood. Plyne bezprostfedné z ptikladu 4, klademe-li tam f(t)/t rovno
hranaté zdavorce za integraénim znaménkem. PFi tom jest miti jeSté jenom
na paméti, Ze — ¢

im 1=ty (X)

lim
=1—0 log ¢ '

C jest, jak pozdéji v nauce o funkei I’ poznime, Eulerova konstanta (DP, 38).

8. lim (l—q)" (1e—tg4-2e—rq*4-30—1g3 4 ... . ) =1"(q)
¢g=1—0

kde « > 1, resp. ptipustime-li vibec integrily nevlastni, « >0 a

: 1 Jae—1
I' (@) =f[log TJ dt.

Jestlize « celé, jest I'(e)=(a—1)!- Obecné zna¢i I'(¢) tak zv. gammufunl\(l
jiz pozdéji se budeme zabyvati. Jelikoz, jak pozdéji sezname, jest rey=>¥a

jest specielné B
Jm Vot o e =0

Ndood. Pouzije se pFikladu 5 a vztahu (X).
12mn—lg = 22m—1¢q 32m—1gs
1—gq t—gqt 1—gq®

B"l

lim (1 —q)2m[
¢g=1—0

Viz priklad 2, odst. 70.
10. Dokazte, Ze integral

¥ 1
':l: —~1———1—)dx_=-~1— (——ﬂ L1 )dx:-—l()g ! T
sin ax X 1—x 2 sin X X 1—x 2

0 0

Nédvod. Integril z dané funkce se vypodéte v mezich ¢, } pomod primi-
tivnich funkci k jednotlivym séitanciim. Potom limitnim plechodem (lim e=0)
ziskd se snadno dany integral.

R ] (2;1)2171

11. Dokazte na zikladé vysledku pfedch. p¥ikladu a nerovnin obdobnych
nerovninam p¥. 1. vztah
1 1 1 t
2w . 3:r+” -+ . (n—l).‘r—
b sin =- sin -

2n )1 1 1 1
=il by L e Lk
kde k jest funkce ¢isla (eleh() n shora ohraniéena a jest na p¥. pFi n lichém
rovno 4— 3420 (x—3), 0< O < 1.
Névod. Funkce, jez jest za integraénim znaménkem pfikladu piedchi-
zejiciho, jest v (0, 1) lunkci stoupajici. Viz DP, str. 246, rozvoj pro cosec.x
ve zlomky ¢aste¢né.
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12. Vztahuji-li se ¢isla M. m; v obvyklém svém vyznamu k funkei f(x)
(viz 85) a obdobné Np. n, ke g{(x) a je-li g(x) v (a, b) integrace schopna

a kladna, pak b b

lim % M N dx, -—-'ff(x) g(x) du, lim .;Em,.. nAx, =[f(x) g(x) dx.
a a

Jestlize i f(x) jest v (a, b) integrace schopna, pak

lim X M, N, dx; = lim %ka ny Iy =[/'(x) 2(x) dx
3 . -
a

(viz odst. 89, ¢). Disledek posledni rovnice jest

']

/[(x) g(x) dx=Ilim %’f(_i—'k) QE) xS ona (v, X

) 3
Platnost rovnice postedni lze snadno roziifiti i pro ten piipad. ze g(x) na-
byvva v (a, 8) hodnot kladnvch i zapornvch.

Ndood. Dikaz prvého tvrzeni je snadny za predpokladu, ze My, my jsou
hodnoty, jichZ f(x) vskutku v prislusnvch intervalech nabyva, jako jest to
na pt. pii funkcich spojitych. Za tohoto predpokladu se nejdfive o dikaz
pokuste. V pfipadé obecném vede k cili véta Weierstrassova (DP 68).

13. Dokazte druhou vétu o stiedni hodnoté pro pfipad, Ze f(x) jest v (a,b)
siale == 0, jakoZto diisledek prvni véty o stfedni hodnoté. Jinak nechf jsou
o lunkeich f(x), ¥(x) pfedpoklady platné pro rovnici (11) odst. 106.

Ndood. Na zikladé 1. véty o stiedni hodnoté jest

b b
[w(x)f(x) dx=n rf(x) dx, kde 1 jest Cislo intervalu (y(a), v(D)).

Dale existuje ¢islo i takové, ze

b I b
o [ dx =) [70x) d + 0 0) fF(x) dx.

b
nebof vzdy existuje ¢islo kladné « mensi nez /f(x) dx, pro které jest

b b !
1 fre dx = e wia) + ([ 1) dy — ) wib)

14, Dokazte, e, je-li pFi monotonni funkeci ¥(x) druha véta o stfedni
hodnoté platna pro intervaly (4, ¢), (¢, b), jest platna pro interval (a, b).
Nédood. Jsou-li 4. B, C ¢isla, pro néz A << B <C, vidy existuje Cislo x
takové, aby bylo pfi daném o
. Bo=Ax+C(@® - x).
Cislo x pak jest v (0, v).
15. V disledku vét dvou pfFedchizejicich pfikladit miZeme pojimati
druhou vétu o stiedni hodnoté za disledek prvé vély pro piipad, Ze f(x)
méni v (a, b) znaménko v koneéném poctu bodii. Pokuste se o dalii rozsiFeni
tohoto postupu (f(x) méni své znaménko v nekoneéném pocétu bodh, jez viak
maji toliko jeden bod zhusténi; atd.).
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16. Jestlize k funkeci f(x) v (a, D) existuje funkce primitivini F(x), takze
jest tamn stile F'(x) = f(x), pak jest pri b > a vZdy

b b
[fx)de = Fb)— Fla) = () dx.

Ndood. V intervalu (x;_; x3) o délce dxp=x, —x, _,; existuje podle
véty o stfedni hodnoté poc¢tu diff. bod & takovy, ze F(x)— F(x;_,) = f(5) dxp:
jest tedy My dx, = F(x) —F(xp_ ) = m Axy.

16a. DokaZte, Zze body ve kterych funkce

X
F(x) =ff(x) dx x jest v (a, b)

ma derivaci, tvoit mnozstvi bodové v (a, 8) vSude husté. PFi tom se o funkci
f(x) pFedpoklidd, Ze jest integrace schopna podle C.—R. v (a, b).
Nédpod. Disledek vét odst. 88.

1Z. Jsou-li f(x), g(x) v (a, b) integrace schopny, pak jest

[ff(x) &(x) dx] <jf (x) dx jg (x) dx

a (Schwarzova nerovnost.)

Ndpod. Vyraz [4f(x)+ ng(x)]2=7212(x) + 2/ f(x) g(x) + n? g% (x) jest

stiale kladny. I jest tedy kvadratickd binirni forma proménnveh 7, n

b b b b
2l () dx+ 2.n [f(x)g(x) dx—I—u’j 2% (x) dx(rovm’n integr{llu f(x)+reg(x) dx

stale (t. j. pro vsecl\u 7y 1t) kladna (220). Tudiz jest jeji (lnkrlmmunt zaporny

(£ 0). Znaménko rovnosti ptichazi v tomto piikladé vedle >.< v idvahu

pii spojitych funkcich jenom tenkréte, kdyZz f(x)/g(x) jest v (a, b) konstantni.
18. Dokazte pomoci druhé véty o stiedni hodnoté, 7e

‘fsm *d ~.- jestlize 0<<a<b.

Nédvod. Lze uziti rovnice (11') odst. 106, p¥i ¢em? volime B =0.

19. Vycisliti jest lim nd,, kde
=
b—a
n |’

b
A, =ff(x) d

za predpokladu, ze f(x) v (4, b) ma (lernucn Kkone¢nou a mtegru(e schopnou.
(Polya-Szego, L., str. 37.)

n—1

a+ k- ,,_ﬂ). V ném

jest, znac¢ime-li hranice tohoto intervalu pro siruénost ag_q, a4, v disledku
Castecné integrace

Ndvod. Uvazujme na pf. interval (

%

Ek
[r0) doe= (et — ) Flag ) — [(x — a) 17(x) dv.

- ‘r—1
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Rovnici této ddame snadno tvar

ﬂ(x) dx — —— f( 4 _ )= f(\—a‘)f'(v) dx.
"l'—.l 8 —1

Uzijeme-li pak na pravou stranu vétu o stfedni hodnotd, znac¢ice M’;, m'; horni
dolni hranici této funkce f'(x) v (ap_,. &)

3
1 [(b—a)\? b— 1 {b—a\?,
-+ ?( n a) 'n'k éff(x)d n Ly 3 i 2—(_n_a) M'ke (X)
k—1

ze kterézto nerovniny (sCitinim nerovnin pro k=1, 2
&islem n) nisleduje snadno

ll_m ndp= —-- [f(b) f(a)].

20. Podle pfedchizejiciho prlkladu jest lim n1', =0, je-li (pfi tom stile
-
ap =4 + k P__’“_')

a4, = j 7 dx =5 =8 [1f(0) 4 Fla) + o+ - -+l _ )+ 17O

a existuje-li derivace f'(x) v (a, b) koneéni a integrace schopna. Dokazte do-
konce, 7e, mi-li f(x) i druhou derivaci v (a, b) koneénou a integrace schopnou
jest .

lim n?4' =

w=— s (b—aP [f'(b) — f(a)].
n=QQ

Vdvod. Uzije se po dvakrite integrace ¢astené, a to nejicelnéji v tomto
tvaru
ag

[ flx)dx = “‘ [f(ar) + flap_ )l — f ":1,_21".:!) £1(x) dx.
k—1 B —1

ag
.}f(Zx— a4 — a‘._l)f’(x) dx=—1} f(v— ) (x-—ak_l)f"(x) dx =
a1

4k—1 =4y @y —ap_,)0m,
kde M". > >m'", a M",, m";. jsou horni, doini hranice f"(x) v (ar_p 22
Ostatné postupuje se obdobné jako v piikladé predchdzejicimn
2{. Klademe-li
b

=1y de =" [ fle) + fla) + - -

a

c Fla,_y) 110N +

b—
+8=2 1) —
pak jest podle pfedchazejiciho pfFikladu hm n*4”, =0. Lze pak dokdzati za

predpokladu, Ze také existuje tieti a (t\rtd derivace funkce f(x) v (a, b) —
obé¢ konecné a integrace schopné —, Ze

1 1 J——
lim ntA”, = ;1

o (b — a)l [f"l (b) —f”'(ﬂ)]



Nédvod. Integral z vyrazu YQ2n —ap_, —ap)f'(x) v mezich a;_ . a; se
transformuje opét postupné integraci éistecnou a to tiikrate; pii tom opé-
tovnou integraci vvrazu }(2x —a,_; —a;) dospivame postupné k vyrazim
{pro kritkost kladeno ap-—a,_;, =9)

M —ap_ = 30(x—ap_ )4 02
Mx—ap_ )P —4o(x—ap_ )+ o (x—ap_ ),

»‘_Ji(x—ak_l)‘ l")(\—ak—l) + 92 ('x‘—ak )2'

Pii této postupné integraci voleny integraéni konstanty tak, aby vypadly
hodnoty druhé resp. tieti derivace. Oslatné se odvozeni vvsledkii shoduje
s odvozenim vysledku pfikladu pfedchazejiciho.

POZNAMKA. Takovymto /pusobem jako v prikladech piredch. postu-
pujice, dospéli bychom k ¢islim 4", J“) ... a dostali bychom vztahy.
jez jednoduseji (aviak také na podkladé mtegrace Castedné) vyplyvaji z for-
mule Euler-Maclaurinooy.

22, Dokazte, ze, je-li f'(x) v intervalu (a, b) funkei monotoni,

b .
P e <<} —,“_) by —fta) !
je-li pak f"(x) funkci monotoni, ze

_ 2
i < (P = 11

Vztah prvni vyplyva snadno ze vztahu (<) pk. 19) (s¢itame-li, jak v p¥i-
kladé naznaceno a pouzijeme-li pfedpokladu stejnym zpisobem, jako v pf. 2).
Vztah druhy obdobné dostaneme jokozto disledek nerovniny vyplyvajici
z rovnic pf. 20.

Obdobné jest

b

= = (2522 () - i) < a2 O = e
je-li étvrtd derivace funkce f(x) v intervalu (a, /) monotoni atd.
4. NEKTERA DULEZITEJSf POUZITI VETY O STREDNI
HODNOTE A ROVNICE PRO CASTECNOU INTEGRACI.

108. Odvozeni rovnice Taylorovy. Klademe-li v (3) odst. 102.

g(x) = (oo — b) . jest gW¥(x)= (C b)"—‘; mame pak ihned
(n—k)!

b

f """dx:f(fﬂb +r@C Y ) 3%)

-+ fln=1) (a) "’ P f fin (x) (,ﬂ,,, dux.



Polozime-li tu ic%t(‘ /'(x)=F'(x). jest

)’ b—

Fo)— Fa =P+ @ o pew @ g

to jest v podstaté formulc Fayl()I'OVil, pii niz viak zbytek R, jest
din ve tvaru omezeného integrilu vvrazem

b
o= [ Fort 1 b=, @
n.
UZijeme-li na tento vyraz véty o stiedni hodnot¢ (odst. 97, (111)),
kladouce @(x) = (b_—) - mame za predpokladu, ze Fr+D(x) jest
spojitou funkei, . — a1
n= (b(n_:)],ﬁ - Flinth (3): S v intervalu (4, b).

coz jest Lagrangeova forma zbytku.
Bereme-li, uzivajice téze véty o stiedni hodnoté

(b —
n!

p(x) = 0<psn,

obdrzime pro zbyiek tvar za téhoz predpokladu

(b — &n—p (b — ap+
n(p+1)

pii p=0 jest to zbytck ve tvaru Cauchyooé. Snadno bychom

pomoci (@) obdrzeli i jiné¢ tvary pro zbytek (ku pf. formuli

Schlomilchoou uvedenou v DP, str. 200. VL).

Rn=

Fa+1)@E); & vintervalu (a, b);

109. O vzorci Euler-Maclaurinové. Integrace Cisteéna nam
bude dédle uzitetna ku odvozeni jiného dile?itého rozvoje. Za
tim ucelem dokazeme nejprve nékieré vlastnosti funkei tak zv.
Bernoulliskych.

— z 1 .2 L 3 e
’ l_‘ 4!, g2 — 'll._*_. !l—"" ([)

definuje cisla t. zv. Bernoulliskd (DP, odst. 139). Ze na pravé

strané ¢leny s lichymi moceninami z — vyjma ¢len s prvou moe-
. - . . P L. z

ninou — vymizi, vyplyvi pfevedenim ¢lenu — 5 na levou stranu;

obdrzime na levé strand

+E=1. O

ez — |

et—l
co7 jest funkee suda. Funkee Bernoulliské @i (x) definujeme
podobné¢ rozvojem
/pr

eI ACE AU PR AR ORI @

(M
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jehoz koeficienty jsou pravé Bernoulliské funkce a ze kterého
snadno plynou rtzné vlastnosti téchto funkei. Nejprve pfimym
vypoltem obdrzime ¢, (x) =1. Derivujeme-li obé& strany posledni
rovnice podle x. obdrZime, kritime-li jesté z,

zexz

o1 =9 x)+ohx)zth(x) 2t - -
tedy porovnanim s (2)

P x) =, (x), k=1,273,...., 3)

JelikoZ @q(x) jest konstanta, jest @, (x) polynom prvého stupné.
@:(x) druhého stupné a obecné¢ ¢i(x) polynom k-tého stupné.

Dosadime-li do (2) x =0, mame na zakladé srovnini s (1)

B
Pory1(0) =0, @g (0)=(—1}k—1 (27‘;' k=1,23,... (4)

dosazenim pak x =1 mdme se zfetelem k rovnici

zez z
ce—t = T sy
podobné B
Por 41 (1) =0, g (1) =(—1)k—1 AT k=125 .... 3
Pro @,(x) plyne soucasné
P (00=—14, 7, (1)=14. (6)
Konedné dosazenim x =14, ziskiame, jelikoz
V4 27
2, _2(@+1) 2 _, bz z
er—1" ez—1 ez—1~ =  z ez—1
e2—1
ze .. Bi 1 ,
Porp1(3) =0, @ (4)=(-1)k" ém(l —m); k=1,273.... (0

110. Obrafme se nyni k uziti formule pro integraci per
partes v intervalu (0, 1), kladouce n =2 p, g(x)= ¢, (x); dostaneme

ihned, jelikoz fpzp)(x)——tpo(x)—l a obecn(‘Jn (pz Px) = P2p— (X)),
1

JF0) dx = [f0) 91 0) = £ (0) 00 0) + £ 9y (0) — -+ - .
0

— f@ =1 (x) gp, ()5 + j @) (x) @y, (x) dat
0
aneb se zietelem ku (4), (3), (6)

1
[f(x)dx=:—[f(o>+/<1>l—f;(f'm FOd+ D2 - oyt

hi
B p

=07 (r<2n—1>(1)—f<2n—1>(o»+Rp
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kde !
Rpy=+ f JEPAX) @y, (x) dx
0

a kde samoziejmé predpokliadiame ‘existenci derivaci u funkee
f(x) v intervalu (0, 1) az do Fddu 2p. Formule tato se zméni.
piseme-li f(x) =F(a+hx) a tedy

fR ()= h* F&(a+ hy),
a dosadime-li-jesté v integrilu una levé stran¢ a+hx =y, v rovnici

at+h
[Fway=2F@+Fat b =2 Pt b =)
+§L"_ (Fr@+h)—F"@]— - - (8)
Bph p
+ (= T (F@p— 1 ) — F &= a)] + Ry,
kdez !
Rp = h2l'+1fF(2P)(a + hx) g, (x) dx. (84}

0
Formule tato sluje Euler-Maclaurinova. R, jest zbytek, ktery
lze odhadnouti riznym zpisobem. Jeden takovy odhad prove-
deme za piedpokladu, 7ze F@)(x) o intervalu (a. a-+h) jest stile
téhoz znaménka. Pak jest ihned podle véty o stiedni hodnoté

-1
Rp = h#r+1 gy (6) [ Fera -+ hx) dx = h2 gy, (@) [Fer—1) (a+ h) — FE&—1) (a).
s

Mnohoélen @g 41(x) ma v intervalu (0. 1) v bodech 0, §, 1 tfi ko-
feny, mimo tyto nemda v tom intervalu ji7 jinveh: nebof kdyby
mél jesté jeden, tedy celkem 4, m¢l by polynom @z (x) = ¢ar 41 (x)
podle Rollovy véty upniff intervalu (0. 1) tfi nulové body a tedy
For—1(x) = Pa(x) mél by uoniti (0. 1) dva koFeny a podle (4) a (5)
celkem v (0, 1) 4 kofeny jako @u41(x). Takto postupujice. do-
spéli bychom k tomu, 7¢ @3(x) mda 4 nulové body v (0, 1), coz
jest nemozno, jelikoZ @;(x) jest mnohoclen tietiho stupné od
nuly rizny. Tak jsme dokazali, 7z¢ nulové body mnohoé¢lenu
Poi 41 (x) v intervalu (0. 1) se nachdzejici jsou jemom 0, 4, t. Ma-
xima a minima funkce @sp(x) jsou (pokud jde o interval (0, 1))
tudizZ jenom v bodech 0, §, 1, odkud? vyplyva, 7e @op(x) nabyti
miuze svych nejvétsich absolutnich hodnot v intervalu (0, 1) jenom
v bodech 0, {, 1. Hodnoty tyto jsme svrchu vypocetli, z nich jest
patrno, Ze pro interval (0, 1) jest

Bp
Itrz,,(x)l\—(a ) 0< x <t
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a tedy pro I, nasleduje vysledek

B,,h p

Bp=6 "L [Fer—1 (a+ h) — Feo~1) (a)], 9)

kde 6| <1, t.]. jestlize F‘zi")(x) jest v intervalu (a. a-+ h) stdle
téhoz znaménka, jest co do absolutni hodnoty zbytek mensi nez
posledni ¢len rozvoje. '

Slouc¢ime-li zbytek R; s predchizejicim ¢lenem, mizeme psati
vzoree (8,) ve tvaru

at+h
f Fupdy =" [Fla)+Fla - h) — 2 [P(a +h) - Fra) + -
g B Ry (et h) — FEp—3a)]
' @p— —2)!
- d(—1)p’ B”" "[l-<°p—l>(a+h)— Zr—1 (a)].

kde 0 <9 < 2; kdyl)ychom viak v rovnici této p zvétsili o 1, pred-
pokladajice i existenci derinace FC®r + 2 (x), ktera zaroven s FEP)(x)
neméni své znaménko, jez jest pri obou téchto derivacich stejné,
poznali bychom, 7¢ © v (V) jest znaménka téhoz jako (—1)P+!
a tudiz. ze 0 <9 < 1; t. j. za téchto predpokladit rozooj
2%
L3 [F(a)-i-F(ﬂ + b))+ Z(— 1k - B ,— [Fk=D(a -+ h) — FE—=1 ()]
k=1, 2, 3 ...,

ndm ddva piibliznou hodnotu integrélu F(y)dy o mezich a, a+ h,
vezmeme-li z rozvoje toho proydh p éleni (k=1,2,.... , p—1)
s chybou mensi v absolutni hodnoté, nez jest proy zanedbany
élen rozvoje a téhoz znaménka jako tento élen.

Neni-li splnén predpoklad, Ze F®(x) ma v intervalu (a, a + /)
stale stejné znaménko, miizeme postupovati takto.Integraei ¢astec-

nou zjedname si z(8,) .

Rp=— h2p+2 /'F(2p+n (@ hx) §yp (¥ dx.
‘0

®ap41 mai v (0, 1) tfi jednoduché kofeny 0, 3, 1 a neméni tedy
v intervalech (0, 1), (§, 1) znaménka: miZeme tedy na kazdy
z obou intervali uziti véty o stredni hodnoté takto

1

! 1
Hp=—h21J+2jF(2l>+1)(a—|—hx)q72”+l(x) (lx—h2p+2jF(2/l+l)(a—|—hx)q72l,+1(x) dx=

0 1

! : 1
=—h2p+2FCp+ 1)(5.)j¢2p+1(x) dx - h2r+2F@2p+ l)(E,)j Py 41(x) dx.
v 1
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piri ¢emz jsou &, & polozeny respektive v intervalech (a a—l—’;)
(.a + g’ a4+ h). Avsak

1
2

B 1
pt+1 A
f¢g,,+1(x)dx=¢2,,+2(3) qz«.,,+o(0)—(—1)”+‘(r,,,+o).(" 2zp+1)
0
a stejné se vypocte i druhy integral, ktery ma a7z na znaménko
touz hodnotu. Tak mame

) ¢ B N l
Np (— )P+1 nr+2 [F(ll +1)( )_’:(2p+1)( )] I’_:‘l))'(2 ST )= (10)
=(—1)p+1 9Bp1 (2 . )h2p+3 F(’p+’>(,) 0<0<1,
2p +2)! 92”"'1

co7 jest druhd forma zbytku predpokladajici ovsem existenci
(2p +2)-hé derivace F(x) o intervalu (a. a+ h); &islo £ jest ¢islo
intervalu (a, a-+ h).

111. Vypoéet integrala pomoci formule Euler-Maclaurinovy.
Piseme-li do rovnice (8) odst. ptedch. misto a po Fadé a+h,
a+2h, ..., a+(n—1)h, obdrzime po seéteni tak vznikly¥eh rovnic

a+nh
JE@ de=h13 Fla)+Flah) + Flat-20) + - - -
‘ + F(a+(n —10)h)+ $F(a + nh)
(at+nh)y—F @)+ ----
Bph:

— 1) gy 1 P Mlak k) — F =0 )]+ 33

aneb, zna¢ime-li pro strU(nost at+nh=>ba

S={Fla)+Fla+h+Flat2m+ -+ Fatn—1)h+1Fb).
b

f Fx)dx=hS + 3 5 N (— 1k ( [F(’k 1) (b) — F@k—1) ()] + Wy (11)

a

Pfi tom jest vyznam zbytku M, patrny: zejména jest podle vv-
vodi diive provedenych jasno, ze, neméni-li F®» (x) a F@+3(x) v in-
‘ervalu (a, b) spd znaménka, jez se shoduji. plati pro R, tento vztah
+1 9 Bp41 h2rt2

ep+2)!

Vztah (1) lze s vyhodou uziti pro numericky vypocet urci-
veh integralG u funkei F(x), jeZ maji v intervalu (a. b) kone¢né
lerivace a7 do jistého ¥adu. Zbhytek W, lze uciniti libovolné maly,
rvolime-li si jenom A dosti malé (anebo. co? jest totéz, n dosti

reliké). .

Ny = (— 1)P [Fer+D(b) — F@r+1)a)), 0< 9<1. (11")
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Ma-li F(x) v (a. b) derivacce viech tadii. nemusi fada ne-
konecéna

> Bih2k :
él(—l) 2t FE =D (b) — FEk=1) ()] (12)

byti konvergentni, i kdyZz zvolime si n jakkoliv veliké. V kazdém

pripadé vsak (af jest to Fada konvergentni ncho divergentni)

jest to Fada, pf¥i které soucet s, prvveh 4 ¢leni mize vyjadiovati
b

hledany integral (vlastné rozdil A=jl“(x) dx —hS) s piresnosti

a
libovoln¢ velikou; sta¢i k tomu cili zvoliti n dosti veliké: pii
tom zdroven n¥t2(4—s;) jest Cislo shora ohranic¢ené, vzrusta-lin
nade viecky meze, plati-li tvar pro zbytek dany rovnici (11'),
a obdobné¢ tomu jest p¥i jinych tvarech zbytki platnyeh pii
jiném predpokladu o derivacich funkce F. To jest jinymi slovy
tada (2) jest asymptotickym rozvojem vzhledem ku proménné

n=llﬁ—— P¥i praktickém uziti tady (12) ku vypoctu integralu
zvolime si nejprve n a k nému volime vhodné 4 tak. abychom
ptislusné R; pfi mife piesnosti, kterou privé pozadujeme, mohli
zanedbati. Neni-li takového 4 pfi tom uréitém n. zvolime si n
veétsi a opét hledime vhodné 2 k tomuto n a k mife piesnosti
pravé pozadované atd.

CISELNY PRIKLAD. Abychom postup naznafeny a uite¢nost formule
Fuler-Maclaurinovy pro vypocet integrili také na piikladé prokazali, vypo-
citame s jeji pomoci .

———log2

kladouce
F(x)= <17 a=0, a-+nh=1.
x

Vypocet providéti budeme za piedpokladu n =10 (a tedy h =,%) na 10 mist.
Nejprve jest
=it Y P =619377140318. .
B 1 1 3 11

F'1—F'0 = s — e I — e —
[() O = T 6.2 100 4 10* 16

Dile jest

a podobné pro dalsi ¢tyki ¢éleny rozveje asymptotického méame:

: ._ L1 . . 1 t

¢len druhy = o T8 Clen tieti=— 00 3567
1 17 . i L 31

(.len. (,tvrt) = —Os—» « ——— Llen pﬂty — — 1010 .
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Jest tedy (pro zbytek zde, jak snadno patrno, plati formule (11’); bude tedy
chyba v rovnici nasledujici mensi nez posledni zanedbany ¢len)

log 2 = 069377140318 . . . — 0°000625 + 0:00000078125 +
— 0°00J00000391 . . . ++ 0°00000000004 . . . — 0°00000000000 =
= 069314718056 . . .,

pfi ¢emZ ovSem posledni cifra se zfetelem k tomu, Ze jsme poéitali s neipl-
nymi &isly, jest nespolehlivd; ¢islo vypoétené viak se mize liSiti od sprivné
hodnoty nejvyse o 1'5.10-11,

112. Pouziti formule Euler-Maclaurinovy jakoZto sumacéni.
Jiné velmi dilezité pouziti formule E.-M. spoé¢iva ve vy¢éislovani
souéti. K tomu cili jest dobfe ji ponékud upraviti. Dosadme
do (11) pFedch. odstavce za a, b, p &isla a, + ph, 8o+ gh, m (tedy
g—p za n). Pak nejprve lze psati

S=[F(a))+ F(ao+h)+ Flap+2h)+- - -+ F(ag+q— 1h)+ 4 F(ao +qh)] —
—[F(ao)+ Flag+h)+- - - 4 F(ag+ p— th)+1F(ao+ ph)),
kterouzto rovnici piSeme — uzZivajice jasného oznaceni —
S =8,—S8,. Podrzujice ptedpoklady uéinéné p¥i odvozovani (11)
a zavadéjice novy predpoklad, Zze funkce F(x) jest integrace
schopna o kazdém intervalu (a,, B), kde B jest libovolné ¢islo
véiSi nez a,, miZeme psiti (11) po snadné dpravé ve tvaru

a,+gh
Sq— f Fix)ds —Z (— 1yt BERR ok - qh)+
i 3B +1h2m-+1 i
m m -+ 1
(1 DB ) a4 gty = S5 — [ P+
m ' .
Br h2k— Bm 112m+1
—z (— )81 Bk P = 0 (ag - ph) - (— )+ 2RI pem + ay 4 ph.
Predpokladejme daéle, 7e (pFi celistoém s)
m 2m
Mo B(z Hjlrz)T FEmT) (3 + sh) =0. &)

Pak miZeme tvrditi, 7e leva strana zakladni rovnice ma limitu
pro lim g =oco. Oznadime-li
a,+qh
1g=Sy— f F(x)dx —Z(—i)k— B"('z'k), F@k—1)(a,+ qh),

jest tvrzeni ucinéné ekvivalentni (v disledku uéinéné supposice)
tvrzeni, Ze existuje lim uy pro lim ¢ =oo. Abychom to druhé
tvrzeni dokazali, ozna¢me jesté zbytkové ¢leny na levé a pravé

Petr, Integréln{ pole, 2. v. 17
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zdkladni rovnice ¢, ). Pak lze v disledku pfedpokladu (+) ke
kazdému kladnému. ¢islu & stanoviti N tak, aby | e.| < }¢ pro
vSecka n > N. Z rovnice zdkladni pak nasleduje

fug—up | <e
pro viecka p, q vétsi nez N, &imZ na ziakladé véty Bolzano-
Cauchyovy (DP, 28) tvrzeni, ze lim ug pro lim g =co existuje,

jest dokdzdno. Oznaéme lim u;, = A a ptejdéme v zikladni rov-
g=®

nici k limité pro lim ¢ =cc. Leva jeji strana ma limitu rovonou

pravé ¢&islu 4, ma ji tedy i prava strana. Na pravé strané viak

toliko c¢islo d zavisi na ¢. Ma tudiz i J limitu, jiZ oznaéim d,,

kde 0<<d,<1. Rovnice zakladni pak se zméni v nasledujici
a.,+ph

F(ag)+ F(ao+h)+ F(ao+2h)+- - +F(ﬂo+Ph)—'ﬁj F(x)dx+ {F(ao+ ph)+ A+
a,

N Birh2k—1 5 B h2m+1

Jr;(— sty (@ ph) o (— 1) S PEm 1) g4 ph):

tim formule sumacni jest odoozena. 7 ptedpokladi p¥i odvozeni

této formule uéinénych vytykam zejména vedle ptedpokladu (+)

predpoklad o existenci derivaci az do fadu 2m+2 v intervalu

(bo, ), kde b, pevné Cislo takové, Ze a,+ ph = b,. Cislo celé p

pak miZe v rovnici napsané nabyvati libovolné hodnoty splnu-

jici tuto nerovmninu.

PRiKLAD 1. Odvozeni Stirlingovyformule pro log n! Klademe-li v sum-

macéni formuli
n

=1, h=1, p=n—1, F(x)=1log x, tedyjlogxdx—nlogn—n

méame ihned
log14log2+log3+4---+logn=A4+(n+1)logn— n+-——'A
B’ 1 608". 1

_T'Ta"' =D 2m — li)2m n2m—1’

ve kterézto rovnici jest 0L 4, < 1; zbyvit pak jenom vypoditati ¢islo 4. Jest
otividné

n
A =1lim log —
— n+ie—n
a budeme poéitati n=® "
lim ¢(n) =4q, kde o) =-—3— -+
_ nt+ie—n
Jest také n-@o nre
lim 20 _ @ _ gy _ 2. 6 .@n —2)}2n
n=co®n) a7 e@2n) T 1.3, (2n——3)(2n—l)

_ 2.2.4.4.6.6...(2n—2)(2n—2)2n I}
=¥ 13355 . en—3en—1NEn—1)
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ze kteréhoz vysledku a formule Walisovy (str. 162, rovn. (11')) nisleduje
ihned « = }27. Mame tedy

log (n!) = (n + 1) log n — n + log V27 + ;% ST TR

Bm
D e e n2m

' + m,

pfi ¢emZ zbytek rm v Fadé na pravé strané jest mens$i v absolutni hodnoté
neZz posledni ¢len Fady a protivného znaménka. K formuli této se vréatime
pozdéji, kde poddme jeji zevieobecnéni, jeZ viak také lze ziskati stejnou cestou.

PRIKLAD 2. Vypoéet Eulerovy konstanty. Kladme v summaéni formuli

n
ay=1,h=1,p=n—1, F(x)=1/x,fdx/x=logn.
Deostaneme !

Ll gt paB iy pgeBm L,
172 n=— 08 n 2 e 2m nZm~ '™

kde patrné 11 1
A—llm (1-+E+---+;—logn)

jest rovno Eulerové konstanté C. Dosadime-li do rovnice odvozené C za 4,
dosianeme pro C tento vysledek

) —logn + _____ I

B 1
e ZIZ n2m +rm;

pro rm jest platno totéz tvrzeni jako v ptikladé pfedchozim.

c=({+g+

Rozvoje tohoto lze s prospéchem uZiti pro vypoéet Eulerovy konstanty;
vezmeme-li ku pf. m==10 a n =7, pak jest absolutni hodnota zbytku
3B, d.1
14.10% 12 104

a dostaneme pomoci 7 ¢lenti tohoto rozvoje Eulerovu konstantu s chybou
men$i nez 1.10—15, Jest
C = 0'57721566490153286 . . .

Eulerova konstanta, po ¢islech e a m nejdalezitéj§i konstanta analyse,
zavedena byla poprvé Eulerem, ktery ji rovnéz prvy vypocetl (na 14 dese-
tinnyech mist (Petrop. Com. sv. 7, za rok 1734/5 str. 156, Petrop. Novi
Comm., sv. 14, r. 1769 str. 153). Pozdéji poéital konstantu tu Mascheroni (Ad-
notationes ad Calculum Integralem Euleri; viz L. Euleri, Opera, Fada I, sv.
12, str. 431) a vypocetl ji na 32 mist, z nichz viak pouze prvych 19 bylo
sprivno.*) Od jinych bylo C vypoéteno spolehlivé az na 59 mist.

113. Jiné odvozeni formule Euler-Maclaurinovy. Odvozeni
formule Euler-Maclaurinovy lze ponékud pozméniti; aviak i toto
malé pozménéni jest velmi vyznamné, nebof nim poskytuje

*) Néktefi matematikové nazyvaji ¢islo C téz Mascheroniova konstanta.

17*
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snadny prostiedek podany postup zevSeobecniti a odvoditi ¢etné
jiné formule formuli Euler-Maclaurinové p¥ibuzné. Radu poly-
nomi @,(x), Pa(x), Ps(x), --- dostaneme, kdyZ vychdzime od ¢,(x)
postupné integrujice (odst. 109, (3)). Dvojitou postupnou inte-
graci polynomu @,(x) na p¥. dospivame k @4(x); pfi tom vyskyt-
nou se dvé integraéni konstanty, jez vSak jsou iplné uréeny
podminkami 94(0) = @4(1) =0. MiZeme pak obecné tvrditi: Jestlize
v fadé funkei definovanych aspon v interv_alu 0, 1)

. ¢l(x)9 (Pﬂ(x): ¢l(x)s L] tpk(x), s
jest

Px)=x—1 Pr(x) =9, _1(x) a @5 1(0)=pg 1 (1)=0 pfi k>0,
pak polynomy @i(x) shoduji se s funkecemi Bernoulliskymi v odst.
109 zavedenymi a stejné oznaenymi, a to aspon v intervalu (0, 1).

Uvazujme nyni funkei

sin 2xx | sin 4nx | sin bax , sin Snx sin 2k7tx

Py(x)= i t+= 5ttt +-...

Tato funkce jest (ku pt. dle pf. 16 odst. 18m, viz téZz pf. 1u,
odst. 73), kdy# x jest v (0 +0,1—0) rovha — ¢,(x). Funkei P,(x)
miizeme snadno postupné integrovati. Dostaneme Fadu

kde Pi(x), Py(x), Py(x), - - -, Pe{x), - - -

208 2k in 2kx
Pu() = (=102, SGei s Punt =112} g 0. (X
Funkee Pi(x) pfi k> 1 jsou funkce spojité pro kazdé x a jest
P'i(x) = P'k—y(x). Nadto jest Paii1(0) = Pas1(1) =0. Jelikoz dale
jest Pi(x) = —o,(x), kdyz x jest v (0+0,1—0), jest

Pi{x)=—pr(x) pro x v (0, 1).

Viecky funkce Pi(x) jsou funkce periodické s periodou 1; jest
Pi(x+m)=Pi(x), jestlize m jest celé Cislo. Nejvétii viak vyznam
v tvaze naS$i ma funkee Py(x); ta ma v intervalu 04+ 0, 1 —0)
derivaci v kazdém bodé (nebof jest tam rovna — x+ 1) rovoou
—1; i ma se zietelem k periodicil¢ derivaci pro kazdé x rizné
od ecelého ¢&isla. Pro x =m, kde m jest celé, ma pak diskonti-
nuitu. Nebof jest

Pi(m +0)=P,(0+0) = lim (- x4y =+14 Plm — 0 =Pl —0)=—1;
i jest
Piim—0)— Pi(im+0)=—1.
Integrujeme-li nyni Cisteéné soucin — 1. f(x) v mezich (e, ) dle
formule (3) odst. 102 (majice pii tom na paméti, ze Py(x), jiz
budeme poklidati za integrdl neuréity k funkei stale rovné —1,
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jest nespojitd, viz (11) odst. 101), mame pii nalezitych predpo-
kladech o funkci f(x) ihned tento vztah (8> a):

ﬂ .
—ff(x)dx=—[f(m+ )+ fm—+2)+- - -+ f(m+ N+ B)PF — 0) — fle)Pla+-0)| —
’ — [/(B)PoB) — F() Po(e)] + [f"(BIP:(B) — ["'(2)Py(e)] + - (14)
[}
- = (= )2 [fe—(B) Pu(B) — f—") (a) Pr(a)] + (— 1) f @ (x) Pn(x)dx.

a

P¥i tom jsou m+1, m+2,..., m+ r viecka Cisla cela, obsazena
v intervalu (¢4 0,3 —0). Zvolime-li si za «, 8 dvé Cisla cela,
dostaneme. pouzijeme-li zndmych nim hodnot funkei Pi(x) pti
x roviném celému dislu, formuli Euler-Maelaurinovu ve tvaru
jiz svrchu zevrubné odvozeném; jenom tvar zbytku bude od-
chylny, vhodnéjsi vSak k d&iselnym odhadim. PFi jiné volbé
¢isel e, B ziskavame jiné tvary pro formuli Euler-Maclaurinovu.
Vedle toho, Ze jsme ziskali jisté jeji zevSeobeenéni s jinym
vyrazem pro zbytek, ma vzorec pravé podany také tu vyhodu,
7e muzeme v rovnieci (14) snadno piejiti k limité pro pripad,
ze lim 8 =oo, pii CemZ ovSem nutno zavésti integraly nevlastni,
(viz odst. 67 a pozd¢ji oddil VII) a neni tu tfeba obrati uzitych
v odst. 112. Nahradime-li pak funkci Py(x) jinou podobné too-
Fenou, ziskdme jiné oztahy, jez rozmanitym zpiisobem nam mo-
hou byti uzitetny. Objasnim toto tvrzeni na piikladé zcela
jednoduchém.

POZNAMKA. Dosadime-li do (X) za x=0 a mime-li na zFeteli rovnici
4) odst. 109 a vztah Pg;{0)=—p,;(0), dostaneme ihned

(2&)‘ Z (2kn)”~
vztah ndam zndmy jiz z DP, 159(h). Z ného vyplyvd snadnym poétem, Ze
1 —
Y, = 0 =
{14, PRIKLAD 1. Uvazujme funkeci periodickou o periodé 2z

Qx)=

sin nx+$1_n 3nx+si115;nx+” .
Jest (viz p¥. 16 ve cvié. k odst. 18m)
Qi(x)=1% jellix v (040,1—0), Qi(x)=—1%prox v (1+0 2—0)

Postupné utvofené primitivni funkce ke Qi(x) divaji Fadu funkci periodic-
kych o periodé 2z a spojitych v ka?dém intervalu:

Qi(x), Qi(x), Qu(x), -



kde

=) ©
cos (2k — 1)ax sin 2k — 1) x

Qn(x)=(—1)‘z k=0 * Q= O qor = paprer
Oc¢ividné jest (v1z svrchu =) -
Qe +1(m) =0, Qg(m)=(— 1)”"“'2 ng—_li)'-,'l’a).=

(— 1ym+2
—(— +2 2 A .
=(—1)m+. 3 (2 1)(2,_), 2
jelikoZ jest (v dtisledku toho, Ze zndme hodnotu vyrazu Q.(x)) za pfedpokladu,
Ze f'(x) jest integrace schopno a ¢isla p, g jsou ¢isla celd,

P+a

f Qux) l(x) dx =
P

mame, uzijeme-li na integril vyjadfujici S postupné integrace ¢asteéné, tento
rozvoj pro S

S=—Glfp)+ lp+ Pl + Gl ") ¥ f"(p+q)l — - - -
C (= RGN (p) F SO (p - @)+ Ry,

C,

(= 1) ”” S, kde S=£(p) - 2f(p+ 1)+ 2f(p+2) — -+ (— )eflp+q)

kde Fi1=(—1)9g"1 a
P+q P+q
Ry=(—0r= 4f 7O (x) Qura(2)dx = (— P 4] [0 (£)Qu(x)dx.
]

Pro zbytek odvodime si snadno vétu, Ze jest v absolutni hodnoté mensi nez
posledni ¢&len rozvoje pro § a znaménka proilivného (nez mi posledni Clen),
predpokladame-li, Ze f®U(x) a f*1+3(x) v inilervalu uvaZovaném neméni své
znaménko, jeZ jest pfi obou stejné; za jiného pfedpokladu pak bychom o veli-
kosti zbytku mohli odvoditi véty obdobné jako pFi Euler-Maclaurinové formuli.

Volime-li na pf. f(x)=—lr, p=n, ¢g=0°, mame po snadné dpravé lento
S x
vztah (asymptoticky)
ni__ 1 1 _ 1 o (or__ gy B2 . o B
2n n+l+n+2 n+3+ =@ l)2 —@ 1)4L‘+(2 l(m'
Méime tedy pro log 2=}1—3+.—1---- ptiblizné vyjidieni

log 2= — 4 +4—. 4 CL T DT,

+= [e— oS- —n i+ ],

ktery se hodi k prakilickému vypoltu; odchylka pravé strany od levé jest
mensi v absolutni hodnoté nez posledni ¢len podrzeny v hruuate zdvorce
(aneb téz prvni zanedbany ¢len).

Ucinime-li n =10 a podrZime-li v hranaté zdvorce 5 prvych élend, mime
pro log2 tuto hodnotu pFibliznou

1 17 31

(T_é +§ — -t 6“27)) _4.10’+8. 108 2.10° T 16.108 4,100 —

= 0695634920635 ... — 10—*,25 + 10—7. 125 — 10—°.25 + 10—13.10.25 — 10—12, 775 =
= 0693 147 180 485 . .
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kierézto ¢islo jest mem'si nez log 2 0o méné nez 87.10—!2 (prvni zanedbany ¢len).

Volime-li /(x)—' » dostaneme obdobné

+i

o1t R _ 2% — 1) B
2 2n41 2n+3+2n—|—5 ' Z( sk @nFnm Te

kde pro re jsou platny stejné vyroky, jeZ uCinény byly v pFedchazejicim
piipadé. Jest tedy

=1 _ 1,1 =0 4 1),.9 1)k—1i__+(_1)nr
- 57 e T IZ(_ 2k n+1)%* ¢

[

L ]
—-
w

2(2n+1)
pfi tomn jsou Ty &isla celd, vyskytujici se v rozvoji tg x (DP 160), oznacovana
nékdy pojmenovinim tangentové koefficienty. Tu jest pro n=12
1 1t 1 1
13t Tt
8.10—1—256. 10— }- 218 10—12— 219 {7 10— 227,31 .10—20—
— 292 691 .10—2 } 239 5461 . 10—2° = 0°000 797 471 915 6503.

= 0784 600 691 481 8229,

Tedy pfibliZni hodnota pro 3z jest dina vyrazem

078539 1633974832 — ©.3,10—13,
kde O jest &islo v (0,1). Ve skuteCnosti miizeme pro odchylku této pfiblizné
hodnoty od skute¢né udati ¢islo znaéné mensi, vypocéteme-li jesté ndsledujici
(osmy)-¢len asymptotického rozvoje.

PRIKLAD 2. Abychom osvétlili vliv, ktery méZe mili volba mezi, pro-
vedeme dvahy ptikladu pfedchazejiciho, pfi ¢emZ volime misto mezi inte-
graénich p,p+q cisla p—4, p+ q+ 1. Pak jest
p+g+i

[a@rmads=

r—i

E0 7 1ftp) — fpet 1)+ 1 +2). .+ (— 1970 + gl +

+ 5050 — 4+ CE o g1,

Postupnou Casteénon integraci dostavame rovnéZ rovnost, ze ktere nasleduje
vztah

D)~ (p-+ 0+ lp 2=+ (= 14 1o+ ) = /(o — D+ (=10 Fp-+4-+ DI+
—Dyl(p— )+ (— 14 "(p+g-+ DI+ DV (p —3) + (— 1) [V (p +g+ Dl + -
o RD (p— 1)+ (— D4 (P g+ DI+ K.

Tu jest
2 1 1 1 Ex
Dk=(—1)k2Q2k+l(b)=n2k+1 [12k+1—32k+1+ 5%k+1 ]=22k+1__(2T¢)!' (DP 160)
pt+g+i
R, =(—)p—1. 2fQu+1(x)f(”-+1)(x)dx. .
—i

Pfi tom jsou Ek t. zv. Eulerova &isla (jez jsou ¢isla celd) a pro zbytek lze
obdobnym zpisobem jako pfi formuli Euler-Maclaurinové odvediti stejné
disledky, zejména lze snadno dokazati, Ze neméni-li f(’“")(x) v intervalu
integra¢nim své znaménko, zbytek jest v absolutni hodnoté men$i nez po-
sledni podrZeny ¢len asymptotického rozvoje.
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Aby vysvitla uZite¢nost i této formule, naznaéim numericky vypocet
¢isla @ na 20 desetinnych mist na podkladé Leibnicovy Fady pro = (DP, 139).
Volime-li opét (jako svrchu) f(x)=1/(x+ 1) a interval integraéni (n, o),
méame asymptolicky

1 1 1 1
T m @t eyt
Pro nas uacel postadi voliti n = 25. | dostaneme
o 1t 2B 2B, ]
"—4(T_?+§_ " ) [10' 00 T 100 ]

Zavorka kulatd vypoétena na 25 deselinnych mist, mé hodnotu
079539 41713 58757 80382 53265.

Prvnich jedendct ¢lenti v zdvorce hranaté ma po Faudé hodnoty

002 —8.10—6 4160 . 10—10—7808. 10—14{709120. 10—18 — 103 467 008 . 10—22 -
-+ (2214 105 088 — 653 266 06 - 254 1684 — 126 084 - 7767) . 10—25,

Pfi lom v poslednich 5 élenech, jez shrnuty jsou v zdvorce, podrZeny jenom
¢islice k dalsimu poétu potiebné. Kdybychom pomoci uvedenych ¢isel pro-
vedli vypocet Cisla @, dostali bychom je s chybou mensi nez 2.7767.10—25,
t. j. mensi nez dvé jednotky na 21. misté des. Avsak snadno lze s dostateénym
piiblizenim vypodéisti i nisledujici ¢leny rozvoje asymptotického. Oznadime-li
¢len k4 1-vy kratce &, jest, je-li k jiz dosti veliké, tento pFiblizny vztah
plynouci z vyjidieni ¢isel Eulerovych nekoneénou fadou

41  @k+3)(2k+4) A+

& @k+1)(k+2) ’
Z toho vyplyvaji pro dvanacty a tfindcty ¢len v hranaté zivorce hodnoty
Enn=—582.10—28, £, =+ 52. 10—25, Pouzijeme-lii téchto ¢lent k vypoctu é&isla
7, dostaneme ¢&islo, jez bude mensi neZ 7 o méné nez 2.52.10—25, t. j. 0 méné
nez 1 jednotku na 23. misté. Toto Eislo jest .

7t = 314159 26535 89793 23846 26422 |- 1 0 n<1.10—23,

Vskutku lze pro % udati interval zna¢né mensi, jejz bychom obdrZeli vy-
poétem ¢isla §;. Tu bychom v3ak musili jiz brati téz zfetel k chybam, jez
vznikly zkricenim desetinnych zlomkid na 25 desetinnych mist.

1
Ekt+2= |£|<§m'

115. Polynomy Legendrovy. Zvolime-li ve (3) odst. 102.
g(x) =(x —a) (x — b,

pak, jelikoz vSecky derivace g(x) az do (n—1)-vé inklusive jsou
pro x=a i pro x =b rovny nule, jest

b b
J19) Qa(x) dx = (— [0 () (& — a5 — B dix, 0)
a

kde jsme kladli
Q%)=

& e (e —bpm
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Qu(x) jest polynom stupné n-tého. Dosadime-li za f(x) libovol-

ny mnohodélen stupné n' inensiho nez n — znaéme jej Rn(x) —
obdrzime b
[Rutx) Qu(x) dx =o. @)
a

Touto vlastnosti jest polynom Q.(x), dan-li jest koefficient
pFi nejvyssi mocnosti x, Gplné uréen. Nebof kdyby byl jesté
jiny polynom Q.(x) stupné n-tého, pro ktery rovnéz by bylo
pti libovolném Rn(x)

fRn'(x) Qn(x)dx =0, n'<n, 2"
a

tak bychom dostali z (2) a (2)

s
[Ru(0)Qn () —7Qaa)] dx =0,

kde7 konstantu 4 zvolime tak, aby mocnina x* z vvyrazu
Qu(x) = 7Qa(x)

vypadla; pak jest tento vyraz stupné niz$iho nez n a my ma-

zeme libovolny polynom Rn(x) uc¢initi rovoym Q. (x) — 4Qn (x).

Tim obdrzime

b
J1Qun) — iGuor dr =0,

coz dle véty o stiedni hodnoté jest jenom tenkrite mozno, kdyz
Qn(x) = 1Qn(x)=0
pro vsecka x (t. j. identicky); t. j. polynomy Q. (x), Qn(x) se
lisi jenom multiplikationi konstantou.
Pro zjednoduSeni nékterych vztahd jest vyhodno zavésti
misto Q.(x) polynomy sice stejné zakladni vlastnosti (2), aviak

s koeflicientem _13.5..@a—1)_ @)
"T1.23.0n ~ an(nl)?
pfi x", t. j. poloZzime zavidéjice nové oznaceni
Xn=s— b Qe = (e — b G)
Podle (2) jest
b
meXndx=0, pro m >n; 4
podle (1) pak e '
b b
2 2n)!
_[Xndx=(- D . n(zu)af(x—a)"(x—b)"dx: )
(b—a)atl st 66.):

Y )
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Roonice X, =0 ma n redlnjch riznych koreni, které lezi
uoniti intervalu (a, b). Nebof, ptipustime-li, Ze ma bud kofeny
lezici vné intervalu (a, b) ncho kofeny komplexni (sdruzené)
anebo koifeny mnohonisobné, miizeme vidy z vyrazu X, odlou-
¢iti redlny faktor (obsahujici kofenové Cinitele p¥isluiné jednak
kofentim vné intervalu (a, b), jednak kofenim komplexnim, a
koneéné kotenové ¢Cinitele na sudy mocnitel povySené a pii-
slusné koiFentim mnohondsobnym), ktery, kdyz x probiha in-
terval (a, b), znaménka svého neméni. Kladme tedy X, =7.U,
kde mnoho¢len T jest stupné niZSiho nez n a U jest stile té¢hoz
znaménka v (a, b). UZijeme-li rovnice (2), kladouce R.(x) =T,
mame b

[riuds=o,

coz jest dle véty o stiedni hodnoté nemozno.

116. Obycejné se voli ¢isla a, b rovna — 1. 1 (po pripadé
téz rovna &islim 0, 1). U¢iime a=—1, b=1 a oznatme poly-
nom, ktery z X, volbou iou vznikd, Pu(x); jest pak, vyrozumi-
vame-li pod D7 n-tou (lerivaci dle x, pfism£n

Pr (x)_ D (x2— 1)n, (6)
1
f P (x) Pa (x) dx =0, fp;i(x) dx:'ngg_F‘{ @)
. -1 1
a dale
_ 1 n a+b\*  (b—a\*|"
x,._zn"!l),[(x— ! ) _ (_2£) ]
_ 1 (b—=a|"a N, c_x—i(atD)
t _2"n!(_2—) Di@—nn &= Tb—a)
o _[b—a)'p (x—1(a+D)
X"‘( 2 )P"(_;(b‘:a)—) ®)

a lze tedy od specielnich polynomi P.(x) pFejiti snadno ku
obecnéjsim X,. Postadi;tudiz, kdyZz v ‘nasledujicim omezime se
na mnohoéleny P.(x),+je7 zpravidla se nazyvaji polynomy le-
gendreooy.*) Polynomy; X, nazyvejme v nasledujicim Legen-
dreovy mnohoéleny pro interval (a, b).

112. Dalsi véty o mnohoélenech Legendreovych. a) Mnoho-
Cleny Pn(x). jsou pii sudém n sudou funkei x, pt¥i lichém n li-

*) Legendre_zabyval se jimi v pojednini ,Recherches sur I'attraction
des sphéroides homogénes, Mém. de Mathématique et de Physique présentées
a I’Académie r. des Sciences par divers savants®, t. X., 1785, str. 411. Gauss

a po ném i jini nazyvaji tyto polynomy sferlckyml (také kulovymi
»Kugelfunktionen*). (Werke, t. VI., p. 648).
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chou funkei x. Vyplvva to bezprostiedné z (6), K vili jedno-
duchosti klademe Py(x) = 1, ¢imz spravnost relaci (7) nedotéena
i pti n=0. .

b) Mezi mnohocleny Legendreovymi jsou rekurrentni rela-
ce, jez mizeme nasledovné odvoditi. Kazdy mnohoclen stupné
n-t¢ho da se linedrné pomoci koelicientd konstantnich vyjadftiti
mnohoéleny P, (x), Pu-i(x), ..., Py(x), Po(x). Zvlisité to plati
o mnohoé¢lenu x P, (x), ktery jest stupné n + 1-vého a pro kiery
tedy jest i

xPr(xy=a_,Pnt1(x)+ ag Pe(x)+ a) Pa—1 (x) ... 9)
+ ai Pa—i(x)+ ... 4+ an Py (x).

Abychom stanovili koefficient a;, ndsobime obh¢ strany mnoho-
Clenem P,_;(x) a integrujeme v mezich —1, 1. Na levé strané
dostaneme

+1
f Pa(x) . x Pn—i(x) dx,
=1

coz jest rovno nule podle (2), je-li n—i+t<n t.j.je-li i>1.
Na pravé strané integraly ze viech ¢élenti podle (7) vymizi vyjma
integral L -

2ai

ai Pi.—z(x) dx =2n—_2i+ﬁi;

-1
i jest tedy ai=0 pro i>1, takZe relace (9) s¢ zméni v
x Pn(x)=a_y Pnt1(x) 4 ao Pn (x) + a, Pr—1 (x).

Soulinitele a—i, a9, a, mizeme uréiti stejnym zptisobem, jed-
noduseji viak, porovnime-li koeficienty moenin x7+!, x», xn—1
na obou stranich; dostaneme tak rovnici

(n+1)Pry1(x)—@2n—+ 1) x Pr(x)4n Pa—1(x)=0. )

Pomoci této rovnice lze mnohocleny P, (x) postupné snadno po-
Citati, zndme-li ty mnohocleny pro dva indexy, ku p¥. 0, 1; do-
stivame pro prvni indexy

Po(x) =1,

Pl (x) =X,

Py(x) =13 x* — 4,

Py(x)=4%x*—}x,

Py(x)="9 x* — 1P x* 4§,

Py(x) =14 x*— % x* 439 x,

Po(x) = %% x® — ¥ x4+ 1% x? — ¢, atd,

¢) Pomoci Legendreovych mnohoélenti lze snadno vyjadiiti

soucinitele rozvoje
1

.VI—Tthz—l_tz:Ao‘l—Alt"l‘A,t'—i"... (10)
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(Viz DP, 162, ptikl. 1., kde podidno jiné odvozeni tohoto roz-
voje.) Koefficienty 4i jsou mnoholleny v x (jak snadno nasle-
duje ku pf. z binomické véty) a jest 4o =1, 4, = x; pro ostatni
Ai odvodime si rekurentni formuli. Oznac¢ime si funkei pro-
ménné f, na levé strané rovnice (10) se nachazejici, kratce z:
mame pak snadnym poc¢tem pro derivaci té funkce dle ¢

(1 —2x 4 )2+ ({ — x)z=0,
aneb, dosadime-li prislusné rozvoje

(W—2x 462 (A 245t +...+ (4 1) Ansrtn .. )+
4 (t—x) [do+ At +...+ Adatn+.. J=0.

Polozime-li koefficient pfi ¢* na levé strané rovny nule, dosta-
neme ihned
(n+1)A8n+1 —@2n+1)x An+ndan—1 =0,

kterazto relace shoduje se's (V); ponévadz pak A, = P, (x).
A, = P, (x), jest obeené Ay = Pi(x) a dospivame tak k dalezi-
tému rozvoji
Vl?m:PO(x)+Pl(x)t+1)2(x)tz+”. (10"
Rozvoj tento pii | x| = 1 jest konvergentni pro |t | < 1, na-
proti tomu rozvoj platny pfi £ >0
' N

Vi—2tx+22
ktery plyne snadno z ptedchdzejiciho, jest za téhoZ predpokladu
konvergentni pro t>1. Z rozvoje (10') plynou, klademe-li tam
po fadé x=1, x=—1, x =0, tyto hodnoty

Pa()=1, Pa(—1)=(—1)%, n=0,1,273, ...

1.3.5...2n—1)
2.4.6... 2n )

=P +PUD 5+ P oo (107)

Pep4+1(0) =0, P2n(0) =(—1)"

d) 7 pt. 7a cviteni za odst. 68 nasleduje, klademe-li tam
misto x, C, 4, B ¢isla ¢, 1 — fx, -—t]/—lt_.;f, 0 za predpokladu
|x| =<1, vztah

1 > do

€
]/l—2tx—|-ta - 2"6[(1—1.):)—1' t cos q)Vl_—T’

Z tohoto plynou, rozvineme-li funkei na pravé strané jedmak
dle stoupajicich mocnin proménné f (za piedpokladu |f| <1 a
tedy e=1), jednak dle klesajicicich (a zapornych) mocnin (za
predpokladi £t >x—1, x>0 a tedy e= — 1) a porovnime-li vy-
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sledky s rozvoji (10) a (10”), tato vyjadieni Legendreovych mno.
ho¢lentt pomoci uréditych integrala
27 2n

1 X _ 1 do
Pn(x)= = J(x+icosplt—xP)ndp = —— .
1 ( 27z0( + ?’l/ ) do 2n0 (x+i005(pV1—x*)ﬂ+1

V drubém integrilu jest ptedpoklidino x>0. V obou pak lze
za i klasti —i. Z prvého vyjidieni ndsleduje téméf bezpro-

stiedné | Pa(e) | < 1, jedi [x]< 1.
e) Siejné jako (9) lze odvoditi rovnici pro derivace Legen-
dreovych mnohoé¢lent
P'n+1(x) — P'p—1(x) = 2n -+ 1) Pa(x). n=1,273, ...

118. Diikaz, ze ¢islo e jest éislem transcedentnim. Kazdé
¢islo @, které hovi rovnici algebraické
agan+aan—14 . .+ an—1atan=0,
kde aq, a,, @z, ... a, jsou Cisla raciondlna celistvd, sluje cislem
algebraickym. Ku pi. &islo 2 jest ¢islem algebraickym, jeliko#

hovi rovnici
x2—2=0.

Cislo, které nehovi zidné rovnici algebraické o koefficien-
tech celistvych raciondlnych, sluje transcendentni. Takova cisla
jsou ku pt. e a # (Ludolfovské ¢islo). Okolnost, ze ¢islo 7 jest
Cislem transcendentnim, jest obzvlastni dileZitosti pro historii
mathematiky; plyne z ni (jakoZto zvlastni ptipad), 7e t. zv.
kvadratura kruhu jest nemoZna; t. j. Ze jest nemoZno s po-
uzitim kruzitka a pravitka sestrojiti ¢tverec, jenz by mél stejnou
plochu jako dany kruh. Nebof veskeré délky, jeZ lze pouZitim
kruzitka a pravitka konstruovalii, hovi rovnicim algebraickym,
jez maji koelicienly rac. celistvé pti vhodné volbé jednotky a
jez lze zaroven Fesili Fetézem rovnic kvadratickyeh (jsou tedy
zvldStnim pFipadem rovnic algebr. s cel. koef.).

Dikaz, Ze ¢islo e a dikaz, 7ze &éislo n jest transcendentni, lze
podali methodou stejnou, jenom s tim rozdilem, Ze pt¥i dikaze
pro ¢islo e vystatime s velicinami a proménnymi realnymi,
kdezto pii cisle @ jest udelno brati v dvahu funkce (jakoz
i jich integrily s komplexni proménnou. Zde tedy pFirozené
omezime se na Cislo e.

Vyjdeme ze vzorce, ziskaného ¢asteénou integraci

T

Je#Fx)dx = —[e=2f(=)T; + fez () dx.
1] 1]
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Opétovnym pouzitim této formule (anebo jednoduseji jesté
z rovnice (3) odst. 102. p¥i n= N+ 1) dostivame, jestlize f(x)
jest mnohoc¢len v x N-tého stupné

fe—’f(x) dx=—[e—=2(fX) + ' (x)+ ") +...+ D@,
0

t. j. klademe-li pro kratkost
Flx)=f(x)+F1(x)+ " (x}+ ... + [ (x),

fe—zf(x) dx=F(0)— F(r)e—r,
0

odkud? )
F(r) = F(0)er — erf e—=f(x). ")

°
Dejme tomu nynj, Ze Cislo e hovi této rovnici algebraické
agen+taer—14 ...+ an—1et+an=0 (2)
s celistvymi koeficienty, pfi ¢emzZ a, jest od nuly rizné, ku pf.
a, >0 a ulifime pro f(x) tuto volbu

flx) = (,;_—11_ xP—1(1 — P2 — )P ... (n — )P,

)
Z rovnice (1) nasleduje, klademe-li tam r=n, pak r=n—1,
r=n-2;... r=0 celkem n+1 rovnic, jez po Fadé nasobime

Cisly a,o, a,, a3, ... @ a setteme. Vytkneme-li na pravé strané
v rovnici tak vzniklé F(0), toz ptisluSny ¢&len vzhledem ku (2)
vymizi a dostaneme vztah

n n—k
aoF(n) + a,Fin — 1)+ ...+ an—1F(1) + an F (0) = —Zake”_kfe—ﬁf(x) dx. (3
i=o i

Tento vztah vSak jest nemoiny, jak ukdZzeme. Dosadime-li
totiz do f(x) a jeho derivaci nékteré z &isel 1, 2, ...n, dosta-
neme bud 0 anebo Cislo celé dé&litelné p, jak z vyrazu f (x) bez-
prostiedné jest patrno, jest tedy F(k)=¢islu celému délitelnému
pprok=1,2,...n.Prox=0, jest f(O)=Ff(0)=f"(0)=...f®=2(0) =0;
dile f*=1(0)=(1.2.3....n)7; fP(0), ["*D(0),... jsou pak C¢isla
cela, jez jsou opét délitelna p. Je-li tedy p prvocislo vétsi nez
n, jest F(0) =éislu celému nedélitelnému p. Budiz zaroven p
prvocislo vétsi nez |a. |, pak jest mnohoclen
aFn)+a,Fn—1)4...4+ an—1F (1) 4+ an F(0)

Cislo celistvé, které neni délitelno p (jelikoz prvych n cleni
jest, posledni ¢len neni délitelny p) a které jest tudiz jisté od
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nuly rizné. Pravou stranu rovnice (3) odhadneme dle véty
o sttedni hodnoté. Jest

n—k
nin+l)yp—1

Iff(x)e—’dx =17 @10 —e=m) <1701 <"C=7

takZe. oznac¢ime-li
M= |aylen{|a|en—14|ay|en—24+...+|an],
jest prava strana rovnice (3) mensi co do absolutni hodnoty nez
n(n+1)p—1
(r=rn @

Prvocislo p viak neni vdzdno nez podminkami p >|a.i,
p>n; mizeme je tudiz zvoliti libovolné veliké. Zvolime-li si
je dosti veliké, stane se vyraz (4) libovolné maly, ku pt. lze
zvoliti p tak veliké, aby vyraz (4) byl mensi nez 1. Uéinime-li
takovou volbu, tak z rovnice (3) vyplyva, ze &islo celé od nuly
rizné (které se tedy, pokud se absolutni hodnoty tyka, aspon
1 rovna) jest rovno ¢islu mensimu nez jedna, coZ jest nemozno.

Tim jest vyvricen ptedpoklad, Ze &islo e hovi rovnici alg.
(2) a dokazdno tudiz, Ze jest e ¢islem transcendentnim.

Prvy dikaz transcendence ¢lisla e podal Hermite (Sur la
fonction exponentielle, Comptes rendus de I'Acad., sv. 77, 1873).
pozdéji podiny jiné dikazy od riiznych matematikd (Hilbert-
Stieltjes, Hurwitz, Gordan, Mertens).

~ Cviéeni.

1. Nejenom v rozvoji Taylorové, nybrz i v Cetnych jinych rozvojich
a pFibliznych vyrazech lze vypsat zbytek ve tvaru uréitého integralu vhod-
ného k numerickym vypoc¢tim. Pfiklad nasledujici osvétluje methodu po-
uzivanou:

Odvodte rozvoj pii a>0, b>0

— ! —g) ! — ar
log —("'H’)[ 'b"aBa 21 6 = ’bg) 2_.2:1_0'(1)_.3%%)_
m —2)! b— a)zm—3
T ”"'2.6.:o...(lm—b)'(am—l)bm—l]

L)
o

(m — 1)! (f — 1)2m—2
'+(_')m+12.b...(4m—6)j TEE

i
Ndood. Vyplyva pouzilim rekurentniho vzorce (odst. 21;(f), (a))

(t —1)2k—4 (t—D2%—2 ((—1)2k—3 {4
f tk—1 ‘"+4L f tk dt = tk—1 "4k —6

v mezich 1, bja a pro k=2.3,4, ..., m.
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POZNAMKA. Omezime-li se na prvy &len obdrzime pro pfibliznou
hodnotu log bja, je-li b/a v intervalu 3 —V8, 3+ V8), vyraz
to—alts 2.0 1y, 0<6<1
pomoci néhoz poé&ital Napier logarithmické tabulky (nehledé k zbytku).
2, DokaZte tato vyjadfeni Bernoulliskych funkei ((mh=(})):
(2r)! g, (x) = x2r — } (2r); x2r—1 4 B,(2r)o x2r—2 — By(2r), x2r—4 ... 4 (— 1)/ —1BA2r)2’
2P 1)y 4 1 () = x2r+H1—(2r 4 1), %274 By(@r + 1)y x2—1 — .4 (— 1)~ BH2r+ 1)y, x.

Nédpod. Vytvotujici funkce pro Bernoulliské polynomy da se psiti jako

souéin
z

™ _1 . eﬂ'
v ném% prvy ¢&initel jest vytvoFujici funkce pro Bernoulliska ¢isla. Viz rov-
nice (1) a (2) odst. 109.

3. Z rovnice 99,41(1)=0 a piikladu piedchazejiciho nasleduje tento
vztah pro Bernoulliska éisla (Moivreova relace, viz DP odst. 159).
@r+1)Br—@r4+1)3Br—1+4...+(—1)r—12r+)2r—1 B, +- (— 1) (r—3)=0.

o xk—1
4. Ukazte, ze Pi(x 1 1) — pi(x) = k—1)

(vytvofujici funkce pro Bern. polynomy).
5. Z predchazejiciho pfikladu, je-li x celistvé a kladné, plyne snadno
120 4220 4 (x — 1)27 = (20) gy 41 ().
Obdobné lze vyjadriti i soucet
12041 22041 | 4 (ax — 1)27 41,
6. Dokaite vztah

) [odopix)dx =0, jeli r+s liché
0 -

Br+a

("+ (r+s

Nédood. Lze dokazati bud pomoci integrace per partes (viz 1. vydani JP)

aneb vyjadfime-li polynomy gr(x) v (0, 1) Fadami trigonometrickymi (dle odst.
113, viz také pozn.).

f—l

=1 » je-li r4 s sudé.

2. Jest. \ r+1
N2 .
fcpr(x).sin 2knx.dx =((?‘z;c)r » je-li r liché
f¢,(x) cos 2kax . dx =1 = ’k) . je-li r sudé.

Ve zbyvajicich pfipadech se integraly napsané rovnaji nule. (Postupuje se
stejné jako v piikladé predchazejicim.)
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8. Dokaste {m jest celé kladné)
—k+1

PH(x) + 916+ 1)+ orlx + o)+ orlr + ) = m T gama)

Snadno. vyplyvéd pomoci trigonometrickych rozvoji pro interval (0,1/m) .a
tudiz obecné.

9. Dokazte rovnice

1 1 r
le,-(E)_—‘(— 1)1 —'22,.—_1) @’

4 2 : 1 Br
Porl3) = Pal3) = (— 1 (1 — 35=5) 550

1 3 1 Br
‘Pzr(z) = ‘sz(z) =(—1)( —2—2;) %@’

1 5 1 Br
9)21-(6) =¢2f(€) = (l 22, —1/ (l 32’_ 1) 2 (2’_)'

Vyplyva z rovnice ptrikladu ptedchézejiciho a vztahu g(x) = (— 1)k gp(l — x).
Lze také dokazati z trigonometrickych rozvoji pro funkce ¢.

10. Dokazte déle s+1 1 Es

1
P+ =1 surs g

(Trigonometricky rozvoj pro @,,,,(x) a vyjadfeni &isel Es pomocl nekoned-
nych fad; DP, str. 247).

11. Odvodte na zéakladé pfedchézejiciho ptikladu a pfikladu 2 toto vy-
jadieni Eulerovych é&isel pomoci Bernoulliskych:

Es —24:8___(23)'240 g 201 B’—l +(28)24a —p 282 B“"z +_,,

ot (=1t ‘2321 o) 25

— q)s+1

T+ -2+ S

12, Lze psati
@019, 41 ()= Ay 415, 1) +Azf(2"r)+ ..... +adf3)
x(x— 1)...(x—'k'+1)

, nebof v takovém tvaru

kde Ag jsou konstanty a (x)__:

lze vyjadriti kazdy polynom stupné 2r+1 délitelny x(x — 1). Konstanty A
jsou dény rovniei

Av=(k— nr—F Tk —2p F T -3 -, k=234 ....

Ndvod. Abychom ustanovili Apg, dosadime do vyrazu pro ¢, (x).(2r)!
postupné za x k,(k—1),... 2. 1, 0 a klademe ty vyrazy rovny hodnotdm
uvedenym v pf. 5. Utvokim pak z levych i pravych stran rovnic tak vznik-
lych (v poétu k+ 1) k-té diference. Na levé strané dostaneme A, na pravé
pak (k — 1)-tou differenci z &isel (k — 1)2r, (k — 2)2r, (k. —3)2r, ....

13. DokaZte, ze pro &islo Bernoulliské jest platno toto vyjddieni:

2r+1

(—w—lBr:E orr —(* T Y 5 Yo — (- i1 T ha—n.

Petr, Integralni potet 2. v. 18
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Nédvod. Porovname s koeficienty pfi x! ve vyraze pro (2r)! ¢y, ,(x) daném
v piipadé pfedchézejicim a ve vyraze plynoucim z pFikl. 2.

14. DokaZte, Ze lze psat
. 1 1 1 1
— 1) Br = cel &isl -+ —-—4+=—4..,
(— 1)y Br ému lsu+2+3+p1+p'+

kde p;, ps, ... jsou prvodisla (> 3) takova, ze p,—1, py— 1, ... jsou déliteli
¢isla 2r.

Népod. Plyne z vyjadfeni éisla Bernolliova daného v pfikladé pfedcha-
zejicim. S¢itanec uvedeny tam za znaménkem souctovym jest Cislo celé, kdyz
/. neni prvocislo. Nebof zavorka hranatd jest délitelna (A —1)! (viz DP, str.
250, kde ¢islo + Gr, jez ocividné jest Cislo celé, shoduje se se zdvorkou hra-
natou délenou (i1 — 1)!, klademe-li v G, misto r, n &isla A —1, 2r); tiin spise
jest zdvorka hranata délitelna 4, je-li toto ¢islo sloZené a rizné od 4. Je-li
7 prvocislo a délitelem ¢isla 2r, pak jest zidvorka dle véty Fermatovy shodna
dle modulu 4 s 41— 1 a tedy piisludny séitanec rovny éislu celému zmense-
nému o 1/ Je-li 2 liché prvocislo, které nedéli 2r, pak dle Fermatovy véty
a% = 42n (mod 4), kde 2r; jest zbytek déleni éisla 2r &éislem 2 — 1; (A—1)-ta
difference viak 2r,-tych mocnin ¢isel celvch po sobé jdoucich, kde 0<<2r; <<2—1
jest rovna nule. I jest tedy s¢itanec piislusny ¢Cislo celé. Piipad, 7e A =2
aneb 7 =4, snadno vySetfi ¢lenaf.

15. DokaZte Ze Legendrovy polynomy hovi rovnici diff. lineirni dru-
hého ridu 3, .
¢] —x’)%xy,— x%+n(n+1)y=0.

Néood. Funkce n=(1 — x?n hovi rovnici #’(1 — x?) — 2nxn=0. Derivujeme-li
tuto rovmici n- 1-krite a klademe-li pak %" =y, mame ihned rovnici pro
Legendrovy polynomy.

16. Rovnice pfedchdzejiciho piikladu se zméni, zavedeme-li -misio ne-
odvisle proménné x proménnou ¢ rovnici x =sin¢ a misto nezndmé P funkci

u=y)cosg, v rovnici pro u
d*u 1
g Tt 3+

12. Rovnice differencidlni predchazejiciho piikladu ma dva mtegrnly
u,, uy hovici rovnicim (rovnicim integralnim)

1
4 cos? o Ju=0.

ﬁmmmm+§a—w
0

HI(Q)) :COS(’!+%)¢+2(2H+I) cosd f dt'
1 ) f‘u () sin (n+3) (¢ — ¢
us (%) =sin(n+5)9’+o(o,,+1)o cos'¢ dt
0<ipl<3

Népod. Ze funkce u,, u, proménné ¢ vyhovujici témto rovaicim spliiuji
danou differencialni rovnici, snadno se dokaZe derivovanim dle ¢. Tak ku
pfikladu méame ihned
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on 41 Fuldsin( -I%) t—9) 1 u(e)

u1"(¢)=—(n+%)'005 ("+%)'p_ 8 cos?t T4 cos'e
o

=—(n+%)’c05(n+%)tp 2n+1[2(2n+1)u1(¢)—2(2n+1)005("+—)‘1’]_

Ry

4" costy

Pt#i tom jsme oviem uZivali derivace integrilu dle parametru; to vSak jest
piipustno, nebof p¥i funkeci spojité integral dle definice C.— R. splyva s in-
tegrilem uréitym definovanym na zaklad& primitivni funkce. Pro tyto inte-
grily vSak véty pfislu§né jsou ndm znamy.

RovnéZz snadno lze dospéti od rovnice differencialni k rovnicim integral-
nim, uziva-li se methody v elementech theorie rovnic differenciilnich vykla-
dané, t. zv. variace konstant.

18. Mezi funkcemi u,, u, pfedchizejiciho pfikladu a Legendrovymi po-
lynomy jsou vztahy (n—1)

Vcosq: Pa (sin @) = (— 1)? 32_?1-6~
5.

—11.3. —2) 2 TR
Vcos ¢ . Pa(sing) = (—1)2 2.4.6.. ::——1; 2n_'*l_1~u1(rr), je-li n liché.

-uy (), je-li n sudé;

Néood. Integral rovnice differenciilni drultu zde v dvahu pFichédzejiciho
jest jednoznaéné stanoven, jsou-li diny jeho hodnota a hodnota jeho derivace
v bodé ¢=0 (a tedy v bodé x=0). Odtud lze uzavirati ihned napsané vztahy.

19. Jestlize jest M horni hranice funkci u,, u,, N pak horni hranice jich
derivace a to oboji pro interval (— g, @), kde 0<(po 1,7, pak jest

tg @,
M <1t — 5 +1)), Nt D+ Mg

t. j.
N< (et )/ = 2——(2‘5 -
Plyne snadno z rovnic integralnich pro u,, u,.
. Bude pak znaéiti v nasledujicim rovnost
, fx)=0(9(x),
¢(x) jest funkce stdle kladn4, Ze |f(x)|/@(x) jest, kdyz x jest v jistém in-
tervalu (A, 4 oo) resp. v (— Af, —o0), vyrazem koneénym (t. j. shora ohra-

ni("en)"m). Rovnost pﬂk (fx) — O(lp(x))
ném pravi, e lim L&) —o.
z—+0097(x)

20. Na zakladé oznaceni pravé vyloZeného miZeme psati (zdkladni pro-

ménnd, se zietelem které porovniavame dvé funkce, jest nyni n)
1.3.5...2n—1)

2.4.6...2n —O(

(viz str. 162) a podle ptikladi pfedchazejicich
Pa(x) = m%), Pra(x) = Q(Vm),
n

jestlize x jest v intervalu (— 14 &, 1 —¢). Ctenaf nechf stanovi &isla 4, B
nezavisla na x a takova, Ze pro vsecka x uvedeného pravé intervalu jest
18*



276
1
[VnPaix)| < 4, |n~ 2 Pa(x)|<B.
21. Oznaéme za piedpokladu, Ze n >0
z ‘'z

f Pa(x) dx = Pa1(x), f Pot(x) dx = Po(x),. ..

£1 +1
Pak jest, je-li v prvé rovnici n >0, v druhé n > 1

1
n(n+1)(n—1)(n-+2)

P V() = (@ —1)P'a(x), Pi'™ D)= (x*—1)' P'"n(x)

n(n+ 1)

a obecné, jellin>r—1

(== s yp® —
Pn (x)_(" T r)!(x 1) Pp"” (x), r=t,273, ...
(Jacobi, Werke, VI, str. 25.)
Nédood. Pro r=1, pro kteryito pouze pfipad vypsany obecny vztah
v nasledujicim upotiebime, jest vztah disledkem rovnice differencialni (pf¥.
15.), jak snadno nahlédneme, piZeme-li ji ve tvaru

i [(RORLLC) FRREY SO TN

V pripadé obecném lze relaci danou dokizati bud uplnou indukei aneb zcela
elementirné pomoci formule Taylorovy (viz Jacobi, 1. ¢.).

22, Ukaite, Ze jest identicky
n
Y ek + 0P @ Py =+ 1)
k=0
Ndood. Néasobime levou stranu x—y a misto (2k -+ 1) Prx(x) x piSeme
dle (9") odst. 117 (k-+1) Pr+1(x)+k Pr—1(x) a obdobné nahradime i (2k+ 1) P(y)y.

23. Dokazte, Ze

— sign (x —y) =Y, @k+ 1) PR L),
k=0

Pn+1(x) Pn(y) — Pn(x) Pr+1(y)
xXx—Yy

(oznaleni viz v pFikl. 21, P, }(y) = ) aneb, jelikoz dle vztahu
@k +1) Pe(y)=Pe+1(9)—Pi—1(y) jest (2k—+1)P™(y)=Pr+1(y)— Pe—1(y),
[= o)

sign (x — y) =; [Pe+1(x) Pe(y) — Pes1(y) Pe(x)],
=0

x,y v intervale (—1, 1). Poklidéme-li y za proménnou (a x za pevnou ve-
li¢cinu) jest Fada na pravé strané konvergentni stejnomérné v intervalech
(—14¢ x—¢), (x+¢ 1—5).

Ndvod. Integrujme identitu predchazejiciho pfikladu v mezich —1, y,
kde y <x. Dostaneme (primitivni funkce dle y jednotlivych &lent levé
strany ustanovend v pfikladé 21 jest pro dolni mez rovna 0, je-li k >0;
pro k=0 jest primitivni funkce pro y = —1i rovna —1):

Z (k)P PV 1=+ 1) f”"+1<x>Pn<y) = Pa(0)Puiily) 5
k=0 —1 x—Yy
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Integraci ¢aste¢nou mame

(1) yPn-IAl(x)Pn(y)—Pn(x)l)n+l(y)dy=(" + 1>Pn+ l(x)Pn(—l)(y)—Pn(x)l)n+1(_l)(y)_

; x—y x—y

—(n+

v
Pr+1(x) P (y) — Pu(x)Pa 1T V(y)
l—)[ (x—y)? dy.

Aviak | Prs1(x) PiV(y) = Pa(x) Pr it V() | < :, (dle piiklada 20, 21) pro

viecka y intervalu (— L +¢ x —¢), pFi ¢emZz 4 lze ustanovili nezdvisle na
y a n. Tudiz konverguje v posledni rovnici i prvy i druhy ¢len pravé strany
(tento dle véty o stfedni hodnoté) pro limn=oc k nule a to stejnomérné
pro viechna y intervalu (—1-4¢ x —¢€). Tedy

Z(2k+1)Pk(x)Pk(_”(y)+1=0 aneb Z(2k+l)Pk(x)Pk(—l)(y)=—1.
k=0 k=0

je-li —1 <y < x. Integraci v mezich 1, y, kde y > x, dostaneme, Ze soucet
nekoneéné rady uvazované jest +1, je-li 1 >y > x.

5.0 NUMERICKEM POCITANI URCITYCH INTEGRALU
(MECHANICKE KVADRATURE).

119. Vypocet numericky uréitého integrilu zivisi jednak
na zpusobu, jakym funkce za znaménkem integra¢nim se na-
chizejici jest definovina, jednak na mife ptesnosti, s jakou
integral hledany jest vypocisti.

Jestlize ku p¥. se md pocitati integral z funkce definované
Ffadou stejnomérné konvergentni anebo z funkce, jiz lze snadno
takovou Fadou vyjadriti, poc¢itime jej dle véty odst. 69, pri
¢em7 z fady bereme jenom tolik ¢lend, aby ¢islo vypoctené
davalo ndm integril hledany s pFesnosti zidanou.

Jesté jednoduseji lze stanovili hodnotu integralu, a to rovnéz
s presnosti libovolnou, zndma-li jest nam funkce primitivni
k funkeci za znaménkem integraénim (odst. 100, véta 2). Cetné
pfiklady k tomu podiny byly v &isti prvé.

Konelné véta Euler-Maclaurinova ndm v riznych svych
tvarech (viz odst. 111, 113) poskytuje velmi G¢inny prostfedek
k numerickému vypoétu urcitych integrald.

Pfi pouZitich matematiky v astronomii, ve fysice a pod.
byvaji vSak funkece, jichZz integrily se maji pocitati, dany to-
liko pFiblizn¢; ku pf. tim, 7e pro jistou fadu argumenti jsou
diny (pfiblizné) hodnoty funkce ptislusné. V takovychto pri-
padech nelze vypoditati integral s piesnosti libovolnou a ukolem
poltu jest stanoviti vedle ptiblizné hodnoty integralu téz hra-
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nici pro chybu (t. j. hranici pro rozdil hodnoty pro integril
vypoétené od pravé hodnoty integralu). Metody, podle nichz
se provadi tento pocet, shrnuji se zpravidla pod nizvem me-
chanické kvadratury.

Metody mechanické kvadratury lze pouziti ovSem i na vy-
podet integralt z funkei danych analyticky; touto cestou ziska-
me si Casto pohodlnéji potfebnych vysledkit neZz jinymi pro-
stredky (jako ku pft. integraci fady) a lze mechanickou kva-
draturou doeciliti p¥i funkeich danych analyticky vidy vysled-
ka, davajicich dany integrdl s ptesnosti libovolné velikou.

V nisledujicim vylozim hlavni metody pro mechanickou
kvadraturu.

120. Nechf bézi o vypoclet integrilu

b
]=ff(x)dx; b>a

pri demz funkce f(x) budiz dana pro n+1 hodnot, a to pro
x=a, x=2> a pro hodnoty, jez inicrval (a, b) d¢li na n stejnych
dild. Jest tedy f(x) ddna pro hodnoty x dané fadou

xo—a, x,=a-+h, xo,—=a+2h, ..., xn=a-+nh,

kdez nh =b—a. Hodnoty, jichZz nabyva funkee f(x) pro tyto ar-
gumenty, oznatime
Yo, Y1, Yoy ... Yn

Na zikladé pouhé znalosti ¢isel y,, y;, ... y» nemizeme ani pri-
blizné vypocitati integral J; jest tieba uciniti jisté predpoklady
o f(x). U¢inme ku p¥. predpoklad, ze f(x) jest funkeci v inter-
valu (a, b) stdle rostouci, kteryzto piedpoklad jest mozno pfi
b>a u¢inili oviem jenom tehdy, kdyz yi>yiy, (i=1,2,...n);
z predpokladu toho jiz také ndasleduje existence integralu
z f(x)dx. Pak jest dle véty o stfedni hodnoté

ath a+2h
hyo <[ £(x)dx < hys, by <[F(x) dx <hys, ..
n ath

a tedy scitdnim takto vzniklych nerovnin v polétu celkem n
b

o+ yr+ -+ Yod) <[FX)dx <R+ ot .+ un) )
[

Tim jest hledand hodnota integrialu uzaviena mezi dvé &isla,

jez se od sebe lisi o h(y.—y,), a miizeme tudi? hodnotu inte-
gralu poloziti rovnou aritmetickému stiedu obou ¢isel, p¥i ¢emz
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se¢ dopoustime chyby mensi, nez jest polovi¢ni rozdil obou ¢gisel,

t. j. nez
J Lh(Ya—yo;
tak mizeme klisti

ff(x)dx:h('}yo'i'yl‘l‘ya'i‘ +yn—1+%yn)+67,:‘(y"‘—!/o)v 1@<, (17

—~—(yo+y1+ At Yo 1+2Jn)+9'*(Jn_yo)

Stejny vysledek bychom obdrzeli, kdyby f(x) byla funkei
v (a, b) stale klesajici.

Leva strana nerovniny (1) ma jednoduchy geometricky vy-
znam. Jest to soucCet pravoihelnikii o zikladnich vesmés rov-
nych h a o vyskdch yo. y;, ... yn—y, kteryzto soucet tvori jisty
mnohodhelnik, vepsany do obrazce omezeného krivkou y=f(x)

F
Y E
~ D
/’ v,
7 Y
ck. ... 2 *
¥,
(/) X
y ) h h B
Obr. 3.

a pfimkami x =a, x=>b, y=0. Obdobn¢ pravi strana nerovniny
(1) jest soucet pravotihelniki,ddvajiei jisty mnohothelnik opsany
zminénému obrazei. Konelné prvy ¢len pravé strany rovnice
(1) jest soucet ploch lichobézniki, jichz rovnobéZzné strany jsou
diny poFadnicemi Yo, Yy; Y1- Y23 .- .3 Yn—1, Yn (Viz obr. 3, kde
kfivka y=/f(x) silné¢ vytaZena a pravoihelniky i lichobézniky
vkresleny za predpokladu n =3.) Se zietelem ke geometirickému
vyznamu priavé vytCenému sluje metoda pro vypocet integrala
opirajici se o rovnici (1) metodou lichobéZnikovou.

Jest patrno, ze proy ¢len praoé strany roonice (1') oyjadiuje
s presnosti dostatecnou dany integral,”mizeme-li v jednotlivych
intervalech neodvisle proménné (a, a+h), (a+ h, a+2h), ... po-
kladati f(x) s dostatecnou presnosti za funkci linearni; t. j.
vyjadituje-li v intervalu (a, a+ h) vyraz

vt B TR x— ) =yo+ B x— )
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funkci f(x) s ptesnosti dostateénou a podobné¢ v jinych inter-
valech.

Jak by se vypoéty v odstavei tomto naznadené provadély
za stejnych pfredpokladi az na to, Ze intervaly (xq,x1), (x5, X2), ...
(Xn—1, Xn) nejsou stejné, jest na snadé.

121. Ponechavajice oznaéeni odstavee ptedchizejiciho, klad-
me n=2m. Jest tedy dano 2m 41 hodnot yo, Yi, - .., Yu funkce
f(x) tak, ze yr=f(a+ kh), a interval (a, b) rozpadd se na m in-
tervald o délece 2h, t. j. na intervaly (a, a+2h), (a+2h, a+4h),...
V kazdém z téchto intervali jsou dany tfi hodnoty f(x), tak ku
pF. v prvnim jsou dany yo, Y., ys- Ucilime pak piedpoklad, ze
f(x) lze v jednotlivych intervalech o délce 2h pokladati s do-
stateénou ptesnosti za funkei kvadratickou proménné x stano-
venou vytéenymi tfemi hodnotami funkce. Lze tedy v intervalu
prvém poloziti za f(x) vyraz

Ao+ Arx + Agx?,
pii ¢emz A,y A,, A, jest tak stanoviti, aby tento vyraz staval
se pro x=a, a+h, a+2h po fadé rovnym y,, y1, y» Misto
a+2h
[rixyax

a

lze pak klasti
a+2h h
f(A otAix+A4x)dx= 3 [64, 1 A, (6a + 6h) | A, (6a% + 12ah + 8h?)],

a

coz jest rovno, jak snadnym poctem lze se piesvédditi,
h
=§(yo+4‘!/1+ys)-

(Posta¢i ku prokazani rovnosii obou vyrazi do posledniho do-
saditi yo=A4o+ d,a+4,8% y,=A,+ A, (a+h)+ A;(a+ h)? y,=...)
Obdobné vysledky lze odvoditi i pro ostatni intervaly; se¢tenim
jich pak ziskdavdame, Zc inlegrdl dany lze na zikladé uéinéného
piedpokladu s dostate¢nou presnosti kldsti rovnym vyrazu

[/
T;‘ Yo+ 4y1+ 2y +4ys+ 2y, +- .. F4Yopm —1 + Yoml (2

Formule tato sluje Simpsonova. Odvodime si ji pozdéji na za-
kladé jinych ptedpokladt, pFi ¢éemz zdroven bude za jistych
pfedpokladi o funkei f(x) podin odhad chyby.

Také tato formule maé jednoduchy geometricky vyznam.
Oznac¢ime-li plochu mnohoihelnika ABFEDC = A, plochu pak
mnohothelnika AC'D'D"E'E"F'B=B (viz obr. 4., kde ptedpokla-
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dino m =3, vyznam jednotlivych zna¢ek 4, B,...C",D,... patrny
z obrazce), jest hofeni vyraz rovny ¢islu
A+2B
3

K tomuto vvrazu snadno se dospéje, pokladaji-li se oblouky CD,
DE, EF kiivky y ={f(x) za oblouky parabol o osich rovnobéi-
nych s osou Y na zikladé zndmych vztahi pro plochu parabo-
lického tseku. Podrobné odvozeni prenechivim Ctendfi.

122. Vysledky odstavei pFedchazejicich lze zevieobeeniti
tim, ze nahraZujeme f(x) mnohoé¢lenem stupné¢ r-tého, kteryz
ucelné volime. K tomu ecili odvodime si'nékteré dilezité véty
o interpolaci t. zv. parabolické. Interpolace parabolicka spodiva
v nejjednodusiim piipadé v tom, Ze sestrojujeme mnohodlen

» E”

Y “D I"‘: F
f i i
! i P
! | Vs

¢ Al B
] H

c Lo )
] H ]

o ] H X
Ah » N r nh AN B

Obr. 4.

urcitého stupné r, ktery s danou funkei f(x) ma pro r+1 argu-
mentl x,, Xy, Xs,..., X, tytéZz hodnoty. To jest, znatime-li polynom
onen P (x) a f(xy) =y ze

Pr(xi) = f(xr) = ys; k=0 1,3 ... 1. 3)

Polynom takovy lze snadno sestrojiti; jest to vyraz

N _x=x)x—xg...(x—x7) (x — xg) (x — xg)...(x — )
r(x)_(xo——"l)(xo—-’fn)---(xo—xr)y°+(x1—xo)(xl—xa)---(xo—-fr)yl+“.
{x — xg) (x — x) .o (x — xr—1) 4

"'+(xr——x.,)(xr-—xl)...(xr—xr—l) !
= Xoyo+Xan+ ... + Xeyr, ’
kde (je-li i rizno od 0, 1, 2, 3, r—1, r) jest

X; :(x —xg (x —x)(x — xp) ... (x — xi—1) (x — xi41) ... (x — x7) )
(xi— xq) (xi —xp) (i — Xxg) o o« (xi — xi—1) (xi— xi41) . .. (xi— x7)

Ze mnohotlen (4) stupné r-tého ma vskutku v (3) vyznacené
vlastnosti, patrno ihned, dosazujeme-li za x po fadé xg, xy, X3, ... X
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A jest to jediny polynom stupné r-tého majici ty vlastnosti
(pokladdme-li dva polynomy, jez sobé se rovnaji pro kazdou
hodnotu proménné x, t. j. jeZ se sobé rovnaji identicky a které
se tudiz lisi nejvySe tvarem, za tytéz polynomy); nebof kdyby
byl jeSté jeden mnohoélen stupné r-tého ku p¥. P,(x), pak rozdil
P;(x) —P;(x) by byl rovny nule pro x=uxi, k=0, 1, 2,...r; tedy
celkem pro r+1 hodnot proménné x, coz jest nemozno; ncbof
mnoho¢len r-tého stupné nemize pro r+1 rdznych hodnot pro-
ménné byti rovny nule, neni-li roven nule identicky. Mnoho¢len
(4) jest interpolaéni mnohoélen ve tvaru Lagrangeooé; budeme
pak v ndsledujicim k vili stru¢nosti nazyvati mnohocleny in-
terpolacni, jez se tomuto identicky rovnaji, polynomy interpo-
lacni Lagrangeooy.

Rozdil f(x)—P.(x) jest dle definice mnohoclenu P,(x) v (3)
rovny nule pro x=uxq, x,...x;; pro hodnotu toho rozdilu pro
jiné hodnoty x lze odvoditi vztah v nasledujicim uZiteény, za-
vedeme-li pfedpoklad, Ze f(x) ma v intervalu, ve kterém sc na-
chazeji body xo, x4, x5, ... X, x, derivace f'(x), f")(x), ..., f"U(x).

U¢inivSe tento pFedpoklad, vezmeme v dvahu funkei pro-
ménné z

P(2)=f(z) — Pz)—

(z—xg)(z—xy)...(z— x¥)
(x —xg)(x—xy)...(x—x/)

(f(x)— Pr(x)).

Tato funkce ma prvni, druhou, ... (r+ 1)-ni derivaci (dle pred-
pokladu o f(x)); rovnd se pak nule pro z=x a pro z=ux, x,,
..., % (dle definice P,(x)). Dle Rolleovy véty jest prvni derivace
jisté rovna nule pro r+1 hodnot neodvisle proménné z, druhd
derivace pro r, tfeti pro r—1 hodnot, ... a (r+ 1)-vda derivace
pro jednu hodnotu proménné z, jez nachidzi se o intervalu
obsahujicim disla x, x4, %y, ..., xr. Oznacme tuto hodnotu E.
Jest tedy Hr+D g — o,
aviak snadnym poctem plyne (stali vyraz pro @(z) r+ i-krate
derivovati a pak dosadili z=§)

DT+ gy g(r+1) _ (x+1)| B
" dv-l =7+ (x_xo)(x—xl)...(x_.xr)(f(x) Prx)),
odkudz
= R

Tim jest podano vyjadfeni funkce f(x) polynomem P, (x) a ¢le-
nem, jemuz budeme Fikati zbytek p¥isluSejici k interpola¢nimu
polynomu P,(x). Vyjadieni to ma praktickou cenu jenom tehdy,
zname-li aspon priblizné pribéh funkce f+V(x).
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PRIKLAD. Funkce ﬂx):}-—l}——é nabyvi pro x=0, 1, 2 hodnoty 4, }, }.
Mnohot¢len ¢ x*— 2, x+ 1} nabyvad pro x=0, 1, 2 tychz hodnot; jest to tedy
interpolac¢ni polynom -Lagrangetv -k dané funkci a hodnotim 0, 1, 2 neod-

visle proménné. Dle (5) pak jest
1 x(x— l)(x—2). —6 ,
x+42 6 E+2)¢
pti ¢emz E jest v intervalu obsahujicim ¢isla 0, 1, 2, x. Je-li x >0, coz budeme
pfedpoklidati( jest i £>0 a E4+2>2; i miZeme tudiz pFedchizejici vztah
psati téz

=g —fext+ i+

L—!'z-’f“—g";.x‘-i—{r—Teé—)x(.uv— 1)(x—2),

x+2
x>0, 0O,

¢imz ddino pfiblizné vyjidfeni dané funkce polynomem druhého stupné a
zbytkem, jenz nds do jisté miry orientuje o mife pfibliZeni.

POZNAMKA. Qzpacime-li
P (x)=(x—x) (x — x,) (x — xg). .(x—xv),

lze mnohoc¢len P.(x) dle (4) psiti ve tvaru

=00l t ot e

P'(xe)(x —xg) =~ P'(xy)(x—x,) @'(xr) (x—xr)

Toto vyjadieni mnohoélenu interpola¢niho vyplyva téz ihned
P, (x)
P(x)

né, pouzivajice pfi tom (3) a rovnice (7) odst. 13.
b

123, ]estliie.jest pocéitati ff(x)dx, pfi ¢emz jednak jsou zna-
a

rozklad ve zlomky Castec-

pfimo, provedeme-li na zlomek

my hodnoty y,yy, ...y jednak vime, Ze f(x) ma derivaci f"+V(x),
jejiz pribéh jest pfiblizné znim, muZzeme pouziti (5) a psati

b b b
af fix)dx =af Pr(x)dx +af e e, ®)

Pro druhy ¢len pravé strany postac¢i urc¢iti hranice, mezi nimiz
jest obsazen; tim stanovime presnost, s jakou prvy ¢len udava
dany integral. Volbu é&isel x4, x1,.., %, lze uciniti zptisobem riiz-
nym; nazna¢ime v nasledujicim dva takové zpisoby nejdi-
leZit&jsi.
Metoda Cotesova. Cotes klade
xo=a, x;=a+h, x,=a-+2h,... xr=a+trh=0>b. @

Touto volbou dostivame déleni intervalu (a, b) na r stejnych
dili (déleni ekvidistantni). Pak dle (4)



b b b b
fPr(x)dxzyo Xodx+yy [Xydx+... 4 yn [ Xndx.
a

a a a

Zavedeme-li v jednotlivych integrilech na pravé strané novou
proménnou substituei x=a+ ht a dosadime-li za x; dle (7), mame

Mt — 1) (b — i - 1) (E—i— 1)...(¢
Ji=n.. 1 . (.2..0

b
'[.Xidx:(— 1y—ih :?dt:h.C(?, (8)
a

)

kde C? jest hodnota ¢isté numericka (na a a b nezavisla). Tim
dostavame

b
f Pr(x)dx =h(CDyo+CPys+ ...+ CDyn. ©)
«a

V druhém é¢lenu pravé strany (6) jest & &islo zavislé na x, obsa-
zené v (a, b) a spojité se ménici s x, je-li f"+V(x) spojitou funkei
v (a, b). Provedeme-li i tu svrchu udanou substituci, zméni se
druhy é&len ve vyraz

= 1)...(t—T)
Tl)!—f"+l)(a+ht)dt, 0o<t<r.

hr+2
Z vyrazu pro zbytek jest patrno, ze chyba, s kterou vyjadiuje
vyraz (9) dany integrdl, blizi se k nule, kdyz h se bliZi k nule,
a to jako jeho r+2-hi moenina, zmenSujeme-li oviem h tim, Ze
interval (a, b) zmenSujeme (nikoliv tim, Ze nechivime vzristati
r). Rikame zkrétka, 7e zbytek jest v h fadu r+2 (podrobnéjsim
rozborem zbytku bylo by lze ukdzati, ze jest v h fadu r+53,
je-li r sudé).

Dosadime-li do integralu (8) vyjadiujiciho C% dle rovnice
t=r—t,, dostaneme ihned C?=C,?;. [iné vztahy pro Cotesova
¢isla obdrzime, dosazujeme-li za f(x) mnohoclen stupné r nebo
nizsiho, pro néjz zbytek jest roven nule a pro néjZ integral
z f(x) jest pfesné din vyrazem (9).

Klademe-li ku pt. a=0, b=r, h=1 a f(x)=1, obdrZzime

C(E)+c(;)+ C(;)+...+C(:)=r;
pro f(x)=x(x—r) a f(x)=x(x—1) (x—r+1) (x—r) vyplyvaji
snadnym poCtem rovnice

3
Hr—1.CP4+20—2).CQ4 ..+ -1 1.2, =%
r* i

1.2.(r—2)(r—3)C9 42.3.(r—3) (r—4-)C(:',)+...=30—F e
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atd. Rovnice az dosud napsané postacuji pro snadny vypocet
Cotesovych ¢&isel az po r=5. Dostavame pro
pro r=1 Cy=4%, Ci=4,

r=2 Cy=%, C,=4%, C.=1%, (formule Simpsonova)

r=3 C,=4, C,=4, Cy=14, Cs=4

r=+4 C0=iﬂv Cl=**n C$=IQEI Ca='2‘ts .o

r=5 Co=7% Ci=%, C:=1H, C=ii ..

124. Druh4a metoda. Abych podal snadno srozumitelny vy-
klad jiné metody ku praktickym poc¢tim dcelnéjsi a vskutku
uzivané, zvlisité pii vypoétech astronomickych, poloZim p¥i od-
vozeni jejim r=73; budu tedy uzivati mnohoélenu interpolaénich
stupné tfetiho a predpokliddati, ze f(x) ma spojitou derivaci
4. stupné. Zavedu ddile ihned pro jednoduchost x = a + ht a polozim

flx)=f(a+ht)=F(t). (10)
Vypoéty proviadéti budu nejprve pro F(f). Ve shodé s piedcha-
zejicim zavedu je$té oznadeni
FO=fa)=y,, F)=fla+th=y., F@=f(a+2h)=y,. ...

1
K  vypoétu fF(t)dt sestrojime pro F(t) Lagrangeiiv interpolaéni

0
mnohoclen stupné tfetiho, jak svrchu bylo vytleno, p¥i ¢em7
provadime interpolaci pomoci hodnot funkce pro t=0, 1, 2, 3;
tedy pomoci hodnot, které jsou z éasti oné interoalu (0,1) a jsou
rovnéz ekoidistantni jako pfi metodé Cotesové. Obdrzime

Fit)= (t— I)(t 22?(_[—-—3) o+( 2{('t—3) +t(t I)(tl )y,—i—

+t(t_3,-1;(t| 2) +t(t—l)(t—2)(t B)F(‘)() (11

kde 0 <7< 3. Integraci v mezich (0, 1) jest tedy
F¢ )(71)

fF(t)dt=Ayo+By,+Cy,+Dys jt(t—n)(t 2)(t—3)dt, (12)
0

pFi ¢emZz jsme uzili u integrilu ze zbytku véty o stfedni hod-
noté; 0<1,<3; 4, B, C,D jsou numerické konstanty, jez bychom

snadno mohli vypocitati na zikladé vyrazu (11). Oznacime-li
posledni ¢len v (12) kratce z,, miZeme psati

fF(t)dt:A.Uo'f‘ By,+Cy,+Dy;+z,.
[1]

1 2
Této formule uZijeme na jF(t + 1)dt =_jF(t)(lt, i dostaneme
0 1
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2
JF®dt=4y,+ By, +Cys+Dyst 22,
1

kde _ F® (cy) 1

zZy 2T =1 (—2)(¢t—=3)dt; 1 <Tg< 4
[1]

Takto i dale postupujice, ziskime tuto Fadu n rovnic (prvé dvé
znova vypisuji)

1
JFWadt=Ays+ By + Cys+Dys+2.
0

-2
[FOdt="4y,+Bya+ Cys+Dyot 24,
1

3
JF(dt=A4y:+ Bys+ Cy,+ Dys+ 2.
2

n
jF(t)dt:Ayn—l + Byn+Cyn+1+Dyn+2+ za,

n—1

kde .
z.:%ﬁ(l—l)(l—%(i—})dt, k—1<n<k+2
o

N n
Seétenim levych stran téchto rovnic obdriimefF(t)dt; na pravé
) .

strané pak obdrZime s¢itinim — nehledé k ¢islim z —

(A4 B4+CH4D)AYo+ Y1+ ye+-- - +yn—1+iyn)+
A+ (—34+31B4+1CH D) (yn—yo) +(CH DY (yn+1 — y1) + D (ya+2—yy)-

Vyrazu tomuto miZeme oividné dati tento tvar
MQAyo+yi1t+yet...+yn—1+tyn)+alyn — yo) -+ (dyn — Ayo) +7(4*yn — Ay,):
pti ¢emz M, a, B, y jsou numerické konstanty (nezavislé na n) a
Ayn=yn+1—yn, Ayn=Ayn+1 —Ayn=yn+2 - 2Yyn+1+yn; AYyo=y,— Yo --+»
nebof Yo, Ynt1, Yn+s daji se vyjadriti jakoZto linedrni vyrazy
V Yn, AYa, 4%*%yn a naopak. Obdobné jest tomu mezi y,, y;, ys a
Yo» AYo, A%, Soulet &isel z lze psiti se zietelem k tomu, Ze
FW(t) jest spojitou funkei, ve tvaru

n 1
Z»_:,,: 5 f ((t— 1) —2)(t—3)dt . [FO () + FO )+ . ..+ FO ()] =
k=1 )

— 1
L0 -oft(t—n)(t—z)(t—z)dt- 0<r<nt2
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tak mame celkem

JFOdt=MGya+y1+ vt tun)+elun—yo)+B(dyn— Ay +7(d'ya—Ayo)+
0

+nF( )(‘t)

t(t—l)(t —2)(¢—3) dt.

Zbyvi jenom stanoviti numerické soudinitele M, e, 8, ». K tomu
Géelu miizemesizvoliti F(f) a celé kladné é&islo n libovolné. Zvolime
si n=1; k ur¢eni M pak polozime F(f)=1. I dostaneme rovnici
M =1. Ku vypoéiu e klademe F(t) =t, obdriime

1

[tat=G.o+§0+au —0), «=0.

(V]
K urceni f klademe F(f)=¢(t—1), tu jest yo=0, y, =0, y,=1.2
a dy,=0, Ly,=2, 4y, =2, 4*%y;=2. Ku stanoveni &isla p polo-

zime F(t) =(t —1)(t—2); ziskdame tak snadno

ft(t—l)dt _ft(t _0&—_2_)

Ve vypoétu predchizejicim jsme predpoklidali r= 73, t. j. po-
lynom interpola¢ni stupné ifetiho; kdybychom byli vypocet
provadéli obeené (. j. pro interpoladni polynom stupné r), dostali
bychom snadno tento vysledek

r—I1
fF(t)dt ('L‘.Uo+y1+!/z+ +yn——1+—},-yn)+2 ak(Aky"_Akyo)+ar nF(f+1)(r)
k=1
pti demz Ay, = L1y, — Sy,
“"—ft(t*(l?ﬂ)' at, 0<i<ntr—1 o<n.

Pro funkeci f(x) proménné x jest dle (10)

Fo+D(r)=hrtl fr+1)(§), alt<a+((+r—1h,
a+nh

fF(t)dt_ ff(x) dx

a formule (13) zméni se v nasledujici
a+nh r—1
f/(x)dx=h( Yotyr1+yat.. A yn— l+lynH—hzak(/‘kyn—Aky¢)+nh'+2arf('+1)(5)
a (14)
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Cisla a,, @, ... jsou dina pro prvni indexy rovmicemi

—_1, 1, - 19 __t ., t B | 1
NT I3 T ST = T3 me %6001
Gg=— 0 Lt o _2 1t 1
5= T 50480 70 ' 70.864 T 54192 B4 84.7 B84.7.12

v 33953
T 3628800

Formule prdvé napsand (pfedpokladajici existenci a spoji-
tost derivace f”*V(x) v intervalu (&, a +nh)) ma rizné prednosti
pied formuli Cotesovou. Clen prvy snadno lze poéitati; koeffi-
cienty ¢iselné @, @,,... zdvisi pouze na svych indexech (a nikoli
na stupni mnohoc¢lenu interpola¢niho pravé uzivaného), nasled-
kem ¢ehoz, byl-li proveden vypodet pro stupen ku p¥. 4. (r=4)
a dosazend presnost jes5té nevyhovuje, postaéi k vysledku vy-
poétenému pricisti ¢len ha, (4y.— A%y,), abychom méli vypocet
pro r=>5. Kone¢né ¢len udavajici zbytek sndaze se pocita nez
u formule Cotesovy a jest pti funkcich, s nimiz se v aplikacich
matematiky zpravidla setkavame, pfiblizné roven he, (4y,—4'y,),
(coz vSak nelze tu dokazovati‘, takze Ffada udavajici integral
m4 s jistym pfFiblizenim vlastnost fad asymptotickych (odst 73.,
111.). Naproti tomu jakoZto vadu vzorce (14) jest uvésti, 7e ku
vypo¢tu integrilu v mezich (a, a4 nh) uziva se téZ hodnot

funkce f(x) pro x=a+(n+1)h, a+ (n+2)h,... a+(n+r—1)h.

125. Vzorec (14) jest pribuzny skupiné formuli, jez lze po-
1

dobné odvoditi. Ku (14) jsme dospéli tim, Ze [F(t)dt jsme poci-
0

tali na zakladé interpola¢niho mnohoélenu stupné r, pfi ¢emz
jsme pouzivali ku sestrojeni toho mnoho¢lenu téchto funkénich
hodnot: y,, Yy, ...y- (z nichz toliko prvni dvé lezi v intervalu
(0, 1)). Mohli bychom vsak uZivati ku interpolaci hodnot

Y=t Y—ri+1, .. Y—1, Yoo Y1 Yo --- Yrys I+Te=T, (@)

kde y—i= F(—4)=f(a—4h). Tim bychom obdrzZeli vysledky ku
(14) obdobné. Jelikoz ve vyslednych vzorcich vyskytuji se diffe-
rence resp. souéty funkénich hodnot, jest uziteéno zavésti pro
funkéni hodnoty, jich difference a soulty zvlastni oznaceni.
Klademe nejprve misto yr=f(a+kh) symbol (a+k,0), ostatni hod-
noty uzivané sestavujeme ve schema, jez vysvétluje nasledujici
tabulka, sestrojend toliko pro 5 argumenti a—2h, a—h, a,

a+h, a+ 2h.
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arg. |1 0) o | @ )
— 2} —-2,0 —2,2
* l (a_‘g'-_') (a ) (ﬂ—%, I) (a ) («‘1—%; 3)
a—h (a—-1,0) (a—1,2)
(8—--;,—') (&'—%, l) (a—%’ 3)
a (a, 0) (a, 2)
(ﬂ+-§',’—') (8+%, ') (ﬂ+-§-, 3)
at+h (a41,0) (a4+1, 2)
(a+4.—1) (a+3 1) (a+1 3)
a-+2h (a+2,0) i (a+2, 2)

Ve sloupci s nadpisem (0) jsou v této tabulce zaneseny hodnoty
funkce f(x) pro argumenty vyznaéené ve sloupei s nadpisem
Arg. na ptislusném radku; fadky, na kterych se hodnoty funkce
nachazeji, sluji hlavni. Ve sloupci s nadpisem (1) jsou prvé
difference dvou sousednich hodnot funkénich; jest ku pfF.

(@—% D=@—1,0—(a—2,0), (a—% 1)=(a 0)—(a—1, 0).

Kazda difference nachdzi se na fadku leZicim mezi radky, na
nich7 jsou hodnoty funkéni, jichZ rozdilem pravé jest. Radky,
na nichz jsou prvé difference, sluji vedlejsi. Ve sloupci s nad-
pisem (2) jsou druhé difference hodnot funkénich, t. j. prvé
difference z prvych differenci (vytvofené pravé tak z prvych
differenci, jako prvé difference z hodnot funkénich, takze jest
ku p. (@a—1,2)=(—3% D—(@—3} ).
Umistény jsou na fddcich hlavnich a vzhledem k prvym diffe-
rencim obdobné, jako byly umistény prvé difference vzhledem
k hodnotam funkce. Koneéné jsou v tabulee vypsdiny jesté
treti difference. Ve sloupci nadepsaném (—1) jsou ¢isla, jichz
difference jsou hodnoty funkce f(x) obsazené ve sloupci (0).
st ku pf.
Jestku pf. =+ —0—@+d
Cisla ta nazy’rvati budeme souétova éisla 1. Faédu k ¢islim
(a+ k, 0); jsou psana ptirozené na fadeich vedlejsich a symbol
je vyjadfujici jest tvaru (a+ 34, —1), kde 4 jest ¢Cislo liché.
Jedno z téch souctovych &isel muzeme si zvoliti libovolné; ku
pF. (@+ 34, —1). PiSeme-li rovnici definujici ¢isla souétova
2k+1 Ly

(a+k, 0)=(a+

pro ko, ko41, ko+2, ..., k, a rovnice tak vzniklé se¢teme, dostaneme
k,

(+_1'|;1 1) — (+2k° 1)=Z(a+k, 0),

k=k,
Petr, Integrélni polet, 2. v 19
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odkud? jest patrny divod, ktery ma pojmenovani veli¢in ve
sloupei (—1). Tabulku bychom mohli rozsititi zpisobem stejnym
v obojim sméru a piidati ku p¥. sloupce (4), (5),... (—2),..
Jsou pak jasny tyto vyroky:

1. Kazdy sloupeec dava difference po sob¢é nasledujicich
hodnot ve sloupci sousednim -na levo poloZzeném.

2. Kazdy sloupec diavd souctova ¢isla k ¢islim po sobé nd-
sledujicim sloupce sousedniho na pravo poloZeného.

5. Symbol (a+—’ q) ma vyznam (p, g jsou Cisla cela; je-li

p sudé, p=2p’, pak symbol ten lze nahraditi symbolem (a+p’, ¢)
a naopak) tenkriie ve smyslu podaném, je-li soucet p+q &islo
sudé (aneb, co jest totéz, jsou-li p, ¢ Cisla stejné parity).

K &islim v tabulce zavedenvm pfipojujeme jeSté aritme-
tické stitedy dvou po sobé nisledujicich ¢isel jednoho sloupec.
Klademe — zavdadéjice pro né oznaCeni —

PE2 p1=+2F 9.

i;[(a-f- 1q)—(a+
V disledku tohoto oznaceni ma pak kazdy symbol (a+g’ Q)

vvznam (je-li p+ ¢ sudé. jest to jedna hodnoia z tabulky;
je-li p+q liché, jest to aritmeticky stfed hodnot (a+4(p+1).q)
(a+ i (p—1). q)).

Jsou pak, jak snadno plyne, platny tyto vztahy

(a+lf.?2.f_37q)—<a+{—j:q>=(a+‘—’#’q+n). +)
D, — D) +|+ 2k
@+P2 -+ =Y+ 2TITE gpn (x)
k=0

Druhy jest oviem jednoduchym dusledkem prvého; p,— p,
jest cislo sudé, kladné.

126. Na zikladé predeslanych oznadeni lze ikol piredlozeny
snadno Fediti a FeSeni diti jednoduchy tvar. Omezime se vsak
toliko na dva hlavni pfipady.

1. PFipad proy. P¥i pocitini integralu z F(f)dt v intervalu
(0, 1) budeme pouzivati heanct (e), pii ¢em? ri=s, r,= s+ 1
t. j. téchto funkénich hodnot

(a—s,0,(a—s41,0),...(a0,(a+1,0),...(a+s+1,0. ()
Integral z piislusného polynomu interpola¢niho v mezich 0,1 (pii
proménné ¢; je-li integraéni proménna x, jsou meze a, a-+ h;



201

viz (10)) jest stejné, jako interpola¢ni polynom sim, linearni
formou hodnot (8) anebo, coz jest totéz, linedrni formou hodnot

@+ 4+o0 @t @a+4:2,...(a+428), (a+4,25+1) »)

(nebot hodnoty (y) jsou linedrnimi homogennimi vyrazy hodnot
(P a naopak) a lze tedy psati
a+h 1

£ [fxdds = [F@ydt = Aoa+ §. O+ Aya+ 3.0+ Aaa+ 1.2+ .
a [}
vt Ag (@t 2s+ 0+ ,.Efﬁl),

P¥i tom jest pro zbytek platna rovnice

2 _ F* D)
0,17 (2542

1
ft(ﬁ— 12) ((2— 2%)... (2 — s (L —s — 1) dl
0

a zbyva jenom vysetiiti ¢isla A, nezdvisla od f(x). K tomu cili
nejprve vychazime z rovnice

1 1
0fF(t) dt ::ofF(t —fdt

a jest tedy patrno, Ze nabhradime-li Fadu hod_uot (@), které na-
byva F(t) pro t=—s, —s+1,..., s+ 1, Ffadou hodnot, které¢
nabyvia F(1—f) pro tytéZ hodnoty argumentu, t. j. fadou

(a+s+1,0), (a4s,0),...,a+1,0), (@ 0), ..., (a—s 0. 8

vyraz podany pro integral z F(f)df v mezich 0.1 se nezméni.
Avsak fady (8) a (8) se lisi pouze poradkem; Fada (3') shoduje
se s fadou () psanou v opac¢ném pofadku. Sestrojime-li ku (8)
prisluiné differencni vyrazy, stejné jako v (») jsou sestrojeny
ku (8), dostaneme Fadu, jez shodovati se bude s (p) aZ na to, Ze
misto (a+ 3%, 2k+1) bude —(a+4. 2k +1). Zni(*nimé-li_ tedy
u A, As, As. ... ve vyrazu pro integral z F(t)dt v (0,1) zna-
ménka, nesmi se hodnota i{oho vyrazu zméniti a jsou tedy —
jelikoz ¢isla (a+ 1, 2k 4+ 1) jsou obecné¢ od nuly rdzna alibo-
volnéd — ¢isla Ay, A, As, ... rovna nule a zbyvad stanoviti
jenom As;z.

Pfi stanoveni téchto ¢isel pak postupujeme takto: Stanovme
ku pf. 4, volime F(f) =%(t+ 1)t (f—1)(t—2), t. j. klademe

F(—2)=1, F(—=1)=0, F(0) =0, F(1) =0, F(2 =0, FG) =1 a
schema hodnot funkénich a ptislusnyech differenci (pokud je
pottebujeme) bude toto
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t=—2 1
—1
t=—1 0 1
0 —1
' (=0 0 0 1
0 0 0
t 1 0 0 |
0 1
t=2 0 1
1
t=3 1

Jest tedy
(a+3%.0=0, (a+3}, )=0, (a+4,2)=0, (a+}.3)=0, (a+{,4=1, (a+4 k)=0,

je-li k>4. Dosadime-li tyto hodnoty do vyrazu pro integral
z F(t)dt v (0, 1), mdme ihned

1
A‘:%!f(t+1)t(t—1)(t—2)dt
0

a zcela stejné obecné

1
Ay = 1‘)'ft(t’—1’) (3 —2%) ... (8 —(k— 1)) (t—K) .
o

2k

Na zikladé tohoto vysledku miZeme psiati pro zbytek
ré¥) = F® 20 g, 5.

at+h
PiSeme-li v rovnici ziskané proff(x)dx misto a po fadé a, a+h,
, a
a+2h,...,a+n—1h (v symbolech (a+14, q) na pravé strané jest
na zakladé vyznamu téch symbold klisti misio a po Fadé a,
a+1, a+2, ..., a+n—1) a séitame-li rovnice tak vzniklé,
dostaneme, uzijeme-li hned vztahu (x), tento vysledek (za A,
klademe 1)

ainh

A [f)de=[@+n, — )+ Agla+n, 0+ Aua+n,3) +... +Azla+n, 25— 1] —
— (@ — ) Aa(a, 1)+ Ala, 3)+...+ A2 (a, 28— 1)]+ R,

pti cemz, pfedpokladime-li, Ze (2s+2)-ha derivace funkce f(x)

v intervalu (a—sh, a+ (n+ s+ 1)h) jest funkei spojitou, jest
R=hZT2fC42E) ndgsts, a—sh<E<at(n+s+1)h

Veliéiny, pomoci nichZ jest integral vyjadien, jsou aritmetické

sttedy dvou veli¢in po sobé nasledujicich v jednotlivych sloup-

cich zikladni tabulky. Zvlasté pak jest
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(@a+n —-)—(@—)=lyotyr+yvst.. . +yn—1+ i yn

2. Pripad druhyg. Tu poCitaime integral z F(f)dt v intervalu
integra¢nim (—1/3, /y), p¥i Cemz se pouzivaji tyto funkéni hodnoty:

(4—s,0),(a—s+1,0), ..., (a,0), ..., (ad+s—1,0), (a+s, 0). )
Postup pFi vypolétu shoduje se iplné s postupem naznadenym
v ptipad¢ prvém. Integril z polynomu interpola¢niho jest li-
nearni formou hodnot
(a,0), (a 1), (a2), ... (a 25)

a opét vymizi v této linedarni formé koefficienty pti (a, 2k+41)
ze stejné pritiny jako v pfipadé prvém. Tak dostaneme
at+ih

hff(x)dx_.fl-'(t)dt_B,,(a.o)+B,(a 2+ ... + Bas(a, 29)+r2} Y.

a—Lh

Pii vypoctu r'®) pouzijeme tohoto obratu. Misto polynomu

interpolacniho, pouzivajiciho pouze hodnot (d), pouzijeme po-
lynomu interpolac¢niho sestrojeného na zikladé (d) a derivace
v bod¢ t=0, jiz jako zndmou (=y’,) na okamzik pfedpoklidame.
Tento novy interpolatni polynom vyjadfen pomoci proménné
jest rovny pivodnimu polynomu interpola¢nimu pouzivajicimu
pouze (d) zvétSenému o vyraz

((2—13) (12 —29)...(1*—s9)C,

kde C jest konstanta zdvisld na y’y. AvSak integril z tohoto
vvrazu v mezich —}, 4 jest nula (nebof vyraz ten jest funkce
lichd). Jest tedy integrdl z nového interpola¢niho polynomu
iyz jako z plvodniho na zikladé hodnot () sestrojeného. AvSak
zbytek, kdyz piedpoklidime, Ze jsou diny (d) a y’y, nabude tvar®)

(2a+1) F2e+2) F77 (@)

T4y = Cs 12! ft’(tz—12)(13—2’)---(13-—3’) ds.

Jelikoz viak veliciny By jsou dany rovnici
1 4
Bot= sy _j:a (2—19)... (2 —(k— 1)% df,

muzeme rovnici pro zbytek psiati téz ve tvaru

(..a+l 32 (2s+2)(r)

_!I—' —s<‘£<s.

*) Piisludna Gvaha pro jiny pfipad (odvozeni Simpsonovy formule) jest
provedena zevrubné v odst. ndsl. 127.



294

7 rovnice odvozené nasleduje stejné jako svrchu séitinim (By=1)

2n—1
2

%ff(x)dx:[(a—}—n—{;,—l)-l— By(a+n—%, D4+...+Bas(a4+n—%, 25— 1) —
T la—4 — 1)+ Baa—} ).+ Basla—}, 25— DI+ R,
kde pro R’ jest

a+ h

R =hPt2fE 0@y nB, o a—sh<i<at(nts - Dh;
dile jest
(a+n—4% -N)—(a—%, —1)=yot+m+y.+...+y,_,-

Hodnoty ¢isel As a Bz pro prvni indexy jsou tyto:

1 TN | 2
h=—5  ATmTnta A= ~g0480™ ~320 7320, 189"
A= 2497 1 1 + o

8= 3628800 1440 1440.105 ' 1440.105.24°
do—_ M7 _ 1 ___ !
107" ""95800320 6480 6480.1232 6480, 1232, (2
| —_ 1z _ 1
32_24’ By= 5760 360 360.16°
367 ( 1 1
B““%?@_fz@é"'%ss.60+7633.60.6’
Bo—_ .89 _ ! _ 1 —
8= T 464486400 16800 16800.144 16800.144.12
1 1
T 16800. 144. 12.8 16800.144.12.8.2°
p. 1295803 _ | + 1 + 1 _
107120624 409 600~ 95 040 ' 95 040.240 ' 95 040 . 240 .28
1 |

T95040.240.28.48 95040 .240.268.48.4

Prevedeme-li vyrazy pro A4i, Bx v desetinné zlomky, dostaneme
tuto tabulku:

k | Ay B

2 1 07083333333333 | 0°041666666667

4 | 00015277777778 | 0002951388889

6 | 0003158068784 | 0000379237606

8 | 000688810626 | 0°000059978075
' 10 | 0000154456687 | 0000010567252

127. Formule Simpsonova. Mnoho¢leny interpola¢ni, jichz
jsme dosud uzivali, byly ddny hodnotami funké&énimi pro uréité
hodnoty neodvisle proménné. Ku stanoveni téch polynomu lze
viak uzZivati téz jinych dat, ku p¥. hodnot derivaci dané funkce
pro nékteré hodnoty proménné. Nejprve jako ptiklad propoéi-
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{dme tkol: Sestrojiti mnoho¢len tietiho stupné, ktery nabyva

tychz hodnot jako f(x) pro x=a, a _2l_ b » b a jehoZ derivace rovna
se derivaci funkee f(x) pro x=a—2ﬂ-
v ‘ ’ b ’
Oznacime f(a) = yo. f(d;b) =y, f(D)=y f (’a—l’_—) =Y

Mnohoclen hledany P(x) muzeme psati ve tvaru

Pe=dut Ay (x—2E2) 44, (v —25E) o, (s 212

K urleni neznimych soudiniteld mame CtyFi rovnice, jeZ jsou

—b —b\*, , (a—b)®
po= Aot 4 252+ 4 (T b s (252

n=de b—a\®, , (b—a)’
Yya= Ao+ 4, ‘)d+Az( > a) +Aa( 28)’
yh=4d4,

Z druhé rovnice vyplyva Ay=y,; seCtenim prvé a t¥eti obdrzime

A b—al’_ Yot¥a—2y1
3 >

—_ 3 P JU—
Podobn¢ vyplyva A, =y'y. A, (b 5 a) =Y 5 yo—y'lb 5 4, &imz

- -

viecky koefficienty stanoveny. Ku stanoveni rozdilu mezi f(x)
a P(x) zabyvime se za ptedpokladu existence ¢tvrté derivace
funkce f(x) podobné jako v odst. 122 funkei

(z— a) (Z — #)a(z —b)

P(2)={(z) — P(z)— (f(x) — P(x)).

2

(x—a)x— ) =)

Tato funkce proménné z stiva se nulou pro hodnoty z=a,
a+b . . a+b
5 b, x; jeji derivace pak nulou pro z= 5@ dle Rolleovy
vétyb pro tfi hodnoty uvniti intervald omezenych hodnotami a,
a4+ ’

2

noty a tedy ¢tvrta derivace (dle Rolleovy véty) pro jednu hod-
notu ¢ nachdzejici se v intervalu obsahujicim hodnoty a, i.(':ﬁ,
b, x. Utvofime-li ¢tvrtou derivaci dle z a klademe-li v ni z=E§,
dostaneme

B0) () = 0. =1 (£) —

» b, x. Stivd se tedy prvni derivace nulou pro ¢tyfi hod-

4!
(x— ai(x—a+b)’(x—b)

2

(flx) — P(x)),
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odkudz

-

(x—a) (x—ﬂi_b)’(x—b)
f)=P()+ . Fo)

¢imz priblizné vyjidieni funkce f(x) pomoci mnohoélenu pro-
vedeno.

Uzijme tohoto vyjadfeni na vypocet integralu ff (%) dx.
Nejprve mame

fP(x)dx:A,,(b—a)-}-%A, (b:"); [y1+yo_+i;:2ﬁ] b—a)=
[} ’ =
=222 (yo 4y 00

Integril ze zbytku pfeménime dle véty o stfedni hodnoté:

b
f(x—a) (x i(8+b))’(x b)f(‘)(;)dx——f(‘)(ﬁ')f(x—a)('c _ +b) (x b)dx— )

(b—ap fOE)

b f(‘)(é')ft(t ip—nde=—&—a 19@),

takze jest celkem

b— a) F (e
a(yo+4y1+yz)—( 1zoa) -f4(!5), a<E <b,

K b
ff(x)dx= ;

kterazto formule (nehledime-li ku zbytku a jinému oznaceni)
shoduje se s formuli Simpsonovou diive odvozenou. Jest také
tato formule. (nehledé ku zbytku) zvlaStnim pFipadem formuli
Cotesovych pro r=2. Nevyskytuje se v ni y’;, jejiz znalost
jsme predpokladali, a jest tedy celkem patrno, ze polynomem
interpolaénim druhého stupné uzivajicim hodnot funkénich pro
a+b

2 .
gralu jako polynomem interpola¢nim tfetiho stupné.

x = a, > b dosahujeme piiblizné téhoz p¥i pocitdni inte-

PRIKLAD. Uzivime-li posledni formule na vypocet integralu

1
dx . N+41
ON—+x—'°gT'

dostavame ihned

Nt_ 1t 8 1 \_ 8 _

*) Provedena tu substituce x=a--(b—a)t.
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formule tato mtze bvti uzitetnd pri politani logaritmi, jak
hezprostiedné jasno.

128. Budiz dan nyni kol sestrojiti mnoho¢len interpolac¢ni,
ktery v bodech xy, x,,..., x, nabyvd hodnot ye y1, ..., yr (jako
dani funkece f(x)) a jehoz derivace v tych? bodech nabyva
hodnot ¥, Y1, ..., Y’ (jako derivace dané funkce f(x)). Jelikoz
jest celkem 2r+42 hodunot ddno, mizeme pfedpokladati, Ze stupen
hledaného mnohoé¢lenu jest 2r+ 1. OznaCme jej Q(x) a vy-
Setfme, zda takovy polynom vzdy existuje. Znac¢i-li P/(x) inter-
pola¢ni mnoho¢len Lagrangeiv (viz odst. 122., t. j. mnohoc¢len
r-tého stupnd¢, ktery jest pro x,, x4, . . ., x; rovny po fadé yo, Y1, . ... Yr),
jest patrno, 7e rozdil Q(x)-— P, (x) stiva se nulou, dosadime-li
za x nckterou z hodnot xy, Xy, ..., x,, odkud? plyne, ze rozdil
ten jest délitelny (x—xo) (x — xy) ... (*—x,). Lze tedy psati

Q(x) = Pr(x)= (x — x¢) (x — x7) . . (x— %) Qr(), (19)

kde Q,(x) jest mnohoélen stupné r-tého. Derivujme tuto rov-

nici dle x a dosadme potom x = x,; obdrzime
Q'(xo) — P'r(x) = (xg — x1) (X9~ X3) . . . (3¢ — x7) Qr(xo)

aneb Y'o— Py (xg) = (x0— 1) (xg — X3) . . . (xo— x7) Qr(xo),
¢im7 jest stanoveno Q,(x,). Stejné ustanovi se Q(x,), Q:(xa),

. » Qr(x); vidime tudiz, Ze md-li existovati polynom Q(x) za-
danych vlastnosti, musi existovati polynom Q;(x) stupné r-tého,
jenz by pro x = x,, x3,..., ¥, nabyval hodnot y'o, y'1, ..., ¥’
Takovy polynom vsak dle interpolaéni formule Lagrangeovy
vskutku existuje. Existuje tedy i mnohoclen Q(x) za danych
podminek. Ze jest jen jeden takovy mnohoclen, vyplyva po-
dobn¢ jako obdobn¢ tvrzeni pro interpola¢ni mnohoc¢len Lagran-
geuv (odst. 122.).

Rozdil f(x) — Q(x) a jeho prvni derivace stavaji se nulou
pro hodnoty xq, x4, ..., x, neodvisle proménné (dle pfedpokladi
o Q(x) a f(x)); jest snadno hodnotu toho rozdilu stanoviti pro
jiné hodnoty neodvisle proménné zpisobem pfi interpola¢nim
polynomu Lagrangeové (odst. 122) a ve zvliStnim pFipadé
v odst. 127. podrobné vylozenym. Sta¢i vychizeti od funkce
proménné z dané vztahem
— X))z —x) ... (z— x)®
—xo) (x—x1)%...(x— xn)?

o) =")— Q) — (= () — QU);
dostaneme za pfedpokladu, Ze f(x) md derivaci ¥adu 2r 42,

fin)= Qe+ =GR i ), (20)
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kde £ jest hodnota nachaze;ncn se v intervalu, ktery obsahuje
cisla x, xg, X9, ..., Xn
MiZeme tuto rovnici psati dle (19) ve tvaru

[(x)=Pr(x) 4 (x — xp) (x — 23} . . . (x™— x7) Qr{x) + (21)
-_ 0 2 -_— 1)2. . ( - I‘)!
+ (x — x,) (.’c(f_’r—f- L X = %0 for 2y ),

P#i tom jest Pr(x) interpola¢ni mnoho¢len Lagrangeliv a zavisi
linedrné na Yo, Y1- . . -» Yr; Qr(x) zdvisi linedrné rovnéz na téchio
Cislech a jesté na y'o, y'v, ..., Y're

POZN4iMK A. Piislusnou formuli interpola¢ni v projedna-
vaném privé piipadé (obdobnou formuli Lagrangeové (4)) ziskali
bychom snadno na zikladé (8), odst. 13. Klademe-li opétné jako
v odst. 122, p(x) = (x—x0) (x — xy) ... (x—x;), mame ihned dle
citovan¢ formule

Q(x) _ ] @' (x0) Y'x — 9" (¥k) Y )
9 (x) L [cp'( Xy lz(x—\za)2 +z TP =) @

¢imz vypocet mnohocélenu Q(x) proveden. V nasledujicim viak
této formule nebudeme pouzivati.

b
129. Kdybychom na zdkladd (21) poditali ff(x)dx, (l.osiali

bychom v disledku okolnosti, ze P,(x) a Q,(x) zdvisi lineirn¢
naYe Yo Yo Y1 --- z (21) tento vysledek (uzivajice na zbytek
véty o stfedni hodnoté za pFedpokladu o spojitosti funkce
[+ (x) v (a, b))

ff(x)dx—Aoy.,+Alyl+ Ayt Baflot Bt ot B S o

kde A4, A4,, ... By, By, ... jsou konstanty zavislé toliko na x,,
xl, oo Xry

b
C=f(x —xo)(x—x)?.. . (x — xr)¥dx 22n

a £ hodnota v intervalu obsahujicim ¢isla a, b, xq, x4, ... &r

POZNAMKA. Jsou-li x4, Xy, ... x, hodnoty délici interval (a, b)
na r stejnych dild, pii ¢em? a=x,, b=x, jest

Jredz=heae+ awat -4y + B2 Eoy'o+Buy's -+ By +

her +8f(2r+2) (E')

+7 Gryor
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tu jsou @g, ay, ...y, Br. ... hodnoty Ciselné a

T
» r=fxt(x—1)2...(x—r)dx.

0
Odiivodnéni ptenechivim ¢tenafi, jakoz i vypolet soucinitela
ax, B pomoci integrdld podobné jako pfi formulich Cotesovych.

130. Abychom dospéli ku metodé Gaussové pro mechanickou

kvadraturu, polozime si otizku, zda lze voliti xg, %1, ... x: (ja-
kozto redlnid &isla od sebe riznd) tak, aby v (22) Cisla By, B,
... B; byla vesmés rovna nule, t. j. aby vyraz

b—a
r

h=

b b b s
;,f f(&)dx= ! Pr(x)dx + ;{ ‘(x —xd v —a) (v — ) Qr(x)dx 4+ (A(’_,—(:_-;_L—f;)('&)

nezavisel na yo, y'y, ... Y, al jest f(x) jakdkolio funkee (majici
(2r 4+ 2)-hou derivaci). Tomu bude vyhovéno tenkrdl a jemom
tenkrate, vymizi-li z pravé strany posledni rovniee ¢len druhy
()ediné na y'x zavisly); toho pak docilime jenom tim, z¢ klademe

(x—ag)(x—xy) . (x— )= ((_)Lrl:_._l_)l;_‘ . gg;i
pii CemZ numericky souclinitel na pravé strané jest volen tak,
aby nejvyssi mocnina x(r41-vi). na obou stranich néla stejny
koefficient (=1). Ze tomu vskutku tak jest, snadno lze nahléd-
nouti; nebof Q.(x) jest libovolny mnohoclen stupné r-tého (se
zietelem k tomu, Ze vy, Y1, ... jsou libovolné) a mnohoclen
r 4+ 1-vého stupné

[(x —a) (x = D)}r+1,

a‘i’;%(x_a)r+1(x_b)r+l
jeding ma tu vlastnost, jakz dfive bylo dokdzdno (odst. 115.),
7e integral v mezich (a, b) z tohoto mnoho¢lenu nisobeného
libovolnym mnohoélenem stupné r-tého jest rovny nule. Po-

névadZz pak rovnice

dr+1
dxr—l(x—u)’+1(x—b)’+1=0 (23)

ma viecky kofeny redlné, mezi sebou razné a obsazené v in-
tervalu (a, b), vidime, ze zoolime-li x,, x;, ..., x, tak, aby se
po iradé rovnaly koreniun této roonice, obdrzime

Jer+2)E)

er¥2)t’

b
[Rx)dx=Aayo+ Ayt + Aryr+ Crin ()

kdez

4 _7‘ (x—xg)...(x —xk—1) (x — xk41) ... (x — x7)
k_a (xr — xg) ... (xk — xk—1) (X% — xXk41) ... (X — Xx1)
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¢ jest jista hodnota intervalu (a, b) a, jak snadnym poctem
z (22') a z odst. 95., rovn. (3) plyne,

I -
2r+3 \1.3.5...2r41 2

Oznacime-li kofeny Legendreova polynomu Pry(x) (odst.1106.)
znackoy =, k=0,1,2,...r, pii ¢emz nechf 7, <7, <7, ... <7,
jsou ¢isla xx (t. j. kofeny rovnice (23)) ddna vztahem
_atb a—b
2

Cr+| =

- Tk (+)

r P . b_a v v v . , - .
Koefficienty Ak=—2~]k, ¢isla 7 a kone¢né numericky soucinitel
. , . —a\r+3 ; ,

#r, jimZ ve (24) ndsobeno jest (——2—) . uvedeny jsou v nasle-

dujicim pro nejnizsi hodnoty &isla r.

3 3 8
r=1; tg=— V 71'——1%“; Jo=J1=1; Nn=gs
8 8
r=2; ——-V 71=0, ‘E;—l/ .]o—.]z—— .]1:'6; Hzl—ﬁ.
l_l 128
r=3; u=x |21 LV si=t7 LVs0; =102
o 128 3°2+13V7o L. o 128
r=4; 5=0, r;—+l/9 V70 Je=3550 Ji=—gg0 J+25 7= agse°
POZNAMKA. Provedeme-li ve vyrazu pro A4i substituci
_a+b b—a ’
2 2
ihned

_f U—r)(l—1)...({—x1) (t—1k41)... (L —T)
Je= ta;75)(fk—fl) (te—tk—1) (ke — 1) .. (rk—tr)dl'

Oznacdime-li funkei za integra¢nim znaménkem @i(f), mizeme
v diasledku (21)%) téz psati

w’(tk)1k=f¢k2(t) dt,
-1

odkud? jest patrno, ze Jr>0. Ostatné jest, jak ¢tendf snadno
dokdize, voli-li vhodnym zptsobem funkei f(x), Jx=J;_x a
Jo+ i+ L+ ~+ Jr=2
o JotnJit+n)at. +1r’Jr—i
o'Jot+ntitntst. .+ wtr=

*) Anebo 1éZ miZeme klasti b=1, a=—1, f(x)=o¢+*(x) a potom uziti
formule (I).
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6. O FUNKCICH S VARIACI KONECNOU.

131. Definice. Postup uZity pti zavedeni urcitého integralu
na zakladé definice Riemannovy umozZiiuje ndm jednak defi-
novati jednodu$e novy a pro pozdéjsi dvahy dilezity druh
funkei, jednak odvoditi pfislusné hlavni véty.

Zachovavajice oznaleni odst. 85. a nasl. zavedeme soucty

%:Z(Mk—mk), k=1,2...n.
k

P¥i tom se é&isla Mi, my vztahuji k funkei f(x) a k interva-
valim vzniklym z (a, b) body x, < x,<...<xu_;, t. j. k in-
tervaliim (a, x,), (x5, X3), . . .. (x_1, b), a patii tedy kazdy z bodt
xx ku dvéma sousednim intervalim.

Souéty B jsou vidy kladna é&isla (neni-li f(x) v (a, b) kon-
stantni, kdy rovnaji se nule). Jestlize souéty B pFi dané f(x)
neptevySuji uréité ¢islo 4, af zvolime si délici body jakkoliv
(a v jakémkoliv poctu), Fikime funkei f(x) funkce s variaci
koneénou v intervalu (a, b).

Funkce s pariaci koneénou jsou integrace schopny. Nebof

e Ordx,=Sr(Mr—mp)axe S e X (Mr—mi) S ¢ A,

jestlize ¢ jest velikost nejvétsiho z intervali Axi. Jest tedy

lim % Ordx,=lim ¢4=0,
a4xp=0 e=0

¢imz véta dokazina.

PRIKLAD 1. Funkce stile rostouci jest funkce s variaci koneénou.
Nebof tu jest

232%‘(1‘“ - mk)=%'(f(xk)-—f(xk_1)) =f(b)—fl(a),

tedy viecky B =f(b)— f(a).
Rovnéz snadno se dokdazZe, Ze rozdil dvou funkei f;(x) - fo(x) stile ro-
stoucich jest funkce s variaci koneénou. Tu jest vidy

B < f1(b) +fob)—fi(e) — +(a).
PRIKLAD 2. Funkce definovana v intervalu (0, 1/7) vztahy

f(x)=sin-£— pro 0<x§nl,
f(o)y=o0

neni funkei s variaci kone¢nou. Nebof v kazdém z intervalii

0, (L, 1), (L, Ly

n 2z 2z 3=n 3n 4a)
jest oscilace funkce rovna (. Intervalt téch jest vSak neomezeny pocet. Lze
tedy udati soulty %, jez jsou véisi nez jakékoliv &islo pfedem stanovené.



Funkce v3ak 1 1
f(x)=x’sin-;.- 0<x§;,

f()=0
jest s variaci kone¢nou, jak snadno &tendf dokaze.

132. Vyjadifeni pomoci funkei neklesajicich. Pro funkce
s variaci konefnou plati véta, jiz si odvodime. Nejprve
jest patrno, Ze soulty B pti funkei f(x) s variaci kone¢nou
v intervalu (a, b) tvofi mnozsivi Ciselné majici jistou horni
hranici; oznac¢ime si ji V (a, b). Rozdélme nyni interval (a, b)
bodem ¢ na dva mensi intervaly (a, ¢), (¢, b); [a <c < b]. Utvo-
fime pak jeden (libovolny) soucet B, ku funkei f(x) a intervalu
(a. ), jakoZz i jeden (libovolny) soucet B, ku téze funkei a in-
tervalu (¢, b). Soucty B,, B, dohromady divaji jeden soucet B
(pattici k intervalu (a, b)) a muzeme tudiz psati

8,48, < V(a, b).

7 toho jest patrno, ze i soutty B, i soucty B, maji svoji horni
hranici (jiz obdobné oznac¢ime V (a, ¢). resp. V (¢, b)) a 7c
Via,c)+Vie,b) 5 Va,b). (a)

Aviak ptidame-li k déleni intervalu (a, b), z ného? vznikl libo-
volny souc¢et B, bod ¢, dostaneme déleni nové (neni-li oviem
niahodou bod ¢ jednim z bodd xy, x,, . .. xs—;) a pFisluiny soucet
k tomuto novému déleni oznac¢ime T'; i jest, jak patrno, LY
Soucet B rozpadd se viak pFimo ve dva soudty B,, B, (pro
interval (a, ¢), resp. (c, b)), takze jest také

B< B < V(a, o)+ Vi, b),

odkudz V(a,b)< Via, ¢)+ V(e b). )
Ze vztahi (a) a (b) viak vyplyva nutné dilezita relace
V(a,by=V(a, ¢)+ V(e, b) a<lc<b.
7. této relace nasleduje snadno, ze {unkce
Vv

o=t @D,
NG alx<b

RISt}

jsou-funkece s x stile rostouci (anebo alespon neklesajici). Nebof

Via, x+h)—V(a,x)+flx+ h)—f(x)

o+ h) — gx) = :

a tedy dle svechu dokdzané relace jest pti h kladném

_ Ve, x4+ W+ (fix+ h) —f(x)
2
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a TOvnéz

ylx 4 h) —p(x)= Vix, x4 h_)—#ﬂ):f(x)) .

Avsak V(x,x +h) jest vétsi (po pFipad¢é rovno) nez rozdil mezi
horni a dolni hranici hodnoi funkee f(x) v intervalu (x, x+h):
tedy jisté véisi (po pripadé rovno) nez f(x+h)—f(x)| a tudiz
piti h kladném
o plx+h) —g(v) =20,  Y(x+h)—p(x)=0;
jsou tedy funkece @(x), ¥ (x) funkcemi neklesajicimi.

Jest viak dale

P(x)—y(x)=7F(x).

takze mime vétu: KaZdd funkce s variaci koneénou da se oy-
jadriti jako rozdil doou funkci stile rostoucich (anebo alespon
neklesajicich).

7. této véty opétné nasleduje, Ze funkce s variaci koneénou
v (a, b) jest integrace schopna v intervalu (a, b); (odst. 88., a).

133. Funkce spojité a zaroveit s variaci koneénou. Cislo
V(a, b) v odst. predchdzejicim definované sluje variace funkce
f(x) v intervalu (a, b). Pro toto ¢islo plati nasledujiei véta:

Jestlize funkce f(x) s pariaci konecénou o intervalu (a, b)
jest o intervalu tom funkei spojitou, jest V(a, b) rovno lim v, kde

nzkzlﬂxk_l)‘—f(xk) | . c=1,2,....n,

(¢isla xy, x3, ..., Xn—y déli interval (a, b) na n intervalt mensich,
xo=a, x,=>b) pro ten pripad, Ze lim dxi=lim (xx—xt—,) =0
a Ze zdroven n roste nade vsechny meze. (Véta prva.)
A naopak: Jestlize existuje lim v v tom pripadé, zZe
lim Ax;=0, (k=1,2,....n)

a Ze zarovernt n roste nade viecky meze, a jestlize f(x) jest
o (a, b) funkci spojitou. - jest f(x) v (a, b) funkci s variaci ko-
neénou. (Véta druhd.)

Dokazme nejprve vétu prvou. Ponévadz podle predpokladu
jest f(x) funkei v (a,b) s variaci koneCnou, lze udati rozdé-
leni intervalu (a, b) na N intervalt mensich (a, y1), (Y1, y2)s - . ..
(yn—1, b) tak, aby Cislo 8 odst. pfedch. pro toto rozdéleni se-

2]

strojené se lidilo od V(a, b) o méné nez
V(a, b)—B=V(a. b)— Z(M; —m;) <3 i=t2...,N; (0
7

M; resp. m; jsou horni resp. dolni hranici f(x) v (yj—, y)).
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Jelikoz f(x) jest spojitd, lze tim, Ze udinime | Axx|-< 7, kde
7 jest ¢islo kladné vhodné volené, dociliti, aby oscilace f(x)

v intervalu (x¢—,;, x¢) byla mensi ne7 - 4N

Déle nasleduje za predpokladu spojitosti, Zze hodnot M;,
m; funkce f(x) vskutku nabyva; oznalme prislusné hodnoty
ncodvisle proménné z;, 2;, takze jest M;=f(z;), m;=[(z;). Pii-
dejme k bodim x: body z;, z’;; dostaneme nové déleni intervalu
(@, b) v intervaly mensi a k nému pfislusny soudet utvofeny
obdobné, jako jest utvofeno v pro déleni intervalu (a, b) pomaoci
bodd xi. pojmenujme v’. | jest nejprve

v’ =0, D'—D<‘-‘%,~2N=§- (d)

(Nebof pridanim bodid z, Z’; se nejvyse 2N intervald (xr—1, x%)
rozpadlo na intervaly mensi; jelikoz pak v (x:—1, x) jest osci-

v’ v £ - rd . r L4 v E M
lace mensi nez iN’ jest rozdil mezi v a » mensi nez N’ 2N,

jak bylo vytceno.)

]est viak téz v =%, aneb B—v'<0, (e)
jak bezprostiedné patrno. Nasledkem (c), (d), (¢) plyne (se-
¢tenim prisluSnych nerovnin)

(V(a, b)—B) 4 (o' — )+ (B—v") <,
aneb V(a, b)—v<e.
Jelikoz pak V(a, b)—v>0, jest tim tvrzeni vétou prvni dané
dokazino.

V dikaze podaném vSak také jest obsazen dikaz véty
drvhé. Nebot kdyby f(x) nebylo s variaci kone¢nou, bylo by
lze udati soudet B libovolné veliky, ¢islo pak v v pfedchaze-
jicim sestrojené (a také viecka ostatni v s mensimi dxi) by dle
(d), (e) bylo vétsi neZ ?B—i; nemuze tudiz miti limitu, nechime-li

Adx¢ konvergovati k nule.
134. POZNAMKA. Véta pravé dokdzand nam dovoluje v tom

pripadé, 7e f(x) ma derivaci v (a, b), vyjadFiti V(a, b) uréitym
integralem. Jest tu ihned na zikladé véty o stfedni hodnoté
poctu differencidlniho »

fOer)—F(xr—1)=Axif" ()
a na zikladé definice uréitého integrilu (se zfetelem k doka-
zané vété)

V(a,b)=~_;lf’(x)ldx’-
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Pii tom jest oviem tieba jeSté predpokladati, ze | f(x) |
jest v intervalu (a, b) kone¢nd a schopna integrace podle defi-
nice Cauchy-Riemannovy.

Obecnéji nasleduje stejnym zpisobem (uzitim véty o stfedni
hodnoté, oviem véty o s. h. poétu integrilniho), jestlize f(x)
jest integrilem funkce @ (x) v (a, b) integrace schopné, t. j.
jestlize pfi a<<b

f(x)=f¢p(x)dx, a<a<b a<x<b [0}

b
V(a,b)= \fl o) s

nebof integral (f) jest funkei spojitou. Jelikoz pak s ¢@(x)
i {@(x)| jest integrace schopno, patrno jest, ze funkce (f) de-
finovand uréitym integralem dle C.-R. jest funkce s variaci
koneénou.

Vétu tuto lze vsak i jinak jednoduse dokizati. Nebof, je-li
f(x) v (a, b) integrace schopno, jest i | f(x) | integrace schopno.
Funkece [F(x) [+ (%)

jest bud kladna anebo nule rovnd; a jsou tedy funkce
7-(x)=f{ [ £(x) | + f(x)} dx, *P(x)=_f1 f(x) | dx
s rostoucim x (a < x < b) funkce rostouci a tedy funkce
fzf(x) dx=4(x)—v(x),

jakozto rozdil dvou funkei rostoucich, jest funkei s variaei
koneénou.

135. Diskontinuity funkci s variaci koneénou. Avsak i jinak
lze pouziti véty odst. 133. K tomu cili vySetfime nejprve, jaké
diskontinuity se mohou vyskytovati u funkei s variaci konec-
nou. JelikoZ lze vyjadFiti kazdou funkei s variaci konecnou
jakozto rozdil dvou funkei rostoucich, postaci, kdyz vySetiime
diskontinuity mozné u funkei rostoucich. Avsak otazka tato
rozieiena byla jiz v DP, odst. 72., kde v podstaté dokazano, ze
neni-li ¢(x), funkee to rostouci, resp. neklesajici v (a, b), v bodé
¢ toho intervalu spojitou, ze existuji limity

li_lg plc—8)=g(c—0}, li_rg plct+e)=g(c+0), e>0

Petr, Integralui podet, 2. v. 20



306

takové, ze

p(c+0)>9(c—0) a tudiz g(c+0)=p(c)=p(c—0).
Z toho nasleduje pro funkce s variaci konetnou: Funkce f(x)
s pariaci konecénou v intervalu (a, b) jest v kaidém bodé x,
toho intervalu bud funkci spojitou aneb ma diskontinuitu, jez
viak jest takooa, Ze existuji obé limity

ljﬂ) F(xo—&)=f(xy—0); lcigtl) f(xo+&)=f(xo+0). >0

pri éemz tri cisla f(xo+0), f(xo—0), f(x,) nejsou vesmés si
roona.

Diskontinuity v bodé x,, pfi nichz existuji f(xo—0) i f(x+0)
a zaroven f(xy—0) Ff(x,+0), sluji diskontinuity proého druhu.
Existuji-li f(xq—0), f(x,+0) a je-li zdroven

f(xo—0)=[(x0+0) + f(x0),
ma f(x) v bodé x, rovnéz diskontinuitu, nazvvejme ji odstra-
nitelnou (se zretelem k tomu, Ze pozménénim hodnoty funkee
f(x) v bodé x, bychom mohli dociliti funkce spojité). Pomoci
téchto pojmenovani mizeme Fici, ze funkce s variaci koneénou,
neni-li o bodé x, spojitd, ma diskontinuitu bud proniho druhu
anebo odstranitelnou.

136. Na zikladé piedchazejicich dvah lze snadno dokazati,
ze funkce V (a', b') jest spojitou funkci a' i b, vztahuje-li se
Via', b) ku funkci f(x) o (a, b) s pariaci konecnou a zarovern
spojité a kde a<a'<b'<b. Dokaime to vzhledem k ¢islu b
Nejprve jest V(a’, x) funkce neklesajici s rostoucim x; tedy
existuje dle ptedchizejiciho odst. V(a', b'— 0). Dile jest dle
odst. 133. V(a, b’) limitou ¢&isel

n

V=Y |f(x'R)—f(xk=1) |, @=a<x"h<xh<...Jxh=D"
=1,
Avsak |
Y1 = | S V@, s < Vi, b1 —0)
k=1
a tedy v< V(a, b'—0)+ | f(b) — f(x'n—1) |;

tudizlimita ¢isel v (kterou zna¢ime ¥V (a',b’)) miize byti nejvySe rovna
V(a',b’—0) (nebof, kdyz intervaly (x's_;, ¥'s) konverguji vesmés ku
nule, konverguje i | f(b')—f(x'a_1)| vzhledem k tomu, 7Ze f(x)
jest spojita, k nule). Ponévadz viak zirovei V(a',b) =V (a’,b'—0),
jest nutné V(a, b'—0)=V(a, V). Stejné se dokize
V(a'4+0,b")=V(a', b"). )
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Dale jest, je-li ¢ téZ v (a, b). €0 a ¢ >b' +¢,
Via'b'+¢e)= i/(a', c)— V(' +¢c")
a dle (j) pro lim e=0
V(a!, b'+0) =V (a’, ¢')— V(b'+0, ¢y =V (a', ¢y — V(b', 'y = ¥ (a', b").
Jelikoz jest i V(a', b’'—0) i V(a, b'+0) rovno V(a, V'), jest
V(a', b') v bodé b’ funkei spojitou. Obdobné vyplyva, ze V(a, b’)

jest spojitou funkei éisla a'.
Z rovnice pak identické

Jlx)= V(a, x)2—|— f(x) _F(a. x)2— F(x) ,

nasleduje véta: Funkce f(x) o (a, b) s variaci koneénou a spo-
jita jest rozdil doou funkci neklesajicich a spojitych.

POZNAMKA. Dilezity pojem funkei s variaci kone¢nou byl
zaveden od C. Jordana v jeho Cours d’Analyse (2. vyd., r. 1893).
Pti definici jich vychazi misto od souctd B. od souéti

n

(=Y | () —fCx)

k=1

Zavedenim souc¢ti B misto ¢ neni dotéen pojem funkéni, doci-
lena viak tim nékterd zjednoduSeni pfi pfisluSnych vykladech.

7. ELEMENTARNI TEORIE RAD FOURIEROVYCII.

136a. Pod Fadou trigonometrickou o periodé 27 vyrozumi-
vame rozvoj tvaru

1ao+ (a; cos x+ by sin x) 4 (a, cos 2x - b, siﬁ 2x)+...

+(ak cos kx +bgsinkx)4..., (1)
v némz a&,, a;, 8, ...; by, by, ... jsou Cisla na proménné x ne-

zavisla (konstanty). Jestlize tato Fada jest konvergentni (pro
viecka x), pfedstavuje ndm soucet jeji funkeci periodickou @(x)
o period¢ 2%; t. j. plati pro funkei tu vztah
e(x+27)=9(x). (&)
Jsou-li vsecky koeficienty by rovny nule, nazyva se fada
pfedlozena kritce Fadou kosinusovou a funkce prislusna jest
sudd; ¢(— x) = ¢(x). ObdobnV vyznam ma pojmenovani Fada
sinusood, kterazto, je-li konvergentni, md za soucet funkeci
lichou; @(— x) = — @ (x).
20*
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Riazné problémy analytické, hlavné viak dkoly fysiky ma-
tematické a aplikované matematiky viibec, daly podnét ku
feSeni ukoli:

1. Vysetfiti, zda lze danou funkei f(x) rozvinouti v Fadu
trigonometrickou v intervalu, jehoZ délka jest rovna periodé 2z

2. V pripadé kladném jest stanoviti koeficienty ax, bx té tady,

Ukol druhy fesiti jest snadno, jestlize jest znamo, 7e danou
funkei f(x) lze vyjadtiti fadou trigonometrickou a Ze rovnice
pFisludnd mezi f(x) a fadou trigonometrickou ji rovnou

J(x)=14a,+ (ay cos x+ b, sin x)+ (8, cos 2x+ b, sin 2x)+. ... (3)
platnd v intervalu o délce 2n, ztstane zachovina, kdy7 jsme ji
znasobili bud vyrazem cos kx anebo sin kx a potom integrovali
v intervalu o délce 2n, v némz rovnice (3) jest platna, pti ¢emz
na pravé strané integrujeme nekoneénou fadu ¢len za ¢lenem;
k=0,1,2,3,... Nechf jest interval o délee 27, v némz (3) jest
platna, interval (0, 27); zndsobme za pfedpokladu uvedeného
(ktery jest ku pf. splnén, kdyz fada ve (3) jest v (0, 2n) stej-
nomérné konvergentni, viz odst. 69, véta 1) rovnici (3) na obou
stranach cos kx a integrujme v mezich 0, 2n. Pak se zfetelem
ku vztahim (5), (6), (7) na str. 161 jest

2n
ff(x) cos kx dx = nag,
0

2r
ak=%ff(x)cos kxdx, k=0,12,... 4)
0
Podobn¢ (nasobenim sin kx a integraci v intervalu (0, 27)) vyplyva
2n
be=_[f()sinkxdy, k=12, ... @)
0
Véta. Jestlize tedy f(x) jest rozoinutelna o intervalu (0,27)

v Fadu trigonometrickou predpoklédané vlastnosti, jsou koefi-
cienty této rady stanoveny a to jednoznacné roonicemi (4).

Definice. Obecné budeme nazyvati radu

lay+(a, cos x 4+ b, sin x)+(a, cos 2x+ b, sin2x)4.. ., G)
ve které \
2n n
ag= ni.(][f(x) cos kx dx, br= ;! “[f (x) sin kx dx, ")

fadou Fourierovou o periodé 2n prislusnou ku funkci f(x) o in-
tervalu (0, 2n).
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O souétu tady (3) nemizeme tvrditi, Ze jest roven f(x) pro
viecka x intervalu (0, 2n); tvrzeni to dosud uciniti miZeme dle
véty odvozené jenom tehdy, kdyZ vime, Ze funkce f(x) se da
vyjadtiti fadou trigonometrickou svrchu pifedpokladané vlast-
nosti. Nasledkem toho zavedeme si pro soucet Fady (5) zvlastni
znatku a budeme jej znaliti @(x): pFi tom ovSem jest @(x)
funkce proménné x urlend jenom pro ty hodnoty x, pro které
fada (5) jest konvergentai.

Jestlize vztah
@ (x)=1a,-+ (a8, cos x + b, sin x) 4 (a; cos 2x 4 b, sin 2x) 4. .. 3"

ma vlastnost tou?, kterou jsme ptedpoklidali pro rovnici (3),
abychom odvodili vétu o koeficientech ai, by, pak nasleduje ze
vztahu toho stejné jako ze (3)

2 2n
! cx dx =1 _—
=;!¢(J)COS kxdx, bk—n[q)(x) sin kx dx,

t. j. fada (5), tada to Fourierova o periodé 2= pfislusna k f(x)
v (0, 2n), jest zirovei fadou Fourierovou ptisluSnou k ¢ (x)
v (0, 2n).

Soucasné jest patrno, ze kaida tada trigonometrickd o' pe
riodé 2z a o souctu @(x) jest fadou Fourierovou ptisluSnou
k ¢(x) v intervalu (0, 2n), ma-li rovnice (3') vlastnosti svrchu
pro (3) pfedpoklidané. Pti tom fada (5) nemusi byti ani kon-
vergentni v bodech mnozstvi délky nulové (dle J).

POZNAMKA 1. Rada trigonometricka o periodé 1 jest rozvoj
tvaru

fao1 (al cos —— —|— b, sin= Ix) 4+ (.s:2 cos#‘—f— b, sin 4—75) +... (6)

+(ax cos = —-- +b1 sin _klnx)_}_“.

Oznaé¢ime-li soucet této Eady @(x), jest olividné @(x+1) = p(x).

Tuto Ffadu trigonometrickou nazvvame radou Fourierovou
o periodé [ pFislusnou k funkei f(x) v intervalu (0, l), jsou-li
koeficienty ai, by dany vztahy

i
ar= % b[f(x) cos 2k17tx dx. br= —jf(x) sin I—A dx. 6')

POZNiMK4 2 RadaFourierova o periodé 2z pfislusna k funkei
f(x) v intervalu (a, a+ 2n) jest rozvoj (5), v némz viak



| at2n a+42n
ak= ;ff(x) cos kx dx, by = —:z— f(x) sin kx dx. (5"
a a

Jestlize funkece f(x) jest periodickd s periodou 2z, jsou ai, b
urlené rovnicemi (3) tytéz jako hodnoty urcené (5”). Viz odst.
68, -rovn. (6). Shoduji se tudiz fady Fourierovy o periodé 2=
ptislusné k periodické funkei f(x) o periodé 2z, af je sestrojime
pro ktervkoliv interval délky 2n. Neni-li vSak f(x) periodicka
o periodé 27, mize byti a zpravidla jest nekoneéné mnozstvi
riznych fad Fourierovych o periodé 2z piislusnyeh k této
funkci; koeficienty jsou zavisly na intervalu (délky 2n), ve
kterém fada prislusi k f(x) jakoZto fada Fourierova o periodé 2z.

Obdobné stanoveni a vyroky jsou platny i pro Fady Fou-
rierovy o periodé I

POZNAMKA 5. Rada Fourierova o periodé 2z ptislu$na k funkei
f(x) v intervalu (—=, n) jest radou kosinusovou (koeficienty
b =0), jestlize f(x) jest funkci sudou; jest fadou sinusovou,
jestlize f(x) jest lichou. Viz odst. 68, rovn. (4).

Stejné lze ukazati, 7e fada Fourierova o periodé 27 pFi-
slusna k funkeci f(x) v (0, 27n) jest kosinusovou fadou, jestlize
f(2n—x) =f(x); sinusovou pak, jestlize f(2zr—x)=—Ff(x). V obojim
pripadé pro vSechna x z intervalu (0, 27).

POZNAMKA 4. V uvahich podanveh mléky se predpoklada,
ze f(x) jest funkei v ptislusném intervalu (bud v (0, 27) aneb
v pozn.2. v (0,1]) a t.d.) integrace schopnou podle C.-R. Zolaste
pak i ozhledem k nasledujicimu oytykam, zZe f(x) jest funkci
v intervalu, ktery pravé prichazi o uvahu, zdola i shora ohra-
niéenou.

Kone¢éné lze poznamenati, 7e veskeré obecné véty, které
jsou platny pro fady trigonometirické o periodé 2x, resp. pro
Ffady Fourierovy o periodé 2z ptisluiné k funkei f(x) v inter-
valu (0,2n), lze snadno roziifiti i pro fady trigonometrické
o period¢ I, resp. pro fady Fourierovy o periodé I pfislusné
k funkeci f(x) v intervalu (a, a+ ). RozSiteni toto jest zcela
snadné a budeme tudiz v nasledujicim zabyvati se hlavné ta-
dami Fourierovymi o periodé 2z pro interval (0, 27).

V nasledujicim znaéi vzdy, neni-li nic odchylného zolasté
vytcéeno, rada Fourierova k funkci f(x) fadu Fourieroou o pe-
riodé 2n prislusnou k funkci f(x) o interoalu (0, 2n).

PRIKLAD 1. Funkce f(x) periodicka o periodé 2z definovana témito
podminkami '
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f(.\.‘):—’(— x)v L
f(x)=2x pro 0< x=inm,
=2x—2x pro }alx<m,
ma v kaZdém intervalu o.délce 2n (tedy ku p¥. v intervalu (0, 2n)) tento
Fourieriiv rozvoj .

sinx sin3x , sin5x
it 33 s SRR &

¢(x)=%

Jak vyplyne z ivah pozdéjéiéb. jest stale f(x)=g(x).

- PRIKLAD 2. Fourieriiv rozvoj o periodé 1 k funkci f(x)=x(1—x)
v intervalu (0, 1) jest rozvoj kosinusovy; nebof v (0, 1) jest f(lfx)=f(x)';
rozvoj tem jest .

| 1 (cos 2nx . cos4nx , cos6mx

¢(x)=K—F T PX] + 38 +)
I v tomto piipadé jest stale (jak sezndme) f(x)=@(x) v intervalu (0, 1). Viz
ostatné v odst. 113 vyraz P,(x).

PRIKLAD 3. Rada Fourierova k funkei f(x)=4nsin $x -} /57 (7 — x} cos §x
o periodé 27 a pro interval (0, 27) jest

cos x , cos 2x | cos 3x
PH=ttEmtma Tt

Také tu jest f(x)=@(x) v (—=, a); z tohoto vysledku nésleduji pak vztahy
(jednak pro x=0, jednak pro x=n)

a? 1 1 1 |
E—?+1".3'+3’.5=+5'.7=+“ ’

x 1 1 1 1
s pEtE s At

PRIKLAD 4. Rada Fourierova o periodé 2 pro interval (—1, 1) k funkei
f(x) definované tam vztahy f(x)=22(t—x%) v (0, 1), f(x)=n*(x—3)(x—})
v (3: 1) f(—x)=F(x) jest

¢(x)=8(co:anx_c0_5322_1§+c05585x_. )

Jest rovnéz v (—1,1) p(x)=f(x). Jak byste posledni tvrzeni dokazali na
zakladé predposledni rovnice pf. 16. na str. 57.

136b. Pro velmi obecnou skupinu funkei a to pro funkee,
jez pro praktické icely maji téméf vvhradni zajem, dosahneme
FeSeni prvého tkolu v pfedchazejicim odst. vytéeného (totiz vy-
setfeni, zda lze danou funkei rozvinouti v fadu trigonometrickou),
kdyz vyjdeme od jednoho specielniho rozvoje trigonometrického.
Rozvoj ten do jisté miry jest nam znam. Ziskali jsme totiZz
opétovné (cviteni za odst. 18m, pF. 16; za odst. 73, pE. 1u) vztah

a—x__sinx . sin2x , sin3x sin kx

=ty sttt << (1)
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Rozvoj tento jest fada Fourierova prisluina k funkei }(z—x)
v intervalu (0, 27); nebof jest, jak snadnym poc¢tem zjistime,

E] 2n
i—!-}(ﬂ——x)coskxd.t:O, »;;‘[;(n—x)sinkxdxz%-
Soucet rozvoje jest roven v intervalu (0, 27) funkei k niZz ten
rozvoj prislusi, s vyjimkou bodid 0, 27, ve kterych soulet ten
jest rovny nule. Dokdzeme si tuto okolnost jesté jednou novyim
zptisobem, jednak k vili dilezZitosti pfikladu tohoto, jednak a to
hlavné, abychom ziskali nové poznatky o rozvoji uvazovaném.
K tomu cili vyjdeme od identiénosti (zndmé z trigonometrie*))
$ 4+ cos x -+ cos 2x 4 ..—|—cosnx._sm(n+”'\ )

2sin ix

kterou? budeme integrovati v mezich n, x. Dostaneme ihned

sin x | sin2x sm!m smnx n— sin(n+ 4 x
it t +..t+ +f Ssinix O

Levou stranu této rovnice oznaéime kratee s, integral pak na
pravé strané — R, (uZivajice tak znacek pro ¢isteény soucet a
zbytek po n-tém élenu zndmych z vykladu o nekoneénych tadach).
Vysetfovati budeme R,.. Pro K, midme nejdfive, omezime-li x na
interval (7, 22—mn), kde 0<n <7, dle druhé véty o sttedni hod-
noté (funkee (sin $x)~! jest v intervalu integra¢nim monotonni)**)

3
fsmz(:u:i)x *=3 sn'l }xfs"' (nFhxdx+ oo Efsm(n_*_i)xdv_
__cos (n+4)x—cos (n+&)6+005(ﬂ+%)§ (@)
- (2n+1)sinix 2n +1

a tedy, jelikoz nejmensi hodnota sin } x, kdy7 jest v (g, 27— 1),

jest sin 7 .
PR | < 5o 2n+1 (sm {m+ 1)’
t. j. | Ra| <& pro viecka x intervalu (. 2n—%) a pro viecka

n > N, kde
N N P B :
N= € (sin i ')

Uzivajice obvyklé terminologie, miZeme f¥ici, e Fada uvaZo-
vana jest stejnomérné konvergentni pro viecka x b intervalu
*) Vyplyne snadno, nasobime-li obé& strany vyrazem 2sin { x a uZijeme
pak opétovné vztahu 2 cos asin f=sin (a4 B8) —sin(a—p).
**) VySetfeni to vSak lze snadno provésti i dle prvé véty o stfedni hod-
noté. Viz prvni vydani této knihyv.
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(1,27—1n) a ma o (1) udany soucet. Budeme vSak jesté jedné
vlastnosti vyrazu R, pouzivati, pii ¢emZ prijdou v iivahu viecka
x celého intervalu (0. 27), tedy nejenom x z (9, 22 —1%). Za tim
ucelem budu integrovati identitu (2) v mezich 0, x pti, ¢emz
pro x se omezim na interval (0, #). Dostanu

_ zsin n+Hx

. . . I .
1 1
q}x+1smx—l—{;sm2x—|—usm3x+...—i—" sin nx 2sin J dx. (3)

Avsak pro integral na pravé strané mohu psiti tento rozklad
{ozna¢im pro strucnost a;=2znk/(2n 4+ 1)).

T S R R @

r jest ¢islo celé stanovené nerovninou &, <x=<a,;;. Dle pred-
pokladu omezujiciho x jest r=n. Integrily na pravé strané
vztahu (4) jsou ¢éisla se stfidavymi znaménky (prvy kladny.
druhy zéporny, a t. d.) a v absolutni hodnoté stile klesaji. Jest
tedy soulet na pravé strané &islo téhoz znaménka jako prvy
&len (to jest kladné) a v absolutni hodnoté mensi nez prvy élen.
Avsak (jak snadno pomoci zndmych pam rozveji pro sin x
lze dokdzati a jakZ také ihned ndsleduje z (2))

0<s_i_n((l+1})x

n+3 pro 0<xZX

red 2sin}x 2n+l
edy
o<f'"2(s':n*;?xdx<(al—0) =g D =n

I jest pro 0 < x<=m 0< zﬂlﬂ_'*;“_xdx<n-

o 2sins
Avsak integril v nerovniné této se vyskytujici jest dle ozna-
<Zeni svrehu uzitého {n— R, a jest tedy zbytek R, v absolutni
hodnoté nejprve pro x kladné a mensi (<) nez 7 mensi nez 4.
Totéz viak vyplyne pro ptipad, 7e x jest v (7, 27), — nejsnaze
substituei x =27—x' do vyrazu pro R, v (¢) a uzitim dosaZze-
ného pravé vysledku pro R, .]est tedy pro viecka x interoalu (0.2n)

| Rn | £ 473 (4)

pro vsecka pak x intervalu ('I], 2 —1n) jest

| Rn| < ¢ pro vSecka n > N. (B)
Pii tom test o (A) znaménko roonosti mozné pouze pro x=0,2n
a o (B) jest € libovolné éislo kladné (jez mizeme pokladati za
men3i ne {n) a N sorchu pomoci ¢ a 7 stanovené dislo,



314

136c. Jestlize t jest uvniti (0, 27), nisleduje z pifedchdzeji-
cich vysledka, ze

J!('_[_x_'_t)zsin(.a;'—t)_l_sin2(2.xr—t)_'l_sin'l*v(;c'.—t)_l__.“’ (x)

pro 0 < x—t<<2m t. j. pro t < x< 2w 4L
Avsak pro x hovici nerovnindm 0 < x <t ma rozvoj pravé vy-
psany tyz soudet jako pro hodnotu 27+ x zapadajici do inter-
valu (f, 2rn+1), v némz rovnice (X) jest platna. MiZeme tedy
psati, oznaéime-li

sin(x—t)+si112(xj£)+sin3(r—t)+ . )

F(x)=~——5 ) 3

ze v intervalu (0, 27) jest

e(x)=4(—a—x+1), jeli 0SxH, 6"
={(m—-x+10, jeli t{x<L2m
TudiZ ma funkece @(x) v intervalu (0, 27) v bodé ¢ diskontinuitu
a jest ¢(t+0)—g (t—0)==; ve vSech ostatnich bodech jest to
funkee spojita.
Uvazujme kone¢né pro pripad, Ze t, x jsou v (0, 27) rozvoj

v (x, t)=_}!t+sinx—sin(x—_t)+sin2x—52in2(x—t)+sinjf—s;DB(x—t)+ o
)

Z (1), (3. (3') vyplyvda ihned jednoduché vyjidieni funkce
P (x, ). Jest
Px, )=+ (1 —x)—H—n—x+Ft)=a pro 0< x<t,
=}+i(r—x)—H(r—x+1t)=0 pro t<x<2w.
Jest tedy w(x,t) v intervalu (040, {—0) konstantni funkei
proménné x a rovno 7, v intervalu (£+0, 2z—0) rovnéz kon-
stantni a rovno nule. Vedle toho jest, jak snadno plyne,
v(0,t) =vy(t, t) = ¢w(2n,t) = in. Kdybychom vypoéitali Fourieruv
rozvoj k ¢(x, ) definované vztahy (6), seznali bychom, 7e sho-
duje se (nehledé k formé) s rozvojem v (—).
Ozna¢me pro stru¢nost

©

__sinnx —sinn(x —f)
= . .
n

Un

Sn=3tFu;tu+t...+un, Y(x, ) =Sn+ Nn; .
pak dle vysledkd docilenych pro fadu (1) v (4) a (B), které
pievadéji se téméF heze zmény i pro fadu (5) v podstaté s ni
shodnou, mdame tyto vztahy pro ¢(x,?)

(Rl <.
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ro vsecka x 0, 2n),
p S v ( ) "Rn [ < &

pro viecka n> N a viecka x z (0,2n) vné intervalii (0, %), (25—, 27},
(t—mn, t+1), kde € jest libovolné ¢&islo kladné (<<2n),  &islo
kladné, mensi nez {7 a
2
N=% (sm &11+ ) @

[

t. j. Fourieriv rozvoj 'przslusny k w(x,t) konverguje stejno-
meérné k této funkci pro viecka x z (0, 2n) nelezici na inter-
valech (0, 7), (2n—n, 2n), (t—n, t+7); zbytek pak po n-tém
élenu jest pro kazdé n a vsecka x o (0, 2n) mensi o absolutni
hodnoté nez n.

136d. Podavie vysetfeni Fourierova rozvoje pro jeden
jednoduchy ptFipad funkce, miiZzeme snadno odvoditi soucet
Fourierovyeh rozvoji pro velmi rozsihlou skupinu funkei a
zaroven odvoditi nékteré dalezité vlastnosti téch rozvoja.

Budeme zabyvati se funkcemi, jez jsou integrily z funkei
v (0,2n) integrace schopnych dle C.-R., jakoz i rozvoji Fourie-
rovych k nim v (0,27) pfisluSicimi. Budiz F(x) funkce integrace
schopna dle C.-R. v (0, 27) a polozme

flx)= f F(x) dx. (a)

0
Pak jest f(0)=0; udinime jesté predpoklad, ze f(2n)=0. Neni-li
tento pfedpoklad splnén, vychazime-li od F(x), pak postaéi
misto F(x) uvazovati F(x)—ea, kde a jest vhodné volena kon-

stanta (totiz integral z F(x) v intervalu (0, 27n) déleny ¢islem 2z).
Nasobme rovnici W (%, £) = Sn+ R ®)

funkei’ F(x) a integrujme na obou strandch v mezich (0,27). Na
levé strané mame (dle vyznamu funkce o)

[F (x)¥(x, )dx = an(x) dx=nf(t).

Abychom obdrZeli integrdl pravé strany, uvazovati budeme
nejprve integral

2n 2x
fF(x) updx = —:TfF(x) [sin nx —sinn (x — )] dx
0 0

2n
= ——ff(x) [cos nx — cos n (x — )] dx
0
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(provedli jsme integraci per partes, zavadéjice pro integral
z prvého ¢éinitele F(x) znacku f(x); integrovany ¢len odpadl,
nebof f(0) =f(2n)=0). Klademe-li

' 2n 2n
an= %b/‘f(x) cos nx dx, bn= —;};0 f(x) sin nx dx,

muZzeme konelné psati
2n
fF(x) un dx = 7 [an(cos nt — 1) -} ba sin nf]
0

Tim jest integrace vyrazu S,=3f+u,+u,+...+ up naso-
beného F(x) provedena (integral z prvého ¢lenu }F(x) jest
rovny nule). Zbyvad vySetfiti integral z R, F(x). AvSak R, | <=
v intervalech (0, 7), 2r—7n, 2n), (t—7u, t+1); celkova délka
téchto intervalii jest 47, nezapadaji-li intervaly do sebe, jinak
jest mensi nez 47. Ve zbytku intervalu (0, 27) jest |R.| <e.
Oznaéime-li tedy horni hranici funkece |F(x)| v (0,27) M, mame

2n
leRnF(x)dxl<4n.n.Sm+2n£93!;
0

Cislo na pravé strané nerovniny napsané mizeme uéiniti mensim
nez kladné é&islo ne,, volime-li vhodné 7 a &, je-li jenom n >N,
kde N stanoveno v (7) a to nezavisle na proménné f.

Mizeme tedy psati konecéné rovnici vznikajici z (8) naso-
benim a integrovanim (jak bylo svrchu obSirné naznaceno; po
provedeni integrace jeSté kratime 7)

f()=S8a+Rn, kde {Rn| < & pro viecka n> N
a kde

Sn=|a,(cos{—1)4b,sin{]+|aa(cos2{— 1)+ bysin 2f] +...4-|an(cos n{ — 1) Dasinnt|.
Jest tedy (i pro t=0, 27)
f(ty=|ai(cos t — 1)+ b, sin ]+ [a,(cos 2t — 1)+ b, sin2{] +-... in inf,

kde nekone¢nd Fada na pravé strané konverguje stejnomérnc
v intervalu (0, 27). Integraci v intervalu (0, 27) mame tudiz
z posledni rovnice

2n
ﬁ!f(l)dt:—a.—ag—a,—....—-an...
Rada a,+ a;+... jest konvergentni a soudet jeji jest —4}aq.

kde }a, jest konstantni Clen v rozvoji Fourierovu pro f(f).
Mime tak celkem: Rada Fourierova
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}ag+ (8, cos t + b, sin £) -+ (a3 cos 2 + by sin 2t) 4 ...

prislusng k funkci f(t) o (0,2n), jest stejnomérné konvergentni
a ma za soucet f(t), jestliZe f(t) jest integralem z funkce o (0,27}
integrace schopné a jestlize zaroven f(0)=f(2r)=0.
POZN4AMKA. Vztah (8) bychom mohli také jinak vyuzitkovati. Niso-
bime-li jej F(x), kde F(x) jest nyni libovolni funkce proménné x v (0, 27)

integrace schopnd, a potom integrujeme v mezich 0, 27, mime se zietelem
k vztahu

2n 2n
fF(x) Undx = %fF(x) [sinnx —sinn(x—#)]dt = %Idn(l —cosnt)-}casinnt],
0 0

(cn, dn jsou koeficienty fady Fourierovy o periodé 27w pFislusici v intervalw
(0,27) k funkci F(x)), tuto rovnici (kdyZ jsme jesté kratili )

t =]
fF(x)dx =Z %[dn(l — cos nt) + cn sin nt] + itc,.
)

n=1

Piseme-li v této rovnici u misto { a obé rovnice pak od sebe odé&itime
dostavame

fF(x)dx = (u—t)c, +E%[— dn(cos nu — cos nt) 4 cn(sin nu — sin nt)}.
t 1

Patfi-li tedy Fada trigonometrickd o periodé 2 v intervalu (0, 27) o koeli-
cientech cn, dn jednak k funkeci F(x), jednak k funkeci G(x), jest v disledku
posledniho vztahu

u w w
[Fwds=[Gx)dx aneb [E@—Gydx=o,
t t t
pfi tom jsou {, u libovolna ¢&isla intervalu (0, 2n). Jsou-li tudiZ obé funkce
souCasné spojity v (¢, d), kde 0< ¢ <d < 2n, pak jsou obé ty funkce v (c, d)
identicky sob& rovny.
Jestlize fada Fourierova patfici ku F(x) ma v (¢, d) za souéet ¢(x) a

jestlize fada ta v kaZzdém intervalu na (c, d) jest integrovatelna*), jest nej--
prve (¢isla t, u jsou na (c, d))

L3 @
frp(x)dx: Yu—t)e, -I—Z % [— dn(cos nu—cos nt)+ cn(sin nu — sin nt))
t 1
aneb porovndme-li s vysledkem svrchu uvedenym
' u u
fcp(x)dx:fF(x)dx, 0<e<t<u<d<2m;
t t

*) To znamenad tu, Ze integral ze souctu Fady v jistych mezich dosta-
neme, s¢itame-li fadu vzniklou z dané integraci jejich ¢élend v téch mezich.
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tudiZ, je-li v bodu nékterém x, a jeho okoli Fada Fourierova patfici ku F(x)
iniegrovatelna, pak jest v tom bod& souéet té fady rovny F(x,), konverguje-li
fada v x, a jsou-li ¢(x) i F(x) v x, spojity. '

136e. Vysledek, ktery jsme obdrZeli, miZeme bez jakékoliv

potize roziititi. Budiz f(x) nyni funkce, kterda jest v intervalu
{0, 27) .definovana rovniei

f (x) =fF(x)dx+c, ¢ konstanta )
0

a ktera ani pro x=0, ani pro x=27 nemusi byti rovna nule.
Pak lze nalézti dvé konstanty p, ¢ tak, 7e funkce

fix)=f(x)—p+1q(r—x)
Jest rovna nule pro x =0 a pro x=2n; oCividné jest

p=HFO+1Ca) a="1/O—f@)

Jelikoz f,(x) lze poklidati za integral funkce F(x) +4¢ v inter-
valu (0, x), mtizeme dle véty pravé dokizané rozvinouti f,(x)
v fadu Fourierovu v intervalu (0,27) a tamtéz stejnomérné
konvergentni

fi(x)=1a',+ (2", cos x + ', sin x) + (a’2 cos 2x + b, sin 2x) ...

Avsak i funkci p+ig(r—x) lze rozvinouli podle (1) v fadu
Fourierovu v intervalu (0+ 0, 22—0)

p+}q(.1—x)=p+—‘ll sinx—l—%sin2x+~;1- sin3x+..., 0<x<2m

Tato fada jest stejnomérné konvergentni v intervalu (7, 22—7),
kde 7 jest kladné (menSi nez z=). S¢itdme-li pak oba ty rozvoje
Fourierovy, dostaneme rozvoj Fourieriv pro f(x) v intervalu
{0+0, 22—0) a stejnomérné konvergentni v (n, 2z—7), takze
mame vétu: K funkci f(x), kterou lze definovati v intervalu
{0, 27) pztahem (9), prislusi rada Fourierooa
{a,+(aicos x+ b, sin x) 4 (a, cos 2x+ b, sin2x) 4. ..

Jeji soucet jest o (0+0, 22—0) roven f(x); o bodé 0, resp. 2n,
jest jeji souéet }[f(0) +f(2n)). Rada ta jest stejnomérné kon-
vergentni o intervalu (n,2n—n). Zbytek jeji po ¢lenu n-tém
jest pro vsecka x o (0, 21) v absolutni hodnoté mensi nez
4 F(0)—f(2n)| + €, kde e, jest éislo s rostoucim n se blizZici
k nule.

Vyroky uvadéné ve vété, pokud o nich nebyla v pfedcha-
zejici tvaze zminka, jsou disledkem okolnosti, 7e f(x) jest
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souctem f;(x) a vyrazu p + $q(#—x) a vztahli mezi témito dvéma
funkcemi a ptislusnymi rozvoji Fourierovymi, jakoZ i vét o téchto
rozvojich platnych (viz zejména rovnici (4) odst. 136b).

136f. Miizeme vsak jesté dile zevSeobecniti vysledky doci-
lené. Funkece definovana vztahem (9) jest funkce spojiti. Uva-
#ujme nyni funkei f(x), jeZ v intervalu (0,2n) jest spojitd s vy-
jimkou bodu e, ve kterém jest nespojitd, aviak tak, Ze existuji
limity f(e —0), f(e+0) a

fla+0)—flea—0)=d + 0, 0<a<2n,

V intervalu (0, @) pak nechf lze povaZovati f(x) za integral
z funkee integrace schopné podle vzoru rovnice (9); rovnéz v in-
tervalu (e, 27). V tomto pripadé lze zavésti funkei f,(x) rovniei

) =A(— L vix,) ®

kde ¢(x, a) jest funkce odst. 136¢ (rovnajici se = uvniti (0, @)
a nule uvniti (e, 27)). Funkee f,(x) jest funkei spojitou v (0, 27)*)
a'lze ji poklidati i v (0, @) i (@, 27) za integraly z funkei dle
vzoru (9) (a to tyehz funkei jako f(x) oviem s odliSnym ¢) a tedy
vibec za integral z jisté funkce integrace schopné v (0, 2n).
Patii tudiz k f,(x) Fada Fourierova o souétu s,(x) rovném f,(x)
ve vSech bodech intervalu (0, 27) vyjma v bodech 0, 27, a, ve
kterveh jest

$1(0)=5,(27) =1 /1(+0)+f12T—0)], 5;(2) =f1(¢—0)=F,(x+0).
Ponévadz vsak i k gw(x, a) dle odst. 156¢ paiti fada Fourierova

0 souctu sy(x) rovném tomuto vyrazu v (0,27);: v bodech 0,2n, e
$3(0)=55(27) =33(e)=1d,

patii i k f(x) dle (r) fada Fourierova (soucet to fad Fouriero-

vych patficich k prvému i druhému élenu pravé strany (r)),

jejiz soucet bude rovny f(x) ve vSech bodech z (0,27) vyjma

v bodech 0. 27, a. Pro tyto body jest podle (r)

fO=f(+0—d, fe)=/1(27—0), fle—0=fie—0—d, [l+0=f(e+0);

jest tudiz soucet s(x) fady Fourierovy pattici k f(x) v bodech
0, 27, @ din rovnicemi

8(0)=3(27) =5, (0)— $,(0)= k [FO)+ F2), s(e) =31(a) —sa(e) =} [ fle—0)+F (e +O)L.

*) Hodnoty fi(e), £1(0), f,(271) mohou oviem vybodovati ze spojitého po-
fadi hodnot funkce fi(x); okolnost tato jest bezvyznamné pro Fourieriv
rozvoj funkce f,(x). Jest jenom nutno v nasledujicim misto téch hodnot uva-
Zovati limity fi(@—0), fi(x+40), f(+0), 12z —0).
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Jest patrno, ze jeSté obecnéji lze uvazovati funkce majici né-
kolik diskontinuit nazna¢eného druhu a lze tudiz vysloviti vétu:
Budiz dana o intervalu (0, 2n) funkce f(x) majici o bodech a,
@y, ..., @, nachazejicich se v (0, 2x) diskontinuity takovoé, Ze
flek+0)—flar—0)=dr =0, k=1,2,...p

V intervalech (0, @), (@), @3), ..., (@p—,, @), (@p, 27) necht f(x)
Jjest vyjadritelna integralem z funkce integrace schopné podle
vzoru (a). Pak k f(x) prislusi rada Fouriervva, jejiz soucet s(x)
jest roony f(x) ve vsech bodech interpalu (0, 27n) s pyjimkou
bodii 0, ), a,, ... ap, 27, ve kterjch jest

s(0)=s@2a)=[f(0)+f(2n)), s(er)=4[flex+0)+flar—0)].
Rada jest stejnomérné konvergentni o intervalech (4, a,—m7),
(s +nm€—7),....(¢p+ 17, 22—1), kde 1 jest éislo kladné (mensi
nez polooina nejmensiho z intervali (0, a)), (a,. @,),...). Zbytek
po n ¢lenu jest o O(ar, ) — t. j. 0 uréitém okoli bodu a; —
mensi o absolutni hodnoté nez 4|di|+ €., kde & jest éislo
kladné s rostoucim n konvergujici k nule.

POLNAMKA. 7 ddvah predchazejicich odstaved (zejména
srovnej odst. 136d, pozn.) nisleduje snadno véta: Patii-li k funkei
F(x) v (0, 2n) fada Fourierova

1 eo+(c, cos x + d, sin x) + (3 cos 2x + dp sin 2x) 4. . .,
pak integrujeme-li ¢len za ¢lenem v intervalu (0, x), dostaneme
rozvoj v (0, 2n) stejnomérné konvergentni
Yeox+1[eysin x4 dy(1 —cos x)) + 3 [casin2x 4 dy (1 —cos2x)] +3[...]1+

jehoZto soucet jest fl"(x) dx = f(x). Rada

tdi+4dy+ids+...
jest vidy konvergentni (viz obdobnou dvahu v odst. 136d);
oznacCime-li soucet jeji + }a,, jest rozvoj
1 ay+ 1(— dycos x + ¢, sin x) + 3} (— ds cos 2x + ¢ sin 2x) -}
+ 34 (—dycos3x 4 ¢y sin3x)+...=f(x)—tc,x
rozvoj Fouriertv patfici k f(x)—34cox, v (0, 27) stejnomérné
konvergentni.
Cviceni.

1. Provedeme-li rozvoj Fouriertiv s periodou 2n funkce e v intervalu

(0, 27¢), dostaneme vztah

cos kx k sinkx
+ 2k=+,=— K (@)

eZhl — 1
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platny v (040,27 —0). Rozvineme-li touz funkci, avSak v intervalu (—=, n),
obdrzime
Az kx O ksinkx
e cos
A e +/L(_l) FEEw Z( Dk NS

Rovnost jest platna v (—:x4-0, = —0).

2. Ukaite, Ze
1 et __l_+z_ 2z
2 er—1" 1z 22 4k?nt’

Néood. Soulet fady na pravé struné rovnice («) v pfedchézejicim pfi-
kladé jest, oznacime-li levou stranu g(x), rovny pro x=0 v diisledku obec-
nych vét (viz odst. 136e) vyrazu }[g(0)+4 g(2n)]. PiSeme-li v rovnici tak
vzniklé 2i7 =1z, mdame ihned Zadanou relaci.

5. Provedete-li rozvoj funkce e v fadu kosinusovou o periodé 27 platny
v Intervalu (0, @), dostanete vztah (0 <x<m):

a0 o0
;/11 — | At — { 24 in 41
et — ¢ + /..e’_i_w cos 2kx — R‘EWM cos (2’\ - l)x.
1

Ndvod. Pravd strana jest fada Fourierova s perlodou 27 patfici v in-
tervalu (0, 2n) k funkei f(x) definované rovnicemi
f(x)=¢e*, kdyz 0K x <y fRr—x)=Ff(x) pro € x<]27;

aneb fada Fourierova s periodou 2z, pro interval (—=, =) a definované vztahy

f—x)=Ff(x) a f(x)=erz pii 0 x< 7,

4. Stejné jako vztah pFedchdzejiciho ptikladu plynou i tylo rozvoje

Qo
2
eifz;kz 7 —|—k — (1 — (— 1)k e22)sin kx, o<<x<a,

7T sinx sin x 2sin2x | 3sin3x
a = — : S — . <
2 sin/a (t— i 2'—/.‘+3‘—/’ Oslrj<a

T Cos Ax 1 /cos x Acos2x
A — — i 2
2 sinin 2/.+l’—-/.= 0’—/’+ 0s xisx

Odvodte vztahy posledni z drulié rovnice pfikl. 1. tim, ze tam misto /7 do-
sadite Zi, i imag. jednotka.

5. Pro vSecka x intervalu (0, 1), jez nedaji se psiti jako podil a/q, kde
a,q jsou ¢&isla cela kladna a q pevné dano, jest

E((ix) ;(q—l)——z i (q sin 2knx —sin 2=nkqx), k=1,2,3,.

Ndvod. Dokize se ku pi. tim, Ze se sestroji Fada Fourierova o periodé |
piislusna v (0, 1) k funkci, jez jest v (0, 1/q) rovna nule, v (1/g, 2/g) rovna 1,
a t.d. Aneb lze vyjiti od Fady {sin x-+}sin2x -+ §sin3x-+.... Symbol E(2)
zna€i nejvétsi celé ¢islo obsaZené v z.

Petr, Integrilni potet, 2. v. 2
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6. V inlervalu (0, 2n) jest

0
. . ke
2sin* @ log (2sin l9)+ 2 cosp— = __L ,
EE___z(k—i)k(L +1)

Q0 .
(fr—ﬂ)Siﬂ’%?"l‘fSin‘P:E(k—sll)n—kk&-l—l);
2

v intervalu (0, n) pak

_ N sin 2ko .
(¢—m)sin “’_zg(zk-—i)2k(2k+1)
?. Obecnéji jest pro » celistvé v intervalu (0, 27) — pro struZnost
znali n=2v —
cos kg . .
(2111,,2 FOF 17 . e ) = (- D71 2nsinn 3 ¢ log 2 sin § @)+ cn cos vy +
+(Cﬂ—1+01) cos(r—1)p+ ...+ (cr+1+ cv—-1) cos ¢+ c,.
sin k . .
@)! Z K1) (k2 — 9= (1) (1 —9) 20— sinn § 9+ cn sin 1
d(ecn—1—c¢))sin(v—1)g+4... 4 (cv+1 — cv—1) sin g,
kde

=t [1 QT+ (22 1 (2 23)+- ]

8. Jestlize m jest celé kladné ¢islo, jest

cortn x| =2 g T [ R e G oy
m (m — 1) (m —2)
+ o i 8 e o
o 42.4.6...2m—2)(, , 2m—1 @em—1)@em—3)
|cosim 1“"*_?3.5.7...(2m—1){*“"2m+1c"sz""'(2m+1)(2m+3)°°'°""‘+“'}

(Whittaker-Watson.)
Néood. Prvou rovnici, kde v zdvorce pravé sirany jest kone¢ny pocet ¢lenti.
miizeme dostati snadno umoenénim vyrazu }(eiz4e—) na 2m. Obé& rovnice
pak vyplyvaji rovné€Z snadno jakoZto Fourierovy fady s periodou & pro
funkce sudé v intervalu (— 4=, $=). Jedind potiz, kterd se pfi tom vyskytne,

jest vypocet integrali
in

Ia, b =[cosﬂ x cos 2bx dx.
Pro tyto integraly lze vSak odvoditi rekurentni relaci la, b+1 = :_;bm_;_ 3 Ia,».
Jelikoz pak jest znam [0 (str. 161; (8), (9)), jsou toulo relaci stanoveny

Ia, b obecné.
9. Obecné jest (p¥ia> 0)

‘cos x 8= c{}-}- —_7_2 cos 2x+(aa_}_(;)—(_“j)_4) cos 4x
a(@a—2)(a—
+ (a+2)(a+4)(a+(,) cos bx +}



kde
in

4
c=— cos2 x dx. a>0

(Viz prikl. pfedchézejici. Zavedenim nevlastnich integrdlid se vysledek vy-
psany da roz§ifiti pro viechna a >—1).

10. Odvodiii jest rozvoj Fourieriiv s periodou 2z k funkei ¢(x, 8) pro-
ménné x definované vztahy

@ (x 427, 0)=g(x, 9), pro viechna x
tp(x.&)zf—a_t;'"a_, pro {—6< x <t
=_x—6_1;'—6’ pro t<x<<t44,

Ve vSech ostatnich bodech, pro které ¢(x,d) témito vztahy neni definovino,
budiz ¢(x, §)=0. Pii tom jest & Cislo kladné mensi nez =.
Rozvoj ten jest
w0 Y
e(x,0) = 2—1' + ;z% S"]TW (cos kt cos kx - sin kf sin kx)
k=1
a jest stejnomérné¢ konvergentni pro viecka x.

11. Znaéme in? ké
ﬁk=Slll‘.llaa y pro k=1,2,3,..., fo=1.

Pak soulet nekoneéné fady
| Bo— Bul+ 1By = Bal+1Ba— Bl 1 Ba—1—Bal + ... < 5.

Ndpod. Diikaz tvrzeni tohoto stali provésti pro 6 dosti malé a budeme
tedy hned k vili zjednoduseni piedpokladati 0 <8< 1. Clenové po sobé na-
sledujici, ve kterych fx—1— Bk ma totéz znaménko, daji se jednoduse séitat;
tak ku p¥. je-li fi— fi4+1 prvy z rozdild, jenZz jest zdporny, jest

180 — Bil+ 18— Bal +1B8a—Bal +.. .+ f1—1—Bt| =18y — B |

atd. Rozdil vSak fx—1— Bk md protivné znaménko znaménku rozdilu fr— Bk+1
jenom tenkrat, je-li v intervalu (k—1)d, (k+1)8) bod, pro ktery sin?x/x?
ma relativni extrém. Atd.

12. K nekonecné rfadé

Ao+ A+ As+...+An+. .. (a)
prifadme Fadu
sin?é sin%24 sin®né
A0+A1W—I-A3—2—’32‘+...+Anw—+...; (ﬁf

budiz tato konvergentni pro kazdé 6 >0 a oznalme jeji soucet s,. Existuje-li
'lsinés‘,, potom limita ta jest rovna souétu fady (a), je-li (a) konvergentni

(neni-li pak (¢) konvergentni, budeme limitu onu, existuje-li, nazgoati sou¢tem
fady («) stitané podle Riemanna).

21*
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Ndvod. Piedpoklidejme, Ze (a) konverguje a ma soulet s, ozna¢me jesté
Castené soucty Fady (a) podle znamého zpisobu sy, s;, 53, ... Pak lze Fadu (8)
psati ve tvaru (oznaCeni viz v pfikl. pfedch.)

SoBat(s1— 35081+ (sa—351) Bat - - . =50 (Bo— BN+ 51(Br — B+ 5. (B — Ba)+ - -
aneb Kkonec¢né ve tvaru
$4-(59 — 8) (Bo— B+ (51 —3) (B1 — )+ (5a—35)(Ba—B3)+ - - . #)

Zvolme si celé Cislo N tak veliké, aby |sn—s|<<e pro viecka n> N
a dile 5 tak malé, aby

1(80—3) (Bo =B+ (31— 8)(Br—B2)+ .- - +(sy —3) By — By 1) 1<e
pro viecka kladna 6 <#; pak jest nejprve

sy 41— 8) By —Byyo)HSypo—8)Byyo—Byia)+---
+ e |<5('ﬁN+1_ﬂN+2|+lﬂN+2_ e |+ . )

<4; (viz prikl. predch.)

a jest tedy pro viecka kladnd 6 <7 vyraz (8') rovny s+ Oe(1+4), kde |©/<1.
13. Je-li f(f) funkce periodicka s periodou 2=, integrace schopni v (0, 27),
k niz pat¥i fada Fourierova
4o+ A t4s+- -0
kde Ag=1a, A;=arcosktd-b;sinkt, pak (oznaleni viz ve tiech pfikl. pfedch.
pouze v Cislech fr misto 0 jest dosaditi }8) jest

1+d

[1)9(x ) dx= Ao+ 411+ AsBat .+ AkBet. ..
—3

Ndvbod. Staci nisobiti rozvoj pro ¢(x,0) funkei f(x) a inlegrovati v me-
zich 0, 2.
14. Je-li Fada Fourierova prislusnd k f(x) periodické s periodou 2a

89+ (a,cos x+ b sin x)+ (a; cos 2x+ b,y sin 2x)+4- . . .
konvergenini pro x=1, pak jeji soucet jest ddn limilou
t+o

lim ff(x)«p(x, ) dx. +)
=0
—s

Limila (alo jest ddna (podle véty o stiedni hodnoté; funkce ¢(x,0) jest

kladnd) pyrazem
M —0)+1f(+0),

existuji-li limily e pgjraze tom se pyskytujici.

Népod. Plyne ihned z ptikladi pfedchazejicich. PFi uziti véty o stiedni
hodnoté (viz str. 231, rovn. (IlI)*)) jest rozdéliti interval integraéni bodem ¢
na dva stejné intervaly integraéni a vétu o stfedni hodnoté pouZiti pro
kazdy interval zvlasté.

*) Pfi uziti rovnice té jest nutno, abychom k vysledku vytienému do-
spéli, pfedpoklidati, ¢ M a m jsou horni resp. dolni hranice funkce f(x)
v intervalu (f—9, {—0), resp. ({-}0, (-} 9).
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15. Obecnéji lze tvrditi: Rada Fourierova o periodé 2 pFislusna k f(x)
periodické s periodou 2n jest vidy scitatelna podle Riemanna, existuje-li limita
(+). Zoldsté pak jest scitatelna Fada ta o bodech t, ve ktergich funkce jest
spojils a v bodech, ve kterjch existuji limity f(t—0), f(t+0). V téchio
pripadech soucet Fady Fourierooy (sc¢itané podle Riemanna) jest pzdy

7). je-li f(x) v bodé& { spojita; § [f(t—0)+f(t+0)],
existuji-li vypsané limity. Véta jest diisledek ptikladi predch.
16. Rada Fourierova o periodé 2z ptislusna k f(x) periodické s periodou
27 neni konvergentni v bodé ¢, ve kterém neexistuje limita (4).
V tomto piipadé. totiz neni s¢itatelna ani podle Riemanna v bodé {.
12. DokaZte, Ze limita (4) jest rovna limité
146
lim L f F(x)dx, resp. limité lim}[f(t+0)+f((— &),
5=0 20 6=0
—o
existuje-li prvni resp. druha limita.
O prvni limité to plyne z 2. véty odst. 165 v DP. O druhé to vyplyne
z prvni na zdkladé véty o stfedni hodnoté.
18, Ukazte, ze podil
¥ kde A3t=f(x+h)—2 y
2+ kde A =fx+h)—2f(x)+f(x—h)
md za limitu f"(x) pro limh=0, jestlize ovSem f'(x) existuje.
Nédood. Podle véty Cauchyovy (DP, str. 150, rovn. (1I)) jest, oznacime-li

f(x+h)4f(x—h)=g(h) (existuje prvi derivace funkce f(x) v okoli bodu
<, nebof se pfedpoklidi existence druhé derivace v bodé x)

4 __gh)—g(0) __ g'(8h) _ f'(x+ Oh)—{'(x— Oh)
h* ™ ht—0* ~ 26h 26h

0< O < 1. Posledni podil ma pak pro limh=0 za limitu 7" (x).
Definice. Existuje-li limita

. A2
h":'a’;,—zf

sluje tato limita zobecnéna druha derivace.

19. Véta Schwarzova. Funkce, jejiz druhd zobecnéna derivace v inter-
valu (a, b) existuje a jest stale rovna nule, jest linearni funkci v tom inter-
valu. Podejte diikaz. _

Ndvod. V bodech, kde f(x) ma relativni maximum, jest zobecnéna druha
derivace <0, pfi relat. minimu pak =0. Nemize tudiz f(x) mili maximum
v (a, b) je-li druhd derivace zev3eob. tam stale >0; ani minimum, je-li <0.

Budiz nyni f(x), jejiz druha derivace zevieobecnéna jest v (a, b) stale rovna
nule a necht jest nejprve f(a)=7r(6)=0; pak i g(a)=g()=0, je-li g(x)=F(x) £
te(x—a)(b—x) a druhé zevieob. derivace funkce g(x) jest F 2¢. Je-li tedy
¢ kladné a volime-li horni znaménko, jest ta derivace zdporni a funkce
£(x) nemize miti v (a, b)) minimum a nabyva tudiz v (a, D) jenom hodnot
=0, t. j.

o ! g(x)=0 aneb f(x)=—¢e(x—a)(b—x).
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Yolime-li znaménko dolni, obdrzime, Ze f(x) < e(x —a)(b—x) a tedy v celku
ex—a)b —x)=f(x)=—e(x—a)(b—x),
odkudz nésleduje zndmym zpisobem, Ze f(x)=0 v (a, b).

Neni-li f(a)=f(b)=0 uvaZujeme misto f(x) funkeci f,(x)=Ff(x) — (px+9),
kde konstanty p, ¢ jsou tak voleny, aby fi(a)=/f,(b)=0; tu dostaneme
fi(x)=0 v (a, b) a f(x)=px+q.

20. BudiZ dana fada trigonometrickd s periodou 27

}ay+(a;cos x+ By sin x) +(agcos 2x + By 5in 2x) -} . «

sCitatelna v (0, 27) podle Riemanna a pro niZ lim an=1im fr =0, kdyZ lim n =20.
Pak jest soucet jeji (podle Riemanna) roven druhé zevSeobecnéné derivaci
funkce dané Fadou trigonometrickou

F(’C)—ia.,x — z(alcosx+ﬁlsinx)— %(a,cos2x+ﬁ,sin2x)—
- %,(a,cos!x-l—ﬂasian)——. ..

Ndvod. Rada divajici F(x) jest konvergenini pro kazdé x v disledku
predpokladu o an, fn. Utvorime-li 42F/h* méame po snadném poctu

i—z = §a0+2 (ax cos kx + Bk sin kx) Sl(l;ki,;:l =)

a limita tohoto vyrazu pro lim h =0 existuje a jest to soulet dané trigo-
nometrické fady séitané podle Riemanna.

21. JestliZe souéet (podle Riemanna) fady trigonometrické dané v piikladu
pfedchizejicim jest funkce integrace schopné — oznaéme ji g(x) —, pak funkce

t
Gt)= — f 2(x) (x — {) dx
0

ma druhou derivaci zevieobecnénou rovnou g(f) ve vSech bodech ¢, ve kterych
&(f) jest spojitou, anebo aspoii ve kterych

g)=1lim [gt + k) + gt — h))- )

Ndpod. Jest, jak snadnym poétem plyne,
t+48
1 .. v
5 [GU+H+G{E—8)—2G(1)] =fg(x)cp(x, 9) dx,

t—8

kde o@(x,0) jest funkce pFikladu 10. Odtud snadnou dvahou (viz navod
k p#ikl. 17) uéinéné tvrzeni.

22, Rada trigonometricka, jejiz koeficienty s rostoucim indexem kon-
verguji k nule a jejiZ souéet podle Riemanna existuje ve viech bodech a dava
funkei g(x) v (0, 2n) integrace schopnou a to bud spojitou aneb aspoii hovici
podmince ()X), jest fadou Fourierovou pro funkci g(x) v intervalu (0, 27).

Névood. V disledku prikladd 20 a 21 mdme dvé funkce majici obé v (0,27)
druhé derivace zevieobecnéné rovné g(t), t. j. funkci F(f) v prikladu 20 a
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funkeci G(f) v pi‘iklhdu 21. Nasledkem toho podle véty Schwarzovy lisi se tyto
funkce v (0, 27) o linedrni vyraz v ¢t a jsou tudiZ 4°F a A®*G (pfi stejné pro-
ménné a stejném pFirtistku ) sobé identicky rovny. To jest:

a0 - - y t+é -
1e +Z (ax cos ki + Bk sin ki) 5;;‘,3;‘: =fg(x) o(x, 8)dx = Ag+ = As 'S(l;n—kfs'?".
t—a

k=1

podle piikl. 13, kde Ar = a; cos kt + bi sin kt.

Pri .tom jsou ag, bp souéinitelé fady Fourierovy patfici v (0, 27) ke g(x). Z té
rovnice identické v3ak ihned plyne ex = ak, Bk = bi; nebo( bézi o fady, jejiz
¢lenové jsou funkce proménné ¢ a jeZ jsou stejnomérné konvergentni v (0, 27).

23. Budiz dina funkce (x) spojiti v bodé x, jeZz v okoli bodu x, na
pravo jest ddna vyrazem linedrnim tvaru c(x—xp)-+d, v okoli zleva pak
vyrazem c'(x — xo)+d. Pak vyraz 4%p/h® roste v bodé x, v absolutni hodnoté
nade vSecky meze, kdyZ h konverguje k nule a ¢ =+ ¢'. Diikaz bezprostiedni.

24. Budiz déna fada trigonometrickd o periodé 27, jejiz koeficienty
s rostoucim indexem konverguji k nule, o niZ pfedpoklidime dile, Ze

I. jeji soulet podle Riemanna existuje ve viech bodech intervalu (0, 2x)
s vvjimkou bodf ptinaleZicich jistému mnozstvi ¢iselnému reducibilnimu M,,

2. v bodech, v nichz fada neni séitatelna podle Riemanna, jest vyraz (=)
v okoli bodu h =0 shora i zdola chraniéen,

3. soucet dané fady (podle Riemanna) ddva funkci g(x)shora i zdola ohra-
ni¢enou a spojitou ve viech bodech intervalu (0, 27) s vyjimkou bodii pFina-
lezejicich mnoZstvi Ciselnému reducibilnimu M; (jest tedy g(x) integrace
schopno, nebof reducibilni mnozstvi jest mnoZstvi miry nulové podle J.)

Pak mtZeme tvrditi: Dana Fada trigonometrickd shoduje se s Fadou
Fourierovou o periodé 2z pat¥ici ke g(x). V bodech mnozstvi M;— M, pak jest

z+6
' g =lim [e) o, dt,
d-oz—d

existuje-li tato limita.

Ndvod. Mame opét jako v pfFikladé 22 dvé funkce F(t), G(¥), jichz
druhé derivace zevSeobecnéné jsou si rovny ve viech bodech intervalu (0, 27)
s vyjimkou nejvySe bodd, jeZz jsou obsaieny mnoZstvich reducibilnich M,,
M, (a které tudiz tvofi mnozsivi M opét reducibilni). Podle véty Schwarzovy jest
F(t) — G(t) rovno linearni funkci proménné ¢ v kaZdém intervalu, ve kterém
neni zadny z bodi mnoZstvi M, rovnice pak y=F(f)— G(f) jest rovnici lo-
mené é&ary (t. j. éary skladajici se z iseéek pfimky). Zlomy. té éary mohou
byti jenom v bodech mnoZstvi M. Avsak v isolovanych bodech mnoZstvi M
zlomy byti nemohou (v disledku véty pfikladu predchdzejiciho a p¥edpo-
kladi uéinénych). Mohou byti tudiz zlomy ty pouze v bodech prvé derivace
mnoZstvi M; avSak ani v isolovanych bodech mnoZstvi M’ zlomy byti nemohou
a mohou byti jenom v bodech mnoistvi M a t. d. Jest tedy F(t) —G(¢)
jedna linearni funkce v celém intervalu (0, 27) a tudiZ jako v pfikladu pied-
chéazejicim jest dand trigonometrickd Fada Fadou Fourierovou pfisluinou
k svému souétu.

25. Jedna a tdz funkce f(x) v (0, 27) inlegrace schopna (podle Riemanna
a tedy ohraniCend) neda se rozvinout dvojim riiznym zpiisobem v intervalu
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(0, 22) v Tadu trigonometrickou tak, aby obé Fady byly v (0, 27) sCitatelny
podle Riemanna a mély tyZ souéet, oboji ve viech bodech intervalu (0, 27)
s vyjimkou bodi obsazenveh v reducibilnim mnoZstvi bodovém, v nichZz viak
vvraz (=) v okoli bodu h=0 jest ohranicen.*)

Népod. Rozdil obou rozvoji by byla fada trigonometrickd o souciu
rovném nule ve vSech bodech intervalu (0, 27) s vyjimkou nejvySe ve vété
vytéeného mnozstvi. Aviak podle véty piedchizejici jest fada trigonometrickd
majici tuto vlastnost jen jedna (vSecky jeji koeficienty jsou rovny nule).

26. Dana-li funkce komplexni f(x) reilné proménné x (kterd podle defi-
nice funkce komplexni reél. pr. dé se psati ve tvaru f(x)=P(x)+}iQ(x), kde P, Q
jsou reédlné funkce proménné x), pak rozvoj Fourieriv pro funkei f(x)
s periodou 2= pro interval (0,2n) lze psati ve tvaru

2]

¢(x) = 2«‘1" einxy,

n=-=
2a
pii ¢emi a,,=2ij'f(x)e—in.rdx,
ber 4

Snadny disledek definice Fady Fourierovy (pro funkce P(x) Q(x)).
Piedpoklada se mléky, Zze P(x), Q(x) — a v diisledku toho i f(x) — jsou
v (0, 27 integrace schopny podle C.-R. ‘Soutinitelé an jsou obecné ¢isla

komplexni.
2?. Rozvoj Fourieriiv o periodé 1 k funkei e—27x" v intervalu (0. 1) ma

soucinitele
1

an = —:—fe—z:lix' ()—2:"'"?\' dx_

1]
Lze psati 1 Hn+2)
dn = e;nin’j e—2ni(x+inydy — eé"""’fe—%if dx.
0 in

Dosadime-li do rozvoje Fourierova za x nulu. bude rozvoj konvergentni
a soucet bude roven }{f(0)+7(1)]]=1; tim dostaneme, rozloZime-li fadu ne-
koneénou po dosazeni vzniklou ve dvé,

1 —z"zk‘l‘zazlﬂ

—_—

aneb (n*=1 (mod 4), je-li n liché; n= 0 (mod 4), je-li n sudé)

N N+}
1 =lim [je—-m-\’dv+tj e—2aix? dx] N celé
N==Zy —N—y

a konecné, uzivame-li oznaCeni zavedeného pii integrilech nevlastnich defi-
novanyech pomoci primitivni funkce,*)

*) MI¢ky tu pFedpoklidina véta, Ze koeficienty fady Fourierovy s ros-
stoucim indexem konverguji k nule; véta ta pozdéji bude dokizana."

**) Jelikoz N jest ¢islo celé, jest na ¢tendfki, aby pfechod vykonany
k integrilim nevlastnim zevrubnéji odtivodnil. Ostatné budeme se pozdéji
integraly nevlastnimi podrobné zabyvati.
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-3 -3

1= }e—2aix*dx + ife—zﬂix’ dx,
odkud nisleduje
@* .
.fe—2nix’ d_r ) _1%'

{integral Fresneliiv).

Dosadime-li do tohoto integrilu x=1Jax'. kde a jest kladné ¢&islo,
mame
o

fe—;niux’ dx=—

—

1—1i

a

28, Gaussovy souéty. Abychom tdvahy ptedch. prikl. zevSeobecnili, uva-
Z?ujme fadu Fourierovu k funkci e—ini¢x* kde ¢ jest celé kladné &islo; Fada
Fourierova pak nechf jest o periodé 1 a nejprve pro interval (0,1). Jeji koe-
ficienty jsou o

=n
1 - Zmint (x+2")= 2nin* 9
., . — L = - .
an= | e—inigx*e—2ainx dx—e 4 /'C TETY dx=c 0 [e—inigx* dx.
0 o 2n
q

Vedle této Fady budeme uvaZovati druhou fadu Fourierovu pro touz funkci
a touz periodu, aviak pro interval (1, 2). Souéinitelé této Fady jsou
2n
2nin® E+Z
an—e ? fe—iﬂ"'lx’ dx.

2,
q

Soucet koeficienti prvé fady (= souctu pro x—=0 aneb x=1) jest }(1-+-e—1=i1);
soucet koeficientdi druhé Fady jest t¥Z a tak jest
. L
-] T® 2gip g
14 e—inig =Z(an+ a'n) =Z e 1 [e—i"iq-\" dx.
® n=—= '211

q

Slouéime-li za znaménkem souétovym vSechny ¢leny, p¥i nichz n diva
podle g tyZ nejmen3i kladny zbytek (pro takové dva ¢leny, maji-li indexy

2n/n’? 2nin''?

n',n" jeste ¢ =e ¢ , n'=n" (mod q)): dostaneme tvivahou provedenou
v pfikladé pfedchazejicim '

Zmil? - 2ai2 2ai(g-1)" =
lt+e—iriq=(14+e¢ ¢ +e a2 +...4e ¢ )fe—’zni«X’d.\',

p— -}

odkuZ podle zivéreéné rovnice pirechizejiciho pfikladu nasleduje ihned
2ail?  2ai2? 27i(g—1)

I4+et e o 4...de ¢ =TTy,

1—i
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. q
. . . . —hai— 2t .
29. UvaZujeme-li misto funkce e—:nigz* funkei e » » kde p, g jsou

¢isla cela kladna, a pfisluiné fady Fourierovy o periodé 1 a pro intervaly
postupné (0, 1) (1,2),...(2p — 1, 2p), dostaneme, utvofime-li soufet viech koe-
fieientd téchto Fad (stejné jako v piikl. ptedch.), tento vztah

2qig . 1° 2nig . 2 _ 2nig . (2p—1)*

I+e 4 +e 4 +...4e 4p

2xip . 1 2mip .20 Zmip . (q—1)' @ _ nigx?

=(1+e¢ ¢ +e 7 +...4e 4 )fe 2p dx

— D
Oznacime-li Gaussiv soucet

2aip . 11 2nip . (|gi=1)* P
t+e ¢ +...4e q znnkemG(TI)v

lze posledni rovnici psali ve tvaru (exponenciilni funkce pro argumenty
2niqk3/4p, 27iq(4p — k)*/4p ma touz hodnotu)

G(— l)___(;(ﬂ)_z_(‘L_i)Vl; .
4p q Vg
Jelikoz v této rovnici miZeme zaméniti —i za 4i, jest platny pro
kazdou dvojici celvch é&isel [p, g} riznych od nuly vztah
o[- 8)=c(2)20=isitmrali.
N 9 Vgl
136 8. Néktera pouzZiti odvozenych vét. Budeme nejprve
predpoklidat, ze f(x) jest spojitou funkci v intervalu (0, 27);
k vili zjednoduSeni tvahy ucéinime zatimni predpoklad, ze
f(0) = f(2n). JelikoZz jest f(x) spojita v (0, 2n), lze, jak znamo,
ke kazdému ¢&islu ¢ stanoviti 5 tak, Ze

| f(x") —f(x") | < ¢ pro viecka x', x' z (0, 27), pro néz | x'—x" | <79 ()

Rozdélme interval (0, 27) na intervaly mensi body xx, k=1,2, ..
oo, n—1, takze 0<x;<x3<...<Xp—; <27 a 7e délka kazdého
z intervald (xi—,, x) <7. Sestrojme dale polygonalni ¢aru spo-
jujici body Ao, Ay, A,, ..., An—y, As, p¥i CemZ Ax jest bod [xx, f(x4)],
Ay bod [0,f(0)] a A. bod [2=, f(27)]. Rovnice této polygonalni
¢ary nechf jest v pravoihlych soufadnicich y=v¢(x), pti tom jest
Y~ Yk—

xk__xk—l(x—xk_,) pro x| Sx<x y=flx)

"P(-")=yk_1+

¥(x) jest pak funkei spojitou (na kazdém z intervalt (xi—,;. x¥)
linedrni) proménné x. Vysetfujme rozdil f(x) —¢(x); kdyz x jest
na (xx—y, xz), pak jest podle (a)
| f(x)—f(xk_1) I <s
| F(x)—f(xx) | < ¢ a dale y(x) jest ¢islo v intervalu (f(x,_,), f(xp);
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tedy

[ f)—px) | <e ®
af jest x na kterémkoli z intervalG (xz—,;, xz), t. j. af jest x kte-
rikoliv hodnota z intervalu (0, 27). Funkei ¥(x) miazeme viak
v (0, 27) rozvinouti v fadu Fourierovu v tom intervalu stejno-
mérné konvergentni (odst. 136d). Prvych (m+ 1) ¢lenid té fady
oznacime ¥,(x) a jest tedy

Pm(x) = eyt (g cos x+ Fy sin x)H(ey cos 2x -3 5in 2x)+. . .- {emcos mx 4 fmsin mx).

7e stejnomérné konvergence Fady Fourierovy nasleduje, Ze
k Cislu ¢ lze nalézti Cislo M takové, ze

| w(x)—ym(x) | <e pro viecka m>M )
a pro viecka x intervalu (0,27). Z (8) a (y) vSak plyne
| f(x)—vm(x) | < 2¢ pro m > M a pro vSecka x z (0, 27).

¥u(x) budeme nazyvati polynomem trigonometrickym m-tého
stupné; lze jej vyjad¥iti ve tvaru Pn(cos x) + sin xQu—; (cos x),
kde Pn, Qu—; jsou polynomy prvy stupné m, druhy m—1
v svém argumentu. Ke kaZdému ¢ lze tedy sestrojiti polynom
jistého stupné w(x) (takovych polynomi jest dokonce nekoneéné
mnozstvi) takovv, Ze | f(x) —¢(x) | < 2e. Sestrojme si nyni Fadu
¢isel kladnych, klesajicich a konvergujicich k nule }&, &, 4¢,,. ..,
1&,...; prislusné k nim polynomy % oznalime 9 (x), ¥@?(x),
P¥(x), ..., ¥(x),.... Pak
[ flx)— i (x) | < én
pro vSecka x intervalu (0, 27). Lze tudiz ke kazdému ¢islu d na-
Jézti Cislo celé N tak, ze nerovnina
| Fx)—9®(x) | < 6

jest splnéna pro viecka k> N a pro vSecka x intervalu (0, 27)%);
t. j. rada polynomii trigonometrickych ¢%(x), v®(x), ¥d(x). ...
konverguje s rostoucim indexem k funkci f(x) a to stejnomérné
pro pvsecka x z interoalu (0,2x).

136h. Weierstrassova véta o polynomech. Nechf jest g(x)
libovolna funkce spojiti v intervalu (0, #) a definujme funkei
[(x) v (0, 27) vztahy

f(x)=4g(x) pro 0 x< 7,
f(x)=g(@2r—x) pro a< x < 2x;

pak funkee f(x) v intervalu (0, 22) hovi podmince (27— x) = f(x}
a pfimka x == jest osou symetrie pro &ru y={(x), kde x pro-

*) Sta¢i N stanoviti tak, aby ey <.
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bihda interval (0, 2n). Body A,, A,. A,..... Ay odstavee predcha-
zejiciho 1ze na ¢afe y = f(x) tak voliti, aby i polygondlni ¢ara
Ao, 4y, A, ..., An byla symetrickou vzhledem k p¥imece x = 7.
Sta¢i k tomu cili xx tak voliti, aby x,—r=272—ux3 pro k=0. 1.
2,...,n. Aviak potom ma funkee 9 (x) vyskytujici se v rovnici
polygonalni &iry 4,, A,,..., 4x tuto vlastnost
$(27 — x)=p(x)

a tada Fourierova piislu$nd k w(x) jest tfadou kosinusovou
(odst. 136a, pozn. 3).

Sestrojime-li pak na podkladé takovychto funkei P(x), jak
pravé byly definovany, fadu polynomi trigonometrickych 2®(x).
¥®(x), . .., odstavce predchiazejiciho, budou i tyto polynomy poly-
nomy v cos®; ozna¢ime je P (cos @), P® (cos 9),..

Budiz nyni F(y) libovolnd spojita funkee proménné y,
definovand v intervalu (—1,1). Kladme y=cosx: pak jest
F(cos x) =f(x), kde f(x) jest funkee definovana v (0, 27), tam
spojitd a hoviei podmince f(2z— x) = f(x) pro viecka x z (0, 27).
Jest to tedy funkee, jakou privé jsme uvazovali a my miZeme
sestrojiti nekone¢nou Fadu polynomi P@®(cos x), P®(cos x)....
takovych, 7e ke kazdému ¢ lze nalézti éislo N tak, Ze

| F(cos x}-— P®cosx) | <0 pro vSecka k>N

a pro viecka x v (0, 7). To jest jinymi slovy (zavedeme-li zase
misto cos x pivodni proménnou y): Ke kazdé funkci spojité
F(y) v intervalu (—1, 1) lze sestrojiti radu mnohoclenii PV (y).
P®(y), P¥(y), ... takooou, ze

lim P (y) = F(y)
n=x

a konvergence k limité 2(y) jest stejnomérnd (pro viecka y
v intervalu (—1, 1)).

PRIKLAD. Nechf jest F({)==|t' v (—1, 1); najdéme piislusnou Fadu
polynomi. Piipad tento jest zcela jednoduchy, nebof existuje Fada Fourierova
k funkei f(x)=|cosx| a v intervalu (0, 2n). Jest to Fada kosinusova; jeji
soulinitele jsou dény vztahy

b 4
2 o
— fy cos x coskydx= _2’ fcos xcos kx dx — ] cos x cos kods=

(1] ]
P

i

2

="+ 1)‘) €Os X COS Lx dx.
0

2
F14
Tedy ag, ;=0 a pro k>0
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agp = ;:)’ ][cos Rk+1) x4 cos @k —1)x}dx=
0

_3,(—,122[%_!_.”_ f ]_(—1)“'_1 4
- x 2k —1 2k+1]" = ak2 —1’

do = : Jest tedy

ll/\
II/\
IO

4 cos 2x  cos 4x , cos 6x cos Bx
3 +... ]

o [ — - ]
|(,osx|—n 4~z+ 1.3 3.5 + 5.7 7.9

Oznac¢ime-li san soucet prvych n ¢lentt v hranaté zivorce nidsobeny Cislem

4/7, jest patrné
1
2n—1

4 «
| cosx —sn| < e pro viecka x.

IHledané polynomy dostaneme, kdyz v sp nahradime cos x proménnou f; do-
staneme za s» polynom 2n-tého stupné v £; pro n=20, 1, 2 dostivime tyto
polynomy

PO () = % . PO = ’327; @41, PO@)= i::r (— 1614 4 36243),

Které se lisi od (@ o méné nez 4/1x, 4/3n, 4/51 v celém intervalu (— 1, 1).

136i. BudiZ nyni f(x) pouze funkce integrace schopna podle
C.-R. v intervalu (0, 27) — nepozadujemec tedy jiz spojitost.
Rozdélime interval (0, 27) opét jako v odst. 136 na n intervald
body x5, x5, ..., %,—;, kde 0<x, <x,<...<<27 a vezmeme zase
v uvahu lomcenou ¢iru 4o, A,, ... 4, (0znaleni viz v citovaném
odstavei). Délky intervald (x;_l, xt) necht? jsou mensi vesmés
nez n; n pak volime tak. aby soucet délek vech téch intervalt,
ve kterveh jest oscilace funkee f(x) vétsi nez €2, byl mensi
nez &. Cisla & &, jsou &isla kladna (libovolné mala, viz odst. 87,
viz vétu na str. 217 dole a 218 nahoie), o ¢ hned predpokladame,
7¢ jest mensi nez 1. Na intervalu (xi—,, x1) jest

() — v (x) | < Ok

Or jest oscilace funkee f(x) v (xx—;. xx). Predpoklidejme pro-
zatim, Zze f(0)=f(2n); pak i v(0)=v(27) a funkce ¥(x) jest roz-
vinutelna v Fadu Fourierovu v (0, 27) stejnomérné konvergentni;
i jest pro viecka x na (0,2n)

fyp(x) —Pm(x) < ; pro viecka m > M,

kde je ¢u(x) soucet prvyeh (m+ 1) ¢lent Fady Fourierovy pro
¥(x) a M ¢islo vhodné k €2 volené. Tedy jest na .(xx—y, x¥)

17 (x) —pm(x) < O+ 3¢
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a muze miti tedy rozdil f(x) —w¢n(x) se zfetelem k tomu, jak
jsme volili intervaly, absolutni hodnotu vétSi neZ e toliko na
intervalech (axi—,, xx), jichZ celkova délka neprevysuje ¢. Odtud
méame nasledujici odhad pro integral v nasledujicim dileziiy
(M, m jest horni, dolni hranice f(x) v (0, 2n))

2n
0< f[f (¥) — Ym (X)) dx < 226+ & (M — m + § o).
1]

Prava strana této nerovniny miize byti ué¢inéna libovolné malou
s & &; nasleduje z toho existence polynomii trigonometrickych
Yu(x) takooych, ze

0< f [F(x) — ¥m ()] dx < &, o
]

kde 6 jest ¢islo kladné, libovolné malé a f(x) jest funkce in-
tegrace schopna v (0, 27). Predpoklad, ktery jsme zavedli, zc¢
f(0)=f(2n), jest nepodstatny. Neni-li totiZ tento predpoklad splnén,
sestrojime funkei fy(x), pro kterou f,(x) = f(x) pro x z (0, 22 —0),
f1(27) =£,(0). Pro tuto funkei sestrojime polynomy ¥,(x) splnujici
(6) vzhledem k f,(x); ponévadZz vSak

23 27
JUAG) =m0 dx = [17 () — gm0 ax.
0 0

budou tyto polynomy spliiovati (¢) i vzhledem k f(x).
POZNAMKA. |ako v odst. 136h jsme polynomy trigono-
metrické v intervalu (0, 27) nahradili polynomy v proménné pro
interval (— 1, 1), miZeme stejnou cestou i tu dospéti k vété:
Je-li f(x) funkce o (—1,1) integrace schopni podle C.-R., pak ke

kaidému 6 Ize sestrojiti polynom P,(x) — m znad¢i stupei toho
polynomu a jest to Cislo zavislé na 6 — Ze

1

[[f(x) — Pu(x)) dx < 0.

—1
Takovych polynomii P.(x) jest oviem nekonedné mnozstvi.
136j. Stfedni chyba (odchylka). Jestlize néjaka proménna
veli¢ina nabyva v n ptipadech hodnot*) a,, a,, ..., 4, my viak
z neznalosti téch hodnot anebo z jiné¢ pfi¢iny uzivame misto
nich hodnoty by, b,, ..., b, (které jsme ziskali ku p¥. pfibliznym
poétem aneb- méienim), pak jakoZto mé&iitko chyby (odchylky)

*) Ku pF. teplota v n riiznych bodech prostoru.
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tim ucinéné zavadime (vedle jinveh cisel) té7 Cislo u., jez jest
dano rovniei
ot =(ay— by + (4. — b2)* + ... 4 (an — bu)'.

Tomuto &islu se Fikda stredni chyba (odchylka). Pojem stfedni
odehylky dd se rozsititi pro veli¢iny proménné definované ve
viech bodech jistého intervalu (a, b). BudiZ ddina veli¢ina ja-
kozto funkece proménné x v intervalu (a, b): oznalme ji f(x).
Nahradime-li v (a, b) veli¢inu f(x) jinou rovnéz ve vicch bodech
intervalu (a, b) definovanou, ku p¥. funkei P(x), bude stFedni
odchylka (chyba) tim zpiisobena dana rovnici

b
b—a)u :f[/ (x) — P(X)) dx. r)

Zavadéjice tuto definici stiedni odehylky, pokladime vsecky
body intervalu (a, b) za stejné vyznamné. Mize se vsak stati
pii nékterych vySetfovanich. e nékteré body intervalu (a, b)
Castéji prichdzeji v Gvahu a Ze tudiz jevi se pro miru stiedni
uchylky zavésti pojem t.zv. pahy r(x), coz jest funkce kladna
(=2 0) umérnd ku pt. pravdépodobnosti, s jakou jisty hod (resp.
jeho okoli o délee &, kde ¢ jest dosti malé) p¥i uzivani nahradni
funkece P(x) se bude vyskytovati. V tomto pFipad¢ za stiedni
chybu miizeme pokladati ¢islo dané vztahem
b b

;(‘fm (x) dx:fm(x) [f (x) — P () dx, (@)
kteryz jest zevicobeenénim vztahu piedchizejiciho.

136 k. Mnohoéleny majici nejmensi stfedni odchylku. Na
zakladé pojmu v odstavei predchdzejicim zavedeného miZeme
Fesiti ukol: Vyhledati polynom n-tého stupné, aby stiedni od-
chylka od funkece f(x) definované v intervalu (—1, 1) byla
v tomto intervalu minimdlni. P¥i tom budeme piedpokladati, ze
f(x) jest v (—1,1) integrace schopna a ze viecky body z (—1, 1)
jsou stejné vihy. Na zakladé rovnice (p) jedna se o to ustano-
viti koeficienty polynomu n-tého stupné (jichz jest n +1) a ktery
oznat¢ime P(x), aby vyraz

1
£= [ [f(x) — P dx

byl absolutnim minimem. Pro feleni tohoto tkolu jest dcclno
vyjadFiti polynom P(x) pomoci Legendreovych polynomti. Obecny
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polynom n-tého stupné lze psati pomoei Legendreovveh poly-
nomu ve ivaru

P(x)=ao+ a, Pr(x) + a2 Po(x) + ... + an Pn(x).
kde ay ay,....a. jsou libovolni (na sobé nezdvisli) Ccisla.
Dosadime-li podle této rovnice do vyrazu pro z, obdrizime se
zfetelem k rovnicim

1 1
fl’m(x)l'n(x) dx =0, an’(x) dx=r';_—l- m n

—1 —1 =

ihned (po umoenéni a rozkladu)
- 2
/—jf'(.x)dx—-”‘z a;,ij(x)f(.x)dx +Z ZA"_‘;_I
K=0 =1

a mame vyhledati pro [a,, a;..... a:| takové hodnoty, aby vvraz

tento byl minimem. K tomu jest ptedevS§im nutno, aby derivace
Castetné podle vsech ax byly rovny nule; tim obdrzime rovnice
(pro k=0.1,....n)

2ap

1 1
ii—n -2 jl'm(x)f(x)dx:o, aneb uk=5’%1_jl Pe(x) f(¥) dx, (1)

¢imz koeficiently jsou jednoznaéné stanoveny. Jelikoz pak druhy
diferencidl vyrazu z podle proménnych ax jest forma kvadraticka
definitni a kladnd, vznika pro ty hodnoty ax minimum a to ab-
1
solutni. Dosadime-li do vyrazu pro z za integral ,Pk(x)f(x)‘(lx
_.lc -
podle posledni rovnice, obdrzime pro minimum, jejZz budcme
znaciti m,, vyjadieni

1 n
Mn :jf’ (x)dx —Z 2;:’1 & (2)
—1 k=0

Jelikoz m, jest stile (pro viecka n) kladné (= 0) a soucet na
pravé strané rovnice (2) se nachdzejici jest ¢islo s n rostouci,
jest patrno, 7e nekonecéna fada

i T R 6}

kde a; jsou urceny rovnici (1), jest fadou konvergentni. Rada
nekonecna

g1 Pr(x) 4+ a2 Po(x)+ ...+ ax Pe(x)+ ..., )
pii ni7 ar jsou rovnéz diany rovnici (1), sluje rozvoj podle Le-
gendreovych polynomii prislusny k funkei f(x), ar jsou koefi-
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cienty toho rozvoje, aPi(x) pak éleny. Mame tak vétu: Soucet
progch n+1 ¢leni rozvoje podle Legendreovych polynomi
piislusného k funkci f(x) ddod mnohoélen stupné (nejoyse)
n-tého, jehozto stredni odchylka od f(x) o intervalu (—1, 1)
jest mensi neZ stfedni odchylka kazdého jiného polynomu
nejoyse stupné n-tého.

7. této vity a véty odstavee 1360 (poznamka) nasleduje: Je-li
f(x) funkce v (—1, 1) integrace schopna (podle C.-R.), pak
s rostoucim n nade viecky meze ¢islo m, blizi se k nule a tedy
limita stfedni tuchylky u mnohoélenu ziskanych rozvojem podle
Legendreooych polynomu jest roona nule, roste-li stupern mnoho-
¢lenu nade piechny meze. Pro takové funkee jest tudiz podle (2)

1
JUGN dr = 2o + 1 + 42 + Lo +..)

136l. MoZno viak jeS(¢ jiné vztahy ziskati mezi funkei f(x)
a rozvojem podle Legendreovveh polynomi k ni prisluSnym.
Dokdzali jsme totiz (ozna¢ime pro kratkost souéet prvveh n
¢lentt rozvoje (4) znakem a,). 7e
1 b
lim j[f(x)—a"]’ dx =0, tim spise jest lim f[[(x)—an]’ dx=0.
n=o:7_1 1L=CDH

jsou-li a, b dvé Cisla v (— 1, 1) a je-li f(x) v (—1, 1) integrace
schopnou. Jestlize vSak Fada (4) konverguje stejnomérné v (a, b)
ku o(x), jest podle odstavee 70 (poznimka 2)
b b b

lim f[f(.\')— o)t dx = ’If(x)—a(x)]’ dx a te(lyjlf (x)—a(x)*dx=0.

n=oc u ;‘ a
Jelikoz pak o(x) jest v (a, b) funkce spojita, jest f(x) = o(x) ve
vsech bodech intervalu (a, b), kde také f(x) jest funkce spojita
(odstavee 97, (poznamka 2)). Tim ziskali jsme prostiedek, ktery
v Cetnych pfipadech nds orientuje o souétu rozvoje podle Le-
gendreovych polynomi ptisluiného k funkei f(x).

136m. PRIKLAD. O pfiblizném vyjadfeni eliptickych integrilti pomoci
polynomii v modulu. Nejprve uvazovati budeme integril

[
- do
F = - ——
) of Vi—i(x+1)sine

—1<xZt; 0P,

ve kierém modul k*=}(x -+ 1) tak volen, aby pfFislusnd proménna x probi-
hala interval (—1, 1). Budeme potitati

Petr, Integrélni polet, 2. v. 22



338

1
r do 1 -I
F . 2
f ) Vl —2rx+r’ Jdr |v! Vi—3x+1)sin’e Vi—2rx+r. @

Soucmltel pii rn, rozvineme-li tenlo vyraz v potenéni fadu podle proménné
r, jest podle odstavce 117¢ a podle vét o integraci nekoneénych Fad pravé
integral

1
f Pa(x) F(x) dx,
|

ktery tfeba znati k odvozeni rozveje funkce F(x) podie Legendreovych po-
lynomi. Pofad integraéni ve dvojnasobném integrilu (Z) lze zaméniti (jak
pozdéji v obecném pFipadé bude odvozeno), i vypoéteme nejprve za pred-
pokladu, Ze r jest kladné a dosti malé

f dx — 2 log cos%(p—}-v-i'_sin%q:___
_1V1 —(x-+1sintp Vl 2—rx+r singlr cos}o— Vrsinie

________ +ir sin? atp+}, 9 5in 1}‘P_*_ } DP 137, (2).

cos'ig cos®ig

Radu tuto staéi integrovati podle ¢ v mezich 0, % a mame ihned

ig2a+1 ] b,

1
4
_[B.(::)F(@d;::m

I jest rozvoj podle Legendreovych polynomi prisluiny k F(x) — viz rovnice
(4), (1) odstavce 136k —

F(x)=2]tg} P+ 3121 P. P () 1tgb4b. Pa(x)+..). 0< q)<%; —1<x< 1

Psali jsme hned rovnost mezi F(x) a tim rozvojem; nebof, jelikoZ | Pix): <1
a |tgd1d| <1, jest rozvoj stejnomérné konvergentni v (—1, 1) a v disledku
odstavce pFedchizejiciho jest rozvej roven pristusné funkei F(x).

Docela stejnym zpiisobem vyplyva rozvoj pro elipticky .integril dru-
hého druhu

o
Gx)=[do Vi —F(xF N sin’y.

. °

Tu jde ptedeviim o vyécisleni integrilu

j dx ‘/!_4__%7({":}‘_1) sin? r_
1

1—2rx+4r?
. - C 2 1
:1+r_l rc()sq,+§ill;ip -lz (1+r)) log C.“,S,»?TFVL*f"t":
2r 2r Vr sSin‘“g 4r cos *‘p—Vr sin ;¢

22 sin2n+4 4(’; _ _A_I'# sinZn .i (17

2n—|—l 2n+3 cos2»t+2 39 2n—1 coszﬂ-ﬂgq:

7 kicrézto Fady integraci podle ¢ v mezich 0, ¢ stejné jako svrchu vyplyvi
nejprve
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1
. N _ 4 _‘"_ sin2n+3.§(li_ 1 s]n-ll*ll(’)l.
_.{(‘(x)l"(x)dx_ CnF 1)y {2n—|—3 cosTFT§d  2n—1 cos?—1 1

a tedy na zdkladé obecnych rovnic

(]

| in? <2
for T =l 20 s o {242 it
0 n=

Specielné mame pro kompletni integril druhého druhu tento rozvoj podle
Legendreovych polynomi (dosadime & =1mx)

T

2
[l Vi1 1o B B )
0

Prakticky uzitek formuli odvozenych jest na snadé; abych jej je5té ztetel-
néji objasnil, uvedu priblizné vzorce, vyplyvajici z posledni rovnice pro
délku oblouku koadrantu elipsy (omezeného koncovymi body hlavnich poloos).
Sta¢i pravou stranu nasobiti a a klisti x =1 —2b%/a?, kde 4, b jsou délky
poloos elipsy. Dostaneme, podrzime-li 1, 2, 3, 4, 5 prvych ¢lenit v piislusném
rozvoji, tyto vyrazy (v nich misio b%/a? kladeno §):

ba, Sa@+D, 1saT4+208—68), iza(80+ 728 — 483 + 202)

2 d'ns @ (875 | B92E — 978E% -+ 92082 — 350%).
Jsou to vvrazy nultého az 4. stupné v § jejichz stiedni odchylka od pravé
hodnoty jest mensi nez u jakychkoli jinych mnoho¢lenii stejného stupné v §
a to pro interval (0, 1).

136 n. Mnohoéleny trigonometrické majici nejmensi stredni
odchylku od dané funkce. Stejné¢ jednoduse jako jsme odvodili
muohoéleny raec. celistvé o nejmensi stfedni odchylee, mizeme
dospéti k mnoho¢lentim trigonometrickym tvaru

P (x) = 14,4 (a: cos x + b, sin x) + (a, cos 2x 4 b, sin 2x) +...
..~} (an cos nx -+ bp sin nx)

takovvym, 7e vyraz
2n
[ If (x) — () dx

jest mensi pii tom ur¢itém polynomu nez u polynomu stejného
tvaru, kde v3ak soucinitele ag, a,, by, .. ., an, ba maji jiné¢ hodnoty.

Dostaneme — za ptedpokladu, ze f(x) jest o (0, 2n) integrace
schopna — dGplné tym? postupem (viz priklad 5a za odstaveem

0S) tyto hodnoty pro ax, b

2n -
1 i ‘
Ta ff(x) cos kx dx, 'bk=%-ff(x)sm kx dx ;
0 5.
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a tyto véty: Soucet proych n+ 1 céleni fady Fourierovy o pe-
riodé 2z prisluiné k funkci f(x) v.intervalu (0.27) dévd mnohoclen
trigonometricky stupné nejoyse n-tého, jehoito stiredni odchylka
v intervalu (0, 27) jest mensi nez stredni odchylka kazidého ji-
ného polynomu trigonometrického stupné nejoyse n-tého.

Pro soucinitele ai, bi v Fadé Fourierové pak nasleduje,
Ze rada

Yao' + (a® + b)) + (a* + ba®) +-. .. A (an® + bu®) ...
jest konvergentni. Jest tedy lim a,=0, lim b,=0 aneb
n=x

n=x

2n 2n
lim ff(x) cos nxdx =0, lim ff(x) sinnxdx=0 ()
n=or:0 n=0a 0
a ddle Ize psditi v disledku véty odstavee 13610
% flf(x)li dx = Ja¢® + (4, + b,?) 4 (a,? + b,?) + ...+ (a® + ba®)+ ... B)
0

POZNAMKA 1. [sou-li obé funkce f(x) a g(x) v (0. 27) inte-
grace schopné podle C.-R. a oznacime-li koeficienty v Fadach
Fourierovych o periodé 2z v intervalu (0, 27) k nim prisluénveh
ai, br a o di, pak lze psiti

2n
:!' ff(-\”) g{xydx = {agce + (ayc, + D1dy) + (ascs + body) +. . ., )
0

coz jest jisté zevSeobeenéni rovnice (3). Rovniee tato jest prosty
disledek rovnice (8); napiseme-li totiz (8) jednak pro funkeci
f(x) + 8(x) a pak pro funkece f(x), g(x), dostaneme z téchto tit
vztahli snadno ().

POZNAMKA 2. Misto rovnic (@) lze psiti obeendéji

b b
lim jf(x) cosnxdx =0, lim jf(.r)sin nxdx=0
n=qQo u n=—« a

za predpokladu, Ze f(x) jest v (a, b) integrace schopno; p¥i tom
jest nejprve 0<<a<b<2r. Abychom sprivnost téchto obecnéj-
Sich rovnic nahlédli, sta¢i dosaditi do (@) za f(x) funkei ¢(x)
takto definovanou

@(x)=0 v intervalech (0, a —0), (b0, 27).

@(x)=f(x) v intervalu (a, b).
(dosud bylo o nich predpokladano, Ze jsou ve vnitru intervalu
(0, 27)) jest na snadé.
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POZNAMKA 3. Rovnice (@) lze zcela jednoduse dokizat ptimo.
1Dokazme to ku ptikladu pro druhy integral. Jest

n 27: 3:1

/f(x)smnxdx—ff(x)smnxdx+f -|-/ . +/ ..

n
il 2 — .
n n n

V kazdém z integralu na pravo ma sin nx stile totéz znaménko;
uzijeme-li tudi? véty o stfedni hodnoté pro prvé dva integrily,
vidime ihned, 7e jsou rovny vyrazim

a 27

n n
f(&) | sinnx dx 4 f(&) [sinnx dx= % If &) — f&),
0

F4d

n

coz jest mensi () v absolutni hodnoté nez 2 Oy/n; kde O, jest
oscilace funkce f(x) v intervalu (0, 2z/n). Obdobné tvrzeni plyne
i pro dalsi dvojice integrdlu na pravé strané. Tedy jest (ozna-
Ceni jest na snadé) ' '

t 3 n
. 2 1 2:
|b[f(x) sinnxde| <2 (0,4 Oyt ...+ On)= kz_lok Axk, dxp=>",

n

Xo=1, x,=n. Vyraz na pravé stran¢ ma pro lim n=o0 za
limitu nulu (odstavee 87, (9”)). Tim pak jest tvrzeni v (e) pfimo
dokazdno. Je-li f(x) funkei v (0, 27) s variaci koneénou a rovuou
V (0, 27), mizeme, jelikoZz O;+ Oy 4+ ...+ O, ZV(0, 27), psiti

Iff(x) sinnxdx; <<ée pro viecka n > = 2 V((: 27),

PRIKLAD. Rovnice () odst. 136n sluje Parsevaliv teorem (vysloveny
Jiz r. 1805 za ptedpokladi oviem odchylnych) a ma Celnd pouziti, jednak
pii v¥podétu uréitych integralt pomoci nekoneénych fad, jednak pfi vypoctu
nekoneénvych Fad pomoci uréitych integrali. Nékolik pfFikladid k tomuto
teoremu — aniz jsme ho explicitné pouzivali — jsme ve skute@nosti jiz
podali ve cviéeni za odstavcem 73; nyni podime jesté jeden pfiklad. Bu-
deme pFi tom vychdzeti z rovnice (2) pfikladu 8 ve cvifeni za odstavcem
156f. Klademe-li v ni x =}s — x’, destaneme je3té rozvoj pro !sin2m—1 x|,
takZ?e celkem médme rozvoje (m, n cela Cisla):

4

sin2m—1 x| = ~ :i,————gﬁ::;[ ;2 _T_:cos 2x +
@em—1) 2m —-3). _ ] .
+ < em 1) @m 3 < 4x ] ; (a)
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_cos2n—l x| =

4 2.4...(2n—2)[l+2ﬂ cos 2x +

w3.5...Cn—1 ]2 T onF1

@n—1)(@n—3)
+mmcos4x+...], ®)

platné pro kazdé x.
Uzijeme-li na tyto vztahy Parsevalovy véty, mime ihned
27
%f! sin2m—1 x , cos2n—1 x [ dx =

_422.4...2m—2) 2.4...2n—2) [i_(2m—1) @2n —1)

T a2 3.5...2m—1) 3.5...2n—1) (2m+l)(2n+1)+
2m — 1)(2m —3)(2n — 1)(2n — 3) .

TemFnem et nents) ]

Jellkuz viak (viz str. 163)

2n in
fl sin?m—1 x , cos2n—1 x "dx =4 [sin2m—1 x , cos2r—1 x dx =
° .
2 m—1)!(n—1)!

“m¥n—1t (mF+n-=21"
obdrzime po snadné upravé rovnost
(m4+n—0Im—0'e—0!11 @Em—1)2rn—1)
2m — 1)!(2n— 1)! 2 (@2m+1)@2n+1)
+(2m—1)(2m—3)(2n—1)(2n—3)_ .
, @m+1)@2m +3)2n+ 1) 2n+3) )
Vztah tento jest vhodry k piesnému vypoétu ¢&isla #n; volime-li ku piikladuw
m=n=10, jest 21, len Fady se stiidavymi znaménky na pravé strané se
nalézajici

= 22m+2n—1

+

2%, (201)%. (301)®
(100)%. (60!)2

a nisledujici jest skoro 9-krat mensi.
Obdobné mime

=10"22 28...

2%
sin2m—1 x . sin2n—1 x dx =

_42.4...2m—23) 2.4...2n—2) +(2m—1)(2n—1)+
T a*3.5...2n—1) 3.5...2n—1) em+1)(2n+41)

+ @2m — 1) (2m —3) (2n—1)(2n—3)+ ]'
@m 1) @2m+3)(2n+41) (2n+3)

2 kteréhoz vztahu nasleduje (viz str. 161, rovnice (8)) po malé dpravé

n? = ddm+in—1 [(m—1)!(n—1)!m-+n—1)!]° +(2m 1)2n — l)+
@m — 1)1 2n — 1)1 (2m 4 2n — 2)! 2m <+ 1)(2n 4+ 1)

Z tohoto rozvoje mame pro lim m = oo snadnou dvahou, pfi které pouZivame
rovnice (b) pFi x =0,
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— i 24 Bm—2).2.4...Cm+2n—2)
Tm—3.5...C0m—1).1.3...@m +2n—53)’

T
2

coZ jest zndma Wallisova formule pro = psana ve tvaru ponékud odchylném
(zdénlivé obecnéjsim).

Kdybychom pouzivali misto rovnice p¥ikl. 8 (za odst. 136f) rovnice pFikl.
9, dostali bychom vysledky obecnéjsi. Integréily, jez se tu vyskytnou, daji
se, jak pozd&ji seznime, vyjadtiti pomoci funkce gamma. Pfedpoklidédme-li
toto vyjadfeni, obdrZime cestou iplné stejnou jako svrchu tento vztah

I'(@) I'th) __ 2(a+b) [J_ ab + a(a—1)bb—1) _ ]
I'(a+b) — ab 2 (a4-1)b+1) " @+D@+23b+1)b+2) 7 )
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