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VIII. O INTEGRALECH Z FUNKCI ZAVISLYCH NA
PARAMETRU.

1. VYSETROVANI SPOJITOSTI TECH FUNKCI.

153. Budeme se v nasledujicim zabyvati integrdly z funkei,
které vedle toho, Ze jsou zivisly na proménné integracni. zavisi
jesté na jiné proménné, které budeme tikati parametr (odst. 9);
tedy integraly tvaru b

/f(x,d) dx.

«
-

kde f(x. @) jest funkece dvou proménnych x, . Takovéto inte-
graly. maji-li vyvznam. definuji [unkei zidvislou na . Na priklad
1

*odx [ 1

,/}2 Far :Far(:tg o
0

Budeme pak vySctiovati rizné vlastnosti funkei tak definova-

nych uréitymi integrdly, pii ¢emz piedeviim omezime se na

takové funkee f(x. @), jez pFi hodnotich e o tuvahu vzatych

jsou podle x integrace schopny v infervalu (a, b).

Nejprve zabyvati se budeme pripadem, 7e a. b jsou uréita
Cisla (konecné meze) nezdavisli na parametru ¢ a Ze zdaroven
f(x. @) jest funkci konecénou pro vsecka x v (a, b). a lo pri vsech:
e p pocel pribrangch. 7a této supposice pisSme

b
Flo) = / flx, ) dx.
u

Zvolme si jednoduSe spoCetnou tadu hodnot e a5 a, ...

majicich limitu o, t. j. lim @, = ¢’. Dostaneme jednoduSe spo-

n=a,

C¢einou fadu hodnot funkce F(e)

b
Flan) = j -f(x, an) dx.
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Klademe si nyni tutootizku: Za jak¥ch podminek existuje lim F(a,)
pro lim n =o00? K tomu nim nejobecnéjsi odpovéd dava nejprve
véta Bolzano-Cauchyova, praviei. Ze nutnd a postacujici pod-
minka tu jest, aby ke kazdému kladnému ¢islu & ptisluselo
c¢islo N takové, 7e

b
Flap) — Flegd i = [, ap) — F(x, ) die | <o

pro viecka k', k”. pro néz k'> N, k"> N: (DP 28). Této pod-
mince o¢ividn¢ bude vyhovéno, jestlize ¢islo N jest takové, ze
nerovnina ¢

b—al
jest spIlnéna pro viecka x intervalu (a, b) a vSecka k', k"> N.
V tomto pripadé viak také cxistuje limita lim f(x, @), a to stej-

flxoep) — flx, o) <&, kde t;= (1)

nomérné¢ pro viecka x v (a, b) (viz DP 124-**) Piejdeme-li tedy
v (1) k limité pro lim k"= ~, pfedpokliadajice oviem, Ze (1) jest
splnéna v uvedeném rozsahu, mame tedy dile (piSice n misto k)

Vf(oc, an) — lim f(x,am)! £ (2)
pro vsecka x v (a, b) a viecka n> N.

7 1éto nerovniny. ddle z podminky, aby funkee byla v (a, b)
integrace schopna (odst.87). a konecné z piredpokladu. Ze f(x, a,)
jest v (a, b) integrace schopna. ndsleduje nejprve snadno, 7e
funkce lun f(x, @) jest v (a, b) integrace schopna*). a lze dile

v d uslulku té nerovniny psati, Ze
F (etn) —flim S(x,am)dx|= lf[f(x,an) —lim f(x.em)]dx | < ¢y|b—a' = ¢ (3)
m= @ m=e®

pro viecka n> N. MlZeme pak vysloviti vétu: Postacujici pod-
minka, aby existooala limita

llm ff(.x an) d.x

*) Nebol’, je-li oscilace funkce f(x, ¢n) v intervalu dxi rovna O, oscilace
pak funkce lim f(x, am) v témz intervalu O, jest, je-li n > N, podle (2)

m=n
O — Ol << 2¢, a tedy
| %’Ok Axp — f?()(")kdxk | <2, |b—a]|, jelin>N
c=1,2,3,...,r; dx;+Axs+ ... dx, = b — a.

.
Oznaceni v této pozndmnce shoduje se s oznatenim v odstavei 87, jenom
misto n-(které {u jest v jiném vvznamu) pouzito ».
24*
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jest, aby existovala lim f(x, @), a to stejnomérné pro vsecka x
n=00

v (a. b). Podle (3) pak jest

b ]
lim j f(x, an) dx = [ lim f(x, an) dx. n
n=m» J n=wm

a a

Jestlize jest
li~m f(x.an) = f(x, li_m an) = f(x, ')

(a to stile stejnomérné pro viecka x v (a. b)), miizeme posledni
rovnost psati

n—w

b b
lim ./.f(x, an) dx =ff(x, «')dx.

Posta¢ujici podminku pro platnost této rovnice (podminku pro
stejnomérnou konvergenei fady déisel f(x, @) k f(x, @), kde
o =lim @,), 1ze pak psiti ve tvaru: Nerovnina

n=00

iflx, @) = flx, ) < (5)

jest splnéna pro viecka k>N a vSecka x v (a,b): pii tom jest
g cislo kladné libovolné zvolené a N ¢&islo kladné vhodné k &
stanovenc.

POZNAMKA. V piedchazejicim odvozena zaroven véta pro
integraci fad. Klademe-li totiz

f(x,n) = uy(x) + ug(x) + us(x)+. .. + un(x), n=1,273,...

tu jest patrn¢ limf(x,n) rovno souc¢tu nekoneéné tady u,(x)—+
n—=am

+ us(x)+..., kterd jest konvergentni (neexistuje-li limita prave
uvedena, nckone¢na fada jest divergentni). Oznac¢ime-li soucet
1é nekonecéné fady S(x), lze vztah (4) psiti ve tvaru

b b b b
lim [ful(x) dx —l—fu,(x)(lx—|—...+ I.un(x)dx]:fS(x) dx

n=® a a .a a
anebo téZ ve tvaru

b b b b

fS(x)dx:j 11 (x) dx—-l—j g(x) d.x'-—l—...—l—./ un(x)dx ...

a a a (]
Postacujici podminkou ku platnosti této rovniee (vedle poza-
davku, aby uveden¢ integrily z funkei ux(x) mély vyznam) jest.
aby f(x.n) k své limité S(x) konvergovala stejnomérné pro
viecka x intervalu (a, b), . j. aby nekonecni rada u,(x)+ us(x) —
+ ug(x) + ... konvergovala pro osecka x o (a;-b) stejnomérne.
Tim odvozena jedna ze zikladnich vét pro integraci nekoned-
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nveh fad (viz odstavee 69) poznovu: a to pro integraly Cauchy-
Riemannoby.

154. Je-li podminka (3) stejnomérné konvergence splnéna, af
zvolime si jakoukoli jednoduse spoéetnou posloupnost @,. a,. as. .. .,
konvergujici k o, rikdame, Ze funkee f(x,a) jest v bodé e spo-
jitou funkei parametru e stejnomérné vzhledem k x intervalu
(a. b). Toto stanoveni jest patrn¢ podstatné stejné s nasledujieim:
Funkce f(x, @) _jest o bodé ¢ spojitou funkci e stejnomérné
vzhledem k x intervalu (a, b), jestlize ke kazdému c¢islu klad-
nému € lze nalézti cislo kladné n té vlastnosti, aby neroonina

H(x,e') — fla, @) | T e
byla splnéna pro vsecka .e¢—a' <1y a viecka x intervalu (a, b).
Na zdklad¢ predchazejictho mazeme pak vysloviti vétu:
Postacujici podminka, aby. bylo

b b
lim ff(x, a)dx = [f(x. o') dx,
a=a’y a

jest, aby f(x, @) jakozZto funkce a« byla v bodé a=2a' funkci
spojitou. a to stejnomeérné vzhledem k x o intervalu (a, b).

Tim ziskali jsme, vyjadiime-li to jinvmi slovy. postacujici
podminku pro to, aby

b
Fe) =j [(x, &) dx

byla spojitou funkci @ v bodé a=d.

P#i tom se samoziejmé predpoklada, 7¢ f(x, @) jest funkee
podle x v mezich a, b integrace schopna pii viech ¢ v okoli
bodu .

PRIKLAD 1. Necht jest funkce f(x, @) dina témito vztahy

_I’
2xe 7"’
aZ

flx, @) = pro e-= 0,
f(x, 0)=0.

Pak funkce fix.a) jest v mezich ku pt. (0,1) integrace schopna a pro «>>0 jest

zl
1 1‘2 Tat _ 1
jf(x, a)dx:jfi:ﬁ dx=1—¢ ¢
0 0
a pro e=90
1 1

ff(x, 0) dx = ['o .dx=0.
it 0
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Tudiz
L 1
lim | f(x, @) dx =1lim (1 —e "') =1

a=0O a=0

1 1
f lim f(x, ) dx = f f(x,00dx =0
0™ 0 )

a nejsou obé limity stejny, jak by jisté byly, kdyby f(x,e) byla v bodé
a« =0 spojitou funkci ¢ stejnomérné vzhledem k x v intervalu (0, 1). Ze neni
funkce dané funkci v bodé « =0 spojitou stejnomérné pro vSecka x inter-
valu (0, 1), miizeme dokazati pfimo takto. Kdyby byla f(x,«) funkci takovou,
bylo by lze ke kaZdému ¢islu ¢ libovolné malému stanoviti ¢islo kladné »
nezavislé na x tak, aby

zt z*
—gi 3
‘ 2xe ¢ 2lxle °
e =7 0= 25 —0) =21l T ) )
pro pSecka o, pro néz |a—0i=:e«'<1, a pro viecka x intervalu (0,1). Dejme

pak tomu, Ze takové ¢islo 5 vskuntku existuje a zvolme si « kladné a mensi
nez . Vedle toho pak jesté poZadujme a <1, coZ neni v odporu s nerov-
ninou || <. Nadto uéiime x =e, ¢im% jsme ptisoudili proménné x hod-
notu v intervalu (0, 1). Dosadime-li viak do nerovniny (p), kterd ma byti
splnéna pro vSecka | <% a pro v3ecka x intervalu (0, 1), x = «, dostavare

pro « podminku
2e—1

’
&

a>

ze které vidime, Ze nerovnina (p) nemize byti splnéna pro vSecka «, pro
né% |e | <». Neni tedy podminka stejnomérné konvergence pro nasi funkeci
splnéna.

PRIKLAD 2. Integril

4 .
edx A .
b/‘m—arctg o pro « = 0;

piisuzujeme-li funkei za znaménkem integra¢nim pro ¢ =0 hodnotu 0 pro
vSecka x intervalu (0, 4) [pro hodnotu x =0, « =0 neni totiz funkce ta de-
finovana), ma integrdal pf¥i « =0 hodnotu 0. Hodnota integrilu jest funkci
,nespojitou v bodé « =0, nebof (budiz 4 > 0) jest

. A_ = " .
ll=na arctg « =3 pfi « kladném,
lim arct 4__= Fi @ ziporném
a=0 J a 2 p p )

Funkce za znaménkem integraénim neni vSak také stejnomérné spojitou
v bodé ¢=0 pro x intervalu (0, 4). Nebof pro stejnomérnou spojitost se
vyzaduje, aby

0 <# L aby [a|<s(xt+ad)

«
x% -+ a?
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pro viecka x v intervalu (0, A4) a pro viecka a, pro néz e| <y, kde » ma
byti ¢islo vhodné zvolitelné. To jest vSak nemozno splniti, nebot ku pF. pro
x < a uvedend podminka nam pravi «| > 1/2¢ tudiz ¢islo y zminéné vlast-
nosti neni.

PRIKLAD 3. Integral

2cos x +2r

1 +2rcosx-+r?
0

X

jest nespojitou funkei parametru r v okoli bodt * (. Viz cvi¢eni po odst,
68, pf. 9. Podrobné vysetieni podle kriteria tu dokédzaného opomijim.

155. Pouzivame-li pojmu a vét vztahujicich se k funkeim
spojitym o dvou proménnych, mizeme v didsledku predchdze-
jicich dvah vysloviti véty dovolujici nam Castokrdite na prvy
pohled odvoditi vlastnosti funkce F(z). Zvlisté pak jest platno
nasledujici: Jestlize f(x. y) jest spojitou funkei dvou promén-
nych x, y v kazdém bodu uzavieného a spojit¢ho oboru £, jest
funkce f(x, y) v & stejnomérné spojitou: t. j. lze ke kazdému
¢islu kladnému & nalézti ¢islo kladné % té vlastnosti. Ze spInéna
jest nerovnina

ey —Flx, y) <« (©)
pro viecky body (¥, y'). (x, y) danc¢ho oboru £, pro néz

¥ —xi<un Y —y' <

(DP 191.) Specielné zvolime si za obor & pravoihelnik omezeny
primkami x=x,, x=x,. Yy =Yo Y =y;. Uéinime-li jeité¢ v ne-
rovniné (6) x = x'. jest splnéna nerovnina

fle,y)— e y) <+

pro viecka x intervalu (xo, x;) a pro vsecka y’, y intervalu
(Yo Y1), pro néz Yy —y <, t.j. f(x. y) jest spojitou funkei pro-
ménné y v intervalu (yo, y,) stejnomérné vzhledem k x inter-
valu (xq x;). .

Na zdkladé téchio pojmi a vét vyplyvd z vét odstavee pied-
chazejiciho véta: Funkce F(a) definovana omezenym integrdalem
b

F@) = [f(x, @) dx (?)
jest spojitou funkci a v intervalu (a,. a,), jestlize f(x, a) jest
spojitou funkci obou proménnych v pravothelniku (a.b: a,, a,).
Nebot funkce majici tuto vlastnost jest v kazdém & nachazejicim
se v intervalu (e,, @,) spojiton funkei e stejnomérné vzhledem
k x intervalu (a, b).



Véta tato se da rozsifiti i pro ptipad, Ze meze a, b nejsou
nezivisly na a. nybrz. Ze jsou spojité funkce parametru a.

Kladme

ba)
Fife)= j flx, ) dx ®)
a(a)
a predpoklidejme, 7e f(x, @) jest spojitou funkei v oboru pravo-
uhelnikovém (/. B: @,, @), ve kterém také nechf probihaji spo-
jité ¢ary x = a(a). x = b(e). v nichz a jest proménna v (e, a,).
Pak, je-li @, libovolna hodnota intervalu (e, @), snadno si do-
kazeme. 7e Fy(e) jest spojitou funkei proménné e v bod¢ a,.
Nebot jesi

b(a) b(a,)
File) = Filag) = [f(x, @) dx— [fix, ag) dx =
a(a) a(ay)
a(a,) b(a) b(ay)
=[x dx + [fix.a)dx + f [f(x. @) — f(x, ag)] dw.
a(a) b(a,) a(a,)

V tomto vvrazu. predpoklidiame-li je—e, <7, mizeme, zvolime-li
vhodné kladné &islo 9, dociliti, aby prvni a druhy sé¢itanee byl
kazdy mensi v absolutni hodnoté ne7 L& (podle véty o stfedni
hodnoté, nebof a(«), b(a) jsou spojité funkee v okoli bodu e, a
f(x, @)l ma v pravoihelniku (4, B; @, @,) horni hranici) a rovnéz.
aby absolutni hodnota tietiho sc¢itance byla mensi nez Le (podle
véty pravé dokdzané). Jest tedy
Fi(@) — Fy(eg) < ¢ pro viecka e, pro néz e —e, <1,

t. J. Fy(a) jest spojitou funkci proménné e v a, a tudiz v celém
intervalu (a,, a,).

Vvysledek tento se rozsifuje ihned i pro pFipad, 7Zc¢ f(x. a)
jest spojitou funkei bodu [x, @] v uzabFeném oboru — pasu —
omezeném Carami ¢ =e«,, @ =«, x = a(a), x= b(a). Ncbhof, je-li
f(x, @) spojitd v tom pdsu, mizeme v ostatnich bodech pravo-
thelniku (A4, B: a;, a;) funkei f(x, ) pFisouditi takové hodnoty,
7e [(x. @) tak vznikajici stane se spojitou funkei v celém pravo-
thelniku. Na hodnotu integralu (8) viak maji vliv hodnoty funkee
f(x, ), jichz nabyva prdavé v tom pisu.

156. V disledku véty dokizané miZzeme vysledek svrchu
dokizany pro integral (7) ponckud zevieobecniti. Budeme pred-
pokldadati, ze f(x, @) jest funkee dvou proménnych x. @ v pravo-
thelniku (a, b: @,, @) kone¢na, takze v tom pravoihelniku
f(x. a) | <M; ddile budiz funkei spojitou v uzavieném oboru,
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ktery z pravouhelnika (a, b: @;.@,) zbude, odejmeme-li z pravo-
ihelnika koneény pocet ku pi. m pasi definovanveh rovnicemi
gi(«) <7 xZyila), i=1,2,3,...m,* qi.¥i jsou spojité funkce proménné «¢ v (a,, «), (9)
¢im7 integra¢nimu intervalu (a. b) jsou odnaty intervaly
(71(2), Y1 (). (@ (), Ve (), . . ., (Pm(e), Ym(ex))
a piri ¢emz celkova délka téehto odnatyeh intervali jest mensi
nez kladné ¢islo e jeZ mozno si zvoliti tak malé, jak chceme.™)
Oznac¢ime-li {otiz soulet integrdld z funkee f(x. @), jejichz
intervaly integradni jsou po fadé viecky intervaly, jeZ z (a, b)
zistanou,odejmeme-liz (a.b) intervaly (¢, (@), 9, (@)).....(Pu(a), ¥n(a)),
strucn¢ )
[z, ) dx, (10)
D(a)
muzeme nejprve psati, je-li ¢ v (. @) a & >0,

/‘f(x, «) dx—ff(x, ) dx < E; pro viecka «, pro néz a—e«qy| <.

Dia) D(ag)
Nebof podle véty privé dokdzané jest kazdy stitanee, ve ktery
se rozpada (10), integril tvaru (8) a tedy na zakladé predpokladii
spojitou funkei proménné a v (@, @,); platno jest to tedy i pro
cely soucet (10) a mizeme indiz ke kazdému ¢Cislu /3 nalézti
kladné &islo 5, aby pravé napsand nerovnina byla splnéna.
Dile jest
b . b .
/f(x, «)dx — /f(.x', o) dx | < M, ‘/f(x, ay) dx —jf(.\', wg) dx ' < Me.
" D(a) a D(a,)
Volime tedy & tak, aby Me < ¢/3, mime v désledku poslednich
tfi nerovnin ihned
b b
/f(.\', «)dx — /f(x, eg)dx i Tty pro viecka e, pro néz |e—ay| <),
o° a
¢imz tvrzeni o spojitosti funkece F(@) i v tomto obecnéjSim pii-
padé dokazino.
157. VySetfovani funkce F(a) mizeme vsak i roziifiti pro
pFipad, 7e f(x, @) jest funkei proménné x. kterazto funkce jest
‘*) Pds i-ty jest omezen Carami o rovnicich x=g¢gi(e), x = ¢i(e), kde «
probihi interval (e,, @) a pfimkami ¢ =a,, e = a,; pFi tom mohou @iv), yi(a)
by¥ti i konstanty, jeZ po pripadé i splyvaji s a resp. b.
**) PFi tom, zmensujeme-li postupné Cislo ¢ miZe se objeviti nutnym
zviétsovati Cislo m (pocet pasit).
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nckonefnou v intervalu (a,b). K vili zjednoduseni zavedu pak
ptedpoklad, Ze f(x. @) jakozto funkce bodu [x. a| definovanma
v pravoihelniku (a, b; ¢, @,) stavi sc tam nekonecnou toliko v ho-
dech Ciry o rovnici x=g¢(e), kde @(e) jest spojita. | vyjmu zase
z pravoihelnika toho pas Ps stanoveny nerovninami @(e)—d"-Z
< x<p(a)+ 3", kde ¢isla ¢, 6" jsou ¢isla kladna a takova. Ze
0+ 0"<d a budu dile (stile k vili zjednodueni) predpokla-
dati, 7e a<<@(a)—d<<p(a)+ "< b pro viecka a v (a;, @,). Pak jest

@(a)—o’ b ¢{a)+o''
F(a) —jf(x, @) dx—jf(v a)dx +jf(r a) dx —|—-jf(x ) dx.
¢{a)+o6" g(a)y—ds’

Prvni dva integraly na pravé strané jsou funkee spojité pro-
ménné a, jestlize f(x, @) jest ve zbytku vzniklém z pravothel-
nika (a, b; @), @;) po odejmuti pisu Ps bud funkei spojitou obou
proménnych aneb aspon ma vlastnosti predpoklidané v odstavei
predchizejicim. a to af kladné &islo 0 zvolime si jakkoliv malé.
Jestlize tedy tfeti integrdl miiZeme uciniti mensim nez libovolné
¢islo kladné &, volime-li ¢ dosti malé, a to pro viecka a inter-
valu (@;, @;) jest o¢ividné F(e) funkei spojitou proménné e v in-
tervalu (e, @,). Mizeme nasledkem toho vysloviti vétu: Jestlize
funkce f(x. @) doou proménnych jest funkci spojitou obou pro-
ménnych x, a o kazdém bodu praoothelnika (a, b; a,, a,) s vy-
jimkou bodu éary x=e(e), o nichz stava se nekonecénou, pak F(a)
jest funkci spojitou proménné a o intervalu (a,, a,), lze-li ke
kaidému kladnému éislu ¢ nalézti cislo 6 tak, aby integral
gla)+or
f(x,e)dx| <& pro nsecka &', 3", pro néz 6'4 0" <0 (an
¢ (a)—o’
a pro vsecka a intervalu (¢,, @;). PFi tom se samozrejmmé pred-
pokladi, ze integral z f(x,a)dx v mezich p(e)— . @)+ 6" ma
pyznam.
Véta tato pripoudti i rozsireni pe smyslu odstavce 156.
Jestlize je vyhovéno podmince svrchu vytéené a pozadujici
splnéni nerovniny (11) za jistych podminek (k libovolnému klad-
nému ¢ lze nalézti kladné ¢islo 6 tak, Ze nerovnina ta jest spl-
néna pro viecka kladna ¢, d”, pro néz ¢4 6"< 6, a pro viecka
e intervalu (@, a,)), fikame, Ze integral
g(a)+8"
ff(x,u)dx MM b (1)
o{a)—d’
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konverguje k nule zdroveii s 6, a to stejnomérné pro viecka e
intervalu (a,, a,).

158. Na podkladé tohoto pojmu rozsiFeného na piipad obeeny
mizeme dospéti téméf bezprostfedné k tomuto vyroku: Jestlize
funkece f(x, @) proménnych [x. a| jest spojitou funkei bodu |x. «|
v oboru uzavieném, ktery vznikd z oboru omezeného Carami

xr=adalx), x=>(), kde o probiha interval (a,.«a,),

a primkami e=g¢,, a=@, odejmeme-li z tohoto oboru jisty
pocet, ku pfikladu m pisi, omezenych (lvojicemi Car x = p;(a),
x = ¢i(a), kde e probihd interval (al, @) ai=I1. . m {(uvniti
kterychito past funkce f(x, @ mize byti nel\(muna) pak lze
tvrditi: Funkee F,(a) dand integrilem

b(a)

Fu@ = [flx, dx

a(a)

jest spojitou funkei proménné e, jestlize lze ¢islo 4., kde
.= (Pyle) — @y(e)) + (Vale) — Pa(e)) + . . . + (Ym(e) — Pmla)),

uéiniti vhodnou volbou piasi libovolné malym a jestlize zdaroven
lIze ke kazdému kladnému & nalézti Cislo 6 tak, aby

ij(x, a)dx < ¢, pro viecky pasy naznacenvch vlastnosti, pfi nichz o,< 0.
Aﬂ

P¥i tom jest

wi(a) wy(a) wm(u)
ff(x u)dx_ff(,\, u)dv+/f(.x aydx 4.. +ff(\ a)dx (12)
¢i(a) [ AC)) omla)

a predpokladdano mlcky, Ze v intervalu (e, @) jsou funkece a(a).
b(a), @,(a), ¥,(a),... spojity a sphiuji nerovniny
a() S a(t) < Wit} < @olt) S ) ... S pml) S Yml) < D(w).

Vlastnost priavé vytéenou struéné vyznacujeme pravice. 7e
oyraz ff(x, @) dx konverguje zdaroven s éislem 6 k nule, a fo
Al]
stejnomérné pro psecka a intervalu (a,, a,).

POZNAMKA. Pocet past m jest nutno obecné zvétSovati.
jestlize zmenSujeme ¢islo 6. V tom pFipadé oviem. kdy funkee
f(x, @) stiva se nekone¢nou v bodech koneéného poctu ku pF. u
car o rovnicich tvaru x=gi(e), vystat¢ime s g pasy, af si d vo-
lime jakkoliv malé, a rovnice ¢ar pasy ty omezujicich mizeme
predpoklidati ve tvaru x = yi(a) — ¢, x=yxi(@)+ ", i=1.2,....4.
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Viz odstavee piedchazejiei, kde za konstantnich mezi probrin
pripad g=1.

Jestlize oviem f(x, @) stivd se nekone¢nou v hodech cary
x = a(e), t. j. pro dolni mez integrilu pak prvni pds bude sta-
noven nerovninami a(e)< x < a(a)+ d”; (bude tedy omezen kfiv-
kami x=al(a), x = a(e)4d",. kde @ probiha interval (e, ,)).

Ve zvlaStnich pvipadech, jez mohou nastavati v rozmani-
tosti velmi zna¢né, snadno lze zpravidla obecené piedpisy svrchu
podané zjednodusiti; tak zejména, nastiava-li pFipad v poznamee
vvtéeny, ze f(x. @) stivd se nekoneCnou v bodech u ¢ar o rov-
nicich x = yi(@), mizeme podminku, pozadujiei, aby (12) konver-
govalo stejnomérné k nule, nahraditi # podminkami pozaduji-
cimi, aby integrily tvaru (11') konvergovaly k nule, anebo jesté
jednoduseji, aby integraly

zi(a) zia)+o
/f(x, a)dx, /f(x, a)dx, i=1,23,....u1
2i(@)— xia)

konvergovaly k nule s 6 a to stejnomérné pro viecka @ inter-
valu (a,, a,).
PRIKLAD. Uvazujme ku pF. integral

a
F(:c):]%ﬂl—‘l)—dx, kde a >0, m>0

a f(x, ) jest spojitou Tunkei proménnyeh [x, ). v pravoihelniku (0, a; «y, )
veetné hranic. Pak funkce za iniegraénim znaménkem stava se nekonecnou
nejvyse v bodech ¢iary x=0. Aby F(«) bylo spojitou funkci proménné «,
k tomu postaéi stejnomérni konvergence integralu

]
f&'ﬂ dx 00 )
0

xm

k nule. Jelikoz v disledku predpokladu spojitosti funkce f(x, ) jest funkce
ta v pravoihelniku (0, a; i, ¢s) kone¢nou, méd jeji absolutni hodnota horni
hranici M a mbzZzeme tudiz psati

ij(a ”)dx'<imj ,
; xom

ximn

odkudz vyplyva, Ze, je-li m -, integrdl v (+) konverguje s o k nule a to
stejnomérné pro viecka « intervalu (e, ay). I jest pak F(a) funkei spojitou
v (g, ).

Jestlize vSak funkce f(x,«) jest spojitou funkei bodu [x,«] toliko v pra-
voiuhelniku (040, a; a,, @¢,), t. j. ve viech bodech pravoiihelniku, jehoz
strany maji rovnice «=ay. ¢« =1,, x=0, x =a, z néhoz viak vyluCujeme



581

tu Cast ohraniéeni, jez jest poloZeno na strané x =0, pak jedina postacujici
podminka k tomu, aby F(«) byla spojitou funkeci v (¢ «tg), jez jest nam
v dusledku pFedchizejicich avah znama, spociva v pozadavku. aby integral
(4) konvergoval zaroven s 0 k nule, a to stejnomérné vzhledem k viem «
intervalu (e, ).
159. Kriterium pro stejnomérnou konvergenci integrali
k nule. Mime-li integral tvaru
ola)+o"
[#(x, @) dx M- < By W0, 070 ()
w(a) - o'
a je-li ulozeno vySetfiti. zda tento integrdal konverguje k nule
pro lim =0 stejnomérné¢ pro viecka ¢ intervalu (@, q,), Zave-
deme nejprve do integrilu novou proménnou substituei a =
= @(a) +x'. Tim obdrZzime integral

6" o"
ff(x' + (), «@) dx’:fF(x’, a)dx',
& —s

takze postadi timio integralem se zabyvati. Dovedeme-li konstru-
ovati funkei @(x) nezivislou na e (jeZ viak mze zaviseti na hra-
nicich intervalu pro e, totiz na ¢islech @, ) takovou. z¢ pro
viecka ¢ intervalu (@ @) a pro viecka X’ intervalu (—d'. 0”)
Jest
CF(x a) < D),

pak jest, mda-li ziroven integrdl z @(x') v intervalu (— &'y 6")
vyznam,

o 8
[ F(', a)ydx'' < | d(x) dx", — Wy — AT
0
s e

a dany integral konverguje k nule stejnomérné (vzhledem ke viem
a v (a4, @,); srovnej obdobné kriterium pro stejnomérnou konver-
genei nekoneénveh Fad: DP str. 177 dole).

Tak ku pi. je-li @(x)= x‘,l”
visl¢ na e, pak, je-li kladné ¢islo o<1, nastivi konvergenee
k nule a konvergence jest stejnomérna. V tomto pripadé stava
se [(x, @) nekone¢nou Fidu o (po pripad¢ i nizsiho) podél Cary
x=p(a).

Stava-li se tedy f(x, @) v bodech éary x=p(a) nekonecnou
radu 6 <1 prdoé naznadenym zpiisobem, jest konvergence inte-
grilu (8) k nule pro lim 6=0 stejnomérna vzhledem ke psein a
intervalu (e, a,).

pFi cemz M jest Cislo neza-



Zcela obdobné kriterium lze odvoditi pro stejnomé¢rnou kon-
vergenci vyrazu integralniho

@
lim ff(.\', a)dx, B>A4>0 (81)
B=coy)

k nule. Tento vyraz konverguje vzdy k nule, kdyz f(x. @) jest
v intervalu (4, 0o) podle x integrace schopna; tikdme pak. 7e kon-
verguje k nule stejnomérné vzhledem k @ intervalu (a,, @), Ize-li
ke kazdému kladnému cislu ¢ (libovolné malému) udati éislo B,
nezdvoislé na a (jez vak zdviseti miZe na hranicich intervalu
pro a. t. j. na Cislech @, o)) tak, aby

oo
.ff(.\', a)ydx <& pro véecka B> B,
B

a pro vsecka a intervalu (a, a,). Tato podminka stejnomérné kon-
vergenee jisté bude splnitelna, dovedeme-li sestrojiti funkei ¢(x)
nezavislou na e (jez viak zdviseti miZze na @, @,) takovou. Ze pro
viecka @ intervalu (@, @;) a viecka x> A4 jest

flx, )| < g, ()

a zdiroven takovou, aby v intervalu (A, x) byla integrace
schopna. Pak jest totiz

0 oo
-ff(.v, )ydx| <fq)(x) dx pro B> A4,
B B

odkud? stejnomérna konvergence vyrazu (8,) jest patrna. Je-li
ko pt. ¢(x)=M/x" kde M jest konstanta na a nezdvisla. pak, je-li
kladné ¢islo a1, jest g(x) v (A, o) integrace schopno a nastdva
tedy pii (8,) konvergence sicjnomérnd. V tomto piipadé jest f(x, a)
pro & =~ nekoneiné malou tidu ¢ (po ptipadé vySssiho; bud
pro néktera @ danc¢ho intervalu; bud vibee, kdyby podmince (x)
vvhovovala také jind funkee @,(x)= M, x—, kde o0,>0). Staoa-li
se tedy [(x, @) pro x=~ nekonecné malou rdadu 6>1 prdaoé na-
znacenym zpiisobem. jest konvergence vyrazu (8,) k nule stej-
nomerna vzhledem ke viem e intervalu (a,. @,).

160. O vysetiovani spojitosti funkce dané integrilem urci-
tvm, jehoZ jedna mez jest + <. Jest snadno na zikladé pred-
¢hdzejiciho udati posta('ujici podminky pro spojitost funkce
dané integrilem omezenym i v tom pripadé¢, e interval inte-
grafni stiva se nekone¢nvm. Nechi jest ku pt. ddn integral
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®©
jf(.\', «) dx.

Omezime se pro jednoduchost majice zietel k tomu, Ze horni
mez jest ~. v tomto piipadé jenom na funkece f(x, @), u nichz
Ize pii vhodné volb¢ kladného cisla 4 dociliti, aby !f(x, a) | <
pro viecka x> A a pro vSecka « intervalu (2, @;) a aby zdroven
f(x, @) byla pro viecka x> A4 a viecka a intervalu (e, ;) funkei
spojitou obou proménnveh x, e. (PFi tom muze Cislo A4 zaviseti
na a, v tomto pripadé pak necht jest 4 spojitou funkei @ a stile
vEtsi nez jisté kladné ¢islo.) Dany integral rozloZzime pak na dva,
kladouce 4

jo_;(x a)dx =‘/:f(x, a)ydx 4+ ﬁ;(x, a)dx.
a « A

\ ySetieni prvého integralu pravé strany pravé podano; v druhém
pak integrdlu provedeme substituei x=1/x". Tim zméni s¢ druhy
integral ve vvraz

Pl
0

Funkece f(::;’a);,éjcst podle predpokladt spojitou funkei

proménnyeh &', @ v oboru omezeném cCarami x'=0, x'=A471
e=a, ea=a; az na body ¢iry x'=0, v jich7 okoli se ta funkce
stivati mize i nekone¢nou. Podle kriterii danveh vétou odst.
157. viz také priklad k odst. 158. bude tudiz integril (¢) funkei
spojitou @ v intervalu (aq,, @,), jestlize

F1 ) dy
) dx
./f(?’ “) x'e
]
konverguje pro lim d=0 k nule stejnomérné vzhledem ke viem

e intervalu (e, a,). Anebo vratime-li se k pivodni proménné x
pisice misto 1/6 kritce B. vyzaduje se. aby vyraz

Qo
li , ) d
Bl:n:lv l[f(x «)dx

konvergoval k nule stejnomérné pro viecka e intervalu (a,, ;).
Mime tedy vétu: Postacujici podminky. aby integral

e o]
ff(x, a)dx

byl spojitou funkci parametru e, jsou:
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1. Aby byly splnény podminky véty odst. 155 a nasl. pro
spojitost integralu B
j:f(x, a)dx

pii B>a a jinak libovolné velikém.

2. Aby vyraz o
.ff(x,u)dx
B

konvergoval k nule stejnomérné pro vsecka a intervalu (e,. a,),
kdyz B vzristi nade vsecky meze.

Obdobné véty plati. je-li dolni mez + ~. anebo bézi-li
o integraci v mezich (—oc, oo).

oo
PRIKLAD. Uvarujeme-li integril F((l):j(w—“"’ dx, toz postaci pro
0

spojitost funkce F(a), jelikoz ne—a'z jest spojitou funkei obou proménnych

x, a v kazdém intervalu, aby
@

lim /‘ae—a'z dx=0 (&)

B=:D1-.j

stejnomérné vzhledem ke viem ¢ uvazovaného intervalu. Zvolme si interval
(o, v), kde 0 < o < ¢ty pak
®© g
0L /ae—a’zdx<j(t,e~ﬂﬁz dx,
y ] B

a vyraz (n) konverguje stejnomérné k nule pro viecka « intervalu (¢ «y).
Funkce totiz w,e—at% nezavisi na « a integrdl na pravém kfidle vypsané ne-
rovniny konverguje k nule pro lim B=co. Jest tedy F(a) v intervalu («y. ty),
kde g >0, ¢; > 0, spojitou funkci «.

Neni tomu vsak tak, je-li ¢g<<0, a;>0. Vyraz (1) konverguje sice k nule
pro kazdé « toho iniervalu, konvergence vSak nemiiZze bvti stejnomérna,
jelikoz funkce F(e) jest v tom intervalu nespojita (dokonce nekonecna). Nebot
jest, jak snadnym poctem zjistime,

@

F(a) =_/ue—ﬂ"’ dx = (l‘ pro a =0,
0

F(0)=o0.

2. DERIVACE INTEGRALU PODLE PARAMETRU.

v

161. Na zikladé vét odstaveu predchazejicich rovnéz lze
odvoditi nékteré véty, které nas poucuji o tom. zda funkee

b
F(@) =[x, @) dx )
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ma derivaci podle a. Budtez (a, b) nejprve meze koneéné a ne-
zavislé na @. Pak derivace v bodé a, jest dina limitou vyrazu

Flaa+h) —F(ed) _ j’-f(x, tot ) =[x, a0) 4
h J h

pro lim A=0. Na pravé strané jest integral zivisly na h, kteréz
muzeme pokladati za parametr, a bude tedy derivace existovati,
jestlize integrdl ten jest spojitou funkei parametru h v bodé
h=0. Uzijeme-li pak nan véty odstavee 154, mame vétu:
Funkce F(e) dana v (9) md derivaci v bodé e, jestlize vyraz

. pro lim h=0 )

ma limitu, ke které konverguje stejnomérné ozhledem k x inter-
valu (a, b). Limita ta jest patrné derivaci funkce f(x, @) podle @
v bodé @, Zavedeme-li pro kritkost oznaceni
¥f(x, a) M(x, @) _
aa _fa(x' (l), aa ] a=a._fa(x, ao),
mame dile na ziklad¢ véty odstavee 154. je-li prdvé uvedeni pod-
minka stejnomérné konoergence splnéna, pro derivaci tu roonost

b
Fl(eg) = f fdx, ag) dx, (10)

kteryzto integrdl ma jisté byznam, ma-li jej integral (9) pro
psecka @ v okoli a,.*) '

162. MiZeme vsak jeSté jednodussi podminky udati. Podle
véty o stfedni hodnoté poctu dif. jest, existuje-li derivace fd(x, a)
v okoli bodu e=a, — @,+h nechf jest bod toho okoli —

Jx, ag+ hh) =G £ (v, -+ OB),
0<0 <1 a tedy .
F(as+ h,)l — Flao) _ j:fa(x, o+ Oh) dx. (11)

Aby nyni existovala derivace funkce F(a) v bodé a,, k tomu
podle rovnice pravé napsané jest nutno a postacitelno, aby

existovala lhim ff.,(x, @y + Oh)dx; k tomu viak postaéi, aby fun-
=0 2

kece fa(x, @) proménnych x, e, existujici podle pfedpokladu pro

*) Obdobné véty lze snadno vysloviti pro derivaci zprava, resp. zleva,
coz ponechavam ¢tenafi.

Petr, Iniegralni polet, 2. v. 25
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viechna x v (a, b) a pro viechna @ v okoli bodu a,, byla jednak
kone¢nou v tomto oboru dvou proménnych, jednak aby byla
jakoZto funkce proménné e spojitd v bodé e, a to stejnomérné
pro vSecka x v (a, b). Nebof pak lze ke kazdému kladnému
Gislu € udati kladné &islo ¢ té vlastnosti, Ze

| fo(x, a9+ h) — f,(x,e0) | < & pro viechna h, pro néz |h | <o
a pro viechna x z (&, b), a tedy podle véty o stiedni hodnoté

b b
|ffa(x; o+ Oh) dx—ffa(x,ao)dx} < b—ale

pro vSechna h, pro néz |h{<<d*). Tim jest tvrzeni, ze existuje
limita svrchu vytéend, dokdzdno a ziaroven dokdzino, ze limita
ta se shoduje s pravou stranou rovnice (10). Mizeme tedy vy-
sloviti vétu: Jestlize funkce f(x, @ ma pro vsechna x o (a, b)
a pro psechna a o jistém okoli bodu a, jakoZ i v bodé a, samém
derivaci podle e, pak postadujici podminka pro existenci deri-
pace funkce

]
F(a) = f f(x, a) dx

v bodé a, jest, aby funkce fdx, a) byla ohrani¢ena pro vsechna
x v (a, b) a pro psechna « v okoli bodu a,, a dédle aby f.x, @)
byla o bodé a, funkci spo_ntou proménné a a to stejnomérné
pro psechna x o (a, b).

Podminky ve vét& pravé dokazané jisté jsou splnény, jest-
lize fu(x, @) jest spojitou funkei obou proménnveh v pravouhel-
niku (a, b: e}, a,), t. j. kdyZz proménné x resp. @ jsou omezeny
na intervaly (a, b) resp. (a;, @;). Mame tzbik vétu:

Veta 1. Postacujici podminka, abyff(x, a)dx meél derivaci

a
podle a@ p bodé a, nachizejicim se uonitr intervalu (a,, a;) jest,
aby fi(x, @) existovala a byla spojitou funkci obou proménnych
x, @ pro intervaly (a, b), resp. (a,, ay).

Vétu tuto lze rozSititi pro ptipad, ze fu(x, @) jakozto funkce
proménné x jest nekonecnou v (a, b) v koneéném poctu bodii,
jejichz poloha nezivisi na a; postac¢i provésti toto rozsifeni pro
ptipad, 7e stiva-se nekonecnou pro horni mez b (budiz a<b).

*) Ze existuje integril z funkce f,(x, a,), plyne z toho, ze f,(x,ay4-Oh)=

Mf(ao e funkce integrace schopnd, jeZ pro lim h=0 konverguje

ste;nomerne k funkei f,(x, a,); viz odst. 153, poznamku pod carou.
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Budiz tedy fa(x, @) funkce spojiti obou proménnych v pravo-
thelniku (a, b—¢; a,, @,), af ¢ jest jakékoliv &éislo kladné, mensi
nez b—a. Pak integrily

b—e,,

s:.=ff(x,a)dx. n=1,23,... b—a>6 > >€6>...>0
a

maji derivaci podle @, je-li @ uvnitt intervalu (e, @,). Derivace
ty jsou

b-sy

$'n =ffa(x, a)dx.

Budiz déle lim & =0. Pak z véty o derivovini nekonecnych fad
n=00

(viz str. 174, zdkladni vétu) vyplyva ihned, 7e existuje-li lim s’ =
fn =0

=3’ a konverguji-li s'» k této limit¢ stejpomérné pro viechna
a v intervalu (a,, @,), pak s’ jest derivaci funkce lim s, = s. AvSak

n=q0

b
—llm ‘insz(V a)dx, s'=lim $'n= | f(x, a)dx,
=00 a

existuji-li integrialy vypsané. Podminky uvedené pro existenci
derivace daného integralu podle @ uvnit intervalu (e, @) v pfi-
padé uvazovaném lze ocividné vysloviti takto: Existuji integraly
z funkei f(x, @), fo(x, @) v mezich a, b, dile integral

b
ffa(x, @) dx
b—s
ma pro lim e=0 za limitu nulu, ke které konverguje stejno-
mérné pro viechna @ z (e,, a,).
Obecnéji vyplyva z uvedeného véta:

Véta 2. Postacujici podminky, aby ff(x,'a) dx mél derivaci

podle @ v bodé e, nachdzejicim se uonitf intervalu (a,, a;) jsou:

1. Aby fu(x, @) existovala a bylo spojitou funkci obou pro-
ménnych x, @ pro interoaly resp. (a, b), (a,,a;) pyjma v bodech
koneéného pocétu primek x=ci; ci nezivislo na a. (V bodech
téchto ptimek derivace fu(x, @) miiZe stavati se i nekonecnou.)

2. Aby
¥ cite
Jraewds,  [imads >0

25¢
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existovaly a konvergovaly k nule pro lim ¢=0 stejnomérné
pro psecka a intervalu (a,, a,).

Véta 3. Jestlize jedna mez, ku prikladu b, se stava oo, pFistu-
‘puje k témto podminkém, jez maji byti splnény pro interval
(a, B) proménné x, kde B> a a libovolné veliké, podminka dalsi :
Vyraz

j:fu(x, a)ydx
B

ma vyznam a konverguje pro lim B = oo k nule stejnomérné pro
piecka a intervalu (e,, a,).

I tato véta vyplyva jakozto diisledek véty o derivovani ne-
kone¢nych fad stejné jako véta ptedchazejici. Jsou-li pak splné-
ny podminky v téchto vétich vyslovované, jest derivace funkce
F(a) vzdy déana rovnici (10).

163. Derivace integrdlu podle parametru, zavisi-li téz meze
integrialu na parametru. Budiz dan integral

b(a)
F(«w) :ff(x, a)dx (13)
a(a)
v némz meze jsou funkce @ majici pro e=e, derivace. Abychom
vySetfili jeho derivaci podle @ v bodé a,, piSme

F( ) F(« 1 Hay+h) bad)
g+ 2— (%) =7’~[ z[f;(:;“r"h)dx_j;f)(x'“o)dx]:
b(lh) ) b(a.+h) *
=f J(x, (o + ’lz—f(x, ¢g) dx -+ —’ll— ff(x, ap+h)dx — (14)
o) bas
u(a:,+h)

— 4 [Fe o+ Wy dx.
u(a,)
Budi? f(x, @) spojitou funkei bodu [x, @], kdyZz tento bod
jest jednak v okoli bodu [b(g,), @), jednak v okoli bodu [a(e,), o
pak mizeme podle véty o stfedni hodnot& psiti. je-li h dosti

malé,
b(as+7)

T 1 o ) dr =1 [b(to 4 1) — b(e)) 1B (an) + B o+ ),
b(“l) '
kde |p <|b(as+ h)—b(a,) |, a tedy
. bas+h)
tim L [7(x, a4 by dx = b (@) £ b (0. ] (15)

Had)



obdobné jest
a(ayt+k)

m f Fx, ao+ h) dx = a' (ag) f{alcto)s to)- (16)
a a(a,)

Limita prvého ¢lenu vvrazu (12) pro lim h=0 jest derivaci inte-

grialu daného v bodé e, jsou-li meze konstantni a rovny a(e,),

b(a,). Jestlize i tato limita existuje, £oZ rozhodnouti mizeme oby-

¢ejné na ziklad¢ pravidel odstaved predchazejicich, ma vyraz

F(ay+h) — F(q)
h

pro lim h =0 limitu a existuje tudiz derivace funkce F(e) v hodé
@,. Vysledky v tomto odstavci dosazené mizeme shrnouti ve vétu:

Postaéujici podminky, aby integral (13) mél derivaci podle
a v bodé a=a,, jsou:

1. Aby byly splnény podminky véty odst. 161 resp. 162 pro
integral z dané funkce v mezich a(a,), b(a,).

2. Aby f(x, @) byla spojita funkce bodu |[x, a]. kdyzZ |x, |
jest bud o okoli bodu [a(a,), a)] aneb bodu |b(a,). &,

Pro derivaci tu mame pak tento vyraz (podle (14), (15), (16)
a véty odst. 161 a 162)

b(“n)
Frlag) = [1(x, a0} dx +b'(cte) f(bletg ) — &' (0l faleta) @) (17)
aas)
K tomuto vysledku jsme dospéli — oviem za piedpokladi
méné obecnveh — jinym zptisobem jiz v odst. 56.

3. UZITI VET O SPOJITOSTI A DERIVACI INTEGRALU
ZAVISLYCH NA PARAMETRU K VYPOCTU INTEGRALLU.

164. Vét v odstaveich ptedchazejicich lze ¢asto s vyhodou
pouziti k vypoétu integrili omezenych. V odstaveich nisledu-
jicich vypocteny, aby obraty pfi tom se vyskytujici byly objas-
nény, nékteré jednoduché a ziroven dilezité integraly.

Vyjdeme od integrilu

Jir =flog(l + 2rcos x -+ rY) dx, (0)
0

jehoz derivace jest

2cos x4 2r
,(r)—fl+2r cos x‘—l—r’dx
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Formule tato jest spravna pro vsecky intervaly (ry, r,) pro-
ménné r, jez neobsahuji + 1; nebof funkce
' 2 cos x 4+ 2r )
1+42r cos x4 r? P
jest spojitou funkei obou proménnych x, r v oboru definovaném
nerovninami 0<x<=, r,<r<r, ((r,, 1) neobsahuje =+ 1)*.
Jest tedy (odst. 68, cviéeni pr. 9, (167)) ‘
Jiinn=o, v intervalech (r,, 71), jeZ obsahuji r, pro néz |rj<1.
J'(n= 2n/r, v intervalech (ry, ry), jeZ obsahuji r, pro néz |r|>1.

Tedy

n

flog(1+2rcosx+r’)dx=c, pro |r|<{,
0

kde ¢ nezavisi na r; dosadime-li ku p¥. r=0, mame ihned ¢=0 a
=

flog(l+2rcosx+r’)dx=0, pro |r|<1; (@
podobné

flog(l-|-2rcosx+r’)dx=2nlog!r|, pro |r|> 1. (@"
o

Jelikoz (o) jest spojitou funkei r i v okoli bodd r= +1
(odst. 157), mame, dosadime-li do jedné z formuli (q), (¢) za r
hodnoty #+ 1, snadnym poctem

flog sin —';— dx=—m=log?2, flog cos % dx=—=log?2, q")
0 : °

aneh koneé¢né, zavedeme-li proménnou x’ rovnici x = 27x’,

1

flog sin Tx dx =flog cosaxdx=—1} 10g 2, (')
° °

165. Pocitejme integral

—azr — p—bz
‘P(a)=h/‘e—+dx, a>0,b>o0.
Jest -
q:'(a)z.— e-"dx:—iv
a
0
*) Kdyby (ro, r;) obsahoval néktery nebo oba body + 1, stivala by se
funkce (p) v oboru uvedeném nekoneénou. Naproti tomu jest poznamenati,
Ze funkce (p) jest koneénou funkei (jedné) proménné x, af si zvolime r
jakkoliv (tfebas i r= 1+ 1).



391

nebof pti € >0 jest

®
o<fe—udxg e-ezdx, jeli a v (e 00),
B B

odkudz jest patrno, Ze integral fe‘“ dx stejnomérné konverguje

B
k nule pro viecka a intervalu (¢, 00). Jest tedy ¢(a) =—loga+C
pro viecka a>0. Konstantu C uréime pfi b>0, klademe-li
a=>b; dostaneme ¢(b)=0 a tudiz C =log b. Mame tak celkem

@

TP :
IE uxe—-z—dleogk’ 2>0, b>o.

Stejné se odvodi i tento vysledek

f(&_e-_”ﬂa—b)%)dx:a log § — (2 —b).

x’
0
166. Integral
J(b):f%dx 0<b< 1
0
ma derivaci podle b, je-li b v intervalu (by, b,), kde 0 < b, < b, < 1.

To vyplyva ihned z véty odst. 162.
Nebof jest pfi B>t

-
-1
0<_/ log.xd <fxb1_|_l(;gxdx
B .

1+ x
a tedy vvraz

@
. xb—1 log x
Jim [

konverguje stejnomérné k nule pro viecka b intervalu (b,, b,).
(Jest totiz vyraz za znaménkem limitnim mens$i ne7 vyraz ne-
zavisly na b, ktery pro lim B = co konverguje k nule.)
Rovnéz
e
. xb—1 log x
lim [X—" 108 ¥

dx
e=0y 1+ x

konverguje stejnomérné k nule, jelikoz

b—1 =1
0<_f"‘f.,_l°g“d <__/xb logxdx PR 0 e <.

Tedy derivace existuje a jest
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@®

*xb—1log x
' X .
s = [

Aneb uzijeme-li znamé nam hodnoty pro J(b). jest

£ xb-1 log L P 7® cos ab
) itx T= 7 (sinab)?
Kdybychom do integrilu J(b) zavedli jesté parametr a sub-
stituei x = x’/a, dostali bychom p¥i a>0

@
xb—1 nab—l
a—i—.rdx—'](a' b)= sin zb

a>0,0<b<]I.

Ze tento integral ma derivaci podle a, je-li toto v intervalu
(a,, a5), kde 0<a, < a,, dokaze se stejné, jako jsme dokazali exi-
stenci derivace podle b. Dostaneme ku pf¥.

(- -]
xb-1 b —1)nad-2
J (a+x)*dx_— sin b

a obecnéji
zab—k—1

f(a+.r)k+1dx_( l)k( k ) sin b

Tento vztah plati doposud pro 0 < b <1, da sc viak iplnou
indukci snadno dokazati, ze jest spravny i pro 0 <b<k + 1.
Vyraz na pravé strané stava se sice neuréitym pro b celistvé,
v tomto pripadé jest viak pravou stranu tak doplniti. aby byla
funkei spojitou.

167. Vypoditati jest integral

a
J(b)=fe-‘"’ cosbxdx; A>0.
o

Integral jest funkei parametru b majici derivaci. Nebot derivace
funkce za integraénim znaménkem podle b jest spojitou funkei
obou proménnvech x a b (pro viecka x a viecka b) a nadto

-] [
: ——fe—“' x sin bx dx | <fe-‘4z’ xdx.
B B

Konverguje tedy integral z té derivace vzaty v mezich (B, ~)
stejnomérné vzhledem ku b (v libovolném intervalu) k nule. Jest
tedy, jelikoz vSecky podminky jsou splnény, ‘
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-]
J'(b)y=— / e—42 x sin bx dx.
0
Integraci casteCnou viak vyplyva
[- 4 l @
—{e-dz' xsinbxdx = E:T [e—42" sin bx]:’ —‘2:4 i[e—‘”’ cos by dx,
tudiz
. Jby=— —J(b)

odkud? (délenim J(b) a potomni integraci obou stran podle b;

viz odst. 8, pf. 4)
bi

Jiby _ _ b __ b . 44
J(b) _)A' l()g J(b)_ 4A+(“ .’(b)'—(le 9,
kde C resp. C; jsou konstanty (vzhledem ku b). K urceni jejich
sta¢i integral stanoviti pro zvlastni hodnotu b: klademe-li b = 0.

mame ihned

_](0)=C1—- e—-“ dx = l/—

i jest
-]

fe—-“’ coshbxdx =1 l/; e 44,
0

168. Abychom vypocetli integral

m .
J(a,b) = f o—az S DX a>0,
J

X

prevedeme si jej derivovinim na integral zndmy. Derivaci podle
b integril tento md. Nebof derivace funkce za znaménkem inte-
graénim jest e~ cos bx, funkce to spojitd obou proménnych
x. b v libovolnych intervalech. Se ztetelem pak k podmince na-
stupujici nasledkem toho. 7e horni mez jest nekoneéna, jest zprvu
ziejmo

- a®

. (J—GB
|fe—9z cosbx dy < j ez (lx —= .

Jelikoz pak prava strana této nerovniny konverguje k nule pro
lim B=~ (pti a >0) nezavisle na b, jest patrno. ze téz
p I
®

lim fe—“z cosbxdx =0, a>o0
B=a



394

a ze konvergence tohoto vyrazu jest stejnomérna v kazdém inter-
valu pro b.
Tedy jest

- -]
dJ(a b)
ob —-b[e—" cos bx dx,

anebo podle odstavee 51, ptikl. 1

dJ(a,b)  a
ob T a*4-b?

a tudiz integraci podle b
J(a, b) = arctg % +c,

kde C jest konstanta vzhledem ku b (t. j. &islo nezavislé na b).
Dostali jsme tudiz pro kazdé b

fe 2 S0 bxdx—-arctg + C, a>o.
0
Konstantu C stanovime, dovedeme-li integral pro nékterou hod-
notu b vy¢isliti. Pro b = 0 integrél jest rovny 0. Tedy jest
0= arctg0+ C,
t. j. C = 0. Mame tedy definitivné

!e—az %dx = nrctg%; a>o. (m)
Srovn. odst. 71, kde tento integral stanoven rozvojem v Ffadu,
aviak toliko za pfedpokladu |b/a|=1/a<<1.
169. Z posledniho integralu lze vypocitati dilezity pro ana-
lysi integral

fs—l—nxk'} dx; b=o0.

0
Ten dostaneme z integralu ptikladu pfedchazejiciho, polozime-li
a=0. Ve vysledku (m) vak klisti a = 0 nejsme opravnéni, nebot
vysledek ten byl odvozen za piedpokladu a > 0; nemélo by to
také zadného smyslu, nebof pravéd strana rovnice (m) nema pro
a=0 vyznamu. Nicméné miZeme pfedloZeny nyni integral vy-
pocitati na zdkladé (m), dokazeme-li, Ze integral

[ere2bxay  pzo (n}

v
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jest spojitou funkci parametru a v intervalu (0, 4), kde 4 jest
kladné. Za znaménkem integraénim jest spojita funkce obou pro-
ménnych [a, x], kdyZz a jest v intervalu (0, 4) a x v intervalu
(0, B). Zbyva tedy jenom podminka vzhledem k horni mezi ~o.
Ta jest, ze

[ sinbx

lim fe"az—T dx (p)

B=caB

konverguje k nule stejnomérné vzhledem k a v intervalu (0, 4).
Vyraz

@® .
fe_usmxbx dx (@)
B

jest spojitou funkei dolni meze B majici stale derivaci podle B, jez

o—aBSil bB
—g

jest — odst. 82). Derivace ta jest rovna nule, kdyz

B—l%t k=+1, 12 +£3,...

Ponévadz pro tyto hodnoty jest druha derivace vyrazu (g) rizna
od nuly, nabyvé pro né (¢) a jenom pro né hodnot maximélnich,
resp. minimdlnich. Je-li tudiZ B polozeno mezi Cisly

ka (k4 1)z
R X
jest (q) poloZzeno mezi Cisly
b iy b
f 2 Sinbx =gz SR DX 5
X
kn (k+1)n
. T bl
Aviak
k+1)z  (k+2)x (k+3)n
> 5 (Bl 18
fe-“”'smxbxdx=f + f + f +... ()
kn kn (k+1)n  (k+2)n
) o1 T T

Na pravé straué stojici integrily jsou ¢isla se stfidavymi zna-

ménky, nebof funkce e ﬂl&éf (jiz jsme pro struc¢nost v (r) ne-
vpisovali) ma v intervalu kn’ —(—kilﬂ stale znaménko jako
P bl" T 7B !

(—1)%, v nasledujicim znaménko (— t)¥*! atd. Nadto kazdy in-
tegral je mensi co do absolutni hodnoty neZ pfedchazejici, jelikoz
funkce ¢*/x s rostoucim x se umensuje (konvergujic k nule)
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a druhy cCinitel sin bx probihd nehledé k znaménku v kazdém
intervalu integraénim tytéz hodnoty.
Jest tedy leva strana rovnice (r) v absolutni hodnoté mensi
nez prvy ¢len pravé strany (DP 48), t. j.
(k412

|f‘? Msmbxd |<lf smbx dxl.

lb'

anebo uzijeme-li na integral na pravé strané se nachdzejici véty
o sttedni hodnoté

(k+1)=
@ |15
ife‘““smxbxdxl < e—EaE ;‘fsinbxdx; — ?Z—‘af ,
K K A
ib b
6
kde £ jest mezi |b| (kl-lz)lnn,tedy tvaru (k%)_n 0<<8<1.Vy-

nechdme-li na pravé strané e—%, coz jest Cislo bud rovné 1 (pro
a=0) anebo mensi nez 1 (pro a > 0), mame konec¢né

r sin bx
e =< G e
a podobné
| [e—az sin bxdx‘/— 2 )
x S k+1F0)n
(k n
i
Je-li tudiz B v intervalu kn (k+1) 2 s jest
67 Tb]
| f ~a¥M P g < < (5
- (k+@)1 k-r

Z této nerovniny vyplyva ihned, Ze (¢) vskutku konverguje
k nule stejnomérné vzhledem k a v intervalu (0, 4): nebof jeji
prava strana nezavisi na a.

Tim jest tedy spojitost funkce proménné a dané integralem
{n) dokazina v intervalu (0, 4) v¢etné hranic a jest tedy

-]
. sin bx _ sin bx P
'lll=n; J e—ar—— dx f e dx pii b=0.

Z rovnice (m) pak usuzujeme, nechajice a na obou stranéch kon-
vergovati k nule,



[l—ll\li da = + ; pii b =0,
0
kdez znaménko horni jest pfi b kladném, dolni p¥i b zdporném.
Je-li b=0, jest, jak bezprosttedné patrno, dany integral rovay
nule. Mzeme, jak jest obvyklo, viecky tyto vztahy shrnouti
vV rovnici
f 51“;“—"(1 % signb,
0

kdez sign b=+1,—1,0 podle toho, je-li b kladné, zaporné, ¢i
nula.

Metodou zde uzitou vyplyva oéividné téz véta obeendjsi:

Vyraz

lllll P sinbx dx b=0 )
Q(x) h

konverguje k nule, jsou-li P(x), Q(x) mnohoéleny v x, proy stupné
o jednotku nizsiho. Konvergence lato jest stejnomérna vzhledem
ku parametrim, na nichz polynomy P(x), Q(x) zdvisi, pokud ovsem
ty parametry jsou o takooych intervalech, zZe integral v (f) se
pyskytujici od jistého B pocinaje ma stale oyznam.

120. Vezmeme v avahu integraly

b Fxsi
fcos X 4 xsinbx

'az_i_—x’ X, . a"_}_x’ dx.

P#i tom nechf jest a> 0. Klademe-li v prvnim x = ax’, dostaneme

_/‘ cos bx 1 cos abx
= - dx.

J a4 x? dx_ao et

Prvni integrdl jest tedy jisti funkce souc¢inu ab nisobena 1/a.
Podobné se o druhém integrilu dokaze, ze to jest funkce sou-
¢inu ab. Mizeme tedy psiti

™ @

b { b
[Srsds= hwn, [F ,S'};—x-jf- dx=f,(a.b).

[}

Derivujeme-li v prvnim integr{xlu funkci za integraénim zna-
ménkem podle b, dostaneme za integraénim znaménkem spojitou
funkei proménnych b, x. Ponévadz pak jest podle véty piedch.
odst. splnén se zietelem k horni mezi co pozadavek stejnomérné
konvergence v kazdém intervalu, jenz neobsahuje hodnotu b = 0,
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obdrzime derivovanim za integra¢nim znaménkem podle b deri-
vaci integrilu podle b a tedy

— x sin bx 1

odkudZ plyne prvni vztah mezi funkcemi f,, f,:
Si(a.b)=—fy(a.b) anebo f1(&)=—f3()

platny pro kazdé ¢ od nuly rizné. Derivujeme-li podobné druhy
integral podle a (pfi ¢emz pfedpoklidime je v intervalu (a,, aJ),
0 < a, < a,), dostaneme podobnou tvahou

@®
—2axsinbx

“(a*F x)® dx="bfy(a.b).
Integraci per partes viak mame
2ax sin bx asin bx|” [ ab cos bx cos bx
f @+ x%)? [a’+x’]o __[ P Y dx = abf 8’+-"’
tedy

bf',(a.b):-—-ab.;:—f.(a.b)
aneb pfi b0
S(a.b)=—fi(a.b); J3®) = — £,

co7 jest druhy vztah mezi funkcemi f, a f;. Nasobenim obou
vztahii vyplyva _

F1E)AE) =20 /25).
coz integrovano podle £ dava

1i(8) = £4*(8) + konst.
Roste-li viak a nade vSecky meze p¥i b <0, konverguje druhy
integral k nule, a i prvy ndsobeny a konverguje k nule; t. j.
funkce f,(§), fs(£), roste-li ¢ co do absolutni hodnoty nade vsecky
meze, blizi se libovolné nule a tudiz konst. v posledni rovnici
jest rovna nule. Jest tedy

112G) =/} aneb f,(D)= + £,¢)
Ponévad? viak fa(f) = —f'1(f). jest dile

?{f)’ T logf)=TFE+ec

fl(g) = cle:Fer f’(g) =1t Cle:‘:e.

Vysledky témito, které jsou plainy pro kazdé £ riizné od nuly
{nebo? intervaly, ve kterych bud b anebo a jsou rovny nule, byly
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v predchazejicich ivahich vylouéeny), stanoveny jsou fy(€), fa(€)
a7z na znaménko F a konstantu ¢;. Znaménko vsak vyplyva ihned
z okolnosti jiz uzité, ze f,(§) (a rovnéz i f4(¢)) konverguje k nule,
kdy7 & roste co do absolutni hodnoty nade vSecky meze. Jest tedy
v exponentu ¢isla e briti znaménko —, je-li £ > 0, znaménko +,
je-li £<<0. Konstantu ¢, stanovime z prvniho integralu. Ten jest
funkei spojitou ¢isla b pro kazdou hodnotu ¢isla bi pro b =0.

Nebof integril
; cos bx F dx
| de | < | 4=
b[a’-i—x’ ﬁ[m'—}—.r"
konverguje (jak z napsané privé nerovniny vyplyvd) pro

lim B=oc k nule stejnomérné vzhledem k libovolnému inter-
valu proménné b. Tedy jest

4 @
cos bx _ d« =& _ .. L e _ €1
hm a’+ x? d._x—o al4-x* 7 2a _pl,l=nocl a
Jest tedy ¢, = }n.
" Mizeme tudiz psiti
- cos b ¢ x sin b
cos bx z x sin bx T _ab|
SO0 U dx=— ¢~ o dx=7"¢" ®isignb
] 3 2 s 3 2 )
.Ofa + x 2a 5 @ 4+ x 2

V poslednim vztahu uzili jsme oznaceni sign b v pfedchdzejicim
piikladé vysvétleného v disledku okolnosti, ze druhy integral
jest rovny nule pro b = 0. Vysledky docilené odvozeny za pted-
pokladu, 7e a > 0. Ponévad? vsak integrily tam se vyskytujici
svoJi hodnotu neméni, zaménime-li a v —a, platny jsou i pro
a < 0, nahradime-li ve jmenovateli vyrazu uddvajiciho hodnotu
prvniho integridlu a ¢islem |a|.

Druhyv integril jest spojitou funkei parametru a v ka7dcm
intervalu (podle véty predchdzejiciho odstavee). Klademe-li tedy
v rovnici posledni a =0, mame opétné

fs—"lbj dx =-signb.

x ?
v

121. Uvazujme integraly

oo ‘oo
fe—“' cos bx?*dx =o¢(a,b), |e—92'sin bx? dx = y(a,b)
) 0

za predpokladu, Ze a jest &islo kladné. Funkce témito integraly
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definované jsou funkce spojité proménné a, jakoZ i proménné
b a maji také podle téchto proménnych derivace. Jest

dp oy

¥ —m@b), Y=—w@h F=—w@b) GH=wb)
pFi Cemz
[ o] (o o]
xte—az" cos bx? dx =g, (a, b), fxze—uz’ sin bx? dx = v,(a, D).
0 i

Integraci Casteénou jest dale
p(a,b) =2a ¢)(a,b) +2b 1 (a,b),  ¥(a,b)=—2bg,(a b)+2ay(a, D)
Uzijeme-li k zjednoduSeni po¢td ¢isel komplexnich, mime nej-
prve z poslednich dvou rovnic
(p(a, b) + iw(ar b) = 2(a - 'b) (lpl(a’ b) + ilpl(ao b))'
Dile mime, znadi-li symbol D totalni diferencial vzhledem k pro-
ménnym a, b*)
D(p(a, b) + ivy(a, b)) = — (9u(a, b) + iy (a, b)) (da — idb)

aneb se zietelem k predchdzejici rovnici (vynechaviame-li za zna-
ménky funk¢énimi znaky proménnych)

D(g+iy) _  da—idb
ot 2@—=ib)
D log (¢ + i) = — 4D log (a — ib), ¢+iw=ya%.

kde C jest ¢islo na a. b nezivislé a tedy numericka konstanta;
klade_me-li b=0, a=1, pak p+ip=4)n (odst. 152) a tedy C= V.
Tim integraly ptedloZené dplné stanoveny. Jest tedy (vypoci-
taime-li z rovnice divajici ¢+ iy obhé funkce ¢ i ¥) — viz evi-
ceni 'k odst. 18m, pFikl. 1 —

7 1 PN
fv-”’ cos bx? dx=EV a’—:b’ l/a g +b ,

0

o o) D s T T
. 1 n —a a*+b? |
{[‘g—az sin.bx? dx:I_:)_‘l/m ] —A—l——u - sign D.

Pouzitim funkce exponenciilni pii proménné komplexni lze
vysledky priavé odvozené vypisovati takto v jedné rovnici:

*) Funkce ¢(a, b), v(a, b) jakoZ i jejich derivace podle a, b (t. j. funkce
71(a, b), ¥,(a, b)) jsou spojité funkce bodu [a,b] v oboru definovaném vztahy
vymezeném nerovninou a >0, coz ¢tendf snadno dokaZze. Diitkaz provadi se
stejné jako pii funkeich zdvisl¥ch pouze na jednom parametru.
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[o o]
[e-tst dx =
0

A =a-+bi, a>o.

<|<
:&l_ Y

o] -

Vysledky docilené zistanou v platnosti i kdyZz a =0. Nebot
integraly uvazované jsou spojité funkce proménné a i pro a=0
z prava, jakoz snadno lze ukazati metodou pouZitou v odstavei
169. Uvahy piislusné by se ponékud zjednodusily, kdyby in-
tegraly se dfive trasformovaly substituci x2=y. Klademe-li ve
vysledcich svrchu uvedenych a =0, dostaneme za pfedpokladu

b >0 rovnice
o0

(e =] —
fcos bx¥dx = [ sin bx? dx=%l/%s (X)
0 0
které nam uddvaji hodnotu integralti zvanych infegraly Fres-
nelooy.

172. Ke konci budeme se zabyvati témito ¢étyFmi integraly

@ 3 x t
J= sin(x‘ —-%) dx, _]1=fcos (x’ —‘i—,) dx,
0 0
oc o0
. ., B 2, B
K= |sin{x +? dx, K,=/cos|x +;, dx.
i ]

Viecky tyto integraly jsou spojité funkce parametru §. DokaZme to ku
pfikladu o integralu J. Funkce sin (x?— 82/x?) jest spojitou funkei obou pro-
ménnych x, # pro viecka x,f vyjma v bodech &iry x=0. Aviak tu jest funkce
ta koneénd (jsouc co do absolutni hodnoty stile mensi neZ 1, po pfipadé rov-

na 1). Integril pak
oo
fsm (x’ —ﬂ—) dx
B .

konverguje k nule pro lim B=oo a to stejnomérné pro viecka g jistého
koneéného intervalu; nebof jest (p¥i B> |f])

[oe) a
3
| sin (x'—ﬂ—) dx|=| smx’cosﬁdx— cosx’sini—,dxlg (@
B B
o p YA+1)=
<\ sinx’cos—dx|+| cosx’smﬂdﬂ(l sin x2dx |+
VAn

Vv , U
| feos st | < (T — Vi VaFi— VD Ve < £ )2+ L)/ s
Voti=
kde 4, 4, jsou tak voleny, aby
Via<B<Vi+0m Vi +Ha< B<Vit + 9.

Petr, Integrélni polet. 2. v. 26
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Jelikoz pak vyraz %V% + é ﬁ konverguje k nule pro lim B=0oc a to ne-
zavisle na 8, vidime, ze integral (a) konverguje k nule a to stejnomérné pro
viecka f daného intervalu. Tim jest tvrzeni, ze J jest spojitou funkci 3
(v kaZdém intervalu), dokéazano.

Dokéazeme si dile, Ze J ma derivaci podle # v kazdém bodé rizném od
#=0. Derivujeme-li pti J funkci za integraénim znaménkem podle #, obdrZzime

fo:i—e cos (x’—%:) dx;
0

za integraénim znaménkem v tomto vyraze jest funkce spojita obou promén-
nych §, x, vyjma v badech &iry x—=0, kde stivd se nekonednou. Jest tudiz

dokézati, ze vyraz
&
f— —2x—€ cos (x’ — ’g) dx b)
1}

konverguje k nule stejnomérné pro viecka # intervalu neobsahujiciho bod
f=0. Aviak provedeme-li v (b) substituci x=|f|/x!, mame

- 2 » 3 '
lim [—%cos(x’—ﬁ—,) dx="7F 2lim fcos (x"-—- ﬁ—,,) dx', B =|——
e=0: X & B=m X &
0 B
odkudZ jest stejnomérnéd konvergence vyrazu (b) na zdklad& pfedchazejiciho
patrna.

Se zretelem k horni mezi oo zbyva jesté dokazati, ze vyraz

f——g—ecos(x’—ﬂ—’,)dx
5 x

konverguje k nule stejnomérné pro viecka f# uvazovaného intervalu, coZ jest
snadno; (budto uZijeme postupu pro (a) naznaieného aneb priavé provedené
substituce x="#)/x’; koneén& jest to bezprostfedné patrno z okolnosti, Ze funkce
za integra¢nim znaménkem stdvd se pro x=o0 nekonec¢né malou fidu 2 ve
smyslu odst. 159). '

Méame tudiz

dj _ 9D—%p;-cos(x" —E) dx

dg _0 x?
aneb pro >0, zavedeme-li novou proménnou x’'=g/x,
[ o]
%:—20cos(x’—%)dx=-—2]1. (c)
Podobné se dokaze ]
. _
Y 2] B>0 (e
a
dk dK,
Eﬁ—"“sz d_ﬂ— 2K. ﬁ>0 (d)

Uzijeme-li viak vztahu (4) odst. 151, pf. 2, mame
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oo P @ o @
K= fsin (x’ + ?) dx =|sin (x% -+ 28) dx = cos 28 | sin x*dx+sin 28 cos x? dx
0 [} ) [}
0 [e o) a [s o)
K, =fcos (x“ + %) dx=|cos (x?+ 26) dx = cos 28| cos x2dx —sin28 | sin x3¥dx.
0 0 0 0

Tyto dvé relace jsou patrné soucasné splnény s (d); dale jest podle rovnice
(X) odstavce pfedchazejiciho

oo o0
fcos x¥dx = [sin x?dx —g«, (e)

kdez « jest jista numericka konstanta udivajici ndm spoleénou hodnotu obou
integrali (Fresnelovych).
Z (c) a (c’) nasleduje

d{g j— d{g 17 —o
anebo integraci
J?*— J.®=konst. )

Vztah tento platny jest prol kaz?dé g kladné, ponévadz viak J a J, jsou spojité
funkce proménné g, jest platny i pro #=0. Dosadime-li do né&ho za #=0
zméni se J a J, v integraly (e) sobé rovné a jest tudiz v (f) konst. =0, takze jest

J=%Ju ' (8)
Pro f=0 jest briti znaménko 4+ (nebof{ a>0) a se ztetelem k spojitosti obou

funkei J a J, jest i v jistém okoli bodu #—=0 brati znaménko -+, nasledkem’
¢ehoz vyplyva z (c¢) a (g) pro toto okoli bodu #=0

dJ _
dg
log ] = —2B+ konst.,, J=Ce—25,
Jelikoz pak pro #—=0 se J redukuje na druhy z integraili (e), kiery rovna se
a, jest C—=a a mame aspon v jistém okoli bodu =0

J=Ji=oae—28, (h)
Tento vysledek vSak plati, pokud v rovnici (g) jest na misté znaménko horni;
plati viak pro libovolné veliké §, nebof kdyby pro nékteré 8 v (g) bylo brati
znaménko dolni, nemohla by vzhledem k (h) byti zachovana spojitost funkei
J a J,, kterou jsme dokézali. Vyraz na pravé strané (h) nerovna se totiz
nule pro Zadné g.

Shrneme-li viecky vysledky, méme

fo:in (x’ —;ﬂ) dx =fo:os (x’ — ?) dx = ae—28,

0

—2J aneb —=-—2
a integraci

[}

fsm(x’—i—ﬂ)dx=a(c052ﬁ+sm2ﬁ) ¢=%V§‘
0

fcos ( x’) dx = a(cos 2 — sin 2f).

26*
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4. O INTEGRACI INTEGRALU PODLE PARAMETRU.
INTEGRALY DVOJNASOBNE.

173. Dokazali jsme, 7Ze, je-li df(x, @)/de v intervalech (a, b),
(@, 23) pro proménné x resp. @ funkei spojitou obou promén-
nvch, Zze z rovnice b
Fley= f f(x,a) dx
nasleduje b e
F'(a):!%dx pro viecka « _intervalu (orq, g).

Klademe-li »f(x, a)/oa=p(x, a), F'(d) = @ (a), vidime naopak,
7€ z rovnice

b
@)= [p(x, @) dx, )

je-li @(x, @) spojitou funkei obou proménnych x, v intervalech”
(a, b), (a,, a,), nisleduje
b
f‘P(a)da =[ (qu(x, @) da] dx;
a L

anebo integrujeme-li v uréitych mezich, tteba e, a,,

f‘D(a)du :] -j:;;(x, a) da] dx.

ay a,

Rovnici tu lze psiti na zdkladé (1) ve tvaru

f’ [ftp(x, «) dx] da= r [fq’;(x, a) da] dx,

a; Lla

kteryzto vztah psiva se ponékud jednoduseji bez zavorek takto
ag b b a,

da |p(x, ¢)dx= |dx | p(x, @) da. I
Joefoesrse=]e]

V rovnici této jest na pravé strané provedena na funkci
¢(x, @) integrace podle a v mezich (,, @;) a na funkei tak vzniklou
integrace podle x v mezich a, b; na levé strané provedeny jsou
tytéz operace v poradku obraceném. Budeme nazyvati sled dvou
integraci v uréitych mezich podle dvou riznyech proménnych
x, @, jenz se mi provésti na funkei ¢(x, a), dvojnasobny integral
z funkce ¢(x, a). Uzivime-li k znac¢eni druhé proménné misto
pismene @ zna¢ku y a pozménime-li také obdobné oznadeni mezi,
miZeme vysloviti vétu vyjadiujiei vztah (I):
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Hodnota doojnasobného integralu z funkce f(x,y) o mezich
(a, b) resp. (c, d) (vzhledem ku proménné x resp. y) nezdvisi, je-li
f(x.y) ve vSech bodech pravotihelniku (a, b; ¢, d) spojitou funkci
obou proménnych, na poradku, v jakém integrace provddime.

Bylo by snaduno vétu tuto vysloviti za obecnéjsich podminek
pro f(x, y) na podkladé vySetfovani jiz provedenych; misto toho
jest viak udelnéjsi podati samostatny diikaz véty obecnéjsi a ne-
opirati se 0 véty pro derivovini integralu podle parametru, jako
jsme to pravé udinili; to jest tim spiSe na misté, Ze nyni obé
proménné jsou proméné integracni.

" K tomu cili uplatnime v ndasledujicim pojem stejnomérné
konvergence v ponékud jiném sméru. Budu pak predpokladati
k vili jednoduchosti stile, Ze a<C b, ¢ <d.

124. Nechf jest funkee f(x, y) funkei bodu [x, y| v pravo-
thelniku (a, b; ¢, d) a budiz v tom pravoihelniku funkei koneé-
nou. Pfedpokladejme dile, Ze f(x, y) jest v mezich a, b podle x
integrace schopno, nechf jest y jakdkoliv hodnota intervalu (c, d).

Vyraz tudiz

Y e asi= s — AfE D+ a— )G m) + -+ 0 — - fEn)s ()
£ s<hSmSHInS. . Sm,Shb

b
konverguje k hodnoté ff(x, y)dx, kdyz n roste nade vsecky

meze a délky v3ech intervalt dxr = xx— x«-1 konverguji k nule.
Zvolime-li si tedy pro y urlitou néjakou hodnotu v (¢, d), lze
ke kazdému kladnému & udati ¢éislo kladné % tak, aby bylo

b n
|1 x9) dx— Y, FGr,y) x| < e, (B)
jestlize je ¢ k=1 .
dxp<m, k=1,2,3,...n.
Lze-li k libovolnému ¢ udati éislo n nezdvislé na y tak, aby neroo-
nina (B) byla splnéna pro vsecka y intervalu (c, d), Fikame, Ze
soudet (A) konverguje stejnomérnéovzhledem k y intervalu (c, d).
V této definici jsme pFedpoklidali, Ze meze integracni a, b
jsou konstanty nezavislé na y; jest viak patrno, Ze podrzuje sotij
pyznam i tenkrate, kdyz a, b jsou funkce proménné y definované
pro y intervalu (c, d) a koneéné.
Podle véty o stfedni hodnoté jest (s oznacenim uzitym v (4))

b
ff(x. ydx=(xc;—a)py+ (xa— XD+ ...+ (b — xn-1) ttn, @
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kde w jest jisté &islo obsazené mezi horni a dolni hranici funkce
f(x, y), kdyz y md danou hodnotu a x probiha interval (xk_1, x2).
Oznacdime-li tyto hranice a jejich rozdil (oscilaci), abychom jejich
zavislost na y zfejmou ucinili, M(:), ) O(w, mizZeme psiti na

zékladé (2)
| f e dx—Zf(fk. v x| <Y ) —m ) ax =Y 0 ax

kteriZ nerovnina jest uZiteénd k vySetfovani stejnomérné kon-
vergence vyrazu (4) k hodnoté integralu.

175. Budiz ddéna nyni funkce f(x, y), jeZ jest schopna inte-
grace podle y v intervalu (¢, d), at jest x jakakoliv hodnota
intervalu (a, b). Pak integral v mezich (c,d) podle y z dané funkce
jest jistou funkei x (pokud jest x v (a, b)) a mizeme tudiz psati

d
F) = [f(x, ) dy. )
Rozdélme si interval (a, b) na n mensich intervali pomoci
¢isel x,, x;, x5,... a nechf znaéi & libovolnou hodnotu intervalu

xk—1, Xx). Pak jest na zakladé (5)

d
Y Fe am= (Ef(ek, y)Axk) dy k=12...n ©)
k c k

Piedpoklidejme dile, ze f(x, y) jest také integrace schopno
podle x v mezich a, b, kdyZz y jest v (¢, d), a Zze Y, f(&, y) dxk

stejnomérné (vzhledem k y) konverguje k ff(x, y) dx. Tu mi-
7eme patrné klasti podle (B)

Y Gy axe= f fx,y) dx+ &
k a

pFi Cemz & jest jista funkce proménné y, jez pro vSecka y in-
tervalu (c, d) jest stile mensi co do absolutni hodnoty ne7 &,
zvolime-li si (jakoZ uéinime) dxi <%, kdez 7 jest Cislo kladné
vhodné volené.

Dosadime-li tento vyraz do (6), mame*)

*) Ku psani této rovnice jsme viak ve skuteénosti jenom tenkrate oprav-
néni, kdyz ff(x, Yy)dx jest funkce proménné y v (c, d) integrace schopna. Nebot
a

pak jest, jelikoz iZf(&r,y)Axk jest v (c, d) podle y integrace schopno podle
3
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dpb d
Y renan=( [ fres, y)dx] dy + ey dy. @
k ’ ¢ le ¢
d
Anebo (ponévadz !jeydyi <(d—c)e)

drbd
|ZF(€k)Axk—f[ff(xry)dx]dyl<(d'—c)€, pH Jxk|<n k=12...n,
k cla

kterouzto nerovninu také takto mizeme vysloviti:

lim Z F(&x) oz = fd [ fb f(x, y) dx] dy,
k c la

kdyz lim dxy=0 a af jest & jakakoliv hodnota intervalu dx;
k=1,2,..., n Nasledkem toho jest leva strana integral z F(x)
v mezich a, b a miizeme tudiz psati
pfedpokladi, téz ey integrace schopno a rozklad integrilu rovnice (6) ve
dva integraily rovnice (7) opravnén. b

Okolnost vak, ze funkce y dand integrilem ff(x, y)dx jest podle y v (c,d)

a .
integrace schopna, dd se takto dokazati. Integrily horni a dolni (odst. 87,
pozn. 3) existuji pii kazdé funkci; i jest (na zakladé jejich definic)
4 b . d 4 b 4. i
f( f(x,y)dx)dy+ ydy gf(jf(x.y)dx+ey)dy gf(ff(x,y)dx) dy + (e dy.
c a c— c a c a [
dgb d da, b d, b K ®)
[frew as) ay+svay < 1515+ dy <[ {frs ax) ay +f v o
c < c e ca e

b
Avsak, jelikoz ff(x», y)dx ey jest podle pfedpokladi podle y v (¢, d) inte-

a
grace schopno, splyvé dolni i horni integral z té funkce; jelikoz dile | gy | <e
pro viecka y intervalu (c, d), jest
o d
lJeydy <e(d—o) |feydy|<e(d—c)
¢ c
a tudiz na zdkladé vztahi (8) a téchto nerovnin jest
d

b de b -
f[ f(x.y)dx] dy —f[ff(x, v) de dy < 2¢(d— o).

Ponévadz vSak ¢ miZeme si zvoliti libovolné malé, jest

L dro
f[ f(x,y)dx]dy =f[ff(x.y)dx] dy;
b ¢ la ¢ la

t. j. funkce ff(x, y)dx jest podle y v intervalu (c, d) ihtegrace schopna.
a
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b . d_b
[Fydx= [ [ f(x, ) dx] dy

anebo se zietelem k (5)
b_d d_b
[[f1e v av]as=[| [1s rax] av. @

Tento zikladni oztah byl odvozen za téchto predpokladii :

1. funkce f(x, y) jest koneéna o pravouhelniku a < x < b,
c<y=d,

2. f(x, y) jest podle x v (a, b) integrace schopna, af jest y
jakédkolio hodnota o (c, d),

3. f(x, y) jest podle y v (c, d) integrace schopna, af jest x
]akakolw hodnota o (a, b),

4. Zf(gk, ) dx¢ konverguje k ff(x, y) dx stejnomérné ovzhle-

dem ke vsem y v intervalu (c, d).
Podminku 4 mohli bychom (ménice roli obou proménnych

x, y) nah1ad1t1 podminkou
4", Zf(x, n%) Ayx konverguje k ff x,y)dy stejnomérné ozhle-

dem ke Dsem x v interoalu (a, b); pn tom jest 7 libovolna hod-
nota intervalu Ady;. v
176. Piiklady funkci, pii nichz souéet (4) stejnomérné konverguje.
a) Funkce spojitd obou proménngch x, y o praooiihelniku daném neroo-
ninami a<x<b,eLy<d.
P#i takové funkci totiZ lze ke kazdému ¢, stanoviti ¢islo 5, aby
| fx', y)—f(x, y)| < & pro viecka |x'—x|<m|y'—yl|<n, @

jsou-li (x', y'), (x,y) body daného pravoeiihelnika. Uéinime-li nejprve &, =¢/(b — a-'),'
kde ¢ jest jiné Cislo kladné libovolné dané, a pak volme Axi <9, jest

n
V) ()}
kZl(M:—m:)dxg <elz Axp = 5

tedy podle (3) podminka (B) spln&na, pfi ¢emZ 1 dano nezivisle na y.
b) Funkce f(x, y) koneénd a spojitd o pravoiihelniku

(@asx<b csysgad),

.pyjmeme-li obory o koneéném poétu a lakové, Ze édry je ohraniéujici mizeme
tak uprapiti, aby odnétim téch obori z daného pravoihelnika byly z kaidé
primky y = konst. odriaty isecky, jejichz celkovd délka jest mensi nes libovolné
malé, kladné éislo ¢y a jejichZ pocet nepreoyduje jisté celé &islo i (kterézto
¢islo mize ovSem zaviseti na ¢, a s ¢ konvergujicim k nule vzristati nade
viecky meze).

—a)=zg,



409

Nebof vyjmeme-li z pravoihelnika daného obory takové, jak vétou
vytéeno a zvolime-li si ¢islo 5 tak, aby ve zbytku oboru splnéno (4), dostavame
snadno vztah (ve kterém M znaéi horni hranici |f(x, y)| v pravoihelniku)

n
Z 0 4x1 < (b — a) ey +2M ey + 4M i,

k=1
Zvolime-li
£y = s k ¢ =t
2=’ P Q=35
a uéinime-li zarovef

&
KASTY Y

(¢imZ platnost (4) nebude dotéena, nebof je-li (4) spln&na pro jisté », tim spise
jest splné€na pro % mensi), bude

Z O:y) dxp< & pro dxp<1
k

a tedy podminka (B) splnéna p¥i 7 nezévislém na y.

Podle véty dokidzané maji uvaZovanou vlastnost koneéné funkce promén-
nych x, y o pravotihelniku daném spojité, byjmeme-li body éar, jeZ protinaji
primky y=Xkonst. b koneéném poétu bodii (a obecnéji, vyjmeme-li body ¢ar,
jez lze uzavfiti v pésy, jejichi celkovou 5ifkou méfenou ve sméru osy x lze
uéiniti mens$i nez kladné c&islo &y).

¢) Funkce f(x, y) koneénd v pravoiihelniku (a<x<b, cSy<d) a ma-
jici, kdyz ji poklddéme za funkci jedné proménné x, o (a, b) pariaci konecnou
a stdle mendi neZ jisté ¢islo V, af zoolime si y jakkolio o (c, d).

Nebot pak jest

() W)
X(Mk' —m )<V

a tedy
X(M;”)—m;y)) dxr < V.

Postaéi tedy zvoliti 5 < ¢/V, aby podmil;ku (B) byla splnéna nezavisle na y.

Diikazy, Ze funkce v pfipadech a), b), c) uvedené patii mezi funkce, pfi
nichZ soulet (4) stejnomérné konverguje, byly podiny za pfedpokladu, ze
a, b jsou konstanty. S nepatrnymi zménami ziistdvaji v platnosti i tenkrate,
kdyz a, b jsou spojité funkce proménné y, definované v intervalu (c, d) a ko-
ne¢né; znaéme je a(y), b(y). Pak ovSem misto pravouhelnika nastupuje obor
omezeny ¢arami x —a(y), x = b(y) a pfimkami y =¢, y =d. K rozsifeni to-
muto dospéje se snadno metodou pouZzitou.v odstavei nasledujicim.

122, Pojem dvojndsobného integralu se da rozsifiti. Bud K
uzaviena kfivka omezujici jistou ¢iast roviny XY a polozena
uvnité pravoihelnika (a, b; ¢, d). Pfedpokladejme pak pro jedno-
duchost, 7e ka?da pofadnice probihajici mezi pfimkami x = a,
x = b protina K ve dvou bodech (viz obr. 5), tak na p¥. x= £, kde
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£ jest ¢islo intervalu (&, b), nechf protina k¥ivku v bodech [£, ,(£)],
€, @:(8)]. Rovnéz kazda piimka rovnobézna s osou x o rovnici
y =1, kde % jest ¢islo intervalu (¢, d), nechf protina kfivku K
ve dvou bodech o soufadnicich [, (%), 5], [¢:(%), 7]. — Oznaceni
budiz tak voleno, Ze ¢,(§) < ®:(§) a ¥,(7) < Pu(n).

Budeme pak uvaZovati tyto dva integraly

b _o«Z) d _va(y)
J[Jrwnav]as. [[ [10ax]a o
a “g\(z) ¢ “wily)

za téchto pfedpokladii:

Y

(XA :

A0 T

=

a:;-a z=b
Obr. 5.

1. Funkce f(x, y) jest definovana v oboru omezeném kiivkou
K véetné hranic a jest to funkce koneéna,

2. f(x, y) jest podle y v mezich ¢,(x), py(x) integrace schopna,
af jest x jakakolio hodnota o (a, b),

3. f(x, y) jest podle x b mezich ¥,(y), ¥.(y) integrace schopna,
af jest y jakakoliv hodnota o (c, d),

4. Y f(&, y) dxi, kde dx: jsou intervaly vzniklé rozdélenim
vsy)

% .
intervalu (y.(y), ¥a(y)), konverguje k ff(x, y)dx stejnomérné
pzhledem ke pviem y intervalu (c, d). "

Za téchto predpokladid mizeme tvrditi, Ze

b _euz) va(v)

[ [ [rw dy] dx= _f [ [res y)dx] dy. ()

e “pi(2) c “yily)

Dikaz toho jest snadny; nebof tato véta jest obsazena v pied-
chazejici, kterou sta¢i uziti na funkei f(x, y) takto definovanou

f(x,y)=f(x, y) pro body uvnitf a na obvodé K,
f(x, y) =0 pro body vné kiivky K a uvnitf pravoihelnika (a<x<b, cLy<d).
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Jelikoz pak v disledku podminek splnénych podle pfedpo-
kladu pro funkei f(x, y) jsou splnény pro f(x, y) pfedpoklady
1, 2, 3, 4 véty odstavce predchazejiciho, jest pro funkei f(x,y)
splnén vztah (I'); ten. viak ve skute¢nosti jest identicky (na
zakladé definice funkece f(x, y)) se vztahem (II), ktery tudiz
dokdzdn. '

Podminku 4 miizeme nahraditi (jako svrchu) podminkou:

4", Zf(x, Yi) dyr, kde Ay jsou intervaly ozniklé rozdélenim
T

intervalu (¢,(x), p,(x)) a o délce konvergujici k nule, konverguje
?s(T)

kff(x, y)dy stejnomérné vzhledem ke viem x intervalu (a, b).
9i(z)

(xgz")

(=gt

L =)
0 4 X D X ¢ B
Obr. 6.

178. Obor omezeny kf¥ivkou K znaditi budeme zkratka £
a nazyvati jej oborem integraénim. Integrily (9) budeme na-
zvvati dpojndsobné integraly o oboru  a budeme je téz psati
v tomto jednodus$im tvaru

[ax[txdy, [ay[texnprax.
Q Q

P¥i tomto zjednoduseném oznafeni mame vSak jenom takové
dvojndsobné integrily na mysli, které vypsany byvse ve tvaru
(9) maji pri proni i druhé integraci horni mez vétii nez dolni.

129. Neni nutno, aby obor & omezen byl k¥ivkou, jiz protina
kazda potadnice nejvyse ve dvou bodech, anebo aby omezen byl
toliko jedinou k¥ivkou. Tak ku pf.dvojnasobny integral vzhledem
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k oboru £ obr. 6 je (znat¢ime-li O4 =a, OB=>b, OC =¢,OD =d,
OX =x, OX =x)

d  @y(2)

fdx fx, y) dy =[dx[f(x, y) dy +

[ w.(Z) (2 )a " b (2)
+fdx(ff(r,y>dy+/f<x,y)dy) +[ax [1( ) dy.

(%) e(2) . e @)

Integral vzhledem k mezikruzi (obr. 7) jest (pfi oznaleni jas-
ném z pfedchazejiciho a z obrazku)

X
0
fdxff(x, y)dy=
¢ gxz) ¢x(2) Px(z) b @)
— [ax[1(x v dy+fdx( [ree y)dy+ff(x,y)dy) +[ax 1.y dy
& @i(z) () (@) 4 @7)

a podobn¢ v piipadech jinych. Budeme uvaZovati hlavné takové
obory, kde pfimky rovnobé&Zné s osami X, Y protinaji v konec-
ném poéiu bodi kiivku K (anebo souhrn kfivek K) omezujici
obor Q.

Pro integraly dvojnésobné ziistava i p¥i téchto oborech 2 véta
odst. 177 v platnosti, jakoz z diikazu jejiho tam provedeného
vihned vyplyva. Lze v3ak ji snadno rozsititi i pro obory 2 obec-
néjsi.

180. Pro dVOJnasohne integraly jest platna ndsledujici témér
samoziejma véta: Nemaji-li obory 1, £ bodi spoleénych — leda
na spoleéné hranici — jest

fdx f(x,y)dy+ fdxff(x. v dy=[dx[7(x, y) dy. (1)

2:+ 92,
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Pii tom jest 21+ Q: obor vznikly slou¢enim obori i, 2: v jeden.
Vétu tulo miiZeme pojimati jednak jako disledek, jednak jako
jisté rozsifeni rovnice (I1) odst. 96. Jiny dikaz vyplyvd nésle-
dujici dvahou. Definujme si dvé funkce fi(x,y), f(x.y) témito
vztahy

fi(x, ) =1(x,y) na ,, F(x,y)=0 na 2y;

fi(x,y)=0na 2, fo(x, y) =/f(x,y) na 2,

s dodatkem, Ze na spoleéné hranici obort i, ©2: jest ku pf.
LG y)=F(xy), falx.y)=0.

Pak jest pairné fi(x, y) + k(x, y) = f(x, y) pro viecky body oboru
(o + O a

Jas[tey) dy = [dxfti(x ) dy= [dx[ti(x. 0 dy;
2 2,

2,+92,
[ax [ty dy = [dx [tu(x, y) dy = [dx[ts(x.v) dy;
Q, 2,

91+93
[ax fi(xy)dy + [dx [Ty (x, ) dy =
2,409, &+,
=fd£ (f; (>, ¥) + £ (x, y)) dy =fdxff(x, y) dy.
2,492, 2,492,

Z rovnic pravé napsanych vSak néasleduje ihned vztah (10).

181. Integraly dvojnasobné nevlastni. Pfistoupime nyni
k dvojnasobnym integrilim, v nichz funkee f(x, y) bud neni
v nékterych bodech oboru integrac¢niho definovana (jsouc tam
neuréitou) anebo jest v okoli nékterveh bodi integraéniho oboru
nekonecnou anebo koneéné neni vibec ani na podkladé definice
Cauchy-Riemannovy roziifené pojmem integriald nevlastnich
funkece f(x, y) v ptisluinvch intervalech integra¢nich integrace
schopna podle té proménné, podle které se nejprve ma provésti
integrace.

Vezméme v dvahu dvojnasobny integrail

Jas[re v dy;
2 N

aby mohl tento integril miti vyznam, nesmi integrace podle y
byti pro viecky body x jistého koneéného intervalu spadajiciho
do intervalu integraéniho bezvyznamna; nebof pak by funkce,
jez se podle x ma integrovati, nebyla v tom intervalu dana
a integral podle x (a tudiz i dany dvojnasobny integral) by
nemél smyslu. Naproti tomu, nastane-li ta okolnost (Ze integrace
podle y jest bezvyznamnd) bud pro jisty koneény pocet hodnot
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proménné x a to pro x=§, &, ... &, aneb obecnéji v bodech
mnozstvi bedového () délky nulové (podle ]), potomni integrace
podle x miiZze podrzeti vyznam. Nebof pak jest sice funkece pro-
ménné x, kterd integraci podle y vznikd a ktera podle vyme-
zeni tady prijatych jest souttem integrali tvaru

v(z)

f f(x, y) dy, (1)

#(z)
v téch bodech neurditd, po ptipadé v okoli jejich i nekonecna,
aviak integrdl z takové funkce mize miti vyznam. Jest tedy
nutnym disledkem rozsitené definice Cauchy-Riemannovy (o in-
tegrily nevlastni), ze do ivah o dvojnasobnych integralech tako-
vé funkce f(x, y) jest ptibrati, pro které vyraz (1) ve vyjadfeni
dvojnasobnych integrali se vyskytujici stiva se neuréitym resp.
nekoneénym v bodech mnozstvi bodového (§) délky nulové poloze-
ného vintervalu integra¢nim podle x.

Predchéazejici vyvody plati také, zaménime-li vzdjemné
proménné x, y, uvazujeme-li tedy integrily dvojnisobné, kde
prvni integrace vztahuje se k proménné x. Integrily dvojna-
sobné, ve kterych funkce f(x, y) ma vlastnosti pravé vyznacené
budeme nazyvati doojndsobné integraly nevolastni.

Objasnim pojem dvojnisobného integrilu nevlastniho na

prikladech.
PRIKLAD 1.
a__ yi
fd" (:=+yy')= v
Integral 1 y=1

v2— ¢ .
(x”+yJ)”dy lx‘-‘+y’],, Sige SO
ma pro x £ 0 vyznam (jeho hodnota jest rovnici napsanou vypoétena). Kla-
deme-li ve funkci za znaménky integraénimi x=0, dostaneme funkci —1/y*,
ktera se stavd nekoneénou druhého ¥ddu v bodé y—=0 intervalu (0,1) a jest
tedy integral 1

Cx—yr

Sy

pro x =0 bez vyznamu. Funkce timto integrilem definovana jest tedy uréena
v celém intervalu (0,1) vyjma v bodé& 0, kde jest neuréita. Integrace druha
podle x vyznam m4, nebof funkce, kterd se ma integrovati, neni dana toliko
v bodé x=0, v celém ostatnim intervalu (0, 1) jest koneéna a spojitd; mame
tudiz podle pHsluéné definice integrélu nevlastniho

fdxf(:: _y’)’ y = fl T = [arctg x]



Kdybychom zaménili poi'édek integra¢ni, dostali bychom obdobné
1

f "yf Grend= =1

0

vysledek rozdilny od p¥edchazejiciho.

Jest patrno ziroven z pFikladu poéitaného, pochazejiciho od
Cauchyho, 7¢ zména potadu integraéniho p¥i integrile dvojna-
sobném z funkce, kterd v oboru integraénim stava se nekoneénou
toliko v jediném bodé (totiz v bodé [0, 0]) a ve vSech ostatnich
bodech jest spojitou funkei bodu [x, y|, miZe miti za nasledek

zménu hodnoty toho integralu.
PRIKLAD 2. Uvazujme integral

11
. dy
[l =3 ®)
I zde integral
Fody 1 P 1
ofm = [; arctg ;] ~ == arctg ™~

stanovi funkci proménné x pro vSecka x vyjma pro x= 0. AvSak integrace
; 1 1
f— arctg —dx
g% x

nema vyznamu, nebof{ funkce za znaménkem integralnim jest uréité neko-
ne¢nou Fadu { pro dolni mez.

Nema4 tudi¥ integral (b) rovnéz vyznamu.

PRIKLAD 3. Uvazujme integral

- dy ,
A L e e v

kde o, jest édst roviny XY omezena kruznici o rovnici (x — xo)® 4 (y — yo)® = 62,
Méame rozhodnouti nejprve, zda integral dany ma vyznam, a v tom pfipadé, e
vyznam m4, vypoé&itati lim I, pro lim ¢=0. K zjednoduSeni daného integralu
zavedeme nejprve proménné y—y,=c¢.7, x—xo=¢.§ kteréito substituce
se provedou podle znamych nim pravidel o zavadéni novych proménnych
do integrald jednoduchych (odst. 107). Dostaneme

o Vize o 1d Vi=s o
f & [ =" f dg_\{l_f.‘ﬁ’ﬂ’)*a e fdb f @

o jest obor bodé [§, #] vypliujicich vnitfek kruZnice §24n?*=1. Zavedme
jesté misto 7 proménnou ¢t rovnici » =§¢. Obdrzime snadnym poctem

aE S
e dt _ Y=g
fo=ae? f g1) Groe %5
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Predpoklddejme nejprve ¢>1; pak funkce proménné g
t [ dt

a—1 [(ESDT -+

jest v bodé £:=0 uréité nekoneénou Fddu d—1; nebof jest

lme—t L[4t __f__dt__
I e arew) Grow

M4 tedy, kdyZ o> 1, integral (4) tenkrat a jenom tenkrat vyznam, kdyZ
6—1<1, t j. kdyZ 6<<2. Jestlize viak 0<{o <1, tu jiz o funkei

Y=g
f (E’+n’)i°

proménné £ (jez se ma integrovati v (0; 1)) bezprostfedné jest patrno, Ze jest
kone¢nd, monotonni v intervalu (jest to funkce s £ rostoucim klesajici a pro §=0
ma hodnotu 1/(1 — o)) a tedy integrace schopna; rovnéz pro s=1 ku pfikladu
pfimym poétem dokéaZe &tenaf, Zze existuje nevlastni integral v (0, 1).

MizZeme tedy psati

I, =467 a, jestlize 0 << o< 2.
kde a jest hodnota ¢iselnd (na ¢ nezavisla). I jest
lim I,=0, jestlize 0<<a<<2 (a)
PRIKLAD 4. Jest rozhodnouti, zda integral

{
ftixfdy (ax*F bxy + cydie’

ma vyznam, je-li 2 obor ku ptikladu dany kruhem o stfedu ~[O, 0] a poloméru
R. Funkce za integraénim znaménkem jest nekoneéna pouze v bodé [0, 0].
Nejprve lze nalézti dvé &isla kladna, Ze jest

P 1 a_

Py ar F byt o+ )

z kterychz nerovnin snadno nésleduje, Ze integrdl dany mé vyznam tenkrite
a jenom tenkrate, kdyZz o<{2. Zaroven jest (je-li 0<{2)

kde b*—4ac <0, a>0, >0

dy _ . dx .
fzxf (ax® 4 bxy + cyd)ie _fsyf(ax' + bxy + cyte’ ®)

nebof rovnice tato jest platna pro obor Q—ow,, kde o, jest obor omezeny
kruZnici o stiedu [0, 0] a poloméru ¢,-v mezikruii 2— o, pak funkce f(x, y)
jest spojita funkce bodu [x, y]. Pro obor o, viak v disledku (X) a (a) p¥ikladu
predchazejiciho viak nasleduje, Ze, af jest & jakékoliv &islo kladné, mizZeme
dociliti, aby
dy dx

o< [ f"f (o Fbaxy Fogype <% 0< J :'yf (ax® T bxy Fego ~
& &

zvolime-li ¢ dosti malé. Z kterychzto okolnosti ihned tvrzeni (8) nasleduje.
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182. PRIKLADS. Gaussiiv dikaz fundamentdlni véty al-
gebry. Vezméme v avahu libovolny mnohoc¢len n-tého stupné

xtutayn—14 g, an—2+4 .. 4 dn-, X+ da, (c)

kde 'as,| >0, a dosadime za x =@ (cos@ + isin @), kde i jest ima-
ginarni jednotka (i =—1). Tim mnoho¢len obdrzi tvar P 4 Qi, kde
P i Q jsou mnohocleny redlné a budou rovny podle Moivreovy
véty (jsou-li a,, &,,... &, Cisla realnd)

P=o9ncosnp -+ a,6"—1cos(n— )¢+t aor—2cos(n—2)p+...4 an—10cosp+ an,
Q=onrsinng+a, on—1sin(n—1)p—+...+ an—, 0 sin ¢.

Polozime
V' = arct Lg
Id - g Q
a utvorime derivace
3P ,0Q
o e T3
d PP
P _ ,9Q
o _ %y Pa
dp PP4Q
. S

d0dp — (P Q Qz)2

kde S jest mnohoé¢len o ¢lenech tvaru ag* cosly sinmeo.
Dokizeme si, Zze oba integrély dvojnasobné

f do m— dg, f f a?fa’lp 0 &

maji riznou hodnotu, ucéinime-li R dosti veliké.
Prvni integral se rovna 0. Nebof integral

7o
200 1

(r

ztriaceti maze vyznam nejvySe pro n hodnot ¢; totiz pro ty, pro
kieré funkce 32V /dgd9 stiva se nekonecnou a tudiz P24 Q2
staiva se nulou. Tyto hodnoty jsou pak absolutni hodnoty kofent
rovnice x"+ax""'4+...4+ a,=0, jichz nejvySe jest n. Pro tyto
hodnoty v poétu nejvySe n (existuji-li viibec kofeny té rovnice}
jest vyraz (f) neur¢ity (funkce integrovani se totiz stava ne-
koneénou uréité Fddu 2 po ptipadé jesté vyssiho, ma-li (¢) kofeny
mnohoniasobné); pro viecky ostatni hodnoty ¢ ma vyraz (f) hodno-
tu zcela urlitou a dokonce stile nule rovnou, nebof jest pro
ty hodnoty

Petr, Integrélni pocet, 2. v. 27
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2 ¢=2n
J 2009 @ atp ao do =5

Jest tedy funkce, ktera se v prvnim dvojnisobném integralu
(d) ma podle ¢ integrovati, stale nule rovna, vyjma snad pro
koneény pocet hodnot ¢ v poctu nejvySe n; tudiz prvni z mte-
grald (d) jest vskutku rovny nule.

Pro druhy z integrald (d) mime podobnou dvahou

2‘3 R Ny 2‘.1 or e=R
[ dof soog 4= ¥ [é?q?]
b 0 0 to=0

Aviak vypocteme-li nejvyssi ¢leny v R u citatele a jmenovatele
vyrazu [d V/3@|,=r (vVraz [V /3 pl,=0 =0), dostaneme

[@I_] _ —nRken4 o

3 fo-r K24,
a vidime, ze vyraz tento, kdyz R roste nade viecky meze, kon-
verguje k —n a 7¢ tedy miZeme R si tak zvoliti, aby bylo
kde € jest ¢islo kladné libovolné stanovené. Jest tedy druhy in-
tegral roven

2n
f (—n—i—f,R’q,)dfp:—lnn—}-Qne@, -1y,
0

coz jest veli¢ina, uc¢inime-li R tak veliké, aby e<n, jisté od
nuly rizna.

Kdyby vvraz P2+ Q* pro Zidnou hodnotu proménnych ¢, 9
nebyl rovny nule, byla by funkce 32V/d¢ 3¢ spojitou funkei
obou proménnych v integra¢nim oboru integrild (d) a oba ty
integrily podle odst. 177 by mély tytéz hodnoty. Ponévadz viak
jsme dokdzali, ze p¥i dosti velikém R maji integraly (d) hodnoty
rizné, jest jist¢ aspon jedna hodnota (g, @), pro kterou P*4Q* =0,
t. j. pro kterou i P=0,i Q =0. Jest tedy asponi jedno ¢islo x =
= ¢(cos ¢ + i sin @), které dosazeno byvsi do vyrazu (¢) jej ¢ini
rovhvm nule, t. j. kazdd roonice algebraicka mai aspoi jeden
koren.

Zirovenn mame novy piiklad, e, stava-li se funkce v oboru
integraénim nekoneénou, pofadek integraci p¥i integrilu dvoj-
nasobném miZe miti vliv na hednotu toho integrilu.

183. Nebudeme se zabyvati v nasledujicim podminkami, za
kterych jest dovoleno v integralu dvojnasobném nevlastnim pofad
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integraci zaméniti. V piikladé 4 jsem stru¢né naznadlil, jak lze
pii Feseni takové otazky v pripadé uréitém postupovati, postup
ten pak lze snadno zevSeobecniti, ¢imz ve vétsin¢ prakticky
dtlezitych ptipadi dojdeme k cili. Ostatné pozdéji pti vySetio-
vani integrali t. zv. dvojnyeh k zodpovédéni otazky priavé nazna-
<ené budeme miti prostiedky znaéné G¢innéjsi. Pojedndm v ndsle-
dujicim jenom jeSté o dvojnasobnych integrialech v oborech
nekoneénych a o podminkich pro ziménu potadi integraéniho
v takovychto integrilech dvojnasobnych. Pfi tom omezim sc
pouze na obory pravoihelnikové, t. j. budu vySetfovati integrily

dvojnasobné tvaru
b

Jdx[Fex v dy,

c

kde jedno nebo i vice z Cisel a, b, ¢, d jest + oo,
Budtez nejprve diny integrily

o d @®
Jax[rs, v dy. fd dy [f(x. y) dx ("

a predpoklddejme, Ze integrdly tyto maji vyznam; vedle toho
uc¢inime predpoklad, 7e pro kazdé B>a jest

B 4 ¢ B
[dx[fex ) dy = [dy [1(x. v) dx. (2)
Avsak jest " -

o d B d @ d
Jax[re. )y =[dx[ree9) dy + [ax[Fx, ) dy,
a ¢ a ¢ B ¢

d o ¢ B i ® )
Jau[ree, y) dx= [dy[1(x, p) dx + [dy [£(x, ) .
¢ a c a 4 B
Ponévadz vsak existuje prvy z integrala (1), existuje limita
llm fdxff(x y)dy =0 (odst. 144 poznamka) 4

a ze stejné prFic¢iny existuje i limita levé strany rovnice (2) a
tudiz i pravé strany téze rovnice, kteraz viak jest prvym ¢lenem
pravé strany rovnice (3); existuje i limita druhého ¢Clenu té
pravé strany (stile pro lim B=o0), t. j.

d
m (nyf(x y)dx.

27*
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Maji-li vsak oba integraly (1) sob¢ byti rovny, musi tato limita
bvti rovna nule, jak z rovnie (2), (3) a (4) ihned vyplyvi. A na-
opak, je-li tato limita, jejiz existenci jsme prokdzali, rovna
nule, vyplyva z rovnic (2), (3) a (4) rovnost integriali (1).

Tak mame vétu: Nutnd a postacujici podminka, aby

o d d o
Jax[tx,y)dy = [dy[#(x. ) dx,

jest za prtedpokladu, Ze tyto integraly maji vvznam a 7e jest
splnéna (2) pro kazdé B, aby

d =
}{»LHL !dysff(x,y) dx=0. ()
Podminka (5) bude jisté splnéna za pl"edpokla‘du, Ze

ff(x, ydx

B
konverguje k nule pro lim B =~ a to stejnomérné ozhledem
ke vsem y intervalu (c, d). Nebof pak, zvolime-li si ¢ libovolné,
lze udati ¢islo B, tak, aby bylo

lff(x.y)dx1<e"- ‘
B

pro vsecka B> B, a pro viecka y intervalu (c, d), a jest tedy
‘vyraz

d » d
Jay [rix pdxi< fedy=a—0e
¢ B c
t. j. jest mensi nez Cislo libovolné malé, zvolime-li si jenom B

dosti veliké, ¢imz tvrzeni, z¢ splnén jest vztah (5), dokazano.
Avsak i tenkrite bude splnén vztah (5), kdyZz integral

ff(x,.y) dx

B
konverguje k nule stejnomérné¢ vzhledem k y intervalu (¢, d).
pyjmeme-li z tohoto intervalu konecény pocet intervali tvaru

(Yo— 1, Yo+ 1), kde n jest cislo kladné, jez lze si zooliti libo-
volné malé, jestlize jenom funkce

7 (y) =ff(x. y)dx
B
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jest> o okoli bodu y =y, koneénou pro vsecka B> B; > a anebo
aspon v okoli bodu y, jest stile

le) | < pro viecka B > B,,

B
Y — Yol°
kde 0<<o<1; B, jest Cislo vhodné zvolené vétsi, po ptipadé
rovné a, B ¢islo kladné unezavislé na B.

Nebof pak lze psiti — je-li pro jednoduchost Jedma takova
hodnota y, v (¢, d) —

ot
f dy f f(x. y)dx= j ot ay +yj 9ly) dy + f #(y) dy.
Yo— 1 Yot

ProstFedni integral pravé strany lze uéiniti libovolné malym
co do absolutni hodnoty, zvolime-li si 1 dosti malé (na zikladé
predpoklddané vlastnosti funkce ¢(y)), prvni a tfeti rovnéz,
zvolime-li si B dosti veliké, na zikladé toho, 7e @ (y) konver-
guje stejnomérné¢ ve zbytku intervalu (¢, d) (to jest v souctu
intervald (¢, yo— )+ (Yo + 7. d)) k nule pro lim B =

Jest tedy leva strana cislo lil)ovolné malé, zvolime-li si B
dosti veliké, t. j. jest splnén vztah (3). Jak by dvahu pravé prove-
denou bylo upraviti, kdyby y, splyvalo bud's c anebo s d, jest jasno.

PRIKLAD,
L=y
fdxj (U F yicyE
Zde k rozhodnuti, zda jest dovoleno pofad integratni zaménii, vezmeme

v uvahu integral
./duf (14 y2x®? + y 1:2

Jestlize tento integral konverguje k nule pro lim B=co a existuje-li dany
integrdl dvojnasobny, pak lze pofad integraéni obratiti. Integral

1 _yﬂx2
)=f——,,— dx a)

PO= Ty ‘
konverguje k nule stejnomérné vzhledem k y intervalu (n, 1), kdez kladné
&islo 9 <1 mizeme si zvolili libovolné malé. Abychom si objasnili, jak chova
se @({y) v okoli bodu y =0 (v némzZ porusena stejnomérnd konvergence), mii-
Zeme si @(y) vypocisti a dostaneme

_ B 1 By
Y =TFB =y T+ B

ze kterézto rovnice ndsleduje pro vSecka B >0 platnd nerovnost

1
le@ | £ 5 3y
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Jest tedy ¢islo o pFedchazejiciho odstavce rovno 1. Na tento piipad uvedend
kriteria se nevztahuji a zdménnost integraci jest nasledkem toho pochybna.

V prikladé daném oviem snadno rozhodneme pfimym vypoétem. Jest

=1
f yix? Yy —__ 1
(l-l—y’x“ 1 F yix® —o-—l+x’
1 _yﬂxﬂ
/"’“ Tryy W= f1+
Postupujeme-li v pofddku obriceném, jest

1 Z=0 1

fdyf (l-}—y’xi)z :b/‘[%yzxz] dy=_f1iyys=—%'

z=1 0

Vskutku dostivame vysledky riizné.

184. Vezméme v tivahu nyni integraly
f dx f fx,y) dy, fdy f f(x, y)dx

a predpoklidejme, Ze tyto integrily maji vyznam a Ze pro
kazdé D> ¢ jest splnén vztah

@ D D ™
fdx fix, y)dy=fdyff(x, y)dx (1)

(coz rozhodnouti lze pomoci pravidla odstavee predchazejiciho).
Avsak jest

® o ® D @® o
Jax[rs. v dy = [dx[fix, v dy + [dx[fix, ) dy,
a c a ¢ a D

ﬁiy ﬁ‘ (x, y)dx = flt)iy ﬁ' (x, y) dx + ﬁiy ﬁ (%, y) dxx.
'3 a c a D a

Podobné jako v odstavei predchdzejicim vyplyva bezprostedn&
z predpokladu, ze

girgj[dy!f(x. Ydx=0,
nasledkem cehoz nasleduje z pozadavku, aby dané integrdly

byly sobé rovny (priavé jako v odstavei pfedchazejicim), jakozto
nutnd a postacitelna podminka, aby .

Dli=n; j:b;f:‘(x. y)dy =0.



423
Tato podminka patrn(‘.l)udc splnéna, kdyz
B @ » »
Jim f daj-.)/ flx,y)dy =0,  lim Bf d:;f f(x, y) dy = 0.

Ku platnosti rovnice (1) pak se vyZaduje jakozto nutna (a za
jistveh predpokladd postacitelnd) podminka podle (5) odstavce

predchazejiciho vztah .

=m jdyff(x ydx=0.

Provedeme-li tytéz dvahy, ménice roli proménnych x, y, vi-
dime, 7e postacujici podminky, aby -splnéna byla rovonost

f dx ff(x, ydy= f dy'fmf(x, y) dx,

jsou za piedpokladu, Ze tyto integraly maji vyznam a Ze jest
splnéna rovnost

B D D B
[ax[fex. v dy = [dy[ri.v)dx

pro kazdé B>a a D>c¢, tyto:

D o> B
1. ;Llijd_lijf(x,y)dA':O, Il)i=n;&[d:; f(x, yydx =0.
2. Bud jest
lim fdx[f(x,y)dy:O anebo jest lim fdyff(x, y)dx =0
D=2y b B=2p &
pii libovolné velikém B resp. D.
Aby splnény byly podminky 1, k tomu postaéi, jakoz
v odstavei 183 obsirné bylo vyloZeno, aby integral ff(x, y)dx
B
pro lim B=oo konvergoval stejnomérné k nule pro visecka y

intervalu (c, D) a téz aby integral ff(x, y)dy konvergoval k nule

pro lim D = > stejnomérné pro vsecka x intervalu (a, B).

Ba postadi, kdyZ tato stejnomérna konvergence bude splnéna
pro interval (¢, D) (resp. interval (a, B)), vyjmerme-li z ného ko-
necny pocet interval mensich, jejichz celkovou délku lze uciniti
libovolné malou a ve kterychzto intervalech éasteénych existuji
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hodnoty y, (resp. x,), v jejichz okoli jest stejnomérnd konver-
gence poruSena, ba pro néz integrail

f/(x, Yo)dx resp. integral ff(xo. y)dy
B D
nemusi miti vyznam, ma-li jenom funkee
o) = [fix,p)dx resp. i) = [fix,y) dy
B b

v okoli bodu y =y, (resp. x = x,) vlastnost v odstavei 183 obSirné
popsanou. V okoli téchto vymineénych hodnot ma byti totiz pro
viecka B resp. D vétsi nez libovolna vhodné volena &isla B, resp. D,

L v v < @
kde kladné Cislo o (resp. 7) jest ¢islo nezavislé na B (resp. D) a
o<1 (resp.z<1).

Rozhodnuti, zda splnéna jest podminka 2, zpravidla necini

potizi. Jestlize ku ptikladn

le(y) | <

SEPI< o i P>, >

pro viecka x> B, y > D (kde B, D si miZeme zvoliti libovolné
veliké), jest i prvni i druha z limit v podmince 2 uvedenych rovna
nule (jak integraci vyrazu na pravé strané a z véty o stiedni
hodnoté ihned ndsleduje).

Tak v ptikladech fesenyeh v dalsim v odst. 186, 187, 188 jsou
funkee, o které hézi (s ponékud jinvm oznaenim proménnvych),
e—z*(1+y*),  sinx.e—%, e—az— Lysmy.icyu)sy, a>0, k>0;
ty pak jsou pro y>1, x>0 co do absolutni hodnoty vesmdés

mensi (DP 167 (piikl. 2), 168) nez vvrazy
' A2 __4
Xyt oyt Aty
tudiz podle pravé uvedeného podminka 2 splnéna a nebrdn k ni
vice v citovanych odstaveich zietel.
Ze podminka 2 neni snad jiz zahrnuta v piedpokladu, 7e
prisluiné dvojné integraly maji vyznam, a v podminee 1, vyplyva
z prikladu ndsledujiciho. Jest (viz l)liiﬁi poéty v odstavei 181)

fd“f(x:;:;’)zdy —fn+\2_ I"’



[= ]
T

*d
,dy./ (_\2+ ,/2)2dx_/ i%y—zz—z

V piikladé tomto zména pofadu integra¢niho ma vliv na hodnotu
integrilu. Nemohou byti tudiz svrchu uvedené podniinky 1 a2
spln¢ny. Avsak podminka 1 jest splnéna, nebof jest ku ptikladu

fde (x 2+y’)’ dx /B* —arctgg arctgé’

tedy

e o]
2

D
. " - _x_,i .
é!’;! d”J =0
a stejny vysledek jest i pfi druhé limité v podmince 1. Nisledkem

toho jisté neni splncéna podminka 2, jak Ctendf ostatné snadno
dokdze pfimym poétem.

5. PRIKLADY PRO VYPOCET OMEZENYCH INTEGRALU
ZAMENOU PORADU INTEGRACNIHO.

185. Stanovili jsme (odst. 168)

m .
f e—aTsin (xy)

= arcte Y b ¢
_— d.\_arctgi1 pii a > 0.

0

Integrujeme-li tuto formuli podle y v mezich (b,, b,), dostaneme

fdyf —az bm(w)d.x—/b‘:m'ctg~‘:;"':—dy.

1
Avsak na levé strané potad integrace miZeme zamnénit, jelikoz
k tomu postacujici podminka jest (podle odstavee 1:53). aby integral

@ .
[e—“l sim(xy) dx
- X
B
konvergoval pro lim B=oo k nule stejnomérn¢ pro viecka y
intervalu (b,, by). Podminka ta jest splnéna, nebot jest pro viecka
y (B>0)
% . P —az
[emeZ0Eae < [ Fde;  a>o B>o.
o X X
B B
Zamcnime-li tedy na levé strané pofad integra¢ni a provedeme-li
pak na obou stranach integraci podle y v mezich (b,, by). obdrzime
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© .
f e—2z (cos byx — cos b,v) dx

xt

a®+b,*
a*+b,®

b b :
J = b, arctg »; — b, arctg »a‘ - g log
Formule tato jest odvozena za predpokladu a > 0; zlistava viak
v platnosti, kdyz a=0, nebot levd strana jest spojita funkce a
pro a =0 (éehoz dikaz prenechidviam ¢tendti). Nechdme-li konver-
govati a k nule, dostaneme

@

cos byix — cos byx
xl

dx=§(bzsignb2—b,signbl)=%(|b,:—|bl .
0
Snadnymi transformacemi dostaneme z této rovnice pii

e o]
fsin(px) sin {qx) dx —

= ZUp+al—lp—ql).

0

186. Integral Laplaceiv vypocéteme jednoduSe ze dvojnisob-

ného integrilu
[« <o o

I= fdxfe—z'—u- dy.

0 0
Oznacd¢ime-li
oo .

oC
J=le—vdy=]e-* dx, (03]
[orae]
jest I, af provedeme integraci v pofidku naznaceném anebo
opaéném, rovno J2 Dosadme do integralu, ktery vznikne z I,
kdyz dolni mez O p¥i integraci podle x nahradime ¢islem kladnym
&, za y proménnou f rovnici y = xt. Dostaneme (meze integralu
podle ¢ budou 0, ~)

o0

[o o}
l,= f dx f e—2* (1419 x df. 6)
& 0

Abychom dokazali, ze porad integraci v tomto integrilu lze za-
méniti, vyjdeme nejprve od nerovnin nasledujicich platnych pro
x> ¢ (ve kterych kladeno tx =1)
[ o] o0 oo o0
0L Je=m" I+ xdt < fe—&'—2' v dl = e—'ﬁ’fe—t'dr < e—ﬂ'fe-f’ dr;
D D Dz De

posledni vSak vyraz nezdvisi na x a konverguje k nule pro
lim D=oc. Jest tedy konvergence u limity

(o o]

lim [e-2"0+M) xdt=0

D=CDD
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stcjnomérna vzhledem k x intervalu (¢, B). Obdobné jest i u in-
tegralu

oo [o o]
fe—z’(h"l’) xdx gfe-x’ xdx
B B

pro lim B = co konvergence stejnomérnid vzhledem k ¢ intervalu
(0, D).

Jsou tedy podminky postaéitelné, aby bylo vyhovéno pod-
mince 1 odstavece 184, splnény (Ze i podminka 2 jest tu splnéna,
bylo jiz v odstavei 184 vytéeno) a muzeme tudiz v () potad
integra¢ni zaméniti a psati

[= <BNe o]
[ = f dt [ xe-z14t) dx. ()
0 =

V obou rovnicich (3) a (y) lze na pravé strané prvni integraci
provésti (v prvé na zakladé (a), kterouz lze psati
[o o] [o o]

J=fevdy=[e—rxdt;
of ‘o

v druhé na zdkladé toho, 7e¢ znime primitivni funkei podle x
u funkce xe=2'01®). Provedeme:li ji v obou piipadech a po-
rovname-li vysledky, obdrzime
[= o]
I,=J [e-s"dx=1 [

&

e—e¥(1+1%)

Y

Integraly v posledni rovnici se vyskytujici jsou spojité funkce &
v kazdém intervalu (odstavec 98, 160). Rovnost byla odvozena
pro kazdé £>0, plati tedy (nasledkem priavé vyttené spojitosti)
i pro e=0. Polozime-li viak €=0, dostavame

J,/e—z’dv_jz_éf l+t’:—
=V '

¢imz znimy ndm jiz vysledek znova odvozen.

187. Integraly Fresnelovy. K vypoctu integralu

1_%f sin x

mizeme pouziti vztahu plynouciho z rovnice
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ji—ﬁ' df= V;

0

(odstavec predchazejici) substituci = a]/;
~ V= 1 1 1
—“d._ii—- o= [em % g, ©)
of 2V« 2Vx Vnof

Tak jest

[e o]

1 =—];—;(j:i.2fsin xe—z du,

Kdyby bylo dovoleno pofad integraéni zaménit, mohli bychoin
psiti (odstavee 51, ptiklad 1)

oo
. 1
I_Vn [dafsm xe—a'Tdx =_—— fa‘+1
a konecné (odstavec 151, piiklad 2 aneb odstavec 18, piiklad 2)
/= .
IZ,VE. (#)

K vySetfeni zdménnosti pofadu integracnibo vezmeme v tivahu
integraly

e« @D .
@le)= fsin xe—a'z dx, Px) = [sin xe—a'z d
B b
a budeme vysetfovati jejich stejnomérnou konvergenci. Pro prvy
z nich jest, je-li e 2>2€>0,
@ (= =]
|{sin xe—o*z dx | << |e—¢zdx
B B

a jest tedy patrno, Ze integral ¢(e) konverguje k nule stejno-
mérné pro viecka a>e¢ (t. j. pro interval (¢, o0)). Pro @ =0 nema
g(a) vyznam, jest vSak bezprostfedné jasno, Ze

9] <2 pro a=0

pro vSecka B. Jest tedy prvnimu poZadavku (2) odstavce 184
vyhovéno (3 =2, 6=0).
I druhy integril ¥(x) konverguje stejnomérné k nule pro
viecka x>¢ > 0. Nebof jest
e o] 2]
| sin xe—a*z de | < | e—a' da,
b
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Abychom vysetfili, jak 9(x) se chovd v okoli bodu x =0, dosa-
dime do 9(x) a= a'/]/.x_'a obdrzime

@ (e 2]

W)= fshl xe—a's da = % .e—a' de,
. = Je
a jest tedy ]/n - xDVz
P(x) Vs

Tudiz i druhy pozadavek (2) odstavce 184 splnen a opravnénost
zamény pofadu integraéniho a tndiz i sprivnost vysledku ()
dokdzdna.

Cestou shodnou ziskime rovnéz

o0 —
!,f co’s;x_ dx = l‘l/n‘ .
I x 2

0

Zavedeme-li do integrilt téchto novou proménnou x’ rovnici
x = x"%, dostivame integraly t. zv. Fresnelooy

a iﬂ —
fcos (x¥) dx =j sin (x%) dx = 5]/7; .
0 0 -

POZNAMKA. Integril ponékud obecnéjsi nez dany

an
}[P—A“ Sm‘_x dx, A>0

g Vs

lze vypodisti z vyrazu

@ @
! ' s
ifdxje—-41—ﬂ'1 sin x da.
T

Dostivime tu podobné jako svrchu

\ o SX 1_f°°._ﬁ__:%vg Viiri—a,
s Ve V) @+ AP F1 5 A1
podrobné provedeni pFisluinych tvah, jez jsou se zietelem k &i-
niteli e=4* jednodussi neZ v ptipadé zvlistnim, a vypoétu ptene-
chivam étenafi. Ostatné viz téz odstavec 171.

188. Provedme ziménon potadu integraéniho vypocet in-
tegrdlu

@
* cosy ]
jdﬂ+yd a>0

ktery jsme jiz diive vypocletli (odstavee 170).
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Jest (odstavec 51, ptiklad 1)

y__
a4} y?

e~ sin yx dx =

‘o\

a tedy jest pro dany integral

- - -] - .
SO b dy= [dy[emus SRYXCOSY 4,
b/‘a,_'_y, dy Udy0 e Y dx.

Podminka pro ziaménnost integraci se zietelem k horni mezi o
pfi integraci podle x jest splnéna;
@ @

\fe—az ﬂxﬂ_‘y_ dx I < e—azr x dx
y B

a konverguje tudiz ten integrdl pro lim B= o0 k nule stejno-
mérné vzhledem ke viem y intervalu (0, o). Naproti tomu roz-
hodnuti, zda vyraz

® .

jc-“ﬁlg'y{cps—y dy pro limD=co

b Yy

konverguje k nule stejnomérné vzhledem ke vSem x intervalu
{0, >) (s vylou¢enim po pfipadé koneéného poétu bodi x), zda se
byti nesnadné. Nisledkem toho vezmeme v ivahu radéji tento
obecnéjsi integril dvojndsobny

® @ .
fdyfe—"—’ﬂ/%ycosy—dx, a>0, k>0,
0 0

pFi CemZz zidména pofadu integra¢niho, jak téméf na prvni pohled
patrno, jest dovolena. Dostaneme, integrujeme-li napted podle x
a pak podle y a potom provedeme integrace v potadku obriceném,

b[e—’w 80’:5'!.{/’ dy = ;b[ (arctg x—-_k*_--! + arctg {%—I)e—ﬂz dx.*)
Integral na levé strané jest spojitou funkei k pro k=>0. Avsak
i integrdl na pravé strané jest spojitou funkei k pro k =0, na-
hradime-li funkeci arctg |[(x + 1)/k]+ avetg [(x—1)/k], kdyz k =0,
limitou té funkce pro lim k=0. Jest viak (pro k>0)

i —k
*) Nebof [e—%¥ %ﬁ;cosi dy = .}f ggl(siny(x— 1)+siny(x+1))dy;
0 v ¢

dile viz odstavec 168.
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. 1 x—I
I e XL —1 — X
kl="cl' (urctg k + arctg i ) 0 pro x <1
iim (urctg x—;*_—l + arctg “}—l) ==z pro x > 1
:=0
a tedy
@ x
cos y o _T
Of————a,__}_yz dy = 2——[() az dx._za e,

coz se shoduje s vysledkem dfive dosazenym.

6. ROZSIRENI VET O INTEGRALECH Z FUNKCI
ZAVISLYCH NA PARAMETRU.

Véty vztahujiei se k spojitosti funkce parametru dané uréitym
integralem z funkce zdvislé na tom parametru lze ponékud roz-
$ifiti, opirame-li se o jednu vétu z nauky o mnozstvich ¢Ciselnych.
Jelikoz pak véta ta ma zdkladni diilezitost i p¥i jinveh vySetio-
vanich a dikaz jeji jest spadny, podim nejprve jeji dikaz.

189. Véta Borelova. Existuje-li skupina intervali o neko-
necéném poctu ¢lenit a takooa, ze kazdy bod uzaoreného intervalu
(a, b) jest onitfnim bodem jednoho asporn z intervalii té skupiny,
pak mizZeme oybrati z oné skupiny intervalii konecny pocet
intervald, jez dohromady didvaji skupinu intervalii téze vlastnosti,
Ze totiz kazdy bod intervalu (a, b) jest vnitinim bodem aspon
jednoho z intervalit obsazeného v této druhé skupiné o konec-
ném poétu élenin*)

Pokryvaji tedy intervaly v té druh¢ skupiné cely interval
{(a. b), ztasli dvojndsobné, po pFipadé i vicenasobné.

Dikaz véty patrné provedeme, dokdazeme-li, 7e lze rozdéliti
interval (4, b) na koneény pocet ¢asteényeh intervald vypliu-
jicich cely interval (a, b), majicich celkovou délku |b—a: a tako-
vveh, ze kazdy z téch éiste¢nych intervalii jest polozen uvnitd
jednoho aspon z intervald dané skupiny intervalii o nekone¢ném
poc¢tu ¢lenti. K tomu cili rozdélme dany interval postupné na
2,22 23 ... 27 ... stejnyvch casti. Tu jest dvoji moznost; bhud
Ize udati ¢islo n tak, 7e ze 2" stejnveh intervali vzniklyeh rozdé-

*) Pojmenovini,skupina‘ uzito tu v témz smyslu jako ma slovo ,,mnozsivi*
a voleno tu odchylné slove z té priciny, aby v zevSeobecnéni té véty slovo
mnoZstvi se neopakovalo. Opakovani to mohlo by byti pfekdzkou snadného
porozuméni vété prislusné. Vedle toho budu jesté uzivati pojmenovini souhrn
intervaldi, pfi ¢emz budu miti rovnéz na mysli jisté mnoZstvi intervali, aviak
takovych, Ze zidné dva z toho souhrnu nemaji spole¢né body.
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lenim intervalu (a, b) ma kazdy jiz tu vlastnost (ze totiz kazdy
z téch 2" stejnych intervald jest poloZzen uvniti...), aneb af n
volime jakkoliv veliké, nedospéjeme nikdy ke 2" stejnym inter-
valim takovym, aby kazdy z nich mél tu vlastnost. Nastane-li
prvni moznost, pak v ptipadé tom véta Borelova jest dokdzdina.
Druhd moZnost vSak nastati nemtze. Kdyby totiz nastavala druha
moznost, mohli bychom vybrati z téch ‘intervald vznikajicich
postupnvym délepim intervalu (a, b) na 2" intervali stejnych
(kde n=1, 2, ...) Ffadu intervalit o nekonefném poctu ¢lend.
totiz intervaly @, @5, a;5.... @, ... z nichz kazdv ma délku polo-
vi¢ni nez predchdzejici (t. j. @» md délku :b—a /27) a Zidny
z intervald a; neni obsazen uvnitt jednoho (aspon) z intervali
dané skupiny intervald o nekone¢ném poltu Cleni. Oznalme
stfed intervalu ar znakem M:. Pak body M,, M,. ..., M., ....
jichz jest nekonelny pocet, maji aspon jeden bod zhu5téni
M na (a, b); M viak jakozto bod na (a, b) jest podle predpokladu
vétou daného obsazen uvnité aspon jednoho z intervald dané
skupiny intervali o nekoneéném poctu ¢lenid; i jest uvnitd
tohoto intervalu obsazeno také nekoneéné mnoZstvi z bodi M,
ku ptikladu body My, M,. ..., Ms, ... (nebof jest to bod zhusténi
bodu M) a tudiz, je-li 4 dosti veliké, aby My, bylo dosti blizké
k M, a zdroven e, dosti malé, jest uvnitf onoho intervalu obsazen
také cely interval a;,, coz viak odporuje piedpokladu uéinénému
pri vybéru intervald e, ;. . . Druha moznoest tedy vskutku nikdy
nenastava a véta Borelova-vabee dokazina.

190, Vétu pravé dokidzanou lze zevSeobecniti pro mnozstvi
Ciselnd uzaviend, nachdazejici se na intervalu (a, b). Mnozstvi
bodové nazyviame uzavienym, ptindlezeji-li viecky hrani¢ni body
mnozstvi k tomu mnozstvi. Naproti tomu sluje mnozstvi, z jehoz
hraniénich boda Zzidny nepiindlezi k tomu mnozstvi, mnoZstvim
plné otevienym, mnoZstvi kone¢né, jemu? z hrani¢nich jeho
bodti nékteré piindlezeji, jiné neptindlezeji, nazvino mnozstvim
otevienym (DP 189).

BudiZ dino mnozstvi ¢isel K, které jest na intervalu (a, b).
a<b, a jest plné oteoFené (neobsahuje tedy body a, b; nebof
tyto body, kdyby je E obsahovalo, byly by jist¢ body hranié¢ni).
Pak lze tvrditi: MnoZstoi I© plné otevorené jest souhrn intervalit
plné oteorenych (bez spolecnych bodit) bud v poctu koneéném
aneb jednoduse spoéetném (odstavec 63).

Abychom to dokdzali, zvolme si libovolny bod p mnozstvi L.
Bod p jest bodem vnitfnim toho mnozstvi (jiné hody mnozstvi
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nema). Nejblizsi k bodu p hrani¢ni body oboru E nalevo a napravo
od p necht jsou a', z”. Pak jsou vSecky body intervalu (#’+ 0,
a” —0) obsahujiciho bod p body mnozstvi E a tedy interval (7' + 0,
" —0) souddsti mnozstvi . Kdybychom za body p brali nyni
postupné ku ptikladu vSechna ¢isla raciondlni, pokud jsou na E,
pFi ¢emz bychom si je napfed uspotiadali v fadu (odstavec 63),
dostali bychom rozklad mnozstvi E na soudet intervalG (n'4 0,
a”—0) lezicich na (a, b). P¥i tom ovSem ¢isla racionalni, ktera
jsou v intervalu (#'4+ 0, #”—0) a kterd jsou riznd od &isla racio-
nalniho, jez ke konstrukei intervalu (n'+ 0, #”"—0) zptsobem
nazna¢enym dalo podnét, jest tfeba vidy ve svrchu uvedené
tad¢ ¢isel raciondlnich (slouzicich za podklad ke konstrukei
intervald (#'4+ 0, #"—0)) potlaciti (nebof vSecka ta éisla vedou
k témuz intervalu otevienému). Dostavame {udiz timto zptisobem
bud koneény anebo jednoduse spoletny. polet intervalt (n'4 0,
2"—0), jak bylo dokazati.

Kdyby mnoistvi I leZici na (a. b) nebylo plné oteviené,
avSak z hraniénich bodi by k nému pfislusely body nejvyse
dva a to a, b, jez viak by nebyly isolované, nybrz takové, ze
kdybychom k mnoistvi E ptfidali (pfi kladném ¢) intervaly
(a—e, a—0), (b+0, b+¢), body a, b, pokud by pattily k E, by
byly vnitini body mnozstvi E, pak by byla platna taz véta,
jako pravé dokizina, jenom s tim rozdilem, Ze interval, ktery
by obsahoval a a pFislusel k E, byl by tvaru (a, z”—0) a po-
dobné interval obsahujici b a ptislusSny k E by byl tvaru
('4 0, b).

Méme-li na (a, b) dino mnozstvi bodové F, pak viecky body
na (a, b) se nachdzejici a nepftinidlezejici k I tvofi nové mnoz-
stvi, jeZ se nazyva dopliikkovym mnozstvim k E na (a, b) a znadi
CE aneb obsirnéji Capk. Je-li E mnozstvim uzavienym obsa-
hujici téZ body a, b, jest CE patrné mnoZstvim plné otevienym.
Je-li F mnozstvim uzavienym, avSak neobsahuje bod a, po pti-
padé b, jest CE mnozstvim sice otevienym, ne viak plné otevie-
nym, av3ak z hrani¢nich bodid pfinilezi mnozstvi tomu pouze
bod a, po pripadé b.

POZNAMKA. Véta o mnozstvich plné otevienych svrchu do-
kdzanda ma za disledek vétu o mnozstvich uzavienych. Ponévadz
dopliikové mnozstvi k uzavienému mnozstvi E obsahujicimu
jakoZto krajni body a, b jest mnozstvi plné oteviené, mizeme
v disledku té véty tvrditi: MnoZstoi uzavrené E poloZené na
intervalu (a, b) lze vZdy vytvofiti, potlacime-li na intervalu (a, b)

Petr, Inlegralni podet, 2. v. 28
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body v souhrnu intervalii plné oteorenych (bez spolecnych bodi).
Souhrn ten mize byti mnozstvim intervali bud koneénym aneb
jednoduse spocetnym. P¥i tom ku ptikladu intervaly (¢4 0.d—0),
(d+0,e—0), kde c<d<e, pokladime za intervaly nemajici
spole¢nych bodii: nebof bod d nepatfi ani k prvému, ani k dru-
hému z téch intervali.

191. To predeslavie vyslovime zevSeobecnénou vétu Bore-
lovu: Budiz E mnozstoi ¢isel uzaorené, zdola i shora ohranicené,
a necht existuje skupina intervalii o nekonecném poétu ¢lenu
takova, ze kazdy bod mnozstoi E jest onitirnim bodem aspon
jednoho z intervalii té skupiny. Pak miiZzeme vybrati z oné
skupiny intervalii koneény pocet intervali dohromady tooricich
skupinu intervalii o koneéném poctu élenit majici tutéz vlast-
nost, ze totiz kazdy bod mnozstoi E jest onitrnim bodem asporn
jednoho z intervalii obsazeného v této skupiné o konecném
poétu élenii. _

Ozna¢me, abychom podali dikaz této véty, danou skupinu
intervali o nekone¢ném poc¢tu éleni S a budiz dale a dolni, b
horni hranice uzavieného mnozstvi E. Sestrojme doplikové
mnozstvi k E na (a, b), to ozna¢ime E;. | jest I, mnozstvi pln¢é
oteviené a podle véty svrchu pro mnozstvi plné oteviena doka-
zané jest K, dino souhrnem intervall S, plné otevienych (takze
kazdy bod mnozstvi E; jest uvnité jednoho z intervali v S;.
Mnozstvi E a E, dohromady davaji viecky body intervalu (a, b),
skupina intervali S a souhrn S, didvaji dehromady skupinu
intervald, jiZ oznadime kritce S+ S,. Kazdy bod intervalu (a, b)
jest vnitinim bodem aspoi jednoho z intervald v S+8S,, lze
tedy podle zikladni véty Borelovy z S48, vybrati koneény
pocet intervali tvoFicich skupinu intervalt o kone¢ném poctu
élent, jiz oznadime s+s;, 7e kazdy bod v (a, b) jest obsazen
aspon uvniti jednoho intervalu z s+s,. Pfi tom jsou s, inter-
valy vybrané mezi S, a obsahujici ve svém nitru jenom body z E,
(a zadné body z E). Jsou tedy viechny body daného uzavieného
mnozstvi obsaZeny uvniti intervaléi ze skupiny s (kterd obsa-
huje intervaly vybrané z S) a véta Borelova zevieobecnéni
dokizana.

192. Véty, dikazy a pojmy tu podané bez jakékoliv potize
rozsifuji se na mnozstoi bodova koneéné o prostoru viceroz-
mérném. Misto intervalu nastupuji tu obory pravouhelnikové
(DP, 175, 187), tak ku prikladu v oboru trojrozmérném obor
znaceny (a, b, c; a’, b’, ¢’). Déleni postupné takového trojroz-
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mérného oboru na mensi obory pravoihelnikové (kterézto déleni
se vyskytuje pFi dikazu zikladni Borelovy véty) provadi se
tak, 7e se pili vidy soucasné vSecky tfi rozméry pravoihelni-
kového oboru. Tak vznika z daného trojrozmérného pravoihel-
nikového oboru postupné 23, 26 29,...,2% .. . obori pravothel-
nikovych ¢dsteénych.

Déile jest miti na mysli, e doplikové mnoZstvi k mnozstvi
bodovému trojrozmérnému [k uzavienému, nachdzejicimu se

v (a, b, c;a’, b, ¢’) — dopliikové se zietelem tomuto pravé pra-
vothelnikovému oboru — jest mnoZstvi oteviené, jemuz vsak

z hraniénich bodl ptindlezeji pouze body na hranici oboru
pravoihelnikového (a, b, c; a’. b’, ¢’), pokud nepatii k oboru L.
Body ty pak jsou takové, Ze, zvétSime-li ono doplikové mnoz-
stvi o body, které jsou polozeny mezi povrchy pravoihelniko-
vych obortt (a—¢, b—e, c—¢, a'+¢ b'+¢ c'+e€)(a b c;a. b, c),
kde € pfi a<<a’, b<b,e< jest éislo kladné, stanou s¢ vniti-
aimi body z oboru tak vzniklého.

193. Budeme uvaZovati nyni fadu mnozstvi ¢iselnych E,, E,,
I3, ... takovych, 7e kazidé jest v nasledujicim obsazeno,*) coz
vyznacovati budeme pomoci symbolu < a tedy psati

E,<E,<Eg<...

Délku zevnéjsi (podle Jordana, viz odstavec 90) mnoZstivi kK
oznatime Ai I jest tedy 4, < 4, < 4;,<... Dile zavedeme
mnozstvi F, jeZz obsahuje vsecky body nachazejici se ve viech
mnozstvich E; a zadné jiné, pro kterézto mnozstvi tedy plati
v symbolice snadno srozumitelné
n=x

Budeme vy3etfovati délku zevnéjsi mnozsivi E za ptedpokladu,
7¢ E jest mnoZstvi uzaviené a oboustranné ohrani¢ené. K tomu
cili uzijeme véty Borelovy a sestrojime nejprve skupinu inter-
valili 0 nekone¢ném poctu ¢élenti (jednoduse spocetnou) a takovou,
ze kazdy bod mnozstvi E bude obsaZzen aspoii uvniti jednoho
¢lenu té skupiny.

Nejprve lze (v disledku definice délky zevnéjii) udati
souhrn kone¢ného poctu intervalt — znaéme jej i, — o uhrnné
délce mensi nez A,+¢ a takovych, ze kazdy bod z E, jest
uvnitt jednoho intervalu z toho souhrnu. Budiz dile k souhrn

*) T. j. kazdé ¢islo (bod) nachazejici se v En nachizi se také v En+,
a tedy téz v En+,, ... (tudiz ve viech Ei, pro néz k> n).
28*
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konetného poctu intervali obdobné utvofeny vzhledem k E,
(kazdy bod z L, jest uvnité jednoho intervalu z k). Od inter-
vald v k obsazenych odlu¢me spoleéné ¢&asti intervalim v i,
a v k. Timto odlou¢enim vznikne z k novy souhrn konelného
poétu intervali, jejichz celkovia délka bude aspoin o A, mensi
nez celkova délka intervali v k. V novém souhrnu budou obsa-
7eny vSecky body mnoistvi E,, je7z nejsou v i;; aby pak ty
body byly vesmés uvnitf jednotlivych intervald nového souhrnu,
prodlouzime, je-li to tieba, kazdy jednotlivy interval jeho,
avsak tak, aby celkové prodlouZeni vSech intervalit bylo mensi
nez 1&. Vznikne tak novy souhrn intervald i;; je-li celkova
délka intervali v k mensi nez A4,+ ¢, (a takovy souhrn intervala
obsahujici E; podle definice zevnéjsi miry jisté existuje), bude
celkova délka intervalt v i, mensi nez A;—A4, + &. Stejné miu-
7zeme postupovati dale a sestrojiti souhrn koneéného poctu in-
tervald i; o celkové délce mensi nez A,— A, + &, jez obsahuje
viecky body mnozstvi E;, jez nejsou v iy, l; a t.d. a%Z do neko-
nec¢na. Tim sestrojena skupina intervali jednoduse spocetna
sestavajici ze souhrnl intervall iy, I, I3, ... takova, Ze kazdy
bod z ki, k=1,2,3,..., t. j. 2¢ kaZzdy bod z E jest obsazen
uvnitf aspon jednoho z intervali té skupiny. Na zdkladé vsak
véty Borelovy lze vybrati z té skupiny koneény pocet intervald
tvofici skupinu intervalt I takovou, ze jiz I ma vzhledem k E
vlastnost pravé vytéenou u skupiny Jednodube spocetné. VySetime
nejprve nerovniny, kterymi jest vdzana celkovd délka intervali
v L. K tomu cili jest tfeba kladna ¢isla e, &, &, ... dosud libo-
volna pevné si zvoliti. Volime je tak, aby fada €1+€z+€a+ ces
byla konvergentni a jeji soucet byl &; ku piikladu klademe
& =¢/2k. Pak celkovd délka intervalti nachéazejicich se v I —

znatme ji d — hovi podminkim
d<(A,Fa)+ds— A+ e +...F+(Am— Am—y+ tm)
aneb d<<Am+¢ pro viecka m> N,
kde N jest Cislo celé takové, Ze v souhrnech iy, i,, . .. , iy se viecky

intervaly skupiny I nachizeji. Ptejdeme-li v nerovniné po-
sledni k limité pro lim m =cc, dostivime, 7e d< A + ¢, kde
A'=lim A, pro lim m = oco. Oznaéime-li zevnéjsi délku mnozstvi
E znakem 4, mime, jak oéividno, nejdiive 4 > An, tedy A = A';
znerovniny d < A’ + ¢ pak nésleduje dile A < A"+ . Tudiz celkem
A' <AL A" +¢; aviak, ponévadz A4 jest nezavislo na € a toto
mizZeme si zvoliti libovolné malé, jest A=A, t. j. A=1lim A4,
pro lim m=o
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Mame tak vétu (Jarnikoou): Budiz E, < E,<E;<... a
lim E.=E, kde E jest mnozstoi bodové uzaviené a ohraniéené ;

n=ax

ak jest
p lim lenzle.

n=x
P#i tom znali LE zevnéjsi délku mnoistvi bodového E (podle
Jordana).
194. 7 véty Jarnikovy vyplyvaji nékteré dasledky pro urcité
integraly.
1. Disledek. Budiz pro a<x=<b

(pfedpoklad 1) hix)=fax)=f(x)=...
(piedpoklad 2) li_m fn(x)=0, fax)E M
PakYjest
b
lim af fa(x)dx = 0. )

Nebof, zvolime-li si kladné éislo € libovolné a oznaéime-li
mnozstvi bodu, pro které v (a, b) jest

i) < 55—
symbolem E,, jest v disledku pfedpokladu 1 E; <E,<E;<...
a v disledku pfedpokladu 2 lim E_ =(a, b). Na zikladé véty

n=w

Jarnikovy tedy jest lim LE,=b—a a tedy

I.LEn>b—a— pro vSecka n>ny(e),

2M
kde no(€) jest jisté ¢islo kladné na e zivislé.

BudiZ n > n,(e), a sestrojme dolni soudet S,, ptisluiny funkci
fn a jistému libovolnému rozdéleni intervalu (a, b); ony intervaly,
v nichz je dolni hranice fn(¥) mensi nez &/2(b—a) obsahuji
rozhodné viechny body z E.*) a je tedy jejich délka celkem
>b—a—¢/2M; jejich pfispévek k S, je <m (b—a)=1¢
Ostatni intervaly rozdéleni maji tedy celkovou délku <¢/2M,
a tedy je jejich piispévek k S, mensi nez §¢. Tedy je S.<<e
pri libovolném rozdéleni intervalu (a, b), a tedy

*) Pii tom, sluéujeme-li vidy intervaly sousedici, majici spoleény hra-
niéni bod (a takové, Ze dolni hranice fr(x) jest v nich mensi nez &/2(b — a))

v Jedlny celkovy interval, jsou body z En uvnitt tak vznikajicich mtervalﬁ
Vyjmuty jsou pouze body a, b, piinadlezeji-li k En. ‘
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b
ffn(x) dx<e¢ Pro n > ny(e),

coz se pravé ma dokazati.

2. Diisledek. Budiz pro a<x<b
[fx) | < M, 1l.l=m falx)=Ff(x), k=1,2,3,...

Pak jest (o vyznamu symbolid 11;1—,1_112 viz DP, 29)

o

(fa(x)—f(x))dx £ 0, (1

)
=
85

(fr(x)— f(x))dx =0. &)

i—
HE
ﬁ\w”"

Nejprve jest patrno, ze (2) plyne z (1), kladu-li v této —f», —f
misto f., f. Sta¢i tedy dokazati (1). Polozme k tomu cili

Fi(x)=horni hranici mnozstvi &isel: fu{x)— f(x), fi+1(x)—f(x), ... [a(x) —f(x), ...

Jest tedy
0SFx)S2M, Fix)=Fr+y(x),  lim Fa(x)=0,

a tedy podle 1. disledku

Jlim f Fa(x)dx =0.
Jezto vsak Fi(x) > fi(x)—f(x), jest
L b
lim [(f(x) — fx)) dx < 0

a druhy disledek jest dokazan.
3. Duasledek. (Véta Arzelaova). BudiZ stile pro a<x=<b

[ fi(x)| < M, :i:;fn(x)=f(x)

a fk(x), f(x) o (a, b) integrace schopny, k=1,2,3,.... Pak jest
b b
li_mffn(x) dx = [f(x) dx.

Nasleduje ihned z (1) a (2) druhého diasledku a z okolnosti, Ze
vidy lim B, 2 lim B,.*)
*) Véta Jarnikova jakoz i viecky tfi disledky a pfislusné dikazy byly

mné pisemné sdéleny p. V. Jarnikem. Dikazy tu podané se v podstaté
(a u disledkit téméF doslovné) shoduji s jeho dikazy.
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POZNA4AMKA. Nejjednodussi dikaz véty Arzelaovy dosud po-
dany (Landau, Math. Zeitschrift, 2. Bd., 1918, str. 350) opira se
o tuto vétu o mnozstvich ¢iselnych: Ddna-li jest fada nekoneéna
soubrni intervall vesmés polozenych na (a, b) a takova, ze celkova
délka intervalt v kazdém jednotlivém souhrnu se nachdzejicich
jest vétsi ne” kladné ¢islo 4, pak existuje aspon jeden bod, ktery
pFindlezi nekoneéné mnohym z danych souhrni intervalovych.
Tuto vétu — prirozené — mizeme naopak odvoditi z ivah svrchu
podanyech. Dejme tomu, 7e by tvrzeni vétou uéinéné nebylo
sprdvno a zna¢me pro krditkost souhrny dané j,, Jo,....Pak
muzeme definovat fadu funkei f,(x), fa(x), fs(x), . . . rovniei

fk(x)_—'l—l—_i;lTk’ x v (a, b)

kde Xi ndm udavid, kolikrit se vyskytuje bod x v souhrnech

Jiyr Jpyor - - ininf. X jest uréité Cislo celé =0.Pak jest patrné
fk+l(x)§fk(x), 0=fix) <1 a lim fa(x) =0; na zikladé dbsledku

1 jest tedy splnéno (@). AvSak jest (jak snadno ¢étenab zjisti
v disledku okolnosti, ze v j,., jest celkova délka intervalit > A4
a v téchto intervalech jisté fa(x) = })

b
ffn(-!‘) dx > % >0 pro vieckan
a

a nemize byti limita levé strany této nerovniny byti rovna nule.
Ze by tedy véta vyslovena nebyla spravna nelze pFipustiti.

Mizeme dokonce vétu onu doplniti vyrokem: Zevnéjsi délka
mnozstvi bodového obsahujiciho vsecky body, jez pfindlezeji
nekone¢né mnohym ze souhrni ji, jest > 4. Dikaz poda snadno
Ctenar.

195. Véta Arzelaiova ma obdobné disledky pro integraly
(definované podle C.-R.) z nekoneénych tad, z funkei zavislych
na parametrech a pro integrily dvojnasobné jako véta odstavce
153. Nebudu tyto dtsledky zevrubné odvozovati, stati ponejvice,
abych poukazal k prisluinému odstavei, kde pravé obdobna véta
zevrubné byla dokdzidna na zdkladé véty odstavece 153, nebof
oboji odvozeni jsou totozna a bude odvozovani nasledujicich vét
na vété Arzelaové se zaklidajici vhodnym cvi¢enim pro étenafte.

1. Véta o integraci nekoneénych ¥ad. Je-li nekonecna rada

uy(x) + ua(x) + us(x) 4 ...+ un(x) ...,

kde funkce uy(x), ug(x), ... jsou funkce integrace schopné o (a, b)s
o intervalu (a, b) konpergentni, majic tam za soudet funkci S(x)
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roonéz v (a, b) integrace schopnou, jsou-li déle soucty ¢asteéné

sk(x), k=1,2,3,... (sk(x) = uy (%) + ua(x) + us(x) + . . . ux(x)), ta-

kové,ze|six)|<M, kde M jest éislo kladné (pro viecka k totéz), pak
b b b b

[5x) dx =[w1(0) dx+ [us(x) dx + [us (<) dx ..

a a a

a

K dikazu viz poznamku odstavee 153.

Cviéeni.

1. BudiZz odvozena véta pro integraci nekoneénych fad shodna s vétou
pravé odvozenou aZ na to, Ze pfedpoklad o konvergenci nekoneéné Fady jest
nahrazen predpokladem, 7e fada u,(x) 4 u,(x)+... konverguje v (a, b) s vy-
jimkou bodi z mnoZstvi bodového miry nulové.

2, Ctenaf nechf poda rozsifeni véty, za pfedpokladu, Ze S(x) jest neko-
nec¢nou v a) okoli jednoho bodu, f) v okoli bodit z mnoZstvi bodového miry
nulové.

2. Véta. Kriterium pro spojitost funkce dané integrdlem
z funkce zdvislé na parametru. Jestlize f(x, @) jest podle x
v (a, b) integrace schopna, kdyz a jest libovolné ¢&islo intervalu
(ap—&, ay+¢€), je-li dile v pravouhelniku (a, b; ay—e, @y +¢)
stale |f(x,a)| <M, a kone¢né, je-li f(x, @) funkci proménné «
spojitou v bodé @, pfi kazdém x v (a, b), pak jest integral
b

Flo) = f fix, a) dx

funkei spojitou proménné @ v bodé e, (viz odstavec 154).

3. Véta. Derivace funkce dané integralem z funkce zavislé
na parametru. Jestlize jsou splnény pfedpoklady véty pfedcha-
zejici, existuje-li ddle derivace funkce f(x.e) podle ¢ v bodé
e, a je-li tato derivace f'a(x, @,) podle x v (a, b) integrace schopna
a podil funkce [f(x, @, + h) — f (x, a@,)]/h oboustranné ohraniceny,
kdy?Z [x, h] jest v pravouhelniku (a, —d; b, d), pak

b
F@)= [fx, o) dx
ma -podle ¢ v bodé ¢, derivaci, pro niz
b
Freg) = [f1,(x, @) dx.
a

(Viz odstavec 161.) Pfi tom 6 miZeme si zvoliti libovolné malé,
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a jedna-li se jenom ku ptikladu o derivaci zprava, staéi misto

pravouhelnika (a, —d; b, d) uvaZovati pravoihelnik (a, 0; b, 9).
4. Véta o integralech dvojnasobnych. Jestlize

1. funkece f(x,y) jest funkei koneénou bodu [x, y] v pravo-

uhelniku (a, b; ¢, d),

2. funkce f(x, y) jest funkei proménné x, ktera jest inte-
grace schopna v (a, b), af jest y jakdkoliv hodnota intervalu
(c, d),

3. funkce f(x, y) jest funkci proménné y, ktera jest in-
tegrace schopna v (c, d), af jest x jakdkoliv hodnota inter-
valu (a, b),

d
4. funkce ff(x, y)dy proménné x jest podle x v (a, b)
[
integrace schopna,
b
pak jest i ff(x, y)dx funkce proménné y, jez jest v (¢, d)
a

integrace schopna, a jest

b d d b
fdxff(x, y)dy =fdyff(x, y) dx.
a c [ a

Jelikoz dikaz véty obdobné k této v odstavei 175 podany
neopira se bezprostfedné o vétu odstavee 153 (ze které by vsak
snadno vyplynul), nazna¢im aspon stru¢né ditkaz této, jak plyne
z véty Arzelaovy. Kladme (za pfedpokladu ¢ <<d)

'=vk

b
Fly) = f f(x, y)dx, felx)= Z E(x, 9ith) Ay, k=1,2.3,...
a i=1
v=c y,P=d, y®<yb<yp®<..<y, M n<n<n<.<n<..,

dile jest 7 néjakda hodnota intervalu (yi—,*, yi#¥), jehoz délka
znacena Jy®. Nejprve jest podle piedpokladu 3
d
lim fn(x):ff(x, v)dy P lim Ay =0
a tedy podle véty Arzelaovy (v disledku (1) jsou fi(x)|<M(d—c),
kde M jest horni hranice absolutnich hodnot f(x, y) v pravo-
thelniku (a, b; c, d)) jest

: b 4
lim ff,.(x) dx = [dx [t(x, y) dy.
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aneb, dosadime-li za f.(x) na levé strané a pouzijeme-li zirovern
svrchu zavedeného symbolu F(y), mime
i=v, b d

lim Y F(nin) dyin) = f dx f f(x, y) dy.

[ ey a ¢
JelikoZ limita na levé strané existuje, af si jakkoliv volime (pfi
zachovavini podminek ovSem svrchu uvedenych) ¢isla »e, 7,
jest F(y) integrace schopno a véta svrchu uvedena plné do-
kdzina.

196. Véty pravé podané bylo by moZno rdznymi zpisoby
rozsifiti, a to ve sméru, jaky naznacen byl ve cvifeni pFipo-
jeném k vété 1. RozSiteni to by se mohlo provésti ku prikladu
tak, jak to bylo udinéno v odstavei 157, 158, 162, kde véty pro
integraly z funkce f(x, @), jeZ jest spojitou funkei bodu [x, a]
v jistém oboru £, rozsifeny byly pro pfipad, Ze funkce ta stava
se nekone¢nou podél éary (¢ar) o rovnicich tvaru x = g(e) pro-
bihajici oborem &. S véci touto vSak nebudu se jiz zabyvati a
upozornim jenom na to, Ze véty uvedené daji se také rozsiFiti
tak, Ze misto funkei zavislych — vedle proménné integra¢ni —
na parameiru ¢ uvazujeme funkce zivislé na nékolika para-
metrech. K tomu, abych objasnil, jak lze pFi odvozovani pfi-
slusnych vét postupovati, zajisté postaéi, uvedu-li jednu takovou
vétu zaroven s jejim dikazem.

5. Véta. Totalni diferencial urcitého integralu z funkce za-
vislé na doou parametrech. Jestlize f(x, a,p) jest podle x v (a, b)
integrace schopna, af [a, f] jest jakvkoliv bod &tverce (a,—¢,
Bo—& g+ ¢ Py +¢), je-li v pravoiihelnikovém oboru (a, @, —¢,
Bo—e; b, ag+ ¢, po+¢) stile |f(x, a, B)| < M, je-li dile f(x, e, f)
funkei bodu [e, 8] majici v [a,, fo] totalni diferencial (podle pro-
ménnyeh e, §) a koneéné, jsou-li derivace Casieéné té funkce-
podle a, 8 v bodé [a,, By), t. j. funkee fa(x, @, Bo), fa(x, &, Bo), in-
tegrace schopny v (a, b), pak funkce bodu |[e, §]

b
Fla.p)= [f(x. e, ) dx )
mi v bodé [, §,| totilni diferencial, ktery jest
b b
dF(e, f) = da [ {'u(x, @0, Bo) dx + dB [ 115, @0, ) dx.

za predpokladu dal$iho nize uvedeného.
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Ncbot, klademe-li e =a, +da, g =p,+4dp, jest podle defi-
nice totalniho diferencialu (DP 194)

,(x! «, ﬁ) = f(x- ®g, ﬁo) + f’a(x’ oy, ﬂo) da +/’ﬂ(x’ g, ﬂo) dﬁ + ez,da,dﬂ ( I do | + I dﬂ l )r

kde €444 jest funkei éisel x,de,df konvergujici k nule, kdyz
de, dp konverguji k nule. Predpokladejme nyni, Ze & 4a, 45 jest
oboustranné ohrani¢enou pro viecka x, de, d3 pravoihelnikového.
oboru (a, —d, —d'; b, 6, 6'). Dosadime-li podle posledni rovnice do
(+4), méme ihned

b b b
F(e,0) — F(ag,Bo) = de | ' [x, a0, Bo) dx +dB f f'g(x, 09, o) dx (| dec| + | dB) f tz,da,ap 4%~
a a a

nebof funkce & 44,45 jest funkee v (a, b) integrace schopna (je-li
jenom bod [@, + da, f,-+df] ve Ctverci (@y—é&, By — & @+ &, o+ €).
Jelikoz pak lim €z, 4q,as =0, kdyz de, df konverguji k nule, jelikoz
dile |&z40,45 jest stile mensi nez jisté ¢islo kladné zdvislé na M,
je-li bod [x,@a,f] v pravotuhelnikovém oboru trojrozmérném, ve
vété zminéném, jest podle véty Arzelaovy limita posledniho inte-
gralu na pravé strané posledni rovnice pro ptipad, ze lim da=0,
lim df=0, rovna nule a véta dokazana (DP 194).
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