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XI. UZITI V GEOMETRIL.
1. DELKA KRIVYCH CAR.

241. Vezmeme v dvahu oblouk AB ¢&ary spojité, ktery sam
sebe neprotina (viz odstavec 203). Budeme uvaZovati hned &iry
v prostoru trojrozmérném, jelikoZz omezeni se na rovinu ne-
prinasi s sebou podstatnych vyhod v nasledujicim.

Abychom definovali délku oblouku AB dané é&ary, zvolime
si na ném jisty pocet bodd M;, My, My, ..., Ms_1, jeZ jsme psali
v potadi, v jakém k nim dospiva bod z 4 do B po oblouku 4B
se pohybujici; vedle toho pod M, resp. M, vyrozumivime bod
A resp. B. Sestrojime déle lomenou ¢aru MMM, ... M, a pra-
vime definujice, ze délka oblouku dané éary jest roona limité
délky lomené éary MoM,... M. pro ten pripad, Ze n roste nade
psecky meze a délky osech stran M-, M; lomené cédry soudasné
konverguji k nule, za predpokladu ovsem, zZe limita ta existuje
a jest vidy taz, af body My, M,,..., M., si volime jakkolio.
Existuje-li takova limita, fikdme, 7ze oblouk AB jest rektifikace
schopny.

242. Jest spadno v jednom obecném pfipadé rozhodnouti,
zda limita v definici vytéend existuje, a zdroven tuto limitu vy-
jadFiti omezenym integralem. Nechf soufadnice pravoihlé veske-
rych bodt oblouku AB vyplyvaji z rovnie

x=e{t)) y=v{). z=7z(),
tim, ze nechame t probihati spojité vSecky hodnoty od ¢, do T.
Spojité funkce @(t), ¥(f), x(f) budtez funkce majici ve vsech bo-
dech intervalu derivace, které nejsou soucasné rovny nule ve
viech bodech néjakého intervalu polozeného na (¢, T).

Bodim M, M,,..., M._, ptislusi jisté hodnoty parametru,
jez znaéime f, by, ... ta1; hodnoty ty pak o, ¢y, 8, ... thor, T =10
jsou fadou hodnot bud stile rostoucich anebo stale klesajicich;
predpoklidejme, abychom uréity pfipad méli na mysli, Ze jsou
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fadou hodnot stale rostoucich. Podle znamé formule pro vzda-
lenost dvou bodii jest

M.'_.l M.' = V(‘P(t,') - 9’(‘.'_.1))’ + (‘P(t,') - "P(t.'_l))' + (t,') - Z(t.‘_l))s-
Aviak podle véty o stfedni hodnoté mame
9’(‘.‘) - ‘P(t,'._l) = (t.' - t.'_|) ‘P'(l",'),
() —v({t;,_ )= —t_) v ("), (1
W) — 2t )= —t,_ ) 2",

kde 7', 7", ¢ jsou jisté hodnoty intervalu (f -, t;), takZe jest
M_ M=, — ). Vo () F 7 @) + 27 @™).

Jelikoz pro lim (t—t-1) =0 jest i lim M;_y Mi=0 a naopak,
miZeme na zakladé definice svrchu vytéené psati

n

délka oblouku 4B =lim ¥ (t;—t;_D V&™) F ¥R F 2@ ()

=
pro lim n=oco a lim ({;—¢;_;)=0.
Avsak?*) )
| Ve'* ") + w26y 4 27%") — Vo) + v'(t) + 2'%1) | <
S1eE)— ') | | vE") — V) |+ 1 26") — 2t < O +O0M 400,  3)
kde O™, O®, O jsou oscilace funkei ¢'(f), ¥'(£), ¥'(f) v intervalu
(tie1, ). Tedy

Y ti— 6 Vo) F vy F ey =
i=1

=Y t,— 1) VFG T VR0 + Y, (h— i) 0N+ 0P+ 0, @)
= =

pti ¢emz | & < 1. Predpokladame-li déle, ze ¢'(t), ¥ (t), x'(f) jsou

v (to, T) integrace schopny, jest limita druhého élenu pravé strany

*) Nebof, nejsou-li viecka ¢isla a,, a, a5, b,, by, by rovna nule, jest

identicky
~ai+ajtaj—b}—bi—bj}

Vet Fait et = bt bt = Y et 1 Vot b1 b1

— —b a,+b, — b, 81+ba
o ‘)Va:+a:+a:+Vb:+b:igz+(“’ Vvt
a— by 2T
Rt

Nez zlomky, kterymi v poslednim vyraze jsou nisobeny rozdily ai — b, jsou
co do absolutni hodnoty mensi nez jedna, po pfipadé rovny jedné, a tedy jest
v kazdém p¥ipadé (i svrchu vylou¢eném)

| VaiFai+ai — VoI Fbi+b3 | <|ay—by |+ |ay—bs|+| 83— by .
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v posledni rovnici rovna nule (pro limn =~ a lim (t—#-1) =0,
viz odstavec 74, (9”)) a ziroven z rovnice (3) ponékud specialiso-
vané vyplyva, ze i V(p”(t) + ¢'2(f) + x'2(f) jest integrace schopno ;*)
my pak miiZeme psati rovnici (2) na zikladé (4)

T
déika oblouku AB = f Vo - ) + 2%0) dt. (5)
to

Tak vidime, Ze oblouk AB kfivky dané roonicemi
x=o(), y=v), z=2()

kde ¢(t), v(t), x(t) maji o (t, T). t. j. pro vsecky body oblouku
(4, B) derivace ¢'(t), ¥'(t), ¥’ (t), jeZ jsou v (t,, T) integrace schopny,
jest rektifikace schopny a jeho délka jest diana oyrazem (5).

POZNAMKA 1. Véta dokdzand oc¢ividné zistane v platnosti,
jestlize derivace ¢'(t), ¥/(¢), 2’ (f) neexistuji v bodech mnozZstvi
délky nulové na intervalu (f,, 7). Derivace ty mohou se v inter-
valu (o, T) stavati i nekoneénymi a to zase v bodech mnozZstvi
délky nulové. I v tomto pripadé integral v (5), ma-li vyznam,
vyjadiuje délku oblouku AB tak, jak byla svrchu definovéna.
Zevrubnou tvahu pfislusnou provede snadno ¢tenaf.

POZNAMKA 2. Jsou-li derivace ¢'(f), ¥ (t), 2’ (f) v okoli bodu
t, spojité funkce parametru {, jest platny vztah

tetiva MoM __

™ oblouk MM =

Vztahu tomu lze také dati tvar

tetiva MoM= Vo' (to)+ ¥*(to) + 2" (t) . dt +e dt,
kde t (parametr prisluSny bodu M) jest rovny ¢, + dt a kde
lim e=0 pro lim df =0. Prvnimu ¢lenu pravé strany posledni
rovnice Fika se také diferencidl oblouku v bodé t, pro pfiristek
parametru f rovny dt. Diferencial tento znaclivd se kratce ds,
a pro libovolny bod na ktivee ds, takze jest

ds=Jo" () + v*(t) + 1) dt.
*) Jest totiz podle (3)

Ve Ey @) F ) — Ve £ v + 227 | <
< 0,84 0,04 0,™

jsou-li ¢';, t"; libovolné hodnoty intervalu (f;_,, t}); jest tudiZ oscilace funkce-

q:"(t)+3p”(t)+z?(t) v intervalu (f;_,, ) mensi neZ soucet oscilaci funkei
@'(1), ¥'(¢), z'(f) v tom intervalu, ndsledkem éehoZ jest prvd funkce integrace:
v (to, T) schopna, jsou-li posledni tfi funkce integrace schopny.
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- POZN4iMKA 3.Kdyby T <t, (a ne, jak jsme predpoklidali,
T >t,), pak by bud v (5) integral bylo nutno brati se znaménkem
protivhym aneb bylo by nutno tam zaméniti meze integralu.

243. Formule specialni. Bézi-li o kfivku rovinnou, lze jeji
rovnici patrné psati

x=9(), y=v({® z=0
a formule pro délku oblouku se pfeméni v

T
s= f Vo™ ® F v dt. ©)
t

Jestlize rovnice oblouku kfivky jest tvaru
y=f(x)' xoéx-ng

kterazto rovnice jest ekvivalentni rovnicim x =t¢, y = f(f), jest
podle formule (6) dina délka oblouku vyrazem

s=fvmdt=ﬁ/mdx=fvn +(G) a. @
4 20 2
kteryzto byva psan &asto téz ve formé
s= fx Vdx*+dy?
majici tu vyhodu, ze zavédén.i novych integraénich proménnych

1ze proviadéti mechanickym pocitanim s diferenciily.
Podobné lze diti obecné formuli (5), klademe-li ¢'(¢) = dx/dt.

¢ () =dy/dt,... a uzivame-li diferencialniho oznacdeni, tvar
x
s=jl'dx’+ dy?+ dz?; i8)

anebo zvolime-li si za integraéni proménnou x,

X
s=fl/1+(% '—f—(%_)’dx. ®")

244. PRIKLAD 1. Jest vyjadiiti délku oblouku v soufadnicich polér-
nich. Bézi-li o kfivku rovinnou o rovnici r = F(p), lze rovnice jeji v soufad-
nicich pravoihlych psiti ve tvaru

x=rcosp=F(p)cosp, y=rsing=F(p)sing,
2 2
(3—5) + j_qyr) =Fp) + Fg)=r"+r%,

takZe formule prislu$na jest
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®
s= f Vre+rde o)
anebo v oznaceni diferencidlnim e
N ds® = dr? 4 ridgt.

Podobné jest pro kfivku prostorovou, zavedeme-li soufadnice polarni
(x=rcospsiny, y=rsinpsiny, z=rcos ),

ds® = dr® 4 ridy® 4 r*sin® ¢y do?® (10)
a piisluiny integralni vyraz pro délku oblouku Ize i tu snadno napsat.

PRIKLAD 2. Délka oblouku paraboly. Budiz rovnice jeji dina ve
tvaru x?=2py. Pak jest 2
——, r==,

Y= Y55

=%fymdx=\}[x———w_+plogx+v +P]

p¥i ¢emZ délka oblouku poéitana od vrcholu paraboly aZ k bodu, jehoZ tdsecka

jest x; pfedpoklddano jest x > 0.
PRIKLAD 3. Elipsa. PiSeme-li rovnici jeji ve tvaru

y=§l’a’—x’, jest Y= ——= _b'i_—,

aVa? —x?

pocitame-li pak oblouk elipsy od vrcholu (a, 0), mame (pozn. 3)

_ — (@ —bYx?
$ fV a®(a® — x%) dx

anebo substituei x = aé
1— k*e' P
s=afl/ E, —alx<a, k=l/ = < 1.

Jest tedy vyJadren oblouk elipsy eliptickym integralem druhého druhu a
méme bezprostiedné vyjadieni to v normalnim tvaru Legendreové. Klademe-li
E=sin ¢, mame

s= afVi_——k’ sin® ¢ dp = a [E (k, 47) — E (k, 9)],

kde E(k, ¢) jest znamé oznaéeni eliptického integralu druhého druhu (odsta-
vec 40) a ¢ jest Ghel, ktery jest dén rovnicemi x = asing, y=>b cos¢. Pro
délku kvadrantu eliptického bychom dostali (kladouce pro dolni mez integralu
x=0,y=>b a tedy p=0)

. So = ﬂE (kv *}.ﬂ),
co? jest uplny elipticky integrdl druhého druhu ndsobeny a.

PRIKLAD 4. Hyperbola. Piseme-li rovnici jeji ve tvaru

y=gvm
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a klademe-li ] N
1= Va*+b?

a

méame podobné, politajice oblouk hyperboly od vrcholu (a, 0),

Dosadime tu x—=a/t:

S
s=ezlfl/1 kf’ ‘Eif, k=—;—<l.

Avsak derivovinim podle ¢ zjedname si snadno vztah

Vo= —x%»\'_ 1 1/1—k% 1—5’
( 3 )——_VI—E' L gy b

_ 1 l/l_kzgz_*- Kk l/l_ksen
=Tl e Yiimeases Ve

odkud? dostavame pro s

1
____8_1 BV (1 — kE? r” dt l/ —k'E d
s = VT —e) (1T — %) -+ alk ,ef]/(t—e-)u—kfe') 3

Klademe-li i tu £ = a/x =sin @ (pfi éemZ @ jest ihel prvého kvadrantu urceny
rovnici sing =a/x p¥ x> 0), dostivime pro oblouk hyperboly méfeny od
jejiho vrcholu vyraz

s= 7:! cotg p |1 — k? Sin’¢+8!c£(F(k. }n)—F(k,lp)) - % (E(k, tn) — E(k, 9)).

Mohli bychom mu dati téZ tvar
s=cotg @ Va® cos® g - B* + bk' (F(k, }n) — F(k, p)) — V@ F b3 (E(k, ) — E(k, 9)).
V tomto vysledku znea¢i E(k; ¢), F(k, ) elipticky integral 2. a 1. druhu ve

tvaru Legendreové (viz odstavec 74, 77) a

—_ b T 13 _-——a .
Y Yere =R k=Yare

PRIKLAD 5. Cykloida. Rovnici jeji lze psiti ve tvaru
x=a(t—sinf), y = a(l —cost).
Uzivéme-li formule (6), mame
(1) + v*(t) = a*(1 — cos #)* - a” sin® ¢ = 44" sin” §¢
a tedy pro délku oblouku cykloidy méfeného od bodu O (od bodu, pro ktery

=0
t

s = | 2a| sin }¢| dt.
0

Délka celé vétve (;ykloidy (od jedné Spice k nésledujici) jest pak
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2n 2x
So =f2~a isin 3t | df = | 2a sin 3t d{ = — [4a cos }t]:"= 8a;
g 0

jest tedy rovna 8ndsobnému poloméru kruhu cykloidu vytvefujiciho.

PRIKLAD 6. Lemniskata. Abychom peodali pfiklad na soufadnice polar-
ni, provedeme poéet v soutadnicich polarnich. Rovnice jedné poloviny lemni-
skaty v nich jest

9
rP—=a%cos2p atedy r'—— Sm—q’ —ln<lo<]|im;
Vcos 297
sin®2¢p a
Yre r”=al/ €os 2p="—
+ cos 2‘P+ . Veos 29

pocitame-li tudiz oblouk od vrcholu lemniskaty (x =a, y =0),

= afVcos 2q)

Integral tento zméni se na elipticky v normalnim tvaru Legendreové, klade-
me-li sin p= u/]/ dostaneme

du

_ a .
_I/EOf Vo= —ivd)

Pro ¢tvrtinu oblouku celé lemniskaty jest integrovati p¥i ¢ v mezich (0, $z)
a tedy pfiuv mezich (0, 1), ¢imZ dostaneme vyjédf‘eni étvrtiny oblouku celé
lemniskaty dplanym eliptickym integrilem 1. druhu ve tvaru

a 1
= V—E F(V_E > ;n) .
PRIKLAD 2. Budtez diny dvé k¥ivky prostorové K, K, o rovnicich
pro K x=o(), y=v{), z=z(0);
pro K, xy=o,(1), =) z=rn).
Piedpoklidejme, ze funkce @, ¢y, ¥,... maji spojité prvni derivace, a vySe-
tfujme derivace (podle t resp. podle u) funkce I udévajici vzdalenost dvou
bodd M, M,, z nichZ prvy jest poloZen na K, druhy na K,; ptislusné k témto
bodim hodnoty parametrit budtez pravé ¢, u. Vzdalenost ta jest dina rovnici
P=(x—x)+y—y)+(z—2)~
Derivujeme-li rovnici podle ¢, mime

ol Cdx dz
la—t (x —xl)'a—t+(!/ ¥) dt+(‘ Zl)d_t'
Oznacime-li kosiny smérné piimky MM, cos a, cos b, cos ¢, déle kosiny smérné
tecné krivky K ve sméru rostouciho f cos A, cos i, cos v, jest
x — xl dx ds %)

—l_ = —¢Co0sa,..., E—cos,‘dt

*) Pfi tom jest s délka oblouku kfivky K méfena ve sméru rostouciho ¢
od jistého pevného bodu na kfivce K. Obdobny v¥znam ma i 8, pfi K. Cisla
s, 8, mohou tudjZ pfi této dvaze byti i zdporna.

Pelr, Integrélni pocet, 2. v. 33
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a pFfedchazejici rovnici lze psati

g—i=—(cosacosi.+cosbcos,u+cosccos v)%
aneb, jelikoz vyraz v zdvorce jest kosinus uhlu, ktery svird teéna svrchu
zminéna s pfimkou MM, a kteryZz ihel oznacime 6,

A __ _ cos098

a - dt’
Obdobnou tvahou ziskdme

al____ P ds, .

w8y’

pfi tom jest ©, iihel sevieny tetnou ke K, v bodé M, (ve sméru rostouciho
u) s pfimkou M,M. Obé rovnice posledni lze pomoci oznaceni diferencialniho
shrnouti v jedinou**)

dl = — cos © ds — cos 0, ds,. (2)

Obr. 13.

Rovnice pravé odvozend mé zajimava uziti pfi kuZelose¢kich konfokilnich.
Budtez ku ptikladu kiivky K a K, dvé konfokalni elipsy (obsazené v jedné
roviné) a bud K, polozena uvniti K. Zvolme si na K, bod M,, ve kterém
sestrojime tec¢nu, kteriz nechf protne (jdemne-li od dotyéného bodu v uréitém
sméru; nech{ jest to ve sméru rostouciho u) elipsu K v bodé M. (Viz obr. 13.)
Znacime-li | vzdéalenost podii M, M,, jest tu podle (x) )

dl = — cos @ ds — ds,.

Sestrojime-li z M ke K, druhou teénu MM’ o délce I, svird tato, jak znama
véta o konfokalnich elipsich nas uci, s teCnou v bodé M ke K uhel, kterv
s O doplivje se na », a mame obdobné

dl'! = + cos O ds + ds';.

**) Veli¢ina | zdvisi na proménnych { a u; s resp. s; zavisi pouze na !/
resp. u i jest tedy pF¥i oznaceni diferencidlnim (za nélezitych pfedpokladi,
jez tu v3ak jsou splnény)
ds

ds ds,
di

dt, ds="pdu.

o —
dl—at dt+au du, ds=

-~
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Tu jest s, resp. s', délka oblouku elipsy K; méfena od jistého bodu (ve sméru
rostouciho u) az k dotyénému bodu M, teény prvé resp. aZ k dotyénému bodu
M', teény druhé. Sé¢éitinim poslednich dvou rovnic mame

dil4U)=d(s"5—s))
anebo integraci
14V =s',—s-+ konst.; MM, -+ MM', — arc el. M;M’, = konst.

Rovnici touto jest dokdzana véta: Vedeme-li z bodu M na dané elipse doé
tecné ku konfokdlni elipse, jest soucet délek téch teéniych zmenseny o délku
oblouku elipsy konfokélni poloZeného mezi dotyénygmi body konstanini (t. j.
nezévisly na poloze bodu M na dané elipse). Pri tom jest pod obloukem
omezenym dotyénymi body vyrozumivati kratsi z obou oblouki elipsy dotyé-
nymi body omezenych. Véta tato sluje Grabvesoba a obsa’ena jest jako doda-
tek v jeho pfekladé pojednani Chaslesovych pojednavajicich o kuZelich
a sférickych kuZeloseCkéch (z r. 1841).

Obdobnou vétu odvedil Mac Cullagh pro hyperbolu a konfokalni elipsu.
Véty uvedené mnohdy maji téZ pojmenovani Chaslesooy véty, ktery je ne-
zavisle na svych ptedchiidcich objevil a uvefejnil (v r. 1843).

245. Vyjadiili jsme délku oblouku kfivky spojité pomoci
urditého integrdlu za jistych pfedpokladi o funkecich @(f), w(f),
2(t). Prislusnému oblouku patfi viak na zdkladé dané definice
ur¢ita délka v pripadech mnohem obecnéjsich, ve kterych zmi-
nény prdavé integral pozbyva vyznamu.

Budiz tedy rovnice oblouku 4B kfivky spojité

x=9() y=v@O, z=1z0) )
pti ¢emz, probiha-li ¢ spojité interval (¢, T), probiha bod o sou-
fadnicich x, y, z danych témito rovnicemi spojité oblouk AB.

Pak plati véta (Jordanova): Nutna a postadujici podminka,
aby oblouk AB dané krivky byl rektifikace schopny, jest, aby
spojité funkce o(t), ¥(t), x(t) byly o intervalu (t, T) funkce
s pariaci koneénou.

Nejprve jest patrno, ze, maji-li souéty

s= Y V@ — o@-1F T (0l — Wi T G — a0, =T
k=1

limitu s pro ten pfipad, ze lim (ft— t—;) =0 a n roste nade
vSecky meze, viecka 8 jsou menSi nez s (po pfipadé i rovna s).
Nebof, rozdélime-li intervaly (fx—,, &) novymi body na intervaly
mensi a utvofime-li pFisluSny soucet 8, bude 3’ >3 (podle véty
odpovidajici zndmé vété geometrické, ze pfimka spojujici dva
body jest krat$i nez lomena ¢ara ty dva body spojujici, viz téz
DP 187). Rozdélime-li intervaly vedouei k souctu 8 opétné novy-
33*
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mi body a utvofime-li ptisluiny souéet 8”, bude opét 3” > §'; atd.
Rada &isel

3,8,8" ., 380, .,
jest Fada ¢isel rostoucich (anebo aspon neklesajicich) a ma li-
mitu s (podle ptedpokladu). Jsou tudi? vSecka ta ¢isla mensi
nez s (po pripadé mu rovna).

Zaroven vSak jest jasno, ze podminka vétou uvedena jest
nutnd; nebof kdyby ku ptikladu nebyla spojitd funkce o(f)
funkeci s variaci kone¢nou v intervalu (¢, T), bylo by lze (podle
definice funkei s variaci kone¢nou) ke kazdému é&islu M libo-
volné velikému udati rozdéleni intervalu (¢, 7) v intervaly
(ti—q, 1) tak, Ze

Y ot —ste-I>H, =T
k=1

Tim spiSe by bylo pro ono rozdéleni ) .

8= ZV[«»(&) —o(e-1) + [w(te) — w(te—D 4 [2(tr) — 2(te—1)]* > M

a nemohly by (podle svrchu uvedené vlastnosti souétii 8) soucty 3
miti limitu pro ten pFipad, ze lim (f—fx—,) = 0.

Jsou-li vSak funkce @(f), ¥(f), 2(f) funkece s variaci konec-
nou, lze udati jisté &islo V tak, ze af si zvolime rozdéleni in-
tervalu (f,, T) v intervaly (fx—,, t) jakékoliv, jest vzdy

Y (ot — ot |+ wite-1) — 9(8) |+ 2(t-1) — 28 ) < V.

Tim spise jest

8= Z Vio(t) —o(te-1)* F (w(te) — wte—1) +... <V,

odkudz vyplyva, Zze souhrn ¢isel 8 ma jistou horni hranici;
ozna¢me ji 8. AvSak postupem tGplné stejnym, jako jsme postu-
povali v obdobném p¥ipadé pfi souétech S v odstavei 86, se do-
kaze, ze k této horni hranici 3 konverguji souéty 8, kdyZ jenon
|t — ti—, | konverguje k nule (pro k=1,2,...n) a n roste pii
tom nade vSecky meze. T. . jinymi slovy: V tom pf¥ipadé, z
funkce @(t), ¥ (t), 2(f) jsou funkce s variaci koneénou, jest oblouk
AB rektifikace schopny a pro jeho délku s mame vztah s = 3. Jest
tedy podminka vétou Jordanovou pro spOJlte funkece @(t), v(®,
2(f) pozadovana postacitelna.
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2. 0 POGITANT PLOCHY ROVINNE OMEZENE
KRIVOU CAROU.

246. Velikost plochy vypoétena na zakladé definice inte-
gralni Cauchy-Riemannovy. Budiz y = f(x) rovnice ktivky pro-
bihajici nad osou X. Budiz pak f(x) funkce spojitd v intervalu
(a, b) a k vili jednoduchosti s rostoucim x stoupajici. Znizornémé
si geometricky souéty S, s, kteryeh pouzito bylo pfi vykladu
definice Cauchy-Riemannovy.

Soucet
o S=My(xy—a)+My(xs—x)+ ...+ Ma(b — xn-1)
jest dan plochou mnohodhelnika ARP,R,P; ... R P.BA (viz
obr. 14, na obrazku jest n =4, OAx = xx, My = AR, mx = A:Qp).

Rg Rb
R, y 0
Y ¢ [3
R K Q”
£ e,
F Q.
o X
A 4, A, 4, B
Obr. 14.

Obdobné jest soucet
s=my(x,—a)tme(xg—x)+ ...+ mab— xn-1)
plochou mnohothelnika APQ,P,Q,P,. .. P,_,Q.BA. Ptipustime-li
_tedy, Ze &asti roviny omezené kfivkou y = f(x), pofadnicemi AP,
BP, a osou X prislusi uréita velikost plo$na P hovici dvéma za-
kladnim vlastnostem (viz odstaveec 55), jest ihned na zikladé

‘drubhé vlastnosti
s<P<S,

at jsou body x;, Xy, ..., %¥.—; kterékoliv body intervalu (a, b) a
v jakémkoliv poctu, t. j. jest nutné

b b
P= j f () dx =f y dx. (I

Dospivame tudiz na zdkladé druhé definice integralu k té-
muz vysledku pro velikost plochy jako v odst. 55 na zikladé pri-
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mitivonich funkeci. O tom, kterym c¢astem roviny prislusi vskutku
ur¢ita velikost ploSna stanovena dvéma zakladnimi vlastnostmi
v odstavei 55 uvedenymi, provedeme teprve pozdéji piislusmé
Setfeni. Sezname zejména, ze v pripadé zde v fivahu vzatém,
jakoz i v pripadech odstavci nasledujicich, ¢dstem rovinnym
uréitd velikost plosnd pfinalezi, takze, predpoklédame-li predem
tento vysledek, ¢islo rovnici (I) dané, jakoz i obdobnd ¢isla
odstaved nasledujicich, za velikosti plosne casti rovinnych praveé
v uvahu vzatych jest pokladati.
PRIKLAD 1. Plocha omezena obloukem elipsy o rovnici
bx? + aty? = a’b?,
osou X a pofadnicemi o rovnicich x = x,, x = x, (x, < x}) Jest podle (I) dana
Vyrﬂzem a .
b . B— . x| bxya—on
zfy dx:;xfl/a'—x"‘ dx=1}[ab arc sm:-}—?]/a'— 2]
Volime-li xo—= — &, x, = a, dostaneme z pfedchdzejiciho vyrazu plochu polo-
viny elipsy, totiz
{ [ab arc sin = bx Va’— x’] = {nab.

PRI_KLAD 2. Plocha omezena knvkou y = Ax®, pofadnicemi x—=0,
x=2x,>0 a osou X jest dina vyrazem platnym pFi « vétSim nez 0

z, z,
A X

— a+] — =171
!ydr—A!x"dx—a_*.ln"' =it

Vysledek tento ma jednoduchy geometricky vztah ku plose pravoihel-
nika o vrcholech (0, 0) (x4, 0) (x1, Y1) (0. yy), ktery se dé snadno rozsifiti i pro
« zdporné, aviak vétsi nez — 1. V tomto poslednim pfipadé bézi o plochu, jez
podél osy Y do nekoneéna se rozprostira.

247. Podejme rozsiteni formule (I). Budiz v roviné XY ddna
uzaviena kfivka K obsaZena mezi pofadnicemi x=a, x=b
a lakovd, ze kazdd potradnice mezi x=a, x=>b probihajici
protind K ve dvou bodech. Body spole¢né kiivee K a pfimkam
x=a, x=>b déli ki¥ivku ve dvé &asti; v ¢asti ,horni“ bud rov-
nice kiivky y=/f,(x), v éasti ,dolni® y=/fi(x); fi(x), fa(x)
budtez spojité funkece. (Viz obr. 10, ve kterém vSak voleno po-
nékud jiné oznaceni.) Plocha omezena wuzavienou ktivkou K
jest podle 2. zdkladni vlastnosti odstavee 55 rovna rozdilu ploch
omezenych kfivkou y =f,(x) resp. kfivkou y=/f,(x) a pfimkami
x=a, x=>b, y=0, probibha-li celd ktivka K nad osou X; t. j
tato plocha jest podle formule (1)

b b b
Pg =[f2x) dx —[1,(x) de =[(fute) — fi() dx. an
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Tento vysledek vsak plati i v tom pripadé, ze kfivka K pro-
biha z ¢asti anebo celd pod osou X, jak étenaf snadnou dvahou
potvrdi. Uzivame-li oznaeni danych zavedenim kfivkovych in-
tegrald, mizeme (Il) téz psati ve tvaru

Pr=—lydx, (I
!

kde integrace podle kiivky K musi se provadéti oviem ve sméru
kladném. Jestlize ddna édast roviny omezenda ktivkou K, jez
kazdou poradnici mezi pfimkami x =a, x =b polozenou protina
v kone¢ném sice poltu bodil, jenz vSak nabyva téz hodnot
vétsich nez 2, mizeme nejprve vhodnymi Carami pomocnymi
rozloziti onu ¢ast v Casti rovinné, jejichZ ohrani¢eni kazda po-
fadnice protina nejvySe ve dvou bodech; na ¢asti vzniklé uziti

Y B
A
6,
o 6, X
Obr. 15.

formule (II') a Cisla tak ziskana sedisti; jelikoz pak integraly
kf¥ivkové podle ¢ar pomocnych vzaté vyskytuji se v souétu
dvakrate a to vzdy brany ve smérech protivnych, rusi se vza-
jemné integraly podle ¢ar pomocnych a redukuje se tudiz zmi-
nény soucet na vyraz dany ve (II'), ktery tedy jest platny pro
casti rooinné (koneé¢né), jejichz ohraniéeni K jest protindno
poradnicemi o koneéném poétu bodii a kde zarovei jest v rov-
nicich jednotlivych oddili ktivky K, jez lze psati ve tvaru
y = fr(x), funkece fr(x) funkei spojitou. Formule (II') ostatné
i tenkrate podrzuje platnost, jestlize ohraniéeni K ¢dsti rovinné
se sklada téz z ptimek rovnobéZnych s osou Y (o rovnicich
x = konst.); viz odstavec 198 (1V,).

248. Jiné vyrazy pro velikost plosnou. Zaménime-li v (IF)
roli obou proménnych (pti ¢emz musime ve (II') vedle zimény
x s y zaroven zméniti znaménko, jelikoz poloha relativni kladné
¢asti osy X vzhledem ke kladné &asti osy Y jest taz jako kladné
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¢asti osy Y vzhledem k zaporné éisti osy X; zaroven pak jest
tteba zméniti pfedpoklady o kiivee K, coz zde dopodrobna
k ‘vili struénosti a se zietelem k tomu, 7e vysloveni téch pfed-
pokladi neposkytuje potize, opomijim), obdrzime pro velikost
¢asti rovinné omezené kiivkou K tento vysledek

Pg=[xdy. (1)
/

Z vyraza (lI) a (IlI) nasleduje (s¢itinim a délenim dvéma, za
predpokladd nasnadé lezicich)

PK=}f(x dy — y dx). (v
K

~Formule tato md &etnd pouziti a hodi se zejména ku podi-
tani ploch t. zv. vysekd, jejichZz vrchol jest v pocatku sou-
fadnic. Vyseky (viz obr. 15) jsou ¢dsti roviny omezené obloukem
kiivky AB a paprsky OA, OB spojujicimi koncové body oblouku
s vrcholem vyseku, pfi éemZ se obycejné predpoklada, Ze oba
paprsky OA4, OB protinaji oblouk AB toliko v jednom bodé¢.
Uzijeme-li na vysek formulé (1V), dostaneme (kiivka K ome-
zujici ¢ast rovinnou sklidd se tu z oblouku AB a dsecek OA,
OB; ptitom bud smér, ktery probihime, jdeme-li na oblouku
AB od A ku B, kladny)
plocha vyseku O4B =5f(xdy—ydx)+ }f(r dy —ydx)+ .{;/.(x dy — y dx).
04 VY BG .
AvSak prvni a tfeti integril pravé strany jsou rovny nule;
nebof ku ptikladu rovnice pfimky OA jest y=ax a tedy
xdy—ydx jest na O4 stile rovno nule; tak jest

plocha vyseku O4AB = ‘}f(x dy — y dx). avy
4B
Je-li rovnice kfivky pro oblouk 4B dana vztahy x=o(t)
y=v(t), kde o(f) a ¢(t) jsou funkee majici v intervalu (t,, 7)
derivace a kde parametry t,, T p¥islusi bodiim 4, B, lze posledni
‘rovnici téz psati ve tvaru (zavedeme-li do integrialu za novou
proménnou integracni t)

»
plocha vyseku OAB = } f (90 ¥'(1) — @' (1) w(t)) dt. (V")

Ly
Z tohoto vztahu dostivime snadno vyjadieni plochy vy-

'seku v soufadnicich polarnich, je-li pél ve vrcholu vyseku
‘Oznac¢ime-li poldrni soufadnice r, 8, jest za predpokladu, 7t
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soufadnice x, y bodu na oblouku AB jsou spojité funkce bud
® anebo r majici derivace,

x =rcos 0O, y=r sin 6O,
dx =—rsin © dO -+ dr cos 6, dy =rcos @d® 4 drsin 6,
xdy —ydx=r*dé

6,
plocha vyseku OAB =} f 1 de =1 f 2 de; (v
4B 6:

v poslednim vyraze znaci 0,, 8, dhly pfimek OA4, OB s osou

X a predpokladéno, Ze r jest rovnici kiivky (pro oblouk AB)

stanoveno jednozna¢né jakozto funkce @; mimo to jest 8;> 6,.
Z formule (IV) plyne ostatné pro libovolnon uzavienou

k¥ivku K v soutadnicich polarnich

Pr=1/[rtde, {vrr
K

kterouzto formuli lze odvoditi snadno pi¥imo postupem uzZitym
v odstavei 246 za pouhého piedpokladu, 7e privodice protinaji

NS

D

Obr. 16.

kiivku K v koneéném poc¢tu bodi a 7e v jednotlivych oddilech
kiivky K ma rovnice jeji tvar r = ¢i(8), kde ¢i(0) jest funkce
spojitd proménné 0.

249. POZNAMKA. V predchazejicim stanoven za jistych
predpokladi geometricky vyznam integralt

— f y dx, f xdy, 1[(xdy — y dx), b f rtde )
E 4 B E
vzhledem k uzaviené spojité kfivce K, jeZ sama sebe neprotina.

Jest snadno v kazdém jednotlivém pFipadé udati vyznam téch
integral i tenkrate, bézi-li o k¥ivku K uzavienou, spojitou
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a v kone¢ném poc¢tu bodd se protinajici; nebof v kazdém ta-
kovém pripadé lze ptisluiny integril rozloZiti na integraly
v konecéném poétu podle kiivek se neprotinajicich. Tak ku
piikladu integraly (5) podle kfivky z obr. 16 ve sméru sipek
se rozpadaji v prislusné integrily podle ¢tyf riznych kfivek se
neprotinajicich (vzatych vesmés ve sméru kladném). Rovna se
tedy integral podle celé kiivky

+p+p"+p"M+@+p"+p'"+p"—p"=p+2p"+3p"+p'"

pii ¢emz p, p’, p”, p” jsou plochy v obrazci vyznadené Casti
rovinnych vymezenych danou kfivkou.

Y/,{w
/
/I \¥ A,
C H =
/ A
’ " _x;
, -
7
7
/o x
!
Obr. 17. Obr. 18.

250. Priklady pro poéitani velikosti plosné:
PRIKLAD 1. Usek parabolickyj. Parabola méj% rovnici
Y* — 2yyo =2px;
vypoiteme plochu dseku omezeného tétivou OA a obloukem 04, kde O jest

pocatek, 4 jiny bod paraboly o soufadnicich (x,, y,). Uzijeme formule (IV1.*)
pfi éemZ za integraéni proménnou volime y. Dostaneme pfi y, >0

¥:—2yy,e Y—Yo
=< _=7J0 dx=2—2%dy.
2p p Y

0 n
P 22 — 1 3
Usek:);f(y ; !J.’Iody_yy pyody):__4p fy’dy=-1"/2;'
¥

Plocha trojihelnika OAC, kde CA jest te¢na v bodé 4, CO pak tetna v O,
jest y3/8p; jest tedy plocha dseku rovna dvéma tFetinam plochy trojihelnka
OAC. (Viz obr. 17)

*) Usek tu mozZno poklidati za plochu omezenou obloukem paraboly 04,

paprskem OA a paprskem OC dotykajicim se v O paraboly, tedy za vyek.
Paprsek OC ovsem jest hranici dseku toliko v bodé O.
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PRIKLAD 2. Visek elipsy. Rovnici jeji pfedpokliaddme ve tvaru
b3x? 4 a%y® = a%? a pouZijeme opét formule (IV'), za proménnou integracni
volice x. Dostdvime pro prvy a druhy kvadrant

_byp—= __b _xdx
y=SVa—= dy=—7 Ve—»
Jsou-li tedy (x;, 1), (x5, ys) soufadnice dvou bodt 4,, 4, polozenych na oblouku
elipsy v prvych dvou kvadrantech (viz obr. 18), mame
Z»
vysek elipsy OAIA,=;~f(x dy — ydx)=

T,

%fz[ m—l/a’—xz]dx—}abfva’_x'—

x, Xxg
= tab (urc sin ; — arc sin ;) .

Zvolime-li si za A4,, Ay krajni body velké osy, t. j. klademe-li ve V)‘sledku
x;—a, xg3= — a4, obdrzime pro plochu poloviéky elipsy &islo }mab a tedy

plocha celé elipsy jest
plocha elipsy = nab.

PRIKLAD 3. Plocha stfedooého vyseku hyperboly o rovnici
bx? — aty? = atht

omezené obloukem 4,4, kde 4,, A, jsou body prvého kvadrantu, jest podobné

vysek hyperboly OA4 A,—\}f(x dy —ydx)=

3-
= tab [log w

__ Xg g Ys) U dy

_4ab[1og(a + b) log( + )J_;ablog &
tu znadi dy, d;, vzdalenosti bodd (x,, y,), (x1, y,) od asymptoty hyperboly pro-
bihajici druhym kvadrantem.

PRIKLAD 4 Vypodet vyseku omezeného obloukem kFioky racionélni
lIze pohodlné poéitati podle vzorce (IV”). V tomto p¥ipadé jest rovnice kiivky

ddna vztahy
P() Q1)
UM Ok @
kde P(t), Q(t), R(f) jsou polynomy jistého stupné v parametru f. Dosadime-li
tyto vyrazy do (IV”), mawme ihned

T
plocha vyseku O4B = %j %dt, ®)

pfi ¢em? oznaceni parametrii {,, T jest tak voleno, Ze, méni-li se t od f, k T,
bod ptisluiny kiivky se posinnje na kfivce od 4 ku B ve sméru kladném.*)

*) Jest také takovy piipad moZny, Ze ma-li bod p¥islusny k ¢ na zakladé
rovnic (a) opsati nalezity oblouk kfivky, ¢ se musi mé&niti od ¢, do + oo, potom
od —oo k T. Pak vlastné integral v (b) se rozpada ve dva s mezemi (£, 00)
a (—oo, T). Podobné v obdobnych pripadech.
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Tak pro lemniskatu, piSeme-li jeji rovnice ve tvaru (odstavec 32)

A2 g2 . Al — at
F=aiEn V=g
-dostaneme
b 4/2a® 1 B
- . z —_ 4 e —_— ey~ .
vysek lemniskaty = iax A+ ai di=—1a [;~4+ a2t ]A (c)

Zvolime-li 1, =0, dostaneme bod (0,0); probiha-li 2 od 0 do oo, probih4,
jak z rovnice patrno, pFisluiny bod na lemniskaté celou pravou jeji polovici
ve sméru kladném a rovnice (¢) davd v mezich] (0, 4) pro 4 kladné iisek
lemniskaty omezeny tétivou OM a dolnim obloukem pravé polovice lemniskaty
{viz obr. 19). ’

" Obdrzime .
3 J— 2 ___ a .
usek QOAM = ia AN UL
aneb, dosadime-li za A®? = a%(x + y)/(x — y),
a%(x— y)? (x+y)*
2.2(x"+9% x4y

Pro plochu celé poloviny lemniskaty dostaneme ¢islo 3a.

asek OAM = }a% — —}a?

PRIKLAD 5. Poéitejme jeité pouzivajice sonfadnic polarnich plochu
Cassiniooy kfivky, jez jest geometrickym mistem bodd M, pro néZ soucin
vzdilenosti ode dvou pevnych bodii F,, F, jest konstantni a rovny a®.Zvolime-li
si za osu poldrni spojnici bodd F,, Fg, pél O pak ve stfedu tseéky F Fy = 2e,
méame snadnym poétem jakoZto rovnici té kiivky

o?=¢e? cos 26 t+ Va‘ — e sin® 26. (d)
Jestlize a®? =¢?, kfivka redukuje se na lemniskatu. Je-li a®> e jest také
a' — ¢ sin® 20 > (e? cos 26)? a rovnice (d) toliko pti kladném znaménku odmoc-
niny diva kladné hodnoty pro ¢? (a tedy redlné body). K¥ivka se tu sklada
toliko z jednoho reélného ovilu; ke kazdému @ jest prifazeno jedno a jen
jeduno kladné o. JestliZe kone¢né a® < e?, musi, méa-li byti odmocnina reédlni,
sin® 260 < at/et, t. j.

2 3
—%gsinzeg%,

&imz jest omezen ihel © na jisté intervaly, a bude probihati (mame-li obdrzeti
viecky body kfivky) bud interval (— ¥, 9) aneb interval (x— &, =+ &), p¥i
&emZ jest ¥ dano jakoZz thel leZici v intervalu (0, }) rovnici sin 28 = a%/e®.
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PonévadZ pfi obou znaménkéch v (d) dostavime redlné hodnoty g, vidime,
7e kfivka pro a? < ¢? sklada se ze dvou uzavienych kfivek (symetricky polo--
fenych vzhledem k ose Y); prvni dostaneme, dime-li © probihati interval
(— ¥, 9), druhou interval (x — 3, T 4 Uy).

a) Bud a?> et Pak vysek omezeny Cassiniovou krlvkou bude podle
(IV'")y ddn vyrazem

8,
V= }f(e’ cos 20 + ]/a“ — e%sin?20) dO =
o 26,
= le?(sin 20, — sin 26,) + 18’[]/1 — k?® sin? p do;
26,

pfi tom jsme polozili .
k= % > 20=g¢.

Plocha vyseku omezeného Cassiniovou kfivkou vyjadfena tu jest inte-
grélem eliptickym druhého druhu. Plochu omezenou celym ovalem obdrzime,
klademe-li ku pfikladu ©, =0, ©®, =2x; tim dosianeme

4n in
plocha Cassiniova ovalu = }a’fVI — k? sin® pdp = 2a”fV1 — k? sin? p deo.
0 0

b) a? < e Tu polozime

k’=£. sin20 =k sin g
et ’
tedy
d6 = 3k cospdp
Vl — k? sin?

a pro ploiny obsah vyseku dostivime vyraz

|1
. . s’g dp
V= }e’(sm 260, —sin 20 ) sl }a’k CO=_- ’
! ! q;[]/l—k’sin’qr
kteryzto snadno lze redukovati na integraly eliptické prvého a druhého druhu
v normalnim tvaru Legendreové. Specielné pro ploiny obsah jednoho ovilu
mame

plocha jednoho ovilu Cussiniova:{u’kj

~in

cos qutp _ f cos’ g
]/1—k’sm’l Vi—k&3sin? k’sm’

251. PRIKLAD 6. Budtez K, K, dvé uzaviené, spojité &ary. Souiadnice
bodi na prvé kfivce znaéme (xy, y;), na druhé (x,, y5); rovnice kfivek pfed-
pokladejme ve tvaru x; = @,(ty), yy = (f)); resp. x3=@y(ta), ya—=¥a(fs). PFi
tom jsou ¢, f; proménlivé parametry a @,, @5, ¥, ¥, funkce spojité v intervalech
pfichazejicich v dvahu. Budiz dale M,M, tisetka neproménné délky l, jez se
pohybuje tak, Ze jeden jeji konec M, jest stile na K,, druhy pak na K.
Vezmeme v tivahu pak takovy pohyb tsetky M,M, pti kterém M, M, ma
poc¢ate¢ni a koneénou polohu tutéz. PFi takovémto pohybu opisuji body
usecky M,M; (po pfipadé na jejim prodlouZeni) patrné uzaviené kfivky.
Jejich plochu (ve smyslu odstavce 227) dovedeme udati, vime-li, kolikrate
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(a v jakém sméru)*) probéhl v celku bod M, kfivku K,, bod M, knvku K,
a kolikrate se celkem otodila pfi svém pohybu tisetka M,M,.

Budiz bod M bod na usefce M;Mg ktery déli iseé¢ku v poméru 24:4,, -
pfi ¢emz 2,4+ A,=1. Pak jsou soufadnice (£ #) toho bodu dény rovnicemi

E==7,%; + /axy, N=lay1+ /aya

a plocha opsana tim bodem pFi svrchu vytéeném pohybu, jejZ oznaéime /],
jest déna integralem

—[nde=—11[ys dxr—a2af @ dxa + ya dxd) — 13 [y dxai

) n un ()
&tyfi integraly k¥ivkové pravé strany jest tu briti podle obloukd pfi pohybu
I1 opisovanych body resp. (x}, y,), (xg, Y1), (%1, Y3), (X3, Ys). Toliko prvy a étvrty
z téchto bodid pohybuji se na danyech kfivkiach Avsak podle pfedpokladii
jest tisecka M,M, stile téZe délky a miZeme tedy klasti

x; —xs=1Icoso, Y1— Ya=lsing,

pfi Gemz jest @ uhel dsetky MyM; s osou X spojité pfi pohybu useéky MM,
se ménici. Tak mame

—f(yl—y,) d(x, — x3)= l’fsin’tpdtp:l’fi(l — cos 2¢) do.
m (m [€))
Zvétsi-li se pii pohybu 1 dhel ¢ 0 267 (8 jest pak poclet otoéek tisecky M,M,),
jest posledni integrdl rovny ¢islu Aal® a lze pFfedchazejici rovnici téz psati
vc tvaru
—[yrdss+ [ dxs+ yadxy) — [ya dwy =l (p)
() ) 1)
Mimo to jest, znadi-li o, (resp. a,), kolikrat M, (resp. My) probéhl pii pohybu
I1 k¥ivku K, (resp. Ky) a znaéi-li dile P, (resp. Py plochy kkivek K, (resp. Ks),

_fyl dx,=uo P, —fyadx:=“npa- (9)
() (€2))

I jest tedy celkem, dosadime-li podle (p) a (g),

—[nde =1 + i aPs+ Gda 1D aPy — flaiynl?
m
aneb

—[nde = euaPy + esdoPy — Bridgl?,
(m)

¢imz jest hledana plocha vypoétena.

*) Bod M, probéhne pfi svém pohybu pevnym bodem M’; na kfivce K,
p'-krate ve sméru kladném, n’-kréite ve sméru zaporném. Pak jest rozdil p' —n’
pro viecky body kfivky K, ty? a udava ndm pravé, kolikrate probé&hl v celku
bod M, kfivku K ve sméru kladném. Cislo p’ — n' miiZze byti oviem téz zéporné

Obdobné se to ma p¥i ¢itani celkového poétu otodek tsetky M, M,; otoéeni
ve sméru kladném p¥i tom &itni se rusi se stejn& velikym otoéenim ve sméru
zAporném.
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Redukuji-li se k¥ivky K; a K, na jednu kfivku K o ploSe P, pak jest
M. M, t&tiva té kf¥ivky; je-li pak moZny pohyb tetivy té po obvedé kfivky
takovy, aby zirovei bylo ke konci pohybu ¢, =e¢,=f=1, jest

_fndezp_nu,; =1, A=l L+L=L

Jest tedy plocha jednim bodem tétivy opsanéd o nl,l; mensi nezi plocha pi-
vodni kfivky (véta Holditchova).

252, PRIKLAD 2. Budiz dana kfivka K rektifikace schopnd, takze
rovnici jeji lze dati tvar x=9¢(s), y=w(s), kde s zna¢i délku oblouku té

B,
A,
M
‘ ’
B
7]
Obr. 20a. Obr. Z0b.

kfivky od pevného bodu 4 aZ k bodu M o soufadnicich (x, y). Méjtez dale
@(s) a ¢(s) prvani a k vili zjednoduSeni nasledujicich vyvodd i druhé derivace
podle s, jez mimo to budtez spojité funkce s.

I: k St ne F 32 + S
a Je J dsz = [(p'(s) 1” (S) ] d ’
¢'(s)2+w (5) =1. )

Kosiny uhli «, f, jez normila svirda s osami X, Y, jsou dmérny ¢islim
P(s), —¢'(s). Stanovime-li nadto, Ze kladny smér normily ma tutéz polohu
relativni ke sméru teéné shodujicimu se v dotyéném bodé& se smérem rostou-
ciho s, jako méa smér osy X ke sméru osy Y, miizeme se zfetelem k (¢) psati
rovnosti

t. j.

cos a =1/ (s), cos f=—q'(s).

Nanesme na normale od bodu ktivky M o soufadnicich (x, y) délku I; obdr-
Zime bod N, jehoZ soufadnice (§, #) jsou d4ny rovnicemi

§ = x+ il cosa=op(s)+ Aly'(s),

n=y + Al cos f=1(s) — Ag'(s),
pfi ¢emz 2Z=-41 anebo Z=—1 podle toho, byla-li délka | nanesena na
normélu ve sméru kladném ¢&i zaporném.

Provedme tu konstrukei pro vSecky body oblouku 44, kfivky K; ob-
.driime tak oblouk BB, kfivky ¥ takové, Ze kaZdému bodu M oblouku 44,
Jest pFifazen jeden bod N oblouku BB, (viz obr. 20a, 20b). Ukolem nasim jest
nejprve stanoviti plochu vyseku OBB, omezeného obloukem BB, k¥ivky &

(o)
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a paprsky OB, OB, vychazejicimi z poatku soufadnic. Pfedpoklddati budeme

pFi tom, abychom se vyhnuli zbyteénym komplikacim, Ze, probihame-li oblouk

AA, od A k A,, probihidme jej ve sméru rostouciho s, a ziroven, Ze jest

to smér kladny pFi vymezeni vysete OAd,. Délka ! budiz dosti mala, aby

obdobnou vlastnost mél smér BB, (na oblouku omezujicim vyseé¢ OBB,).
Jest pak pro plochu vysece OBB,

V(OBB) =4[ dn—ndD),
BB,
aneb dosadime-li podle (o), pfi éemZ oblouk 44, dané kfivky K znadime s,

81

V(OBBy)=% f [(p(s)+ 219! (8)) (¥ (s) — Alg" (5)) — (w(s) — Alg' (s)) (' () +- 719" (s))] ds =
0

8, 8
= 1@ w(e) — ¥(e) ¢6) ds — 11 [(9(s) 97"(5) + wls) W' (s) — 9*(6) — ¥*(s)) ds +
v 0" 0
+40 [ ("s) 9'6) — 97(5) W(s)) ds.
0
Prvni z élend posledniho vyrazu jest plocha vyseku OA44,. Pro druhy
¢len mame pak snadnym poétem a pouzitim (o)
8,
—1iLf (@9 + " — g — ¥ ds = ~ 1l f (99" + ') ds -+ 341 f ods =
0
=—1l[q(s)9' (5) 4 ¥(s) w' 6N+ s,
co? jest rovno, znadime-li soufadnice bodii 4 resp. B (x,, yo) resp. (x,, y,), ihly
pak normél v téch bodech (e, 8) resp. (2, £,), vyrazu

34l (x, cos f; — yy cos o) — $Al (xq cos By — Yo cos fo) + Als, =
=04,B, — OAB + ils,.

P¥i tom jest OAB plocha trojihelnika OAB vzata kladné, po piipadé zaporné
podle toho, zda body O, 4, B na obvodé trojihelnika nédsleduji po sobé ve
sméru kladném é&i zaporném.
Pro tfeti ¢len hofeniho vyrazu nasleduje koneéné z (o)
. )
%l’f(lb"tp' — ") ds=
0

;lp" —_ "w'
—;l’f ?’+$" ds=}l? [arc tg — ? ('()’)]0 —%l,’%.

kde @, jest dhel, jejZ svird normala v bodé B s normalou v bodé A. Vysledek
tento sice jest odvozen jenom pro interval (0, s,), uvnitf néhoz v'(s) nestava
se nulou, avSak bez potiZi rozSifuje se pro jakykoliv interval (viz obdobnou
dvahu v pfikladé 7, str. 164), stanovime-li jenom, Ze @, jest dhel, jenZ spojité
pfechizi v pulu, kdyZ s, blizi se k nule.
Tak mame .
V(OBB,)=V(0AA,)+ O4,B, — O4B + ils, + } l’g,. -(D)
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Avsak (viz obr.)

V(OBB,)—V(0OA44,)— OA;B,+ OAB = ABB,4,, (s}
pti &mz jest ABB, 4, plocha omezena dsetkami 4B, B, 4, a oblouky 4,4, BB,
(vzata kladné resp. zdporné podle toho, v jakém sméru postupuji. body
A, B. B;, 4, na obvodu té plochy). Odtud z (p) a ({) pak nasleduje jednoduchy

vysledek
ABB; A, = ils; + 3 l’¢q,. (m

Krivka & sluje paralelni kfioka ke K. Patrné jsou vidy k dané kiiwce & p¥i
dané vzddlenosti | dvé paralelni kfivky (A= + 1). Podle vysledku odvozeného
jest plocha omezend dvéma normaélami k¥ioky K a pfFislusngmi oblouky obou
paralelnich kvFioek sestrojenych pe vzdilenosti 1 od K (pFi dosti malém 1)
roona 2ls.

Z véty, ze kiivka &, paralelni ke k¥ivce &, jeZ jest paralelni ke K, jest
kfivkou paralelni ke K, a z rovnice () jakoZ i z dvou rovnic obdobné jako
(n) utvofenych, aviak pro dvojice kiivek (£, K), (£, 8), ndisleduje snadno
vyraz pro délku oblouku kiivky paralelni. Jest

arc BB;=s;+ Mg,.

253. Vysetfovani kiivek, jimZz prislusi velikost plosnd.
Abychom podali vySetfeni kfivek uzavienych, jim7 velikost
plosna ptislusi, mohli bychom vychizeti od kiivkovyeh inte-
grala (I1'), (111), (1V) a zkoumati, zda témto kfivkovym integriliim
piislusi vlastnosti velikost ploSnou definujici (odstavee 55). Bude
viak ucelnéjsi a jednodussi, zavedeme-li misto &isel (1I'), (I11), (1V)
¢isla ponékud obecnéjsi. Za tim Géelem se budeme zabyvati nej-
prve plochou mnohothelnika rovinného a jejim vyjadfenim
analytickym.

Jsou-li 0, 1,2, 3, 4,5 body v roviné a ziroven vrcholy 3esti-
thelnika tak poloZzené, Ze lomend &dira uzaviend 0123450 sama
sebe meprotind, znamenati bude v néasledujicim 012345 plochu
toho Sestinhelnika branou kladné resp. ziporné podle toho, zda
smér lomené ¢iry 012... na obvodé Sestiihelnika jest kladny é&i
zaporny, a podobné pro kazdy mnohodhelnik. Na zikladé tohoto
oznateni plyne ihned vztah

012345 = 001 4 012 4+ 023 4 034 4 045 + 050,

kde O jest pocitek soufadnic pravouhlych o osich XY a
kterymzto vztahem jest vyjadiena plocha Sestithelniku souétem
ploch trojihelnikt (zéasti kladné, zéasti ziporné branych).

Jsou-li 0, 1',2,... priméty bodd 0, 1, 2,.." na osu X, jest téz

012345 = 011°0" -+ 122'1" + 233'2' + 344'5' - 455'4' + 50057,
¢imz- podano vyjadreni plochy mnohoihelnika souctem ploch
lichobéznik G (ndsobenych + 1).
Pelr, Inlegrélni potel, 2. v. 34
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Obdobny vyraz bychom mohli napsati, kdybychom vychazeli
od priméti bodd 0, 1,2,... na osu Y.
Jest v3ak (jak snadno &tendi dokdze), jsou-li (xx, yz) sou-
fadnice bodu k,
001 = $(3(x1+ x0) (Y1 — Yo) —1(y1+y0) (31 — xo)),
011'0' = — (Y1 Yo) (x1 — xo)-
Tak obdrzime pro plochu n-ahelnika, jeho? obvod sim sebe
neprotind, zavedeme-li jesté tyto zkratky
Xn = Xo, Yn = Yo: }(xr + xk—1) = &k $ye + yr—-1) = ni;

Xp— Xk-1= dXk, Yk — Yk—1= dyk,
n

012...n— 1 =}Z GrAyr — e dxr) = —z Nk Axk:ZEkAyk.

k=1 k= p
V)'sledek tento zustane v platnosti i tenkréte, kdyz lomena éara
spojujici po Fadé body 0, 1, 2,... — 1, 0 sama sebe protina;
pak ovSem 012...n— [ neni plochou n-thelnika v obylejném
slova smyslu, nibri jest to soucet ploch mnohothelniki ome-
zenych pfimkami 01, 12,23.... a nisobenych vhodnymi celistvymi
koeficienty. Viz obdobnou tvahu v odstavei 249. Tak ku pfikladu
0123, protina-li lomena ¢ira 01230 sama sebe, jest sou¢tem ploch

dvou trojihelnikd, z nichz jedna jest ndasobena + 1, druha —1.

254. Vezmeme nyni v ivahu kfivku K rovinnou, uzavienou,
spojitou a se neprotinajici (viz odstavec 203), na niz zvolime si
nbodi 0, 1,2,...,n— 1, pfi' ¢emZ oznaceni tak volime, aby body
0,1,2,...,n— 1, 0 na obvodé oboru koneéného ktfivkou K ome-
zeného po Fadé za sebou ndsledovaly vzhledem k vnitiku k#ivky
ve sméru kladném. Tu je-li n dosti veliké, lze vhodnou volbou
bodi téch dociliti (se zietelem k tomu, Ze bézi o kiivku spojitou),
aby vzdilenost dvou kterychkoliv bodt poloZenyeh na kazdém
oblouku kfivky K ~ spojujicim dva po sobé nasleduym body
(z bodt 0,1,2,...,n—1, 0) byla vesmés mensi nez 6. Jest pak
nasnadé k stanovem vcllkostl ploiné k¥ivky K vySetfovati limity

n n n
lim iz Crdyr— ke dx), —lim kglm Ax, llmkglﬁk Ay (1)

pro ten pfipad, Ze lim n = ~ a zdroven lim d = 0. Nebof jednak
maji tyto limity vzhledem ku ptedchazejicimu odstavei jedno-
duchy geometricky vyznam, jednak limity ty, maji-li kfivkové
integraly ve (II'), (I1I), (IV) odstavee 247, 248 vyznam, jsou dany
pravé témito kfivkovymi integraly (podle vvznamu &isla 6 jsou
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viecka dxx, dyr co do absolutni hodnoty mensi nez d) a tudiz
se rovnaji v tomto p¥ipadé éislim, jimz jediné velikost plo$na
kfivky K mize byti rovna. Tak ku p¥ikladu limita na druhém
misté v (1) uvedena jest aritmeticky stfed limit

— limg yr Axr, — limz Yi—1 Axy,
k

kterézto limity podle definice (IV) v odstavei 198 jsou pravé
rovny k¥ivkovému integrialu ve (II') odstavee 247, jestlize tento
integral existuje. AvSak nemtzeme obecné tvrditi, ze k¥ivkové
integraly, o néz jde, existuji soucasné s limitami (1), a nasledkem
toho pro oznaceni limit (1) volime znacky ponékud odchylné od
znacek pro kfivkové integrily. Oznacdime totiz limity (1) po fadé
nasledovné

J}f(x dy — ydx,) -—fy dx, jxdy. )
¥4 K K

Nejprve budeme se zabyvati limitami obdobné utvofenymi, aviak
vztahujicimi se misto na celou uzavienou kiivku toliko na oblouk
AB jisté kfivky K probihany v ur¢itém sméru (od 4 ku B). Ozna-
¢eni téchto limit budiz dano vyrazy (2) s tim dodatkem, Ze v dol-
nim indexu pfti znaménku integralnim vytkneme jesté v zavorce
oblouk AB, podobné jako jsme to ¢inili pfiintegralech ktivko-
vych s nimiz limity (2) jsou v 4zkém vztahu.

255. Dokédzeme si, zZe, existuje-li jedna z limit (2) utvofenych
vzhledem k oblouku AB ktivky K, téZ ostatni dvé existuji. Roz-
délme k tomu cili oblouk AB na n ¢asti body 0, 1. 2,...,n tak, Ze 4
resp. B shodujise sOresp.s n a ze n jest jiz tak veliké a body
0, 1,2,...,n tak voleny, aby vzdilenost dvou kteryehkoli bodi na
jednotlivych &astech oblouku 4B vzniklyeh délenim byla mensi
nez 6. Vezméme v tivahu nejprve limitu

limZ(neAxk—l—EkAyk) pro lim n=o00, limdé=0.

=
Avsak podle vyznamu Cisel &, 7k jest e dock+ Exdyr = XYk — Xk - 1Yk-1-.
Dosadime-li podle tohoto vztahu do pfedchazejiciho vyrazu, dosta-
neme (provedeme-li s¢itini a znac¢ime-li soufadnice bodu 4 resp.
B x,, y, resp. x5 yp)
lim Y (e Ak + 6 Ay1) = lim (Sayn — o) = X5Y 5 — X 4¥ 4
k=1’
34*
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Existuje tedy limita (pfi éemzZ volime oznaéeni obdobné jako v (2))

[ 3
Jwax+xdp=xpys— x4 6)
E(AB)

vzdy (pti kazdé kiivce) a odtud néasleduje ihned svrchu uvedené

tvrzeni. Nebof ma-li ku prikladu limita fy dx vyznam, ma jej i
K(4B)

* . L}
f(ydx+xdy)—fydx=fxdy
E(AB) K(AB) K(AB)
atd.

Zpisobem stejnym jako vypocet limity (3) plyne snadno vy-
jad¥eni limit -

fxdx:;(xB’—xA’) fydy=%(y32—!/4’)
K(AB) K(AB)

platné pro oblouk 4B kazdé ktivky K.

256. Vysettujme dile, jak se limity (2) utvorené vzhledem
k oblouku AB transformuji pti obecné transformaci soufadnic
pravouhlych. Nejobeenéjsi takova transformace jest

x=a-}x'cosa— y'sina,

y=Db-+ x'sine+ y'cose. =

Dosadime-li podle téchto rovnic do druhé z limit (2), mame po
snadném poctu

L d L .
fy dx = [y'dx’ - sin”af(x' dy' +y'dx") 4+
E(AB) E(AB) K(AB)

+sinecosef(x'dx'—y' dy)+ b cosa ‘dx’— bsine 'dy','
Yy
R(4B) R(4B) R(AB)

odkud? nasleduje
.y dx = .y' dx' —(x'py'p — x' 4y’ 4) sinte + @
K(4B) KE(4B) _ .
+}sinaéosu(x'3“—y’8’—x’A’—}-y'Az)—{-(x'B—x'A)bcosa—(y'B-—y'A)bsinuL
Jest tudiz patrno na zékladé uvedeného, 7e, existuje-li néktera z li-
mit (2) vzhledem k oblouku AB kiivky K a vzhledem k jistému
pravotihlému systému soufadnic, existuji viecky, af si volime
jakkoliv systém soutadnicovy. PonévadZ pak limity v (2) existuji,
existuji-li pFisluiné k¥ivkové integraly, a ponévad? integral kiiv-
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kovy fy dx ma jisté vyznam, protina-li kazda rovnobézka s osou

E(AB)

Y oblouk 4B toliko v kone¢ném poltu bodid (viz odstavec 197),
vidime, ze limity (2) vzhledem k oblouku AB jisté existuji, pro-
tinaji-li vsecky roonobézky s jistou pevnou prFimkou oblouk
ten v koneéném poétu bodi, a obecnéji (odstavec 200), jestlize
soutadnice bodd na oblouku AB jsou vyjidfeny parametricky
rovonicemi x = @(t), y =y (f), miZeme tvrditi, Zze limity (2) ozhle-
dem k oblouku AB jisté existuji, jestlize bud ¢(t) aneb y(t),
aneb — se zietelem k (+) — pri vhodné voleném a vyraz
cos ¢ p(t) — sin e (f) jsou (spojité) funkce proménné t o pri-
slusném intervalu s variaci konednou.

Nazyvejme kiivku spojitou K resp. jeji oblouk AB kpadra-
tury schopny o 3irsim smyslu, existuji-li pro kfivku K resp. jeji
oblouk 4B limity (2). Na zdkladé této definice jest ihned patrno,
ze, je-li kfivka K kvadratury schopna, jest také kazdy jeji oblouk
kvadratury schopny, a naopak, ze k¥ivka K jest jisté kvadratury
schopna, lze-li ji rozdéliti v oblouky kvadratury schopné (vesmés
v Sir§im smyslu).

POZNAMKA. Z predchézejiciho a z odstavce 245 oyplyva, Ze
kazdy oblouk kfivky rektifikace schopny jest také koadratury
schopny.

257. Obratime se nyni k dikazu, Ze ¢isla (2) pfifazena uza-
viené kiivee K, je-li tato kvadratury schopna, hovi obéma zaklad-
nim pozadavkim pro velikost plosnou (odstavec 55).

a) Ke shodnym uzaofenym krivkam K nélezi stejna cisla (2)
Tvrzeni toto dokidzeme, dokazeme-li, e se (2) neméni libovolnou
transformaci pravodhlych soutadnic; nebof z toho nasleduje, Ze
velikost ¢isla (2) neziavisi na poloze kfivky K viéi systému sou-
fadnicovému. Avsak z rovnice (4) midme ihned, splyvi-li bod 4 s B
(a tedy &', =x"5, ¥, =y')),

Kfy dx =Jy'dx',

¢imz diikaz nezavislosti druhého z éisel (2) na poloze soustavy
soutadnicové (a tudiz i ostatnich ¢isel z (2)) proveden.

b) Rozdélime-li ¢ast roviny, kterazto cast jest omezena k¥iv-
kou K kvadratury schopnou a jiz jest prifadéna na zdkladé vy_
razi (2) velikost ploina P, ve dvé éasti obloukem CD kfioky &
kvadratury schopnym, jsou i témto éastem priradény na zakladé
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(2) jisté velikosti plosné Py, P,, a to tak, Ze jest mezi ¢isly P, P,, P,
vztah
P=P,+ P,
Nebof body C, D ‘rozpadd se kiivka K ve dva oblouky K, K..
Cast, jiz ptislusi velikost ploina Py, nechf jest omezena obloukem
K, a obloukem CD kftivky €; pak ¢ast o velikosti plosné P, bude
omezena obloukem K, a obloukem DC kfiivky & I jest

Plz—fydx—jydx, P,=—jydx—fydx,

K, «CD) K, €DC)
P,+P,=—fydx—fydx——fydx—[ydx_
K, LCD) {LDC)

:—fy dx —fydx_—fydx—

Tim jest i vlastnost druhd charakterisujici velikost plosnou pti
vyrazech (2) dokizadna a tudiz i dokdzano, Ze &isla v rovnicich (1),
(I), ... (IV") odstavee 225, 226 dana vskutku vyjadiuji velikosti
plosné.

258. Vykladiame-li definici velikosti plosné svrchu podanou
geometricky, jest plocha kfivkou uzavienou K omezend defino-
vana v podstaté jako limita ploch mnohotihelniki, jejichZ vrcholy
jsou polozeny na k¥ivce a pti nichz pocet stran roste nade viecky
‘meze a zaroveh délka stran konverguje k nule. Na zikladé tohoto
geometrického vyznamu definice jsou vlastnosti, jez byly odvo-
zeny pro limity vyjadiujici velikost plosnon, téméf samoziejmy.

Ziroven jest patrno, ze k definici velikosti plosné uzito bylo
v podstaté téze mnohotihelnikové ¢iry jako k definici délky
oblouku.

Mame-li dale jeden takovy mnohoihelnik 012... n—1i, 7e
vzdalenost dvou libovolnych bodd na oblouku k¥ivky omezeném
dvéma po sobé jdoucimi vrcholy jest mensi (Z) nez 6, jest ihned
patrno, Ze éira K jest obsaZena v uzavieném pasu, ktery vznikne
jako souhrn n obdélnikd, z nichz kazdy mad ve svém nitru
jednu z n stran uzavieného mnohoidhelnika 012... n— 1. P¥i
tom na priklad obdélnik obepinajici isecku 23 ma delsi stranu
rovoou vzdilenosti bodt 2, 3 zvétSené o 20 a zaroveni rovno-
béznou s 23 ve vzdalenosti d od 23, kratsi strana jest délky 26
a jest vzdidlena o 6 od koncového bodu iisecky 23. Obdobné
jest tomu i pFi ostatnich stranidch uzavieného mnohoiihelnika.
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Je-li nyni kfivka K nejenom kvadratury, nybrz i rektifikace
schopna a ma-li celkovou délku s, pak, volime-li ziroveii body
0,1,2,...,n—1 tak, 7e délka oblouku ¢iry K spojujiciho dva
po sobé nasledujici body jest vétsi (=) nez d (coz jest vidy mozno),
jest plocha pdsu mensi nez 6ds. Sestrojime-li sif ¢tverci o stra-
nich 6 pomoci dvou systémi rovnobéznych ptimek, jest z toho
patrno téméf bezprostfedné, Ze soucdet ploch ¢tverei, jejichz
obvod jest protinan kfivkou K, jest mensi nez 2ds (1 4 J/2)* < 290s.
(Nebof étverce ty padnou jisté vesmés do pasu obdobné utvote-
ného jako ho¥ejii, jeho# obdélniky v3ak maji strany o 24)/2
vétsi.) Nasleduje z toho véta: Souéet ploch étvercii o strané 6,
jez jsou obsazeny v siti ¢tvercové opzniklé dvéma systémy
roonobéznych primek a jez jsou protinany kriokou kvadratury
a rektifikace schopnou, konverguje k nule, konverguje-li strana
¢toercit 6 k nule.

MizZeme vsSak totéz dokdzati pro kiivky jesté obecnéjsi.
Budiz déan oblouk kfivky K, jehoz parametrické rovnice jsou
x=9(), y=v({), t,=t=<T. Nech? jest jedna z téchto dvou
funkei funkece s variaci kone¢nou; budiz to na pfiklad (). Bodu
k na oblouku daném nechf p¥islusi parametr fx. Ustanovme
kladné ¢islo % tak, aby |¢(f) —w(t")| < 6 pro viechna ¢, t’, pro
néz ' —t"| < u; budtez kone¢né body t; a celé &islo n tak voleno,
aby 0<ti—ti; <y proi=1,2,...,.n (t» = T). Pak oblouk kfivky
K pfisluiny intervalu (fi—;,#) bude se prostirati na pravouhel-
nikovém oboru, jehoZ strany jsou rovnobéiny s osami X a Y
a jsou mensi (X) prva nez variace funkee ¢(f) v (fi—y, t)=Vi, druha
(rovnobéznd s Y) nez 2d. V siti étvercové (o strandch rovnobéznych
s X a 'Y) budou s timto obloukem miti spole¢né body ¢tverce, jez
pokryvaji na roviné XY plochu, ktera jest bud mensi nez plocha
onoho pravotihelnikového oboru, aneb, je-li vétsi, jest vétsi pouze
o &/n; pti tom jest & Cislo kladné, jeZz miizeme uéiniti tak malym,
jak cheeme, zvolime-li stranu ¢tvercti v siti dostate¢né malou.
Cely oblouk dany kfivky K bude tedy protinati ¢tverce sité
o celkové plose jist¢ mensi nez

n
262 V.'—|—n:)—l=26.variace funkce @(t) v (f, tn) + ¥,
=1
ccz jest &islo kladné, libovolné malé. Torzeni sorchu ucéinéné
pro k¥ioky rektifikace schopné rozsireno tim i pro kfioky o roo-
nici x =o@(t), y = ¢(t), kde jedna z funkci @(t), ¢(t) jest funkce
s pariaci koneénou o prislusném intervalu.
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Aby k¥ivka K méla vzhledem k siti ¢tvereové viastnost svrechu
uvedenou, k tomu tedy neni nutno, aby byla rektifikace schopna.
Nepostaci k tomu viak — jak se zda —, aby byla pouze kvadra-
tury schopna (ve smyslu definice zde podané). AvSak lze snadno
dokdzati, ze vSecky kFivky, jeZ onu vlastnost maji, jsou kvadra-
tury schopny. Budeme nazyvati kiivky, jimZ ona vlastnost piti-
slusi, kvadratury schopné o uisim smyslu. V nasledujicim bu-
deme pod krFivkou kvadratury schopnou vidy oyrozumioati
kfivky koadratury schopné v uzsim smyslu a pod opelikosti
plosnou velikost plosnou v uzsim smyslu.

PRIKLAD. Mime-li ¢iru y=f(x), kde f(x) jest spojita funkce Bolza-
nova (DP 114, priklad 3), pak jest {ato &ira kvadratury schopna v uZsim
sinyslu (nebo( jeji rovnice parametrické jsou x={, y=f(f) a funkce g(f)=1
jest Tunkce monotonni a tedy s variaci koneénon). Avsak, jak tam dokdzdno,
neni rektifikace schopna.

259. Obsah mnozstvi bodového vicerozmérného (podle Jor-
dana). Pojem velikosti plochy rovinné omezené uzavienou kfiv-
kou da se rozdiriti jednak tim, 7Zc¢ uvazujeme velikost plochy
rovinné zaujaté jistym mnozstvim bodovym, jednak tim, Ze bu-
deme miti na zfeteli hned prostory vicerozmérné (a nikoliv
jenom dvojrozmérné, jako jest C¢ist roviny anebo souhrn bodi
o dvou soutadnicich). Provedu sice ptislusné dvahy pouze pro
prostory dvojrozmérné, aviak tak, aby byla patrna spravnost
jejich, jakoz i podstata ptislusnych definic i pro prostory vice-
rozmérné.

Budiz ddno tedy v roviné mnozstvi bodové E konecné (1P
180) nachdzejici se v pravouhelniku (xo, X; y,, ¥). Predpokla-
dejme~hned od poéitku, Ze strany pravoihelnika jsou tak vo-
leny, 7ze nejmensi vzddilenost ze vzdilenosti bodd daného mnoz-
stvi £ od obvodu pravoihelnika jest vétSi (=) nez jisté kladné
¢islo 4. Rozdélme tento pravoihelnik pfimkami rovnobéznymi
s osou Y o rovmicich x=uax;,, x=x,,..., ¥ =xn—, a pFimkami
rovnobéZznymi s osou X o rovnicich y=y, y=y, ..., y= Yn—
na m.n pravoihelnikd mensich. Pfi tom nechf jest xy <, <
<xp<io o< ¥m1 <X a Yo<<Ye<...<Yn-1<Y. Jeden fta-
kovy pravouhelnik jest (xi—,, xi; yi—1, yi), jeho plocha pzk
(xi—xi—y) (yj— Yi—1) = 4xi dy;; viecky dostaneme, probiha-li i
hodnoty 1,2,...,m a j hodnoty 1,2,...,n; xn=2X, ya=V.
Seéteme-li plochy pravoihelniki (z celkového po¢tu m.n pravo-
uhelnikd), na kterych se nachdzi jeden aspoi bod z E, dosta-
neme soudet, jejz oznadime S. Seéteme-li plochy pravothelnika,
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jejichz veskeré body (incl. hranie) jsou vnitini body z E, dosta-
neme novy soucet s. Jest
X—x)(¥Y—ys) >S=s=0.

Pii téchto soudtech § a s lze pouziti tim, Ze je konstruujeme
pro rizna rozdéleni intervalt (x, X), (yo. ¥Y) v intervaly mensi
dx;, Ayj, tentyz postup myslenkovy jako na § a s odstavce 85
a nasledujiciho. Zvlasté pak lze tvrditi:
1. Cisla S maji dolni hranici X a Cisla s maji horni hranici
o, pro kterézito hranice jest
Z=o0.

2. Pro X a o jest
lim S=2, lim s = o,

jestlize lim dx; =0, lim 4y;=0; i=1,2,...,m; j=1,2,...,n a
ovsem zarooen lim m = oo, lim n = oo,

3. Zolasté pak jest patrno, jakozZto zolastni pripad prdvé
uvedené véty, pokryjeme-li pravoihelnik siti étvercovou vytvo-
Fenou roonobézkami jednak s osou X, jednak s osou Y, kterézto
¢toerce maji strany vesmés roony a<<4i, Ze

2=1im S, " a=1lim s,,

pro len pfipad, Ze lim 4 =0.
Pri tom jest S, soucet ploch téch étverci, jez obsahuji vibec
bod z E, s, pak soucdet ¢tverci, jejichz veskeré body (incl
hranic) jsou onitini body z E.

Cislo Z sluje zevnéj$i obsah mmoistvi E, ¢ pak wynitfni
obsah mnozstvi E; oboji ve smyslu definice Jordanooy.

Jestlize 2 =0, sluje mnozstvi E méfitelné (podle Jordana)
anebo kratéeji méritelné (].); =0 nazyva se pak obsahem
mnozstvi.

POZNAMKA. Jestlize E jest mnozstvi dvojrozmérné spojité
omezené spojitou kfivkou uzavienou (spojitymi k¥ivkami uza-
vienymi), nazyva se X=o téz velikosti plosnou mnozstvi E
(kratce plochou mnozstvi E) a shoduje se definice tu podana
s definici velikosti plosné v uzsim smyslu podané v ptedcha-
zejicim odstavei.

Jestlize E jest mnozstvi jednorozmérné spojité (t. j. inter-
val), uziva se pojmenovani délka. P¥i mnoZstvi trojrozmérném
spojitém pak v obdobnych pfipadech uziva se obvykle pojme-
novani krychlovy obsah.

260. Cislo X— o jest zevnéj3i obsah mnozstvi F skladajiciho
. se z hraniénich bodd mnozstvi E. Nebof S —s (kteréhozto rozdilu
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limitou ¢islo 2'—o jest) jest soucet vSech ploch ¢&tverca ze
Ctvercové sité svrechu uvaZované, na kterveh se nachazeji vibec
hrani¢ni body mnozstvi E a tedy body z mnozstvi F. Jestlize
X—0=0, jest i vnitini obsah mnozstvi F rovny nule (nebof
vnitini obsah jest << neZz vnéjSi obsah a ziroven jest >0) a
mnozstvi F méfitelno (podle Jordana) a o obsahu rovném nule.

JelikoZ nutnd a postacitelna podminka, aby mnozstvi £ bylo
métitelné (]), jest (podle definice) Z— o =0, jest patrno ziroven,
7e nutnd a posta¢ujici podminka, aby mnoZstvi I£ bylo mdé¥itel-
no, jest, aby bylo méfitelno mnozstvi F a mélo obsah rovny nule.

Rozdélime-li kone¢né mnozstvi £ na dvé mnozstvi bez spo-
le¢nych bodd E,, I, a jsou-li zevnéjsi, resp. vnitini obsahy
téchto mnozstvi 2, Z, resp. 0, 0,, pak mezi témito Cisly a ze-
vnéjSim resp. vnitinim obsahem mnoZstvi E jsou tyto relace
(jez vyplyvaji snadnou uvahou uzivajici ku ptikladu sité ¢tver-
cové o strané a)

2+ =3 o+0, <o

=0+ 3,20, =32 +4o0,=o0.
Jsou-li dvé z mnozstvi E, E,, I, méritelna (]), jest (jak z téchto
relaci vyplyva) i tfeti méfitelno a jest potom obsah mnozstvi
E rovny souctu obsahii mnozstvi E; a E,.

261. Horni hranici vzdilenosti dvou bodi z mnozstvi koned-
né¢ho E budeme nazvvati rozmér mnozstvi E.

Mnozstvi bodové v ndsledujicich tdvahach nejcastéji se vy-
skytujici jest ddno oborem spojitym, ktery budeme v naisle-
dujicim znaditi pomoci pismen 2, o (DP 189), a které jest pfi
oborech dvojrozmérnych omezeno ¢arami spojitymi uzavienymi,
pii oborech trojrozmérnych plochami spojitymi uzavienymi
a obdobné p¥i oborech n-rozmérnych jest dina hranice .plochou”
(n — 1) rozmérnou spojitou uzavienou. U téchto mnozstvi (obor)
jest rozmér nejvétsi vzdalenosti dvou bodd ptislusnych oboru
resp. jeho hranici.

K vymezeni ¢isel Z, o prisluinych k mnozstvi moZno, jak
jsme svrchu ukazali, pouzivati siti étvercovych o strané a, pfi
¢emz stranu a nechame konvergovati k nule. Misto v3ak, aby-
chom pokryvali rovinu siti ¢étvercovou, mizeme ji pokrvii plo-
chami o,, w,, ,,. .., jejichZ rozméry jsou vesmés mensi (<) nez
¢islo a a jimZ piisluSeji, jak budeme predpokladati, obsahy (veli-
kosti plosné, jez stejné znacime. Pfi tom pokryvani to myslime
si tak, ze kazdy bod roviny jest bud polozen uvnit¥ jedné a
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jenom jedné plochy wy, anebo lezi na spoleé¢né hranici dvou (po
pripadé i vice) ploch wg; ze tedy souhrn ploch w; pokryva rovinu
XY — po ptipadé jeji ¢ast, o niz nam jde — jenom jednou a ne-
zanechava na roviné XY mezer. K vili zjednoduSeni budeme
jesté predpokladati, 7e obsahy w; jsou vesmés vétsi nez ra?
kde r>0.

Mé&jmez nyni mnozstvi koneéné I poloZené na roviné XY;
obsah zevnéj3i toho mnoZstvi budiz 2 vnitini 0. Pokryjme rovinu
(anebo aspon pravoudhelnikovy obor, na kterém E jest polozeno)
souhrnem ploch g, jejichZz rozmér jest mensi nez a. Pak plati

véta:
2= limz o', 0= limz Y3
k k

pro lim a =0.

Pii tom jsou o'x ty z ploch wi, jejichz body vesmds patii
k onitfnim bodim mnozstoi E, 0"y pak ty z ploch wy, jejichz body
aspon zcéasti prinalezi k E. (VSsecky o'x jsou téz mezi o"i).

Abychom tu vétu dokdizali, budeme uvaZovati misto mnoz-
stvi E nejprve ¢étverec C o strané¢ b > 2a. Pro tento Ctverec jest
patrné

Z oM < (b 4 2a), Z o' > (b — 2a)".
k k

[V téchio soultech jsou o' ty z ploch wy, jejichz body jsou vesmés
vnitini body ¢tverce C, to jest ty z ploch o, jez spadnou do nitra
¢tverce C; ponévadz pak kazda z ok, ktera ma bod spole¢ny se
¢tvercem C (téhoz stiedu jako C, a o stranich délky b—2a
a rovnobéinych se stranami étverce O), padne celd do C, jest
patrna ihned nerovnina druha; prva vyplyva obdobnou dvahou.]
Jest tedy

UvaZzujme nyni obecné mnozstvi E, jemuZ jako obsahy prisluseji
¢isla 2, 0. Tu lze podle véty svrchu dokazané sestrojiti sif Ctver-
covou o strané b dosti malé tak, 7ze soucet S, ploch téch ¢étvered,
jez obsahuji ve svém nitru vibec bod z F, jest ¢islo z intervalu
(2,2 +¢€) a zdroven, ze soucet s, ploch ¢tvered, jejichz viecky body
jsou hody z I, jest ¢islo intervalu (6—g¢, o). P¥i iom jest ¢ ¢islo
kladné (libovolné malé). Ze souhrnu ploch wi (0 rozméru men-
$im neZ a) vyberme ty plochy o, jeZ spadnou cele do nékte-
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rého ze ¢tvercii tvoficich soucet so. | jest podle vysledku pro
jeden ¢&tverec pravé odvozeného*)

2 —
30(1——25) <Zw’k<2m'1‘<a.
k k

Dile vyberme ze souhrnu ploch @i plochy 0, jejichZ aspon
jeden vniténi bod ptindlezi jednomu ze &tverci tvoticich soucet
So. Jest (snadnou tvahou) opét

2a)? — —
S (1 + —) >Y o>y o>
o> 57>k

Se zietelem k tomu, ze s, resp. S, jsou ¢isla intervalu (o—¢, 0)
resp. (2, 2} ¢), lze tedy psati

s 2
(o—s)(l—i—”)z<;w%<o, < ) m"k<(:'+;)(1+2b".’

Zvolime-li si a dosti malé, lze tedy dociliti

o —2¢ <Z o'y <o, E<E o' < 2+ 2e.
k k

Jelikoz pak ¢&islo € lze hned od poéitku si zvoliti tak malé, jak
chceme, jest véta dokdzina.

Disledek 1. Nechf jest ddno mnozstvi E, jemuz prislusi
obsah Z=o0. Rozdélme si cely obor (v némz E se nachazi) na
Cdsti wr 0 rozmérech <a. Na kazdé Cisti wx vytknéme si libo-
volné bod cx. Ty z ¢asti oy, jejichz cix patéi k E, oznaéme o
Pak jest

lim ¥} oV=2=g, kdyz lima=0.
‘;, y

Z o' < Z oW £ E o'k
k k &

Diisledek 2. Je-li mnozstvi E méFitelné a tedy X =0, a ozna-
¢ime-li ox ty z ploch @ jeZ obsahuji hraniéné body E, pak
v disledku toho, co uvedeno bylo na pocatku odstavce 260, jest

Nebof

limzzk =0 pii lima = 0.
2

*} V nasledujicich vztazich prichizi vedle znaménka nerovnosti nékdy
1éz k platnosti znaménko rovnosti. JelikoZ viak to nastdvd v ptipadech zcela
vyjimeénych a jelikoZ disledky ze vztahd vyplyvajici jsou tytéz, af se uplat-
fuje znaménko rovnosti & nerovnosti, nebylo pro zjednoduSeni znaménko
rovnosti vibec v nich uvadéno.
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