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XIII. RŮZNÁ R O Z Š Í Ř E N Í 
P O J M U V Í C E R O Z M Ě R N É H O I N T E G R Á L U 

(INTEGRÁLY N E V L A S T N Í , PLOŠNÉ) . 

1. I N T E G R Á L Y D V O J N É N E V L A S T N Í . 

305. Funkce jest nekonečná toliko v okolí jediného bodu. 
Doposud jsme předpokládali, že funkce f(x,y), k níž dvo jný 
integrál se vztahuje, jest v oboru integračním Q v každém bodě 
definována a že tam jest konečnou. Obdobně jako u integrálů 
z jedné proměnné můžeme i u integrálů dvojných pojem inte-
grálu rozšířiti pro případ, že f(x, y) jest v Q nekonečnou a 
pro jisté množství bodů neurčitou. Rovněž i pro případ, že in-
tegrační obor O se prostírá do nekonečna, provedeme později 
příslušné rozšíření pojmu dvojného integrálu. 

Pokud jde o body, ve kterých funkce f(x,y) jest neurčitou, 
lze obdobně jako při integrálech jednoduchých vysloviti vě tu : 
Nutná a postačující podmínka, aby existoval integrál 

kde f(x, y) stává se neurčitou*) v jistém množství E na & po-
loženém, jest dána těmito požadavky: 

1. Funkce f(x, y) jest v S2 integrace schopnou, přisoudíme-li 
jí o bodech množství E nějaké určité hodnoty. 

2. Množství E má obsah (J) rovný nule. 
V důsledku této věty budeme se v následujícím zabývati 

pouze případem, že f(x, y) stává se na Í2 nekonečnou, po pří-
padě, že £2 samo jest nekonečno. 

Vezmeme v úvahu nejprve nejjednodušší případ, že f(x, y) 
stává se nekonečnou v oboru Q toliko v okolí jediného bodu 

*) Při tom ovšem předpokládáme, (stejně jako při integrálech jedno-
duchých), že interval neurčitosti (poznámka odstavce 138) jest pro všecky 
body, ve kterých funkce stává se neurčitou, týž konečný interval. 

o 
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|JC0, yoj položeného uonitř oboru integračního Q (anebo, j a k 
k r a t če j i se budeme vyjadřovat i , stáoá se nekonečnou pouze 
v bodě [x0, ¿/o] položeném uvnitř ¿2). Vyloučíme z & obor menší 
co tak, že bod [JC0, y0] jest uvnitř co, čímž dostaneme obor, k t e r ý 
označíme O — co, a budeme uvažovati integrál 

f f f { x , y ) d x d H 
a-to 

za předpokladu, že f(x, y) jes t v oboru Q — co in tegrace schopna, 
ař si zvolíme co jakkoliv*). Položíme pak definujíce 

f f f ( x , y ) dxdy = lim J j f(x, y) dx dy, (Ir) 
a m 

při čemž limitu jest počítati za předpokladu, že při měnícím 
se oboru co oba rozměry oboru co konvergují k nule způsobem 
libovolným. Neexistuje-li limita v rovnici (1) aneb není-li vždy 
taž, když co svými rozměry různým způsobem konverguje k nule, 
říkáme, že symbol na levé straně rovnice (1) nemá významu 

že tedy f(x,y) není v Q integrace schopna). 

Za obory co volíme si ne jdř íve j ednoduše spočetnou posloup-
nost k r u h u ki, k2, ks, .. j e j i chž s t ředy j sou v bode [xo, i/<J a 
j e j i chž poloměry ft, Q2, Ca, • - • konve rgu j í k nule. Budiž dá le 
p ro jednoduchost Qi> Q 2 > Q a > • • • V tomto j ednoduchém pří-
padě nám k rozhodnutí, zda ex i s tu je limita 

lim I I /(.v, y) dx dy, 
n=oo * * 

(i) 
a—k, 

dává prostředek věla Bolzano-Cauchyova, podle k te ré k existenci 
l imity (2) jest nutno a postačitelno, aby ke každému číslu klad-
nému £ bylo lze stanovití číslo N takové, že 

f f n x , y) dx dy - f f / ( x , y) dxdy < * 

pro všecka n > ,Y, n' > A'; 

t. j.. aby — značíme-li obor omezený k r u h y k„, k„> k rá tce 
(k„, ku<) — 

f f f(x, y) dx dy I < Í pro všecka n > A, n' > A'. (3) 

*) O boru a) ovšem jsou platný předpoklady, jež jsme hned na počátku 
části čtvrté pro Q, a> zavevli; vedle toho, jak pochopitelno, budeme mlčky 
předpokládati, že co padne do nitra oboru íi. 
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Není-li tato podmínka splněna, neexis tu je limita (2) a tudíž 
i neex is tu je limita (1), která jest obecnější. Je-li splněna, ex i s tu j e 
sice limita (2), než nemusí existovati limita (1); avšak k existenci 
limity (1) jest pak nutno a postaěitelno (je-li splněna j iž pod-
mínka (3)), aby ke každému kladnému číslu e bylo lze udati 
číslo i] tak, aby vždy 

\jjf(x,y)dxdy < r , (4) 
<a—kr 

při tom obor a> obsahuje bod (jt'0, i/o) ve svém nitru a má roz-
měry menší než TJ a splnění této podmínky se požaduje pro 
všecky takové obory a pro všecky k r u h y z řady ki, k2, k3, . . ., 
j ež položeny jsou na oboru a>. Obor o — kv jest obor zbylý 
z oboru (o po odnětí k ruhu k\. Ze skutečně právě uvedená 
podmínka jest k existenci limity (1) nutná a postačitelna, jest 
nasnadě.*) 

POZNÁMKA i. V předcházející úvaze možno místo jednoduše 
spočetné řady k ruhů voliti j inou, jednoduše spočetnou řadu 
útvarů, v je j ichž ni t ru nachází se bod [JC0, y0\ a j e j ichž rozměry 
konve rgu j í k nule. Ze právě k ruhy voleny, má svou příčinu 
v tom, že k ruh lze jednodušej i určiti než kteroukoliv j inou 
část roviny XY (určen jest středem a poloměrem). 

Rovněž není nutno požadovati, aby oba rozměry oboru <u 
konvergovaly k nule; postačilo by v předcházejících definicích 
na př íklad v definici (1) stanovití, že plocha oboru (o konver-
g u j e k nule. Stanovení však tu zvolené (že oba rozměry oboru 
(o konverguj í k nule) jest účelné vzhledem k způsobu, k t e rým 

*) Nebof, jelikož podle předpokladu existuje limita (2), kterou označíme 
pro okamžik /, lze udati číslo takové, že 

\fjf(x,y)dxdy-l\<> (a) 
a-kn 

pro všecky kruhy kn, jejichž poloměr jest menší než i/. Poněvadž pak (je-li 
ovšem k,. položeno cele na a>) 

J f f ( x , y) dx dy — f j f ( x , y) dx d y = f f f ( x , y) dx dy, 
a—k a—ai m—k 

r v 
vyplývá z (a) a (4) 

\ f f f ( x , y ) d x d y - l < 2 e 
a-m 

jistě pro všecka to, jejichž rozměry jsou menší než menší z čísel >), rj'. Limita 
(l) tedy existuje a podmínka (4) jest postačující. Že jest nutná, jest bez-
prostředně jasno. 
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bude provedeno rozšíření pojmu dvojnásobného integrálu na 
obory do nekonečna se prostírající . 

POZNÁMKA 2. Konečně jest vytknouti , že omezení oboru 
OJ může býti dáno jednou anebo několika uzavřenými kř ivkami 
(které jsou ovšem podle stanovení hned na počátku čtvrté části 
j ednou provždy učiněného kvad ra tu ry v užším slova smyslu 
schopny). Může se tudíž obor (o skládati z několika částí spolu 
nesouvisících. Tím zavedena jest j is tá odchylka od definic in-
tegrálů nevlastních při jedné proměnné integrační. Tam inte-
grál v intervalu (a, b) z funkce f(x), jež toliko v jednom bodě 
c intervalu (a, b) stává se nekonečnou, byl dán jakožto limita 
součtů dvou integrálů z f(x) v intervalech (a, c — e), (c + e.b) 
pro ten př ípad, že e, E' konvergu j í k nule. Vyňat jest tedy 
z celého intervalu integračního interval (c — f, c + f') o délce 
s f, e' konverguj íc í k nule a skládaj íc í se z jed iné části. 

306. Z podmínek (3) a (4) ¿i zároveň vztahu (10) odstavce 
269 nás ledu je ihned, že, existuje-l i za předpokladů o f(x,y) 
a o & učiněných v odstavci předcházejícím d r u h ý z obou in-
tegrálů 

J f f ( x , y ) d x d y , JJ\f(x,y) dxdy, (5) 
a o 

ex i s tu j e i prvý. K tomu však, aby existoval d ruhý z právě na-
psaných integrálů, jest nutno a postačitelno, aby existovala 
l imita 

lim [f\f(x,y)\dxdy, (6) 
n=ccaÁ„ 

t. j., aby ke každému číslu kladnému £ bylo lze udali číslo V 
tak, že 

j"j; /(*• y) I dx dy < t pro všecka n > N, n' > .V. (7) 

Nebof, je-l i hranice oboru « obsažena v mezikruží 
). jest 

pa t rně pro n>n 
j f \ f(x, y) | dx dy^f f f (x, y) dx dy £J'j\ f(x, y) | dx dy 

a~kn a-a, a—kn. 
(nebof pro poloměry obou k ruhů jest podle předpokladu (V < Qn) 
a tedy se zřetelem k (7) 

J f f(x, y) | dx dy < £, 

následkem čehož všecky podmínky podle předcházejícího od-
stavce nutné a postačitelné k existenci druhého z integrálů (5) 
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j sou v důsledku existence limity (6) (anebo v důs ledku pod-
mínky (7)) splněny. 

Dále jest patrno, že, neexistuje-li limita (6), pak integrál 
za znaménkem limitním se nacházející s rostoucím n vzrůstá 
nade všecky meze. 

30?. Dokázali jsme v odstavci předcházejícím, že k tomu, 
aby existoval prvý z integrálů (5), jes t postačitelno, aby existo-
val d ruhý z těch dvou integrálů, t. j . postačitelno, aby by la 
splněna podmínka (7). Avšak podmínka tato jest ne jenom po-
stačí telna, nýbrž i nutná a tudíž, kdykol iv ex i s tu je p r v ý z in-
tegrálů (5), ex is tu je i d ruhý a ta podmínka jest splněna. 

Abychom to dokázali, připusťme, že ex is tu je př i j is té funkc i 
~f(x,y) p rvý z integrálů (5), nikoliv však druhý. Pak oba inte-
grá ly (rí> n) 

f f { ( \ f ( x , y ) \ + f(x,y))dxdy, 

(8) 

f f i ( \ f ( x , y ) \ - f ( x , y ) ) d x d y 

s rostoucím rí rostou nade všecky meze (neboť předpokládáme, 
že integrál z j f(x, y)\ v SI a tudíž i v kn neexis tu je , z f(x, y) 
pak exis tuje , viz větu ke konci odstavce předcházejícího). Mů-
žeme tedy k libovolně velikému číslu kladnému A zvoliti číslo 
rí tak, aby bylo 

¡¡\{\t(x.V) ±t(x,y))dxdy> A. (9) 
(*„. V ) 

Rozdělme nyní rovinu na příklad př ímkami rovnoběžnými 
s osami XY na čtverce o straně <5; tím rozpadne se mezikruží 
(kn, kn' 

) na plochy < o j e ž jsou j ednak čtverce o s t raně ó, j e d n a k 
části takových čtverců. Jelikož pak jest f(x, y) v mezikruží 
(kn, kn-) integrace schopno, můžeme si zvoliti ó tak malé, aby 
součet těch ploch o)k, v nichž oscilace funkce f(x, y) j es t větší 
než e, byl menší než rj. Při tom můžeme e i r\ p ředpokládat i 
libovolně malé. Zvolme si tak <5. 

Budiž nyní Mk+ horní hranicí funkce \(\f(x,y)\ + f(x,y)) 
v <Ok\ pak jest podle (9) 

JMk
+<ok>A. (10) 

k 
Mk+ jest také horní hranicí funkce f(x, y) v těch <Ok, k d e f(x, y 
nenabývá hodnot výhradně záporných; v těch (Ok, kde f(x, y) 

Petr, Integrální počet, 2. v. 3 9 
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j es t stále zápornou resp. nule rovnou, jest funkce £ (I f(x, y) | + 
+ f(x,y)) stále nule rovna a Mk+ jest tedy nula. Cleny součtu 
(10) k těmto o)* se vztahující (ve kterých Mk+ = 0) můžeme po-
tlačí t i ; mimo to potlačíme i ty členy v součtu (10), k te ré vzta-
h u j í se k takovým o>k, v nichž oscilace funkce f(x,y) jes t větší 
než £. Potlačením členů vytčených se zmenšiti může součet 
v (10), avšak nejvýše se zmenší o SJty, kde 9Jt jes t horní hra-
nicí funkce f(x, y) v mezikruží (k„, k„-). Vyznačíme-li ty z částí 
<Ok, k tere nám zůstaly, indexem k' (v částech ojk> jest tedy Mk+> 0 
a oscilace funkce f(x,y) jest < f), máme tedy 

^ Mk.+ wkl >A — ©I»;. (11) 
ť 

Dolní hranice funkce f(x, y) v &>*< budiž mť; pak jest Mk
, !'-nik- < 

< £ a 
^ mk. 10t.> A — ~ - !V2) e. (U) 
v 

Jelikož rj i E můžeme si zvoliti libovolně malé, můžeme docíliti, 
aby pravá strana poslední nerovniny byla větší než j isté číslo 
B, k te ré sice jest menší než A, které však si zároveň s A mů-
žeme předem zvoliti libovolně velikým. Souhrn však oborů a>k< 
zvětšený o k ruh kn• tvoří j is tý obor co o rozměrech nejvýše 
rovných číslu 2qn (tedy libovolně malvch) a v důsledku vztahů 
(11) a (12) jest 

f f f ( x , y)dxdy> A- 3JI,, — .-r (p„2 - on-s) t. > li. (13) 
<0 -k„, 

(Obdobná nerovnina platí ovšem i pro integrál z f(x,y) v oboru 
oi — kn", n">n, neboť integrál z té funkce v oboru ( k k „ " ) 
podle předpokladu o f(x, y) jest menší co do absolutní hodnoty 
než j is té konečné číslo.) Předcházející úvahou dokázáno, že není 
pro f(x,y) splněna podmínka (4), ať si rozměry oboru a> zvolíme 
jakkol iv malé, a nemůže tedy existovati prvý z integrálů (5), 
což jes t však v odporu s učiněným předpokladem. Neexistuje-li 
tudíž d ruhý z integrálů (5), neexis tu je i prvý. 

Máme tak vě tu : Nutná a postačující podmínka, aby existo-
val integrál v oboru SI z funkce f(x,y), která jest nekonečnou 
toliko v jednom bodě {x0,y0) toho oboru SI — bod (x0,y0) budiž 
uvni t ř toho oboru — jest, aby existovala limita 

lim l f(x, y) ; dx dy. 
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(K existenci této limity pak jest nutno a postačí, aby splněna 
byla podmínka vyjádřená ve vztahu (7).) 

Obdobnou větu bylo by lze vysloviti i pro ten př ípad, že 
bod (jc0, yo) jest na hranici oboru S2. 

POZNÁMKA. Při integrálech dvojných z funkcí s távaj íc ích 
se nekonečnými běží tedy vždy o absolutní konvergenci těch 
integrálů. Příčina toho jest zčásti objasněna poznámkou 2 od-
stavce 305. Mohlo by se však zdáti, že bychom mohli dosáhnout i 
úplné analogie s integrály z funkcí o jedné proměnné, kdy -
bychom na oborech co, j imiž se v y j í m á z oboru SI okolí bodu 
{•̂ O. yo), požadovali, aby byly omezeny jedinou uzavřenou čarou. 
Tomu však tak není. Na příklad obor co, v tomto odstavci za-
vedený, může se sice skládati z několika částí, můžeme však 
„kanály" sjednotiti všecky ty části v jeden celek; zvolíme-li 
pak š í řku těch kanálů dostatečně malou, můžeme docíliti, aby 
nebyla dotčena v podstatě nerovnina (15), takže platnost oné 
nerovniny jes t i pro ty obory o> zachována, jež omezeny jsou 
jedinou uzavřenou čarou. 

Mohli bychom však dosáhnouti zmíněné analogie, kdyby -
chom pro obory co zavedli j iné podmínky. Na příklad mohli 
bychom požadovati, aby obor co byl omezen čarou uzavřenou, 
kterou každý polopaprsek z bodu (x0, y0) vycházející prot íná 
toliko v jednom bodě (anebo obecněji v počtu bodů, k te rýž 
jes t menší nežli pevné číslo p). V tomto případě lze inluviti 
o konvergenci absolutní a neabsolutní. Viz příklad 2, odst. 314. 

Kdybychom vzali v úvahu obory co ještě specielnější, získali 
bychom čísla obdobná t. zv. hlavní hodnotě (viz odstavec 235, 
kde pojem hlavní hodnoty objasněn příkladem). Taková čísla 
jsou na př ík lad limita v (2), když exis tu je . 

308. Pro kri ter ia konvergence dvojných integrálů p rávě 
v úvahu vzatých můžeme si způsobem obšírně vyloženým př i 
integrálech z funkcí o jedné proměnné odvoditi různé věty. 
Při tom budeme předpokládati , abychom se vyhnuli stálému 
opakování, že integrály z funkcí pro jednávaných vždy ex i s tu j í 
v oborech, k te ré vzniknou z oboru vzatého v úvahu vyloučením 
libovolného okolí toho bodu, ve kterém se funkce s táva j í ne-
konečnými. Uvádím v té příčině větu nasnadě ležící: Jestliže 
v j istém okolí bodu (JC0. yo) jest stále | f(x, y) | | cp{x, y) \, jest l iže 
dále f(x, y) (s tejně j ako <p(x, y)) stává se nekonečnou v oboru 
SI toliko v bodě (*0> i)o)> P a k exis tuje- l i integrál z <p(x, y) v oboru 

- 3 9 * 
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SI, ex i s tu j e i integrál z f(x, y). A naopak neexistujte-li v oboru SI 
d v o j n ý integrál z f(x, y), neexis tuje i integrál z <p(x, y). 

Uvažu jme nyní funkci 
A 

[(x-x0)* + (y-ya)*]i°' 

kde A jes t konstanta. K tomu cíli vypočteme integrál 
rr Adxdy 

JJ \(x-xaV+(y-y0W 

k d e k„, kn' jsou k r u h y s poloměry pn, (V a středem (x0,y0); budiž 
? n >Cn ' pro rí>n. Tento integrál t r ans fo rmu jeme substi tucí 
x — x0 = rcos<p, y — i / 0 = r sin <p. Tím se změní daný integrál 
d v o j n ý v integrál dvojnásobný 

lx en 
f d f f ~ dr = ( o n 2 - - on.2-«)( o4= 2, 
0 Qn' 

= 2n (log Qn — log Qn'), 0 = 2. 

Tento výraz konverguje k nule s p„ (a tedy pro lim n = 
t enkrá te a jenom tenkráte, když 2 — <t>0. 

Použijeme-li tohoto výsledku a věty hořejš í , můžeme vy-
sloviti vě tu : Stává-li se f(x,y) v oboru SI nekonečnou toliko 
v bodě (jc0> yo)> avšak tak, že 

, f(x, y) | < [(jf_Jfo)a+(!/ --^„jijia 

pro body uvnitř k ruhu o rovnici (jc — jc0)2 + (y — i/o)2 = C2- tu» 
je- l i ff<2, má integrál z f(x,y) v oboru SI význam. 

Dále plyne věta : Platí-li pro okolí bodu [JC0, y0] nacházej í -
cího se uvnitř oboru SI a dané na příklad vn i t řkem kruhu 
o rovnici (jc — jc0)2 + (1/ — y0)i = Q2 ((> vhodné číslo kladné), že 

A' A 
• [ ( x - ^ - H i Z - i / o ) 2 ] * ' - 1 f{X ' y ) 1 - [(JC — jCo)» + (1/ - l/.)3]!» ' ( U ) 

kde A, A', a jsou kladné konstanty, pak nutná a postačující 
podmínka, aby v oboru SI existoval integrál z f(x, y), která 
toliko v bodě [JC„, i/0] stává se nekonečnou na SI, jes t dána ne-
rovninou ff<2. Jsou-li pro f(x,y) splněny nerovniny (14), mů-
žeme říkati , že f{x, y) se v bodě [JC0, i/„] stává nekonečnou řádu o. 

309. Výsledky tu docílené pro integrály dvo jné nevlastní 
m a j í bezprostřední důsledky pro integrály dvojnásobné ne-
vlastní. Dvojnásobný integrál z f{x, y) pro obor SI, při čemž 
p ro f(x, y) splněny jsou předpoklady odstavce 307 a napřed 
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provádí se integrace podle y a pak podle x, lze, exis tuje- l i ten 
integrál , vy jád ř i t i j a k o limitu rovnicí 

[dx[f(x, y) dy = l im dx f(x, y) dy, 
J J n=oo , J O a~hn 

k d e kn jsou k ruhy o středu [JC0, «/„], j e j i chž poloměr s rostoucím 
n nade všecky meze konvergu je k nule. Na základě této rov-
nice a úvah předcházejících odstavců můžeme vysloviti vě tu : 
Stává-li se v oboru Si funkce f(x, y) nekonečnou toliko v bodě 
[JC0> i/o] a existuje-li dvojný integrál z funkce f{x, y) o oboru 
&—kn pro všecka n, pak existuje-li dvojnásobný integrál z \ f(x, i/)| 
D oboru SI, existuje i dvojný integrál z f{x, y) v tom oboru a 

naopak, existuje-li dvojný integrál z f(x,y) v SI, existuje dvoj-
násobný integrál z \ f(x, y) \ i z f(x, y) v oboru Si. U dvo jnásob-
ných integrálů ve větě uváděných může býti pořad integrací 
libovolný. Jestliže exis tu je dvojný integrál z f(x, y) v SI, j e s t 

f f f(x, y)dx=f dx f f(x, y ) d y = f d y f f(x, y) dx, 
o o o 

čímž rozšířena platnost vět odstavce 273 a zároveň získána pod-
mínka pro záměnnost pořadů integračních i v případě, že SI 
obsahu je bod, v němž f(x, y) stává se nekonečnou. 

POZNÁMKA. Jak by se úvahy předcházej ící upravily, k d y b y 
bod [,x:0, z/0] místo uvnitř oboru Si byl položen na hranici oboru 
Si, jest nasnadě. 
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310. Kdyby f(x, y) stávala se nekonečnou v SI toliko v bo-
dech čáry o rovnici y = ip(x), postupovali bychom obdobně k u 
p ř í p a d u v předcházej ících odstavcích vyše t řovanému. Místo 
k r u h u se středem v bodě [JC0, y0] nastoupit i by tu mohl na 
p ř ík l ad obor znázorněný na obr. 23 a bylo by lze zavěst i 
obdobné definice, věty a k r i t e r i a j a k o právě pro j ednodušš í 
p ř ípad . Jelikož však úvahy přís lušné j enom málo se liší od 
úvah předcházej íc ích odstavců, jsou k vůli s t ručnost i ú v a h y 
ony tu pominuty. Platí tu opět — jakož jes t úp lně nasnadě 
— vě ta : Stává-li se v oboru SI funkce f(x,y) nekonečnou toliko 
v bodech čáry y = <p(x) a existuje-li doojný integrál z funkce 
f(x, y) v oboru SI — o)e, pak existuje-li dvojnásobný integrál 
z | f(x, y) \ u oboru SI, existuje i dvojný integrál z f(x,y) a na-
opak, existuje-li dvojný integrál z f(x, y) v SI, existuje dvoj-
násobný integrál z j f(x, y)\ i z f(x, y) v oboru SI. Oba ty 
integrály — dvojný i dvojnásobný z funkce f(x, y) — pak 
jsou si rovny. 

Z této věty nás ledu je ze jména , že d v o j n ý integrál z f{x,y) 
j i s tě ex is tu je , stává-li se funkce f(x, y) nekonečnou pouze v bo-
dech čáry y = fp(x), a to řádu 1. Ba může se stávati v j edno -
t l ivých bodech té čáry i nekonečnou řádu vyššího než 1, men-
šího však než 2, tvoří-li na p ř ík lad souřadnice jc-ové těch bodů 
množství bodové obsahu nulového. Př i tom ř íkáme, že f(x, y) 
stává se nekonečnou řádu a na čáře y = <p(x), jest l iže — je- l i 
[jc0, i/oj libovolný bod přís lušného oblouku, na němž sé nenachá-
ze j í ony jednot l ivé body, v nichž f(x, y) stává se nekonečnou 
ř á d u ¡>1, avšak < 2 — obě l imity 

lim x0\" f{x,ya), lim \y — y0
 df(x0,y) 

x = x, W=l/o 

ex i s tu j í a jsou obsaženy mezi dvěma čísly 91, 33. když [JC0, yo] p ro -
bíhá celý oblouk k ř ivky C pada j í c í na váhu. 

S t e jné věty platí i v tom případě, že f(x, y) se v SI stává 
nekonečnou toliko v bodech čá ry o rovnici x — ip(y). 

Kdyby konečně f{x, y) s távala se nekonečnou v oboru SI 
v konečném počtu bodů isolovaných a v bodech konečného 
počtu čar, jež lze rozložití v oblouky zčásti o rovnici y = <p(x), 
zčásti o rovnici x = ty(y), provedl i bychom rozdělení oboru SI 
na obory menší, čímž bychom tento obecnější př ípad převedl i 
na předcházej íc í . 

I v tomto případě, s te jně j a k o v předcházej íc ím nás ledu j í -
snadným způsobem nové věty pro záměnnost pořadí integračního 
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př i integrálech dvojnásobných z funkcí stávajících se v oboru 
integračním nekonečnými. 

311. P Ř I K L A D 1. Vyšetřiti jest, za jakých podmínek exis tuje integrál 
dvojný 

d x d y ' ( a ) 

při čemž SI jest čtverec, jehož strany mají rovnice JC=-J-1, x= — 1, i/ = -(-l) 

y = — 1. Funkce stává se nekonečnou toliko v bodě (fl, 0). Poněvadž 
I * 2 — Z/21 < *2 + y*> jest i 

( jf2 + ¿.yi < ( .V 2+I/ 2 )"- 1 

I vidíme, že funkce stává se nekonečnou v okolí bodu [0, 0) řádu, jenž ne-
převyšu je 2(a — 1), a tedy podle vývodů odstavce 308 integrál dvojný j is tě 
existuje, jestliže 2(a — 1) < 2, t. j . jestliže or< 2. Pro případ, že a = 2 integrál, 
dvojný nemá významu, jakož jest také patrno z toho, že integrály dvojnásobné 

l i l i 

maj í různé hodnoty; viz odstavec 181, příklad 1. Tím spíše ovšem pro « > 2 
symbol (a) jest bez významu. 

Výsledky tyto zůstávají patrně v platnosti, af jest Q jakýkol iv obor 
obsahující bod [0, 0] ve svém nitru. Je-li Í2 kruh s poloměrem R a středem 
v počátku, lze integrál (a) — má-li ovšem význam — snadno vypočísti. Pro-
vedeme k tomu cíli substituci X=Q cos <p, y=G s iny. I dostaneme v důsledku 
této substituce 

fl. Oi " 
kde J2i jest pravoúhelník (v rovině o pravoúhlých osách g, g>) omezený přím-
kami o rovnicích £> = 0, Q = R, Q> = 0, <p = 2?r. Funkce v integrálu (B) se vy-
skytuj ící stávati se může nekonečnou toliko v bodech přímky p = 0 a to 
jenom tenkráte, je-li 2a — 3 > 0; je-li 2a — 3 < 0, t. j . je-li a < jest funkce 
v integrálu transformovaném pro obor konečná a jest tedy provedenou 
transformací daný integrál nevlastní (v případě, že 0 < a < | ) převeden na 
vlastní integrál. Pro případ, že 2a — 3 > 0 podrží integrál (b) význam tenkrát 
(podle odstavce 140), když 2a — 3 < 1, t. j . když a < 2 ; což shoduje se s vý-
sledkem hořejším. Integrál (b) převádí se pak na dvojnásobný integrál-

fl 2 ji 
do 

Že integrál (b) jest rovný nule, jest předem patrno; neboř funkce, jež se in-
tegruje, nabývá v bodech symetricky vzhledem ku přímce * — y = 0 polo-
žených hodnoty, jež jsou co do absolutní hodnoty stejný, jež však jsou zna-
mének protivných. Poněvadž pak obor integrační jest symetricky položen 
vzhledem ku přímce x — y = 0, jest příslušný integrál rovný nule. Z téže 
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příčiny jest též integrál (a) rovný nule v případě, že Q jest čtverec svrchu 
v úvahu vzatý a že a < 2. 

Rovněž z téže příčiny máme i následující rovnici 

(O 

nf jest a jakékoliv reálné číslo, mají-li kruhy k, k' střed v bodě |0, 0|. Ná-
sledkem toho maj í integrály 

kde Í2 jest obor libovolně daný, mající však bod |0, 0| ve svém nitru, a k libo-
volný kruh se středem [0, 0) probíhající uvnitř Q, všecky touž (na poloměru 
kruhu k nezávislou) hodnotu. Existuje tudíž v našem příkladě limita (2) a 
jes t splněna podmínka (3) při každém a (viz rovnici c); integrál dvojný má 
však význam toliko pro a < 2. Jest tedy patrno na tomto jednoduchém pří-
kladě, že podmínka (3) není pro existenci dvojného integrálu z funkce stá-
vající se v oboru integračním nekonečnou postačitelna. 

P Ř Í K L A D 2. Aby alespoň na příkladě doložena byla rozmanitost způ-
sobů, j ak funkce o dvou proměnných v isolovaném bodě stávati se může 
nekonečnou, — rozmanitost přirozeně daleko větší než při funkcích o jedné 
proměnné — vezmeme v úvahu integrál dvojný 

Obor Q nechf jest omezen úsečkami kladných částí osy X a osy Y s týkaj í -
cích se koncovými body v počátku souřadnic a spojitou křivkou K spojující 
druhé dva koncové body těch úseček a probíhající uvnitř prvého kvadrantu. 
Funkce za znaménkem integračním stává se nekonečnou toliko v bodě (0, 0) 
ležícím na hranici oboru Q, všude j inde v Q jest spojitou funkcí obou pro-
měnných. Pro vyšetření podmínek nutných a postačitelných k existenci in-
tegrálu daného jest tudíž lhostejno, jak probíhá křivka K; zvolíme si později 
tuto křivku k vůli zjednodušení určitým vhodným způsobem. 

Kdybychom chtěli použiti kriteria odstavce 308, mohli bychom ihned 
tvrditi, že daný integrál jisté existuje, když větší z čísel Aa, BĎ jest menší 
než 2. Tato postačující podmínka není však nutná, jak ihned seznáme. Aby-
chom si odvodili podmínku nutnou a postačující, zavedeme místo x, y nové 
proměnné u, o rovnicemi 

Rovnicemi těmi jsou u, o jednoznačně pomocí x, y (daného oboru Sž) stano-
veny a naopak x, y jednoznačně pomocí u, p; vyjmeme-li ovšem v oboru S2 
bod (0, 0), kdež nastává okolnost vytčená při zavádění souřadnic polárních 
místo pravoúhlých. Pro funkcionální determinant máme 

a libovolné, 

(m) 

xa = ucosio, y? = u s i n 2 t > ; 0 ^ o \n, u 0. 

D(x, y) qi/a+i/fl cos2/"-1 o sin2/^-1 p u~l cos o, — 2 sin P 
D(U, D) A(I u - i sin p, 2cosp 

2 
= - j iti/«+i/č-i cos2 ' "-! o sin2//»-1 P. a? 
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T a k dostaneme 

/ f (J-L^A f cos2/a-i D'sin2/0-i o du do. 
a Oi 

Křivku K nyní zvolíme si tak, aby j e j í rovnice byla x " - f - y ? = a. Pak jes t 
l i t p ravoúheln ík o vrcholech (0,0), (a, 0), (a, in), (0, jn) ; integrál pak dvo jný 
na p ravé s t raně poslední rovnice jnění se hned v tento jednoduchý integrál 
dvo jnásobný 

JJI a 
Jdofui/a+i/0-A-i cos2/a-i o sin2/0-i v du, (n) 
o 0 

k te rýž to integrál rozpadá se ihned v součin dvou integrálů z funkcí o j edné 
p roměnné a to j ednak o proměnné u, j ednak o proměnné v. P rvý in tegrál 
má význam tenkrá te u jenom tenkráte, když 

- + ± - A - t > - í , t. j . když A<- + j ; 
a p a p 

d r u h ý integrál má při kladných a, fi vždy význam. 

Máme tak j a k o výsledek: Nutná a postačující podmínka pro existenci 
integrálu (m) jest dána vztahem 

A<i+r <P) 
Touž podmínku bychom dostali, kdyby obor Q byl omezen dvěma př ím-

kami probíhaj íc ími uvnitř prvého kvadrantu a s týkaj ícími se v počátku 
a pak spojitou kř ivkou K d ruhé dva koncové body přímek těch spo ju j íc í 
a uvni t ř prvého kvadran tu probíhající . Rovněž by mohl býti obor fi omezen 
čarou v prvém kvadran tu probíhaj ící , uzavřenou, spojitou a maj íc í v počátku 
dvě tečny svíraj ící konečný úhel. Kdyby obor Si byl omezen čarou maj íc í 
v počátku špici (o j ed iné tečně, j ako jest na př íklad při a lgebraických křiv-
kách bod úvratu) a j i nak týchž vlastností, byla by podmínka (p) sice po-
stačitelnou, avšak nemusí býti v tomto př ípadě nutnou. 

Z propočítaného příkladu jest patrný užitek, jaký při vyšetřování, zda 
daný integrál existuje, poskytnouti může transformace daného integrálu zave-
dením nových proměnných. 

P Ř I K L A D 3. Budiž d á n in tegrál 

yi>-1 (1 - x — y)v-i dx dy, 
o 

ve kterémž obor Si j es t t rojúhelník v rovině XY o (nezený p ř ímkami x = 0, 
y = 0, 1 — x — y = 0. Integrál má význam tenkrá te (a jenom tenkráte) , když 
a > 0, P > 0, y > 0 ; neboť pak funkce integrovaná stávati se může nekoneč-
nou jenom podél h ran ic oboru Si a to řádů menších než l.*) In tegrál j e s t 
dá le j isté zevšeobecnění Eulerova integrálu 1. druhu (odstavec 211) a lze 

*) Ve vrcholech t ro júhe ln íka D se ovšem funkce za integračním zna-
ménkem může stávati nekonečnou řádu vyššího než 1; avšak řád ten jes t 
vždy, když a > 0, § > 0, r > 0, menší než 2. 
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j e j snadno též pouiocí ganimafunkce vyjádřiti. Převedeme-li j e j totiž na 
integrál dvojnásobný, integrujíce napřed na příklad podle y, máme 

'i \-x 
l —Jdx . x"-1 J i / f - i (1 — x — y)v-i dy. 

o o 
Dosaďme ve vnitřním integrálu y = (i — x)ij; obdržíme ihned 

\-x • 1 
-1 (1 - * - y)y-1 dy = (i — *)0+y-ijr.P-i (t - ij)>-i dr) = 

a tedy 
u X F rtf + y) 

= / w i f _ • d v = m m mr(fi+,), 
r(p + r)Jx u X)P a x r<fi + r) r(a + fi + r) 

r(a)m r(r) 
r(a + č + r) • 

čímž integrál daný vypočten. 
Na integrál / lze převésti substitucí obecnější integrál*) 

J = f f ("i* + " iy + roi)"-1 (u2x + Dty + rc>2)í_1 ("s* + o3y + re>a)v-i dx dy, 
Qi 

ve kterémž oboří?! jest dán troj úhelníkem omezeným přímkami UjX+Di!/+/Pi=0, 
u2x-|-Dat/-}-rc>2 = 0, u3x + v3y + ro3 = 0. Součinitelé v rovnicích těchto přímek 
buďtéž tak voleni, abychom, dosadíme-li souřadnice bodů ležících uvnitř 
trojúhelníka Sli do levých stran rovnic daných přímek, dostali za výsledek 
kladná čísla* 

Zavedeme substitucí 
x' 

«1* + OjIJ +1»! = —, 
; W i i y u2x + o2y -f w2 = 2 

nové proměnné x',y', při čemž konstanty Aít Az tak volíme, aby byla zároveň 
s těmito dvěma splněna (jakožto jejich důsledek) ještě táto rovnice 

1 — x' — u' 
i/„x + o3y + m3 — - . (r) 

K tomu jest nutno a postačitelno, aby čísla A1( .42, A3 hověla rovnicím 

A^ 4- -12u2 + -43iis = 0, A1ol + A2t>2 + A3v3 = 0, +, -42ro2 + .43ro3 = 1 , (») 
které dostaneme, násobíme-li rovnice (q), (r) po řadě čísly Alt At, Aa, rovnice 
znásobené sečteme a pak požadujeme, aby rovnice tak vzniklá byla splněna 
pro všecky (x, y) identicky. Rovnicím (s) bude vyhověno, položíme-li 

A A -E* 4 -El 
A l ~ 6 ' > _ <5 ' s _ ó ' 

*) Viz Lerch, Časopis sv. 38, kde vyšetřován integrál ještě obecnější a 
vypočten poněkud jiným způsobem. 
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kdež 
| £>!, ra, 

<5 = j ua, Da> roa 

! «3, °3> W3 

a IVi, Wt, Ws jsou minory příslušné k elementům ro1( roa, rai, tohoto de t e rmi -
nantu . Zároveň jes t jasno, že čísla Alt A3 jsou kladná.*) Z toho j e s t 
pa t rno , že bodům, je j ichž souřadnice (x, y) činí výrazy UkX + Oky + ro* 
(fc = 1,2,3) kladnými — t. j . bodům t rojúhelníky flj — jsou př i řazeny body 
o souřadnicích (x', y') takové že x' > 0, y' > 0, 1 — x' — y' > 0; t. j . body t r o j -
úhe ln íka £2' omezeného př ímkami j r ' = 0 , y' = 0, 1 — x '— y' = 0. Př i řazení t o 
jes t jedno-jednoznačné. 

P ro funkcionální determinant vyplývá z (q) 

D(x',y') = A 4 | U^D, 
D(x, y) 2 I wa, Da 

Máme tudíž 
i ô |«+,*+7-.i 

_ wx w3 

~ <5* 

\Wi\a\W2\?\W3\7 r(a + fi + r) 

Plochu t ro júhe ln íka omezeného př ímkami UiX + vxy mx = 0, u s x- ( -
+ °ty + roa = 0, u ,x + o3y -\-ro3 = 0 dostaneme z této formule, klademe-li v ní 
<*=1, 0 = 1 , r = = l ; obdržíme pro ni známý z analytické geometrie v ý r a z 

. ^ 
\ w x w t w t \ 

Viz též př íklad odstavce 290a. 
P Ř I K L A D 4. Vypočítati jes t integrál 

dx dy dz-
í f h -, - (*2 + y* + z2)^ ' 

kde integrační obor jes t koule KA S poloměrem R a středem v počátku. In t e -
grál se převádí zavedením souřadnic polárních ihned na integrál t ro jnásobný 

R in 2* 

Jdrf dej cos & d<p = Ra-° 
0 - í n 0 

za předpokladu ovšem, že 3—<J>0, t. j . že o < 3 . Snadno bychom na zák ladě 
tohoto výsledku věty uvedené ke konci odstavce 309 a vztahující se k in te -
grálům dvojným rozšířili na obdobné pro integrály t rojné. 

' P Ř Í K L A D 5. Podobně lze stanoviti i integrál 

X'*-' yf~i z*-1 dxdydz 
( -v 2 +f / 2 + z2)i" 

KJJW 

*) Že na př íklad .4, jes t kladné, dokáže, se vypočteme-li souřadnice 
průsečíků přímek «íX + oxy + rox = 0, uax -f- v2y + re>2 = 0 a dosadíme-li j e do 
výrazu u3x -f- v3y + i»s. Tu dostaneme j ako výsledek ó/lV3 a jest toto číslo 
(následkem předpokladu o součinitelích v rovnicích př ímek učiněného) 
kladným. 
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je- l i KJIW ta část koule s poloměrem R a o středu v počátku, jež položena jes 
v prvém oktantu. Touž substitucí jako v příkladě předcházejícím dostávám 

R in in 
J"drjd&jr*+i'+y-a~1 cos-í+/J-1 & sin1—1 & cos* - 1 <p sin/«—1<p dep. 
0 0 0 

Tento integrál trojnásobný má patrně význam tehdy a jen tehdy, když 
A > 0 ; i« > 0, v > 0 , o < X + /i + v. (a 

Jsou-li podmínky tyto splněny, máme na'základě odstavce 228 (4) ihned 

B W - . r | i ± E ) r ( f ) r f é ) r | S ) 

¡. + 11 +V —o 2 r jA+ř t + vj 2 r jÁ + í t | 

R ( I ) R (F) R ( | ) 
+ n + v — o) 

P Ř Í K L A D 6. Na základě příkladu předcházejícího lze snadno rozhod-
nouti, kdy integrál 

1 rr rx'~l ym~1 z " - 1 dxdu dz _ „ . ^ „ . . J = j j j + ^ + = «>0 . P>0. r> o, 
» 

má význam, je-li T' obor obsahující body prvého oktantu a omezený jednak 
rovinami ZF, Y Z, ZX, jednak plochou probíhající v prvém oktantu a protí-
nající roviny XY, YZ, ZX v bodech, jejichž vzdálenost od počátku jest větší 
než jisté kladné číslo. Pro rozhodnutí této otázky jest lhostejno, jak tato 
plocha probíhá, a my si j i účelně můžeme voliti. Předpokládejme tedy, že 
integrační obor T' jest vymezen nerovninami 

y ž 0 , z ž O , x« + y? + zi<L R2. 

Zavedeme-Ii za tohoto předpokladu nové proměnné integrační rovnicemi 

L L 
= y? = n\ z-t=?, x = f , y = ní>, z = íy-

dostaneme integrál, jehož integrační obor v proměnných E, r¡, f bude právě 
KBO) (viz příklad předcházející). Obdržíme snadným počtem 

rgA-i rp-i ¿>-1 dl dy df 
"PrJJJ (V + ť + ťV 

kde 
, 21 2 m 2n Á = —, u = -5-, v = — , a p y 

a má tudíž integrál J tenkrát a jenom tenkrát význam podle (a), když 

l > 0 , m > 0, n > 0, + J + 

Způsobem stejným lze odvoditi i podmínky postačující k tomu, aby 
integrál poněkud obecnější 
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f f f ^ 
J J J (axai y0> zvi 

x ' - • ym~' z"—1 dx dy dz 
(ax"i yč> zvi + bx°i zv> cxa» i/0> z?«)^ 

měl význam; při tom jsou konstanty A, a, b, c, a l t filt ylt a čísla kladná 
po př ípadě nule rovná a determinant z čísel a l f filt yx, <*«. fif ^a. °s> ?s j es t 
od nu ly různý. (Stačí zavěsti nové proměnné Ě,»?, f rovnicemi x"ty^zvi =6®,.. .> 

P Ř Í K L A D 7. Uvažujme integrál t rojný 

/ =ÍIf> [ ( Í ) + (T)'1 — D" 

;0; 

kde T jes t obor vymezený nerovninami (a > 0, f * > 0 , c > 0) 

^ 0 , ( D + ^ + d j k , 

Zaveďme nové proměnné x1( yu zx pomocí vztahů 

(T)=** . 
dostaneme při kladných a, /?, y 

1 = ^aB °T f f f + + XlP'-1 i/l<'1-1 ZlFl~' dXl dyi dZl' 
Ti 

kde obor 7\ jest vymezen nerovninami 

X! ě ; 0, y ^ 0, Z! ^ 0. x t + yx + zj ^ 1 
a kde p=aplt q = Pqx, r = yrx. Zaveďme opět nové proměnné integrační 
Ě. i), f rovnicemi 

Z nich vyplývá 
•*i + i/i + zi = 6. i/i + zi = 6'i?, z, = Slí-

*l = g(l — 'V), !/l = Ě»?(t— £), Z! = 6íjf 

G»> 

(c> 

P(*i. i/i. Zl) 
1 — ij , — 6 , 0 1 - v. — S, 0 

u(i-j). 5(1 — D. —&» = v . e . o 
- , . S»i >jf . 6?, 6«? 

1, 0, 0 
1», ř . 0 = pij. 
vt, 6t, £») 

Oboru 7\ jest přiřaděn obor P , pro který 1, 1. 0 < ; £ £ 1. Neboť, 
že každému bodu oboru P jest přiřaděn jeden bod v 7\, plyne z (c) a naopak, 
že každému bodu. oboru 7\ přísluší jeden bod z oboru P , následuje snadno-
z rovnic, jež obdržíme řešením rovnic (b) podle 6, % f. Jest totiž na př ík lad 

f = Z.1 , 1 —£ = a t e d y O ^ f ^ l 
«/i + zx i/i + Zi _ 

(nehledíc ovšem k bodům, pro něž yx = 0, zx = 0). 
Provedeme-li substituci proměnných i, % £do integrálu daného, dostaneme 

I = ap bi cr 

afr f f f ̂  « P l + < ř l + r i _ 1 í1 — V)Px~X (1 — i)«'"1 dz dr) dC, 
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kterýžto integrál lze ihned vypsati jakožto integrál t rojnásobný, v němž 
jednotlivé integrace se provádějí v mezích 0, 1. Poněvadž však funkce za 
.znaménkem integračním se dá rozložití v součin tří funkcí závislých vždy 
toliko na jedné ze tří proměnných r), f, rozpadá se integrál daný v součin 
tří jednoduchých integrálů, a to těchto 

1 
jV^ÉP.+í . + r.-ldÉ, 
0 

1 . / X p j r f a . + r j (1 — )/<z.+<-i-l d»> — 
0
 r(P i + <Ji + Tj) 

„ A í i + r , ) 

Jest tudíž za předpokladu ovšem, že čísla p, q, r, a, (!, y jsou kladná, 

<*Pr r[p1 + ql + r1)J o 

OP bv cr 

' ( 5 + I + F ) 
čímž daný integrál převeden na integrál jednoduchý. 

312. Obor integrační jest nekonečný. Podobně j a k o dvo jné 
integrály z funkc í s táva j íc ích se nekonečnými v oboru inte-
gračn ím můžeme def inovat i i in tegrá ly dvojné , př i k terýchž 
obor in tegrační pros t í rá se do nekonečna. Vezmeme, abychom 
po jem in tegrá lů t akových objasni l i , v úvahu ne j j ednodušš í 
p ř ípad , k d y obor in tegrační obsahu j e celou rovinu XY. K tomu 
cíli ses t ro j íme si ř adu oborů j ednoduše spočetnou 

<K Q. O, 
--1' --2' —3» • • • 

omezených uzíívřenýini spoj i tými k ř ivkami (kvadra tu ry a rekt i-
f ikace schopnými) a takových, že dn — značiž dn ne jmenš í vzdá-
lenost hranice oboru Sln od počátku nebo od n ě j a k é h o j iného 
pevného bodu, nacháze j íc ího se stále uvni t ř všech Sl„ — roste 
s rostoucím n nade všecky meze. Vyše t řu j eme pak limitu 

lim f[f(x,y)dxdy. (I) 
(I=CO JJ an 

Exis tu je- l i ta to limita a vždy táž limita, ať si zvolíme j akouko l i 
spočetnou posloupnost oborů ížn (s dn rostoucím zároveň s n nade 
všecky meze), s l u j e ta l imita dvo jný integrál z f unkce f(x, y) 
v oboru D„ z a u j í m a j í c í m celou rovinu a značí se 
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f j f ( x , y ) d x d y . ď) 
• o. 

Neexis tu je- l i limita (1), říkáme, že symbol (ť) nemá význam 
Podobně de f inu j í se i dvojné integrály v j iných oborech, 

pros t í ra j íc ích se do nekonečna, na př ík lad integrál z f(x, y 
v prvém kvadrantu , anebo integrál v oboru omezeném para-
bolou atd. 

Pro tyto integrály následuje z definice j e j i ch téměř bez-
pros t ředně věta 

f f f ( x . y) dx d y = f f f ( x , y ) d x d y + f f f ( x , y) dx dy (2) 

o C O" 
pla tná za předpokladu, že obory O', O" dohromady tvoří obor 
O. Je-li obor O obor do nekonečna se prostíraj ící , pak aspoň 
j e d e n z oborů O', O" jest rovněž obor do nekonečna se prost íraj ící . 

313. Mohli bychom při vyšetření otázky, zda daný dvojný 
integrál pro obor do nekonečna se prost í ra j íc í exis tuje , postu-
povati podobně j a k o při integrálech z funkcí stávajících se 
v oboru integračním nekonečnými. Lze však pomocí zavedení 
nových proměnných integrály, j e j ichž obor prostírá se do neko-
nečna, převésti na integrály, je j ichž obor jest konečný, a které 
se mohou ovšem pak vztahovati na funkce, jež v novém oboru 
integračním jsou nekonečné, i když v původním integrálu běželo 
o funkci v celém oboru integračním konečnou. 

Způsob, j a k převedení ono lze provésti, vysvětlím na nej-
jednodušším př ípadě oboru D0 zau j ímaj íc ího celou rovinu. Nej-
prve tento obor rozdělím ve dva, a to v obor konečný, omezený 
kružnicí k o poloměru K a o středu v počátku, a v obor ne-
konečný, položený vně této kružnice ; označíme tento obor SDn 
Tím podle rovnice (2) rozpadne se integrál z f(x, y) v in tegrá ly 
dva, z nichž jeden bude míti za obor integrační kruh s polo-
měrem R, tedy obor konečný. Běží tedy vlastně o vyšetření 
dvojného integrálu 

f f f ( x , y ) d x d y . (3) 

Tento integrál jes t dán limitou (1), při čemž £ln jest obor 
omezený j ednak k ruhem k, tvořícím vnitřní ohraničení oboru £l„ 
(viz odstavec 204), j ednak čarou uzavřenou — po případě čarami 
uzavřenými vně k r u h u k probíhajícími; označíme-li pak ohra-
ničení oboru £l„ vně k ruhu k položené krátce K„ a nejmenší 
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vzdálenost bodů na K„ od počátku značkou dn, jsou obory 
takové, že d„ s rostoucím n roste nade všecky meze. 

Zaveďme do integrálu, k te rý se nachází ve výraze (1), nové 
proměnné x', y rovnicemi 

y = R* ní n <4> 
* + y' * + y 

( transformace inversní, viz odstavec 284). Obor &n změní se 
v obor Sl'„, jehož ohraničením (vnějším) bude opět k r u h k, k te rýž 
inversí se nemění, zbývající pak hranice oboru £l'n — označme 
j i K'n — vyluču je z vni t řku k ruhu k obor (o'„ obsahuj íc í počátek 
(0, 0) ve svém nitru a takový, že oba rozměry oboru toho s ros-
toucím n konverguj í k nule. Nebof z rovnic (4) vyplývá 

R4 

+ = 

má-li tedy n ě j a k ý bod na křivce K„ nejmenší vzdálenost od 
počátku rovnou d„, má příslušný bod na křivce K'n mezi všemi 
body této kř ivky největší vzdálenost od počátku rovnou ff2,í/n. 
Dostaneme tak rovnici 

f f f ( x , y) dx dy = / / / ( J + y n . x f / y n ) " 
°n • a n 

Má-li pravá strana této rovnice limitu, má j i ovšem i levá s t rana 
a naopak. Avšak pravá strana (místo Sl'„ bychom pat rně tam 
mohli psáti k—(o'„, značí-li k též obor omezený k r u h e m k) má 
limitu tehdy a jenom tehdy př i libovolně volených K když 
ex i s tu j e integrál 

f f f i R*x> Rsy' \ R* dx' dy' , 
JkJ ' \ x'* + y'1 ' *'2 - f y» j (x" + i/'l)a ' 1 ' 

Tím převedeno vyšetření, zda symbol integrální (3) má význam, 
na vyšetření obdobného symbolu, k te rý však vz tahuje se na obor 
konečný, a můžeme používati k tomuto vyšetření vět j iž dř íve 
odvozených. 

Z výsledku tohoto jest ze jména patrno, že k tomu, aby měl 
význam integrál (3), jest nutno a postačitelno, aby též 

f f \ f ( x , y ) \ d x d y 

měl význam; obdobný výrok lze učiniti patrně i př i integrálech 
v oborech j iných do nekonečna se prostíraj ících. 
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I j i né vě ty dříve odvozené pro dvo jné integrály z funkc í 
s táva j íc ích se nekonečnými p řevádě j í se snadno na dvo jné inte-
g r á l y v oborech do nekonečna se prost í ra j íc ích. Omezím se 
v té př íč ině toliko na j ednu větu, k te rou ješ tě odvodím. 

Budiž f(x, y) taková, že 
91 

pro všecky body (¿r, y), pro něž x2 + y2>R2. Pak dosadíme-li do 
té to nerovniny podle (4), máme 

í R2x' R*y' \ R*_ R*-2a% 
' [ x'2 + yn ' x'2 + yn ) "(x'a + i/'2)2 1 (x'2 + y'2) 

pro všecky body, pro něž x'2 + y'2< R2, t. j . p ro všecky u v n i t ř 
k r u h u k. Podle této nerovniny jes t funkce v integrálu (5) ne-
konečnou toliko v bodě (jc'=0, y'= 0), a to řádu ne jvýše 4 — a 
stává-li se ovšem vůbec nekonečnou. Má tedy integrál ten podle 
věty odstavce 309 j is tě význam, je-l i 4 — a < 2 , t. j . je- l i a > 2 -
Tudíž i integrál z funkce f(x, y) hovící neroonině (6) má jistě 
význam i pro nekonečné obory vně kruhu x2 + y2=R2 se roz-
prostírající, jestliže a > 2 . 

Podobně, hoví-li f(x, y) nerovnině 
91' 91 

(.v2 + !/*);<• ^ (x3 + y*)l° ' 
pro všecky body, pro něž x2 + y2'>R2, pak integrál z f(x, y) 
v oboru daném vně j škem k r u h u x2+y2=R2 má tehdy a j e n 
tehdy význam, když a > 2 . 

Kdyby obor, podle k terého se má integrovati , nezau j íma l 
celou nekonečnou rovinu, nýbrž jenom j is tou část, mohli bychom 
postupovati s te jně . Tak na př ík lad obor obsahuj íc í k ladnou část 
osy X-ové od bodu (1, 0) poč ína je do nekonečna a omezený j e d n a k 
obloukem paraboly o rovnici y2 = 2px, j e d n a k obloukem k r u h u 

+ y2 = 1, změní se inversní t ransformací (4) při R= 1 v obor 
konečný omezený j ednak obloukem k ř i v k y o rovnici 

y'1 = 2px'(x" + y'1), 

j ednak obloukem k r u h u jc'2-f y'2= 1. Bod (0, 0) bude však v tomto 
případě položen na obvodě toho oboru; hranice oboru má v tomto 
bodě bod úvra tu . 

314. P Ř Í K L A D 1. Uvažujme integrál dvojný 

[sin (x 2 +i / 2 ) dxdy. 

Petr, Integrální pučel, 2. v. 4 0 
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kde O0 jest obor obsahující celou rovinu. K rozhodnutí, zda tento nevlastní 
integrál má význam, stačí vyšetřiti, zda existuje limita výrazu 

J J s i n ( x 2 + i/2) dxdy (p) 

pro ten případ, že lim R = o o ; KR jest kruh, jehož střed jest v počátku a 
jehož poloměr jest R. K výpočtu integrálu (p) použijeme transformace v sou-
řadnice polární; obdržíme j e j ihned jakožto rovný dvojnásobnému integrálu, 
jakož vy jad řu j e rovnice 

2ji R 
f f sin (x2 + y3) dx dy = f d f j r sin (r2) dr = 2n . 1(1 — cos (R2)). 

kR oo 
Avšak limita výrazu ji(1—cos R2) pro lim R = oo neexistuje a tudíž daný 
symbol nemá významu. Ostatně plyne to též ihned z okolnosti, že integrál 

f j\ sin (x'- + y2)\ dxdy 
O. 

jest bez významu, kterážto okolnost jest téměř bezprostředně patrnu. 
Podotýkám ještě, že integrály dvojnásobné 

00 00 00 00 
JdxJsin (x2 + i ň dy, f d u f s [ n ^ + ^ d x 

—00 —00 —OO —00 
význam mají a že jsou si i rovny. Neboť pro první integrál na příklad plyne 

00 00 
JdxJ[sia (x2) cos (y2) -)- cos (x!) sin (i/2)] dy = 

—00 —00 
00 00 00 00 

= Jsin(x2) dxj 
cos (y2) dy jcos(x2)dxJ"sin (i/2) dy = 

—00 —00 —00 —OD 
=L/L L/L'+ YL =71 (VIZ ODSTAVEC 187)-

P f t Í K L A D 2. Kdybychom postup v příkladě předcházejícím použitý a 
opírající se o integrál (p) použili u symbolu integrálního 

I"f sin ( x 2 y ' ) 2 dx dy, D0 jest obor obsahující, celou rovinu XY, 
b . 

nedospěli bychom k důkazu, že tento symbol nemá význam.*) 
Naopak lze snadno obecněji dokázati, že limita 

lim I'[sin (x2 + y*)* dxdy (</) 

*) Že 

daný integrální symbol jest bez významu, vyplývá z okolnosti, že 

ff\sm{x* + y2)2\dxdy 
o. 

jest bez významu, jakož bezprostředně téměř jest patrno. 



627 

existuje, je-li On obor omezený křivkou uzavřenou, spojitou, protínající 
každý polopaprsek z počátku vycházející v jediném bodě a konečně takovou, 
že nejmenší vzdálenost Dn bodů na ní položených od počátku s rostoucím 
n roste nade všecky meze. Neboř jest 

2* FnW 2* F„'M 

f j"sin (x2 + i/2)2 dxdy = f dep jsin (r4) rdrd<p = -\fd<p f sin (s2) ds 
bH o o o ' o 

(zavedeny nejprve polární souřadnice r, <p; pak užita substituce r2 = s); při 
tom jest Fn(<p) funkce, jež jest definována v intervalu (0, 2ji) tak, že jest stále 
fn((p)^.Dn. Poněvadž však Dn s rostoucím indexem roste nade všecky meze, jest 

/sin (s2) ds = i l / - ) - en(<p), kde | (n(<p) | < tn, limf:/i = 0 J ' ' -n=o o 
a následkem toho (podle věty o střední hodnotě) 

| jjsin (x2 + i/2)2 dx dy - \n f\n | < ne,u 

odkudž svrchu uvedené tvrzení vyplývá; limita (q) tedy vskutku existuje a 
jes t rovna Stejný výsledek bychom obdrželi, kdyby hranice oboru On 
každý polopaprsek z počátku vycházející místo v jediném bodě protínala 
v jistém počtu bodů, jenž může býti větší než 1, avšak stále a pro všecky 
indexy jest menší než určité číslo kladné P. 

P Ř Í K L A D 3. Uvažujme integrál 

/ / E Š & R ' •>»• ' > » 
Dfl(i) 

kde Cjjl1) jest obor nekonečný daný tou částí prvého kvadrantu (x^O, 0), 
je j íž body jsou vně křivky o rovnici x"-\-y? = R2; jest tedy obor O«*1) úplně 
vyznačen těmito nerovninami: xSiO, i/S^O, x ' - ( - y ? ^ R2. • 

Provedeme na integrál předložený transformaci danou rovnicemi 

xl" = , uifi = ^ ^ • v' 0 u' 0 

Transformace tato jest jisté zevšeobecnění transformace inversní. Nejprve jest 

I D(x, y) | _ 1 

(x'" + yV)a f 
a tudíž 

f f dxdy _ rr dx' dy' 
J J (x" -j- yi1)-* JJ 

£r{1) Í5fl(1) (x><, + y>i)° t> 

kde íí.«*1) jest obor konečný v rovině proměnných (x',yf) vymezený nerovninami 

2 2 

;0, y ' é 0, x"< + yV £ ~ 

38* 
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Funkce v novém integrálu jest konečná v oboru URM, jestliže A > 2/a + 2/0: 
není-Ii tato podmínka splněna, stává se funkce nekonečnou v bodě (0, 0) po-
loženém na hranici oboru Í2RW; integrál však právě získaný shoduje se v pod-
statě s integrálem příkladu 2, odstavec 311; užijeme-Ii výsledku tam docíle-
ného, vidíme ihned, že nutná a postačující podmínka, aby integrál nově 
získaný a tudíž i integrál původně daný měl význam, jest 

' 2 1 1 I I - + + t. j . aby A > + -Í. . a p a p a p 
Z výsledku tohoto a příkladu 2, odstavec 311, jest patrno, že integrální symbol 

dxdy rr dxdy 
JJ (x" + yý 
C(1) 1 ' 

v němž obor O d jest celý první kvadrant, nemá při žádném A významu. 

2. I N T E G R Á L Y P L O Š N É . 

315. Způsobem obdobným, j ako zavedeny by ly integrály 
kř ivkové při jedné integrační proměnné, lze při dvou proměn-
ných zavésti integrály plošné. Budiž dána jistá spoji tá část 
plošná —• značme ji H — taková ne jp rve , že rovnici j e j í lze 
psáti ve tvaru 

z=f(x,y). (1) 

Při tom nechť dostaneme na základě této rovnice souřadnice 
všech bodů na. II a každého bodu j edenkrá t , necháme-li y] 
probíhat i j is tý obor Q roviny XY; f(x, y) jes t spojitou funkcí 
proměnných x, y v Q. Vezmeme pak v úvahu tento integrál dvojný 

J f F ( x , y, f(x, y)) dx dy. 
o 

Integrálu tomuto násobenému buď +1 anebo —1 říkáme integrál 
plošný podle plochy II (podle části plošné II) z funkce F(x,y,z). 
Zavádíme pak pro ně j s t ručnějš í označení na základě rovnice 

(pí) 
f j F(x, //, z) dx dy = f JJF(x, y, f(x, y))dxdy, i = ± 1. (2) 
'n a 

Rovnice tato podává nám označení a zároveň definici inte-
grá lů plošných. Ovšem není definice tato úplná (jednoznačná), 
neboť na pravé straně jest činitel e, j e j ž můžeme si zvoliti rovný 
buď + 1 anebo rovný —1. Při integrálech kř ivkových činitel 
± 1 nemusil býti zaváděn; tam totiž byla možnost vhodnou volbou 
směru integračního, k te rý oznapením byl vytčen, dáti přísluš-
nému integrálu činitel ± 1. Možnost taková při integrálech 
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plošných není; abychom však i tu účelně stanovili číslo e a 
tak zavedením integrálů plošných docílili vskutku v úvahách a 
dalších vyšetřováních zjednodušení , omezíme se na plochy mající 
dvě strany. 

Takové plochy o dvou stranách jsou především spoj i té , uza-
vřené plochy, jež tvoří hranici tělesa.*) Bod, který nachází se 
uvni t ř takové uzavřené plochy a tedy uvnitř tělesa, nemůže, po-
hybuje - l i se, proniknouti do vně jšku uzavřené plochy, ledaže 
pronikne skrze uzavřenou plochu; obdobně jest tomu i př i bodu, 
k te rý se pohybu je vně té uzav řené plochy. Můžeme tudíž vsku tku 
na takových plochách (pokládáme-li j e aspoň v představě jaks i 
za hmotné rozhraní dvou částí prostorových) rozeznávati dvě 
s t r any ; na j ednu stranu naráží bod pohybuj íc í se z vni t ra ke 
hranici , na druhou bod pohybuj íc í se vně tělesa k jeho hranici . 

Rovněž každá část plochy uzavřené a tvořící hranici tělesa 
jes t plochou maj íc í dvě strany. Tak na příklad část plošnou H 
svrchu pomocí (1) stanovenou lze pokládati za část hranice j is tého 
tělesa (další částí hranice mohou na příklad býti j e d n a k plocha 
válcová rovnoběžná s osou Z o řiditelce dané k r a j e m plochy H, 
j e d n a k rovina rovnoběžná s rovinou XY a neprot ínaj íc í plochu 
(1)). Má tedy II dvě s t rany; na j ednu z nich naráží bod pohy-
buj íc í se rovnoběžně s osou Z ve směru kladném, na d ruhou bod 
pohybuj íc í se rovnoběžně k Z ve směru záporném. Tuto d ruhou 
s t ranu plochy H pak nazveme horní a označíme /7(A), prvou pak 
nazveme dolní stranou a označíme Z7<d>. Zavedeme pak vlastně 
místo integrálů plošných integrály podle jednotlivých stran 
])lochy těmito rovnicemi 

( P Í . ) 

j j F(x, y, z) dx dy = 
/7<*> O 
(pl.) 
J JF(x, y, z) dx dy = —jfF(x, y. f(x, i/)) dx dy. 
¡¡id) S! 

Mějmež nyní spoji tou plochu H o dvou stranách 77(I), 77<n> 
<i takovou, že j i lze rozložití v konečný počet ploch 77x, 772 , . . . , Hm, 
při čemž rovnice plochy Tik (k = 1, £ , . . . , m) jest dána rovnicí 
z = fk{x, y), ve kteréž [*,•!/] probíhá obor Qk a fk(x, y) jes t spoj i tou 
funkcí obou proměnných v tomto oboru. Budiž dále rozklad 
plochy TI v plochy IIk j iž takový, že buď jest horní s t rana plochy 

*) Pod „tělesem" vyrozumíváme v následujícím obor t rojrozměrný spo-
j i tý , ohraničený plochami spojitými názoru přístupnými. 

+ [jF(x,y,f(x,y)) dxdy, 
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l i t ve všech svých bodech shodná se stranou Z7(I), aneb že tomu 
tak jes t u dolní s t rany plochy /7*. Pak klademe, def inu j íce plošný 
integrál z funkce F(x, y, z) podle s í rany /7(1> plochy H, 

(pl.) m 

f[F(x, y, z) dx dy = J e t f f F ( x , y, f(x, y)) dx dy ; (3) 
#7(1) ak 

tu j e s t ejt = + 1, je-li horní strana plochy Hk součástí té s t rany 
podle níž se in tegru je ; je-li však dolní s t rana plochy Hk součástí 
s t r any /7(I), jes t klásti f * = — 1. Stejně se de f inu j e plošný integrál 
podle s t rany Í7(II>. Očividně jest 

(PÍ.) (p i ) 
f f F ( x , y , z)dxdy = - j ' f F(x, y, z) dx dy. (4> 
7 7 ( ! ) 7 7 ( " ) 

Tak na příklad je-li daná plocha elipsoid E o rovnici xi/as-\-y2/bi-\-z2/c2 = 
= 1, rozdělíme j i ve dvě části nx, IIi o rovnicích 

! = (část Uj ) ; 

= - c | / l - (část i7j). 

Vnější strana elipsoidu skládá se z horní s t rany části a dolní s trany části 
nt• obory Qt- daně jakožto průměty částí 77lf 77a na rovinu XY redukuj í 
se na jediný obor Q omezený elipsou o rovnici Í>2JT2 + a2i/2 = a2b2. Tedy jest 

(pl.) 
j f F ( x , y,z) d x d y = f f F ( x , ^ c j / i - ^ - ^ j d x dy -

- f f F ( x , y , - c ] / ^ J Z Z ) d x d y . 

E(vníi) (5> 

316. Rozpadá-li se těleso ohraničené spojitou uzavřenou 
plochou II pomocnou plochou spojitou n na dvě části omezené 
uzavřenými spojitými plochami IIU Ií2, jes t pa t rně 

f f F(x, y, z) dx dy =f fF(x, y, z) dx dy +J f F(x, y. z) dx dy, 
n O /T.Ó) 77,(1) 

při čemž index horní (1) značí na př ík lad vnější stranu přísluš-
ných uzavřených ploch. Neboť pravá s trana liší se od levé jenom 
tím, že na pravé straně (vedle integrálů podle dvou částí plochy 
/7(I>) se vysky tu j í integrály podle obou stran plochy TI, j ež podle 
(4) m a j í součet rovný nule. 

31?. Zvlášť jednoduché stanovení čísel f* v rovnici (3) docí-
líme, předpokládáme-li , že daná spoji tá, uzavřená plocha (podle 
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k te ré se in tegrál plošný počítá a k t e r á o m e z u j e j i s t é konečné 
těleso) má normálu aspoň v j ednom bodě M* každé části Hk , a to 
normálu , j e ž není kolmá k ose Z. Učiňme tento p ředpok lad a ze 
dvou možných směrů n a normále v bodě Mt u v a ž u j m e směr od 
tělesa omezeného danou uzavřenou plochou, t. zv. směr nor-
mály vnější; označíme j e j n*> Pak pa t rně , svírá-li směr OZ se 
směrem vně j š í normály nt úhel ostrý, j es t horní s t r ana na části 
n k vně jš í s t ranou na dané uzavřené ploše; svírá-li úhel tupý , j e s t 
dolní s t r ana na části Tik vně jš í s t ranou dané plochy. Můžeme 
tudíž, jestliže /7 ( I ) jest stranou vnější dané uzavřené plochy, 
rovnici (4) psát i takto 

(Pi.) «1 
f f F ( x , y, z) dx dy = ^ s ign c o s (Z, nk)ffF(x, y, f(x, y)) dx dy, (6) 

/ 7 ( D * = 1 ak 
kde (Z, m) jes t úhel osy Z s n ^ a kde sign a = + 1 aneb — I podle 
toho, je-li a k ladné aneb záporné. 

Rovnice p rávě odvozená jes t p l a tna ovšem i v tom p ř ípadě , 
že běží o p lochy neuzavřené maj íc í však dvě s t rany . P a k nk znáči 
směr no rmá ly — jakož to polopaprsku vycháze j íc ího z bodu Mk 
— vztyčené na té s t raně plochy, podle k te ré se i n t e g r u j e , t. j . 
na s t raně IJa.\ 

318. S t e j n ě j a k o integrál plošný vzhledem k spo j i t é ploše 
o rovnici z = f(x,y) (resp. ku ploše, k t e r á se dá rozložiti v k o n e č n ý 
počet částí vesměs o takovéto rovnici a k te rá tedy jes t p r o t í n á n a 
p ř ímkami rovnoběžnými s osou Z v konečném počtu bodů) lze 
def inovat i in tegrá ly plošné 

(pi) (pi) 

f f F(x. y. z) dx dx, f f F(x, y, z) dy dl (7) 

//ÍD ni O 
a to první in tegrál tenkrá te , jestl iže plocha TI se dá rozložit i 
v konečný počet částí, j e j i c h ž rovnice m a j í tvar y = h{z, x), d r u h ý 
pak tehdy, když se dá rozložiti plocha ta v konečný počet částí 
o rovnicích tva ru x = g(y, z). Lze opět rozeznávat i i . tu i n t eg rá ly 
vzhledem k oběma s t ranám plochy a zavedeme obdobná s tanovení 
a označení j a k o př i integrálech plošných, j e j i c h ž in tegračn í 
proměnné b y l y x, y; tak neliší se výrazy (7) od v ý r a z ů d ř í v e 
zavedených než j i n ý m označením proměnných . 

Konečně in tegrá l 
(pi) 
f f l F ( x , y, z) dy dl + G(x, y, z) dl dx + H(x, y, z) dx dy], (8) 
nW 
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pokládáme-li j e j za součet tří integrálů plošných z funkce /' 
resp. G, H podle integračních proměnných \y,z\ resp. [z, x], [JC, 1/], 
má podle předcházejícího význam, je-l i plocha TI p ro t ínána rovno-
běžkami s osami X, Y, Z v konečném počtu bodů a lze-li j i nad 
to rozložití j ednak v konečný počet částí o rovnici z = f(x,y), 
j e d n a k v konečný počet částí o rovnici x = g(y, z) resp. o rovnici 
y = h(z, x). 

Připust íme ještě do úvah svých plochy válcové rovnoběžné 
s jednotl ivými osami. Značí-li na příklad Fz(I) j ednu s t ranu části 
plochy válcové, j e j í ž př ímka vytvořuj íc í jest rovnoběžná s osou 
Z, klademe 

(pi) • 
ffH(x,y,z)dxdy = 0; (9) 

rzfo 
obdobné rovnice nechf platí o částech válcových ploch Vx , VY. 

319. Předpokládejme, abychom výraz pro integrál plošný 
ješ tě více zjednodušili, že rovnici plochy 77, podle j o j í ž j edné 
s t rany se in tegruje , lze psáti ve tvaru parametr ickém 

x = <p(u;0), y = if>(u,o), z = x(u,0). 

Při tom každému bodu plochy 77 přísluší jedna dvojice [u. oj 
j i s tého oboru & a naopak každé dvojici [U, P] j eden bod |x ,y ,z ] 
ha 77. Funkce <p,V>,X nechf jsou funkce proměnných u, o v Q' spo-
j i té , maj íc í v Sy derivace rovněž spojité. 

Kosiny směrné normály v bodě (u, v) jsou dány rovnicemi 

/ V í ±A / V í ±B 

cos (A, n) = . cos (r ,n) = l l -.---. 
y A2 + Ba + Ca ]/A2+B2+C2

 ( 

cos (Z, n) = ., ~ _ , 
y A * + B 2 + C 2 

kde ve všech třech výrazech jest buď zvoliti znaménko horní 
anebo dolní a kde 

A_DtoLz) 
D(u, O) ' D(U,D)' C~'D(U,D) 

(viz odstavec 297, (2) a odstavec 29tí). Bod M\ k terý se nachází 
na normále vztyčené na jedné straně plochy 77 ve vzdálenosti / 
od pa ty normály M, má souřadnice 

<p(u, D ) - ( - A C O S ( X , n), ip(u, o) + Á cos (7, n), z(u, o) + cos (Z,n). (11) 

Mění-li bod M na ploše 77 spoji tě svoji polohu, 'mění i bod M' 
(položený na normále v bodě M — stále na téže straně vztyčené 
— ve vzdálenosti X od M) spojitě svoji polohu. Tudíž i souřad-
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nice jeho v (11) se spoji tě mění a následkem toho jest ve výrazech 
(10) voliti při všech bodech plochy 77 stále totéž znaménko (a sice 
buď horní anebo dolní podle toho, o kterou s t ranu plochy TI 
běží). Můžeme tudíž psáti (jelikož odmocninu bereme kladně) 

sign cos (X, n) = ± sign A, sign cos (F, n) = ±_ sign B, 
sign cos (Z, n) = ±_ sign C, 

kde znaménko ± jest voliti ve všech těchto rovnicích a pro 
všecky body plochy II s tejné. Zavedeme-li tedy do výrazů na 
pravé straně rovnice (6) místo [JC, y\ za integrační proměnné [U, D], 
dostaneme (podle pravidla odstavce 278) 

sign cos (Z, nic)ffF(x' »' f(x- #)) dx di) = 

= ±J f F(<p, V', Z) sign C. C du do = + JJF(<p, V, z) C du do 
u ' , a>k 

a poněvadž znaménko ± jest u všech sčítanců na pravé s t raně 
rovnice 6) totéž a součet oborů .Oddává obor jes t 

(p i ) , , 

f [ f ( x . >/, -A dx dy = ± f f F(v, i>, z) c du do. . (12) 
>Ř(J) 

Předpoklady svrchu učiněné o existenci a spojitosti derivací 
funkcí <p, V, X nemusí býti splněny podél bodů resp. čar oboru 
i2', lze-li jenom ty body resp. čáry uzavříti v obory, j e j i chž plochu 
celkovou lze učiniti libovolně malou, a mimo to tak, že zbytek 
oboru £y jest jednoduše souvislý. Neboť pak postačí pohyb bodu 
M svrchu v úvahu vzatý omeziti jenom na ty části plochy, k te ré 
právě odpovídaj í onomu-zbytku oboru Předpoklad o jedno-
jednoznačném přiřadění bodů [JC, y, z] na II a dvojic [U, D] oboru 
•O' lze podobně rozšířiti (viz také odstavec 281, př ík lad 1). 

P Ř Í K L A D . Rovnici elipsoidu E v odstavci 315 v úvahu vzatého lze 
psáti parametr icky ve tvaru 

.v = a cos.u sin o, ij = b sin u sin p, z = c cos p. 

Obor il' proměnných |u, p\ jes t dán na příklad pravoúhelníkem, jehož vrcholy 
ma j í souřadnice |0. 0|, |2w, 0|, \2n, n\, |0, JI]. Přiřadění mezi (x,y,z) a (u, o) j es t 
nehledě ke hranicím pravoúheln íka (t. j . ke s t ranám spoju j íc ím j ednak 
vrcholy \2n, 0|, \2ji, JÍ|, j ednak vrcholy (0, 0|, (0, JI]) jedno-jednoznačné. Pro 
funkcionální de te rminanty máme 

— A = bc cos ÍÍ sin2 — B — ac sin u sin2 D, —C = ab sin o cos p. 

I j e s t tedy (neboť v rovnici (10), značí-Ii n směr normály vnější, jes t voliti 
v tomto př ípadě znaménko dolní) 
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(pí) 
J jF(x, y, z) dx dy =JJF{a cos u sin o, b sin u sin o, c cos o) ab sin o cos o du dt>-

E(v néj.) o> 
Pravou stranu lze snadno v tomto případě vypsati jako integrál dvojnásobný. 

320, Platnost rovnice (12) rozš i řu je se ihned na integrály (8) 
za předpokladů o ploše 77 v obou odstavcích předcházej ících uči-
něných. Jest 

( P Í . ) 

f f l f ( x , y, z) dy dz + G(x, y, z) dz dx -f H(x, y, z) dx dy] = 
¿(i) ( r > ) 

= + / / [ ^ ( « P . V,Z)A + G(<p, 1>,z)B + H(<p, V, z) C] du do, 
o' 

kde znaménko + závisí na s traně plochy 77, podle k teré se 
integruje , a na volbě proměnných u, v. S touto rovnicí souhlasí 
i stanovení v (9) učiněné; neboť na části válcové plochy V z jes t 
stále C = 0. 

Rovnice (13) uži jeme jako prostředku k j inému v y j á d ř e n í 
plošných integrálů. Rozložme obor Q' v integrálu pravé s t rany 
té rovnice na obory menší o / 8 , . . . , (o'm; pak jest 

//>(„ * *) A du do = / / + / / + / / + ...+//• 
Q' 01', £o'j a»', w'm 

Funkci integrovanou (kterouž jsme na pravé s traně vynechávali) 
můžeme psáti j ako součin 

jehož druhý činitel jest kladný. Lze tudíž užiti na integrál věty 
o střední hodnotě; předpokládáme-li při tom pro jednoduchost 
vedle spojitosti derivací funkcí <p, ty, x ještě spojitost funkce F 
v oborech, o něž jde, můžeme tudíž psáti se zřetelem k (10) a ( + ) 

~ f f A dudo = 
a• 

m 
= ] Y ] F(ii, >», 6 ) C O S ( I , N , J Y f ]/A2

 + B2
 + C J du do. 

1=1 Cl, 

Oboru o)'i proměnných (u, o) přísluší na ploše 77 j is tá část j e j í , 
j iž označíme krátce ff,; rovněž tak označíme velikost povrchu 
této části ff,. Bod (|„ rji, £,) jest patrně bod na ff,; m pak jest 
normála v tom bodě ku ploše 77 a to na té straně plochy vztyčená, 
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podle k teré se právě in tegruje . Máme pak dále (na zák ladě 
formule (II) odstavce 298) 

m 

± f f F(<p, ip, z) A du do F(£i, tu, Cí) cos (X, m). a. 
i=i 

Rovnice tato jest platna, ať si zvolíme m jakkol iv veliké; nechá-
me-li m vzrůstati nade všecky meze a zároveň rozměry části af 

konvergovati k nule, lze pravou stranu psáti j ako dvojný in-
tegrál*) 

f f F ( x , y,z)cos(X,n)do; (14> 
n 

neboť funkce F(x, y, z) cos (X, n), jsouc spojitou funkcí bodu na 
ploše, jes t integrace schopna. Při tom jes t bod (x, y, z) bod na 
ploše IT, n jes t pak normála v tomto bodě ku ploše II vztyčená 
na té straně, na které se in tegruje . 

Podobně lze vy jádř i t i i ostatní sčítance pravé s t rany rovnice 
(13), takže celkem lze psáti 

(pi) 
jj[F(x, y, z) dy dz + G(x, y, z) dz dx + H(x, y, z) dx dy] = 
/7(i> (15> 

= f f [^í*. y, z) cos (X, n) + G(x, (/, z) cos (K, n) + H(x, y, z) cos (Z, n)] ~da. 
n 

321. Jelikož jest identicky 

JfF(x,y,z)cos(X,n)do=ffF(x, 
lJ' ^ cos (zi //) C 0 S d a 

n n 
a podle předcházej ícího odstavce 

(pi) 
j f F(x, y, z) dydz=J jF(x, y, z) cos (X, n) do, 
//(i) " 

*) Při definici dvojného integrálu z funkce f{x,y) v oboru íl jsme dělili 
obor r o v i n n ý il nn jistý počet oborů <ulr cog a>m. Tady vyskytuje se obor 
77 daný jistou plochou, ten. se pak dělí na obory olf o s , . . . , am. Každému bodu 
oboru II jest přiřaděna jistá hodnota funkční; jelikož poloha bodu závisí 
toliko na dvou parametrech, jest funkce ta ve skutečnosti závislá také jenom 
na dvou proměnných, ježto však plocha II není rovinná a ve funkci F(x,y,z) 
jest vyznačena závislost na bodu stanoveném svými souřadnicemi prostoro-
vými, vyskytují se v ní tři argumenty (ovšem ne nezávislé). Jinak nic ne-
překáží, abychom definici integrálu svého času podanou pro obory rovinné 
nepřenesli beze změny na obory dvojrozměrné dané povrchem plochy II. 
Rozměry ploch o; můžeme měřiti prostřednictvím dvou systémů čar na ploše 
vhodně volených, na příklad v našem případě pomocí systému čar u = konsL 
a systému o = k o n s t . 
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(pi.) 

J I W n 
•dále pak 

cos (X, n) dz 
cos (Z, n) ňx 

— p. (viz též odstavec 297, (2)) 

jest ihned 
(pi) (pi) 
j J F(x, y,z)dy dz= — J J F{x, y, z) p dx dy. 
n(!) /id) 77(1) 

(16) 

Podobně 
(pi.) (pi) 
j j F(x, y, z) dx dz = — j fF{x, y, z) q dx dy. 

77.1) „(I) 7 7 D ) 

(pl) 
(17) 

Při tom jsou počítány p, resp. q (jakožto derivace z podle 
nezávislé proměnné JC, resp. y) z rovnice plochy n a činěny 
0 ploše té mlčky jisté předpoklady, jež k odvození vztahů 
v předcházejícím užitých byly předpokládány. 

POZNÁMKA. Rovnice (15), po případě rovnice (16) a (17) 
mohou sloužiti za podklad k rozšíření pojmu plošného integrálu 
1 na takové části plošné, jež jsou prot ínány rovnoběžkami s osou 
Z (po případě s osou X aneb Y) v nekonečném počtu bodů. Ovšem 
zase jest při příslušných částech plošných nutno předpokládati 
existenci normály v každém bodě plochy. 

322. Řešme nyní tento úkol: Jaké jsou nutné a postačující 
podmínky, aby plošný integrál 

byl roven nule, af jest IIM jedna strana jakékoliv uzavřené 
plochy probíhající v jistém trojrozměrném oboru T. Při řešení 
tohoto úkolu omezíme se přirozeně na plochy, pro něž podána 
definice plošných integrálů, a později učiníme o nich další ome-
zující předpoklad. Vedle toho učiníme předpoklad, že funkce 
F, G, H jsou v oboru T spojité funkce tří proměnných (x, y, z) a 
že maj í v T derivace iiF/dx, i>G/č>y, í>H/bz rovněž spojité. 

Zvolme si nyní uvnitř oboru T libovolný bod [x0, i/0, z0], který 
nechť jest středem krychle K o straně 2(5 a o hranách rovnoběž-
ných s osami XYZ. Při tom nechť jest ó j iž tak malé, aby K bylo 
cele uvnitř T. Vypočteme integrál daný berouce za vnější 
stranu povrchu této krychle. Nejprve jes t 

(pi) 
j f [F(x, y, z) dy dz + G(x, y, z) dz dx + H(x, y, z) dx dy] (21) 

77(i) 
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( P Í . ) 

f f H { x , y, z) dx dy = J j [H(x, y, z„ + d) — H(x, y, z„ — <5)] dx dy. 
ZevnějSI povrch K Čtverec 

(x,—i. v,—i; !„+<), y,+S) 

( Integrály podle ostatních stěn jsou ident icky rovny nule; viz (9)). 
Užijeme-li věty o střední hodnotě, máme dále, zkracuj íce ozna-
čení integrální, 

Z. p. K Ctv. L J 2 = 2 0 + Sd Ctv. 

_ 8ás i>H(x'0,y'0tz'n)" 
dz'0 

Při tom jes t & číslo intervalu (—1 + 0, 1—0), jež jes t spoji tou 
funkcí bodu [JC, y\, a [JC'0, y'0> z'0] bod položený uvnitř K. 

Podobně se vypočtou i druzí dva sčítanci v integrálu (21), 
takže jest celý ten integrál pro př ípad krychle rovný výrazu 

8 0 L + + dz'o J ' 

při čemž body \x'"0, y'"o, z'"0], y"o, z"0] jsou rovněž j isté body 
uvnitř K. Jelikož daný integrál má býti rovný nule, ať jest 
plocha, podle k te ré se in tegruje , jakákol iv , jest výraz získaný 
rovný nule a tedy 

i>F(x'"„. y'"0, z % ) dG(x"0.y"0,z" ) , č>ff(x'„,i/'0 ,z'0) 
0 x ' " o " by"« Sz '„ 

Tento výraz jes t stále roven uule, ať jes t ó jakkol iv malé. iVlá 
tedy tento výraz i l imitu rovnou nule, když ó konvergu je k nule . 
Avšak v tomto p ř ípadě body (x'0, y'0> z'0), (x"0 , . . .) , . . . konve rgu j í 
k bodu (jc0, yo> Zo) a jes t tudíž v důsledku předpokládané spoji-
tosti derivací funkcí F, G, H 

5F(Xq , t/p, z 0 ) j)G(xo, yo. z^ ň ď ( x 0 , y0, z 0) _ Q 

S x 0 Si/o S z 0 

Bod (*„, i/oi Zo) může však býti k terýkol i bod Uvnitř oboru T ; 
můžeme tedy tuto rovnici psáti též ve tvaru 

Í + f + ! ? = 0 ' l*) y> Z1 v oboru T, 

což jes t hledaná nutná podmínka. 

323. Avšak můžeme též snadno dokázati , že nalezená pod-
mínka jes t také podmínkou postačující . K tomu cíli zevšeobec-
níme poněkud úvahu v odstavci předcházej íc ím provedenou. 
Budiž nyní dáno těleso uvnitř oboru T cele položené, omezené-
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j ednou uzavřenou plochou spojitou TI, j ež j e s t prot ínána každou 
rovnoběžkou s osou X, resp. Y, Z toliko ve dvou bodech. 

Uvažujme plošný integrál 
( p i ) 

, y, z) dx dy, .TZWnechf jest vnějš í s t rana plochy II. 
/TW 

Vyplňuje-l i průmět plochy II na rovinu XY obor £2, můžeme 
tento integrál též psáti ve tvaru 

JJ(H(x, y, za) — H(x, y, z^) dx dy, z2 > z , ; 
a 

{viz příklad odstavce 315, k označení porovne j odstavec 293). 
Užijeme-li věty o střední hodnotě počtu diferenciálního a potom 
věty o střední hodnotě počtu integrálního za předpokladu, že 
H{x, y, z) jakož i dH/dz jsou v T funkce spoji té, dostaneme po-
s tupně pro poslední integrál tyto hodnoty 

/ / ( Z ' - Z 4 A ? ] D X D V = 

Q ' Jí=z1 + e(21 — z,) 

L Jx=x> O 
v=y 
z=z' 

při čemž Ó < ® < 1, [x'0,y'0, z'0] pak jest j i s tý bod uvnitř daného 
tělesa; V konečně jest krychlový obsah tělesa daného (viz odstavec 
293, (II')). Obdobné výsledky máme i pro ostatní sčítance inte-
grá lu (21) a jest celkem integrál (21) rovný výrazu 

v ra/W y'"0, z'"„) í>G(x"0.y"0,z"o) , i>H(x'0. y'0. z'0)i 
L Sx"'o " ^ i>y"0 ^ ňz' J ' 

při čemž body [je'"0, y'"o, z''o], «/"o. z"o] jsou rovněž jisté body 
uvnitř daného telesá. Výsledek (*) a tudíž i právě napsaný 
j e s t platný i pro tělesa ohraničená j ednou uzavřenou plochou, 
k terá jest protínána každou rovnoběžkou s osou X nebo Y nebo 
Z i ve větším (avšak konečném) počtu bodů než 2; neboť každé 
takové těleso lze pomócnými plochami rozděliti na konečný 
počet těles takových, j á k o jes t to, jež j sme bral i v úvahu, atd. 

Učiňme nyní předpoklad, že v T jes t u funkcí F, G, H splněna 
relace (22), a rozdělme třémi k sobě kolmými systémy rovno-
běžných rovin celý prostor li& krychlové obory o straně <5. Tím 
se i těleso, jehož ohraničení neúhf jes t dáno plochou II — 77(I> 
budiž vnější s trana tohoto ohraničení — rozpadne j ednak na celé 
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krychle, j ednak na části takových krychlí a integrál (21) podle 
věty odstavce 3í6 lze psáti j ako součet integrálů tvaru 

ff(Fdydz + Gdzdx+Hdxdy); (X) 

nW jest vnější strana plochy uzavřené omezující jednu část, 
na které sé těleso s ohraničením II rozpadá (krychle resp. část 
krychle). Avšak podle (+) jest tento integrál roven obsahu té 
části (jež jes t rovna buď ó3 aneb menší než á3) násobenému hra-
natou závorkou v (+) za předpokladu ovšem, ze [x', y', ..., 
|JC"', . . .] jsou tři body uvnitř té části; odchylky vzájemné těchto 
bodů mezi sebou resp. je j ich odchylky od jednoho bodu pří-
slušné části jsou menší než <5. Činíme-li tedy předpoklad, že 
derivace funkce F, resp. G, H podle x, resp. y, z jsou funkce 
.spojité v T, pak v důsledku (22) jest hranatá závorka menší než 
kladné číslo £, zvolíme-li vhodně <5 (t. j . dosti malé), a to pro všecky 
části, na něž se těleso s ohraničením II uvažovaným systémem 
rovnoběžných rovin rozpadne. Zvolíme-li tak <5, jest integrál (X) 
menší než 

ř óa 

a integrál (21) menší než 
eV. 

Jelikož pak e jest číslo kladné libovolné a integrál (21) na ó 
nezávislý, jest integrál (21) rovný nule a podmínka (22) jest 
])odmínkou postačující. 

Jest tedy celkem dokázáno, ze nutná a postačující podmínka, 
aby integrál (21) byl roven nule, ať jest /7(I) j edna strana jaké-
koliv uzavřené, na T probíhající plochy spojité a souvislé, jež 
tu brány jsou v úvahu, jest za předpokladu, že funkce F, G, H 
maj í derivace prvá podle x, druhá podle y a třetí podle z, že 
všechny tyto funkce (počtem 6) jsou spojité funkce v T a že 
Hil) ohraničuje těleso, jehož všechny body patří k T, dána 
vztahem (22). 

Jest pa t rno ostatně, že výsledek docílený jest platný i pro 
tělesa, j e j i chž ohraničení se skládá z několika ploch uzavřených, 
j a k o na příklad těleso omezené dvěma soustřednými plochami 
kulovými. 

324. Věta o střední hodnotě u plošných integrálů. Podržíme-li 
označení a předpoklady o funkcích F, G, H a je j ich derivacích 
podle x resp. y a z (že to jsou funkce spojité v T, které však 
nevyhovují vztahu (22), neboť pak integrál (21) jes t nám znám), 
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můžeme udati pro integrál (21) vztah v y j a d ř u j í c í přibl ižně j e h o 
hodnotu. Tu ne jp rve z věty odstavců předcházej íc ích nás leduje , že 

(pí) 

f f l F d y dz + G dz dx + (H— '/') dx dy] = 0. 
nP) 

je-li 0 funkce tak volená, aby v celém oboru T bylo 
0F , dG , dH — ^ — o ( - ) 
dx dy dz dz 

a aby O i derivace 0 podle z by ly spoj i té funkce v T. 1 jest 
tudíž plošný integrál (21) rovný podle předcházej íc ího odstavce 
integrálu plošnému 

(pi.) 

JJ<I>(x, y, z) dx dy = ' 0 V, viz r o v n i c e ( * ) 
ni i) 

a podle rovnice (—) máme tedy konečně 
(pi.) 
f f [ F dy dz + G dzdx+H dx dy] = + ° + ] ' 

což jest hledaná věta o střední hodnotě u plošných in tegrá lů . 
325. P Ř I K L A D 1. Integrál plošný 

Cpi.) 
Jj*(a dy dz + b dz dx + c dx dy), 
niV 

v němž a, b, c jsou konstanty, jest rovný nule, af jest II jakákol iv plocha 
uzavřená (předpokládaných vlastností). 

P Ř Í K L A D 2. Integrály 

(pl) (pi) (Pí) 
J j z dx dy, f j x dy dz, J j y dz dx 

ni i) n<U nW 
jsou si rovny, je-li TI libovolná plocha uzavřená předpokládaných vlastností 
Neboť jest na příklad 

(Pl) 
J j (z dx dy — x dy dz) = 0, 
ni1) 

jel ikož jest splněna pro tento integrál podmínka (22). 
P Ř Í K L A D 3. Uvažujme integrál 

(pi.) 

r fx dy dz y dz dx -f- z dx dy 
J J ) ( * » + . / a - f z ! ) l 

I tento integrál jes t rovný nule, je-li 7K1) vnějš í s t rana plochy, jež jest h ra -
nicí spojitého tělesa neobsahujícího ve svém ni t ru ani na hranici bod |0, 0. 0|. 
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Neboť podmínka (22) jest i tu splněnu, j ak snadno čtenář dokáže; spojitost 
funkcí F, G, H a jej ich derivací jest puk v jistém oboru, v jehož nitru jest 
diiné těleso, ihned patrnu. 

Jestliže však bod [0, 0, 0| jest uvnitř tělesa omezeného plochou II, puk 
funkce F, G, H a jej ich derivace jsou v bodě tom nekonečny u daný integrál 
nemusí býti rovný nule. Abychom v (omto případě vypočetli jeho hodnotu, 
odejmeme z tělesa kouli o poloměru o a středu [0, 0, 0], při čemž ovšem g 
volíme dosti malé, aby koule probíhala uvnitř tělesa. Integrál podle vnějšího 
ohraničení tělesa tak vzniklého jest rovný nule. Označíme-li tedy vnější 
stranu povrchu kulového k,p), máme 

(pi.) (pi.) 
r j'x dy cl z y dz dx + z dx dy rrx dy dz-\- y dz dx -\-z dxdy 

¿J} + y* + z*)! (**+ .!/' +z*)? 

Druhý člen levé strany této rovnice jest hodnota numerická na o nezávislá 
(jelikož i prvý člen jest na o nezávislý). Výpočet provedeme, uvážíme-li, že 
na povrchu koule jest x2-f- Í / 2 + Z 2 = O 2 a že plošné integrály podle k„(l) z vý-
razů z dx dy, ydzdx, x dy dz dávají krychlový obsah koule; i jest 

// x dy dz + y dz dx + z dx dy 1 471/j3 

^ — « • - • j — 4.7, 
I E , I ) ( X 2

+ ! /
2 + Z 2 ) ? 

kteréžto hodnotě jest rovný i daný integrál. 

P f i l K L A D 4. Pomocí označení zavedeného plošnými integrály můžeme 
formuli pro krychlový obsah tělesa psuti též ve tvaru 

<pl.) 

V=j'fzdxdy, (a) 
/7<i) 

při čemž jest Ih1) vnější strana plochy omezující dané těleso. 

Jest snadno dokázati, že omezíme-li se na plochy, pro něž integrály 
plošné v této úvaze přibrané mají význam, a to 11a základě definic podaných 
v odstavci 315 a 318, výraz (a) má vskutku všecky tři základní vlastnosti, 
které stanoví krychlový obsali (viz odstavec 291), a že tudíž těm plochám 
vskutku krychlový obsah daný rovnicí (33) přísluší. 

Nejprve jest patrno, že splněna jest při integrále (a) vlastnost druhá 
a třetí v odstavci 291 ; pro vlastnost druhou následuje to ihned z věty od-
stavce 316, pro vlastnost třetí -pak snadným počtem. Abychom dokázali, že 
jest splněna vlastnost prvá, postačí dokázati, že hodnota výrazu v (a) se ne-
mění libovolnou transformací pravoúhlých souřadnic. Avšak každou transfor-
maci pravoúhlých souřadnic lze rozložití rozmanitým způsobem v transformace 
jednodušší, jež jsou jednak pošinutí ve směru jedné osy daného pravoúhlého 
systému XYZ, jednak rotace"ó jistý úhel kolem jedné z os. Nadto lze-výrazu 
v (a) dáti jeden ze tří tvarů 

(pí.) ( P i . ) (pl.) 

JJz dx dy xdydz=JJy dz dx (viz příklad 2) (/?) 
«(i) tfW //(O 

Petr, Integráluí počet, 2. v. 4 1 
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V jinéui pravoúhlém systému souřadnicovém X'Y'Z' lze ovšem též psát 
obdobné rovnosti pro plošné integrály podle téže plochy II, totiž 

(pi.) (Pi.) (Pi.) 
j j z ' dx' dy' = f f x ' dy< dz' = f f y' dz> dx'. (?) 
i/tD /TH) tt(I) 

Při tom musíme míti na paměti, že v (/?) a (/)') běží vždy o tutéž plochu 
FI a že tedy její rovnice v (/?) vyjádřené v souřadnicové soustavě XYZ, 
v (/>') pak v soustavě X'Y'Z' jsou různé a přecházejí v sebe právě užitou 
transformací souřadnic. Dokážeme-li tedy o jednom výrazu z (p), že jest 
rovný jednomu výrazu z (fif), dokázali jsme, že formule (a) dává i v soustavě 
XYZ i v soustavě X'Y'Z' touž hodnotu pro V. Se zřetelem k úplné symetrii 
vzhledem k x, y, z resp. k x', y', z' stačí tudíž — abychom dokázali úplnou 
nezávislost výrazu (a) na poloze pravoúhlé soustavy souřadnicové — vyšetřo-
vati jenom tyto dvě transformace souřadnic 

1. x = x', y = y', z = z'+u, 

II. x = x' cos a + y' sin a, y = — x' sin a y' cos a, z = z'. 

Pro první transformaci máme 
(pi.) (pi.) (pi.) 

jjxdxdy=jj\x' + a)dx'dy'=j fz'dx'dy' (viz příklad 1), 
77(1) 77 (1 ) „ ( 1 ) 

odkudž vyplývá, že formule (<*) dává pro V v soustavě původní i v soustavě 
pošinuté podél kterékoliv osy souřadnicové tytéž hodnoty. 

Pro druhou transformaci (ve které nová soustava souřadnicová vzniká 
z původní otočením kolem osy Z) následuje ihned 

(pi.) (pi) 
j j z dx dy =J jz' dx' dy', 

//(i) 77(1) 

a to na základě vzorce pro transformaci dvojných integrálů, v něž se plošné 
integrály na obou stranách se nacházející dají rozložití. Tedy i v soustavě 
z původní soustavy vzniklé otočením kolem kterékoliv z os dává (a) touž 
hodnotu jako v soustavě původní. Dává tedy (a) v každém pravoúhlém 
systému souřadnicovém touž hodnotu, čímž jest dokázáno, že i prvá vlastnost 
chorukterisující krychlový obsah přísluší výrazu v (a). 

326. A b y c h o m i n t e g r á l (21), v n ě m ž f u n k c e F, G, H h o v í 
v z t a h u (22), p r o p ř í p a d , že p l o c h a II n e n í u z a v ř e n o u p l o c h o u , 
v y j á d ř i l i i n t e g r á l e m k ř i v k o v ý m a t a k o d v o d i l i d ů l e ž i t o u f o r m u l i 
z v a n o u Stokesooou, d o k á ž e m e n e j p r v e , že f u n k c e F, G, H h o v í c í 
r o v n i c i (22) v c e l é m o b o r u T lze v ž d y p s á t i v e t v a r u 

f = G = W _ d P H = (23) 
dz dy ' dx dz dy dx ' 

P, Q, li j s o u f u n k c e t ř í p r o m ě n n ý c h v T s p o j i t é , m a j í c 
d e r i v a c e 
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dP dl' dQ dQ dli dli d*P d*Q a2 A' 
dy ' dz dz d.v ' ň.v' dy' dydz' dz d x ' Sx dy 

v tom oboru rovněž spojité. Že funkce F, (1, H rovnicemi (23) 
dané maj í v oboru T vlastnosti pro F, G, H požadované, zejména, 
že hoví rovnici (22), jest bezprostředně jasno. Avšak též naopak 
lze z (23) stanovití P, Q, R, při čemž si jednu z funkcí P, Q, R 
můžeme hned předem s jistou libovůlí zvoliti. Učiníme na příklad 
ff = 0 a příslušné k této volbě funkce P, Q označíme l g, Q.- Jest 
tedy pro tyto funkce 

F=Wo, G = - = (23') 
dz dz dy dx 

Z prvých dvou rovnic právě napsaných ihned vyplývá 
z z 

l'o = —f G(x, IJ, z) dz, Qo =yFix, y, z) dz + <p(x, y), 
Z„ Z, 

kde z0 jest vhodná hodnota (tak volená, aby přímka z = z0 pro-
bíhala oborem T) a y(.v, y) libovolná v T spojitá funkce proměn-
ných jc, y mající jenom v T spojitou derivaci podle x. Obdobnou 
funkci mohli jsme i ve výraze pro P0 př idat i ; to však jest zbytečné, 
jelikož nám v prvé řadě běží o jedno part ikulární řešení rovnic 
(23). Dosadíme-li tyto výsledky do třetí z rovnic (23). máme na 
základě (22) 

Z, 
X * 

<p(x, y) = —J H(x, 11, z„) dx. 
X. 

Jest tedy rovnicím (23') vyhověno, klademe-li 
Z Z X 

l>o=-fG(x,y.z)dy., Q0=fF(x,y,z)dz-J'H(x,y,z0)dx (24') 

a rovnice (23) pak jsou splněny, dosadíme-li za P, Q, R výrazy 
Po, Qo-. 0. Splňují-l i však i P.Q. R i P0, Q0, Ro rovnice (23), splňují 
rozdíly P — P0. Q - Q0, R — R0 rovnice 

a (Q-Qo) _ MR-Ro) _ Q d(R^ Ra) _ d[P- Po) = 0 
dz dy ' dx dz ' 

d{P-P„) _ a(Q-Qo) = 0 . 
dy dx 

1. j . výraz (P — P0) dx + (Q — Qa) dy + (R — Rn) dz jest úplný dife-
renciál jisté funkce <P(x,y,z) (viz odstavec 210), takže, známe-li 

41* 
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j edno řešení P0, Q„, R0 rovnic (23), jsou všecka ostatní dána výrazy 
» • = * + £ . « - « f c + g . « = » . + • „ * . 

kde 0 jes t funkce mající v oboru T prvé i d ruhé derivace spoji té 
a j i n a k jes t libovolně zvolena. 

32?. Formule Stokesova. Předpokládáme-l i tedy, že podmínka 
(22) jest splněna, můžeme integrál (21) nahradi t i integrálem 

kterýžto integrál ovšem se nemění, af si zvolíme za P.Q, R j aký -
koliv systém funkcí rovnicím (23) hovící. Položíme-li tam P= P0, 
Q = Q0, R = (), kde P0, Qo jsou dány v (24), dostaneme je j ze jména 
ve tvaru 

( P i . ) 

Í7Í1) 

O ploše 77 učiníme zatím předpoklad, že j e j í rovnici lze psáti 
ve tvaru z = f(x, y), kde f'(x, y) má prvé derivace podle x a podle 
y spoji té v oboru T. Jest to tedy plocha neuzavřená, protínající 
každou p ř ímku rovnoběžnou s osou Z toliko v jednom bodě — 
protíná-li j i vůbec. Můžeme pak integrál na základě rovnic (16), 
(17) odstavce 321 ne jprve nahradi t i integrálem plošným při 
proměnných integračních JC, y a pak podle základních rovnic 
def inuj íc ích (odstavec 315) integrálem dvojnásobným. Dostaneme 
tak integlál , je-l i 77(I> horní s t rana plochy 77 a značíme-li obor 
roviny XY vzniklý průmětem plochy 77 na rovinu XY j ako dříve 
O, při vhodném uspořádání ve tvaru 

/ / [ & + ! - • S M 2 + 2 £ ) ] " * • 

ve kterémž z a j eho derivace jest nahradi t i hodnotami plynoucími 
z rovnice z = f(x, y). První kulatá závorka jest pat rně derivace 
funkce P 0 (x, y, f(x, y)) podle y, d r u h á pak jest derivací funkce 
Qo(x, y, f(x, y)) podle JC a můžeme tedy na poslední dvojný integrál 
užiti formuli Greenovu odstavce 205 rovnice (7)*), čímž obdržíme 

*) Při užití této rovnice jest však na jedné straně pozměniti znaménko; 
neboť rovinné osy AT tam (v odstavci 205) za základ vzaté jsou j inak orien-
továny než osy X) v systému os prostorových XYZ tu užívaném. Stojíme-li 
totiž patou v počátku pravoúhlé soustavy XYZ tak, že směr od paty k hluvč 
jest směr kladné osy Z, a jsme-li obráceni ke kladné části osy X, jest kladná 
část osy V na pravé straně. 



645. 

daný integrál vy jádřený integtálein podle kř ivky Ka omezuj íc í 
v rovině XY obor Q 

j l^oí-v, y, f(x, y)) dx + Q0(x, y, f(x, y)) dy]; 

tento však jest identický s integrálem 

/[/;(-v, tj. z) dx + Qa(x, y, z) dy] (26') 

V) 
podle k ř ivky prostorové Kn(i>, jež jest k r a j e m plochy II pro-
bíhaným na straně /7(I> ve směru kladném, t. j . tak, že jdeme- l i 
po ok ra j i plochy TI na straně /7<T>, jest plocha II na levé straně. 
Avšak integrál 

f + + (odstavec 210). [OA- óy íiz J 
Kni i) 

Přiěteme-li tedy tento výraz k (26'), změní se (26') se zřetelem 
k (24) v integrál 

f [/'(.v, y, z) dx + Q(x, y, z) dy + R(x, y, z) dz]. (26) 
K

nm 
Máme tak celkem tuto formuli (porovnáme-li integrál, ze k te rého 
j sme vyšli, s integrálem, ke kterému jsme dospěli) 

n ( ' - (27) 
=j(P dx -f Q dy -f R dz). 
Kni i) 

louž rovnici dostáváme, je-l i 77(I) dolní s trana uvažované plochy 
II. Formule tato jest odvozena pro plochy, je j ichž rovnici lze 
psáti ve tvaru z = f(x,y); platna jest ovšem též — se zřete lem 
k symetrii vzhledem k proměnným x, y, z — pro plochy, j e j i chž 
rovnice jest buď x = g(y, z) aneb y = h(z, x), mají- l i j enom funkce 
g. h derivace dg/dy, dgidz, bh/iiz, bh/dx, jež jsou v T spoji té. 

Jest však platna pro plochy II, jež lze pomocnými čarami 
rozložití na-konečný počet částí nu Z72,.... TIm takaných, že rovnice 
každé z nich jest jednoho ze tří uvedených tvarů. Neboť integrá 
plošný podle jedné s t rany plochy IT se rovná součtu integrálů 
plošných podle vhodně volených stran ploch Tik, součet pak inte-
grálů podle o k r a j ů ploch Tik v náležitých směrech počítaných jest 
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rovný integrálu podle o k r a j e plochy 77. Integrál totiž podle každé 
pomocné čá ry v y s k y t u j e se v posledním součtu dvakrá te , a to ve 
směrech prot ivných, a jest tedy součet integrálů podle pomocných 
čar rovný nule. 

Formule (27) s lu j e Stokesooa; vedle předpokladů vytčených 
byl činěn mlčky předpoklad, že čáry tvořící k r a j plochy 77 (resp. 
77x, 772, . . . , IIm) — jakož, i čára tvořící hranici oboru Si — jsou 
takové, že př ís lušné kř ivkové integrály ve vyšetřování užité 
m a j í význam. 

Vlastnost plochy 77, pro kterou věta Stokesova byla dokázána-
lze také charakter isovat i výrokem, že v každém bodě plochy 77 — 
v y j m a body, j ež jsou položeny na k r a j í c h ploch IIU 772 . . . . . 77„, — 
e x i s t u j e normála , jež se s bodem na ploše spoji tě mění. 

328. O zavádění nových proměnných do plošných integrálů. 
Budeme brá t i v úvahu jenom plochy, pro něž byla odvozena 
rovnice (13), odstavec 320. Budiž 77 taková plocha a přiřaďme 
každému bodu (x, y, z) na ploše 77 aneb v j e j í m okplí se nachá-
ze j íc ímu j e d e n bod (x', y, z) rovnicemi 

x' = Lx(x,g,-A, y'= M1(x,y,A, x' = .\l(x,i/.z), m 

k d e Ll5 Mi, N t jsou funkce spoj i té ve zmíněném okolí plochy 77. 
Tím ploše 77 bude př i řaděna j istá plocha 77' a okolí plochy 77 
bude p ř i ř aděno j isté okolí plochy 77' a budeme naopak také poža-
dovati , a b y t ímto způsobem každému bodu (x',y, z) v tomto okolí 
plochy 77' (resp. na 77') př i řaděn byl j ed iný bod v okolí plochy 
77 (resp. na 77). Pak můžeme v důsledku rovnic také psáti rovnice 

-v = L(x', y\ v.'), y = M{x',y',ť), z = .Y(x\ y\z'), (29) 

kde L, M, N j sou rovněž spoji té funkce ve vytčeném okolí plochy 
77'. O funkcích L, M, učiníme předpoklad, že ma j í spoj i té deri-
vace pro všecky body v okolí plochy 77'; obdobnou vlastnost pak 
nechť m a j í i funkce Lx, Mx, Ví-*) 

Jelikož p ro plochu 77 jest podle předpokladu ne jd ř íve uči-
něného plátno parametr ické vy jád řen í (odstavec 3tí9), jes t ná-
sledkem (28) i p ro plochu 77' takové vy jád řen í možné, takže sou-
časně lze psáti rovnice obou ploch 

x=q>[u.u); y = \l>(u,o), z=/f(u, o); 
x' = tpx(u,o), y' = V'i(u, o), x' = xAu, o), 

*) Předpoklady ta učiněné o funkcích I.,M, N; Ux, .V, jakož i o jejicli 
derivacích nejsou na sobě úplně nezávislé. 
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při čemž bodům sobě odpovídajícím patří na obou plochách s te jné 
paramet ry (u, o) a funkce g>, ip, %; <pv Vi, Xi maj í zároveň der ivace 
prvé podle u a podle o spojité. 

I jes t dále podle (12), zavedeme-li pro krátkost místo F(<p,ip,x) = 
= ® (u, o), 

(pl) 
J j F(x,y, z) dy dz = ± J j <ř(u, o) A du do, 
n<V o' 

kde znaménko ± nezávisí na funkci F(x, y, z). Avšak*) 
z )_D (y , 2)_ Diy, Z) D(y',z') , D(y, z) P(z'. x') , 

D(u,o) D(u, o) ' D(y',z') D(u, d) 
D(y, A D(x', y') 

D(z', x') D(u, b) 

aneb značíme-li 

A D(y', z') 
D{u,o) ' 

D(x',y') D(u, o) 

D(z', x') B ! D(u, o) ' CV D(x',y') 
D(u, o) ' 

_ D(y, z) D(y, z) D(y, z) 
~ DW, z') 1 ^ D(z', x') Dl + D(x', y>) 

a tedy, dosadíme-li ještě 
<P(u, o) = F(x, y, z) = F[L(x',y', z'), M(...), N(...)] = Fl(xf, y\ z'), 

máme na základě rovnice (13) 

f f F(x,y, z) dy dz = ± f j F,(x', y>, z') [ p f f i ' l j dy> dz' + 

^ ^ d z ' d x ' + S M . d x ' d y ' ] 
(30) 

1 D(z»fx') 1 D(x',y>) 

čímž formule pro transformaci integrálu plošného odvozena. /7'(I> 
jest ta strana plochy II', jež odpovídá straně /7(I). Obdobné for-
mule následuj í i pro ostatní sčítance levé s t rany rovnice (13). 
Znaménko na pravé straně rovnice (30) později v odstavci násle-

*) Vztah nahoře uvedený vzniká snadnou úpravou z rovnice 

A = 
d£ dj/ 
du ' do 

dz — du ' do 

by dx' 
dx' du 

, f>!¿ èy' , vy_ v-* I uy | 
Ôi/' du """»»'au ' "f 

d|/ ôẑ  ô ^ dx^ 
dz' dtt ' ôx' ôo 

Si/ Si/' 
di/' do 

dz dx^ , àz_ dy' . ôz dz' ôz ôx' . ôz dy^ , 
ôx' ô o " + ô y Su ôz7 ôn ' ôx7 ôô" + ôï/7 ~dïT 

ôj/dz»' 
ôz' do 
ôz ôz' 
Ôz' ÔD dx' do 

Jest také důsledkem známé z nauky o determinantech věty o „násobení" dvou 
matic; v našem případě těchto dvou matic 

dy dy dy 
ôx' ' dy' ' ôz' 
dz dz dz 
ôx' ' dy' ' dz' 

dx' 
du 
ôx' 
Ô P 

d ^ 
du 
ô ^ 
ôo 

ÔZ; 

du 
ôz; 
do« 
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duj íc ím bude stanoveno; jest patrno ji/, nyní z vývodu předchá-
zejících, že znaménko to nezávisí na funkci F(x, y, z). 

329. Budiž dána v soustavě XYZ rovnicemi x = q>(u, o), y = 
= rp(u, o), z = x(Ui d ) spojitá, uzavřená plocha 77 tak. že všechny 
j e j í body dostaneme, nechámc-li (u, o) probíhati veškeré body 
oboru SI' (a každý bod plochy II j edenkrá t , nehledě ovšem k těm 
hodnotám parametrů (u, v), jež jsou na hranici Si'). Buďtež dále 
funkce ç>, <p, x spojité v Si' s derivacemi prvými podle u, o rovněž 
spoj i tými. Zaveďme do výrazu dávaj íc ího krychlový obsah tělesa 
omezeného plochou II rovnicemi (28) resp. (29) odstavce 328 nové 
proměnné [JC\ y', z |; rovnicemi těmi jest bodu o souřadnicích 
[x,y,z] p ř i řaděn (též v pravoúhlé soustavě souřadnicové X'Y'Z') 
bod o souřadnicích [*', y, z'j, ploše pak 77 jest př i řaděna — za 
předpokladů o funkcic'.i L, M, N resp. Mu A'j a j e j i ch deri-
vacích v citovaném odstavci učiněných — rovněž uzavřená spo-
j i tá plocha 77'. Funkce L, M. A resp. Mj, zpros t ředkuj íc í 
závislost mezi [je, y, z\ a bodem [je', y', z'J buďtež dále takové, 
že de terminant funkcionální 

DiLJ^ (31) 
D(x',y\z') y ' 

exis tuje , jest pro všecky body nacházející se uvnitř 77'od nuly 
různý a funkcí spojitou a tudíž stále téhož znaménka. 

Můžeme pak na základě rovnice (30) psáti prováděj íce trans-
formaci, kterou jsme si předsevzali, 

(pi.) 
V n = j j v. dxdy = 

/7'(I) 

při čemž na obou stranách rovnice jsou 77(r>, IIW vnější s t rany 
příslušných ploch, Vn jest krychlový obsah tělesa omezeného 
plochou 77 a obdobný význam mějž i Vn'. Užijeme-li na pravou 
stranu poslední rovnice věty o střední hodnotě, dostaneme po 
snadném počtu za dalšího předpokladu, že i derivace d ruhé 
u funkcí L, M podle proměnných [.v', z'| resp. podle proměnných 
\z, y j. | y . .v') exis tuj í , 

v _ + \D(L.M. V)1 .. _ , 
V'=1f 
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Avšak I n i I n' .jsou čísla kladná a jest tedy patino, že znaménko 
+ jest voliti, je-li determinant funkcionální v rovnici se vysky-
tuj íc í kladný, znaménko pak —, je-li tam determinant záporný. 

Tím jsme také docílili stanovení znaménka v rovnici (50) 
odstavce 528. ovšem jenom při plochách uzavřených. Avšak vý-
sledek tento dá se rozšířiti i na plochy neuzavřené, m a j ící však 
dvě strany. Neboť každou plochu neuzavřenou vlastností v od-
stavci 528 předpokládaných lze doplniti na plochu uzavřenou a to 
tak. že plocha doplňující prochází okolím plochy 77 v odstavci 528 
uvažovaným (ve. kterémžto okolí jsou splněny vlastnosti na uve-
deném místě o funkcích L, M, A. L^ . . . předpokládané) a že zároveň 
o celku (složeném z neuzavřené plochy II a j e j í h o doplňku na 
plochu uzavřenou) .jsou platný předpoklady v tomto odstavci 
učiněné, vztahující se ku parametrickému vy jádřen í rovnice 
plochy. Užijeme-li ledy rovnici (50) odstavce 528 na uzavřenou 
plochu v úvahu vzatou, při čemž funkci F(x, y, z) v bodech na 
doplňku plochy 77 slanovíine jakožto rovnou nule, vidíme na zá-
kladě předcházejícího, že na pravé straně té rovnice neurčené 
dosud znaménko + jest nahradi t i činitelem + 1, je-li determinant 
(55) v okolí plochy 77' kladný, a činitelem — 1, je-li ten de terminant 
záporný. Jest tedy znaménko to i na ploše 77 nezávislé a závisí 
toliko na funkcích, jež zprostředkuj í závislost mezi (JC. y, z) 
a (.v', y , z). 

Z toho však dále jest patrno, že rovnice (52) resp. (35) zůstává 
v platnosti, i když uzavřená plocha 77 skládá se z několika částí 
takových, že parametr ické v y jádření každé té části jes t dáno růz-
nými funkcemi, a podél čar, ve kterých části ty se s týka j í , uza-
vřená plocha 77 nemá normály. 

POZNÁMKA. Předpoklad, že funkce L, M ma j í d ruhé der ivace 
S2/./e.v' Sy\ i>2L/dx' dz', b2L/by' Sz', d2M/&x iy',..., není aspoň pro sta-
noven í znaménka v rovnici (50) odstavce 528 podstatný. Neboť rov-
nice (72) jest patrně správná pro transformaci 

x = .v', ij = i/', z = N(x', i ; ' , z ') (34) 

(tedy při L(x, y% z') = x, \l(x'. y', z') = y'), kde pro A(x'. y, z) — 
vedle j iných předpokladů z předcházejícího vyplývaj ících — po-
s tačuje existence toliko prvých derivací podle x'.y'.z a nevyža-
d u j e se existence d ruhých derivací. Avšak obecná t ransformace 
dá se (po případě při vhodném rozkladu příslušných t ro j rozměr-
ných oborů) pokládati jakožto sled tří transformací tvaru (54), ve 
kterém dvě proměnné v podstatě se nemění. Z toho a z okolnosti. 
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že funkcionální determinant transformace výsledné jest součinem 
funkcionálních determinantů transformací, jež postupně prove-
deny výslednou transformaci dávají , vyplývá, že předpis odvozený 
pro stanovení znaménka v rovnici (30) odstavce 328 i tenkráte jest 
platný, když druhé derivace funkcí L, M svrchu vytčené neexis-
tu j í . Avšak k důkazu rovnice (33), k terou lze psáti též ve tvaru 

by bylo třeba, kdybychom chtěli odstraniti předpoklad o druhých 
derivacích funkcí L, M, dalšího vyšetřování. 

330. Věty odstavce 322—324 lze ještě jednodušej i a v obec-
nějším tvaru i za obecnějších předpokladů odvoditi, užíváme-li 
integrálů t rojných a vět, pomocí nichž se integrál t ro jný převádí 
na sled integrálu dvojného a jednoduchého (odstavec 276). 

Užijme na příklad rovnici (IV^ tohoto odstavce pro případ, 
že v celém oboru T jest 

při čemž jest f(x, y, z) podle proměnných [JC, y, z] v T schopna 
integrace. Pak jest podle definice plošných integrálů, značíme-li 
plochu omezující obor T písmenem 77 a j e j í vnější stranu značkou 
77Í1), v důsledku rovnice (IV3) 

Za obdobných předpokladů o funkcích G(x,y,z), H(x,y,z) a o je-
j ich derivacích dG/dy, $H/$z máme 

(pi.) 

(pi) 

(pi) 

T Í7<I) 

Jest tedy celkem 

( P Í . ) 

: f f (F(x, y, z) dy dz + G(x, y, z) dz dx + H(x, y, z) dx dy). 
iifl) 

(35) 
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Rovnice tato jest j isté rozšíření formule odstavce 205 (formule 
Greenovy-Riemannovy) na integrály t ro jné . 

Je j í platnost lze snadno rozšířiti i pro funkce F, G, H poně-
kud obecnější než ty, k teré tu by ly v úvahu vzaty. 

Z rovnice (35) vyplývá snadno věta odvozená v odstavcích 
322, 323, jakož i věta o střední hodnotě plošných integrálů a vy-
psaná v odstavci 324, a to za širších ješ tě předpokladů o funkcích 
F, G, H. Zejména není nutno předpokládati , že derivace funkc í 
F, G, H v rovnici té se vyskytuj íc í jsou spojité funkce bodu 
[JC, y, z] v T, nýbrž lze činiti předpoklady značně obecnější . 

331. Klaďme v rovnici (35) 

F = v f r . tí = l,w H = u f , 
dx dy dz 

kde U(x, y, z), V(x, y, z) j sou funkce maj íc í v T der ivace 
dU a li d l a r a r a r a 2 r a 2 r a 2 r 
ňx ' dy ' dz ' dx ' dy ' dz ' Sx2 ' dy1 ' 8z2 

při čemž funkce U a prvé derivace funkce V nechť jsou v T 
spoji té funkce proměnných x, y, z a mimo to nechť funkce U 
a derivace svrchu uvedené funkcí U, V jsou funkce v T integrace 
schopné. Pak jest ihned 

¡¡m C + G Í + F £ ) * * < • + / / / < ' I G + G + S ] " * * -

Vztahu tomuto lze dáti poněkud j i ný tvar, zavedeme-li si po jem 
derivace funkce F(x, y, z) v bodě (JĈ , y0, z0) podle k ladného směru 
př ímky p tím bodem procházející . Ta derivace jest dána limitou 

F(x, y, z) — F(x0,y0,z0) _ {dF\ 
\dp)z=x,' lim 

aM=O AU 
Z = ! . 

při tom značí A bod (¿c0> t/o> z0) na přímce p, M bod (*, y, z) polo-
žený rovněž na přímce p ; AM jes t pak vzdálenost bodu M od 
bodu A, jestliže směr od A k M jest k ladný; je-l i však tento 
směr záporný, jest AM vzdálenost bodu M od A vzatá záporně . 
Jsou-li cos a, cos/3, cos y kosiny směrné kladného směru p ř í m k y 
p, jest pa t rně 

——— = AM aneb x = x0 + ÁM cos a cos a 
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<i r o v n é / 
i) = i/0 —[— A J í cos fl, z = z0-\- AM c o s 7 

£ tedy, k lademe- l i k vůli s tručnosti AM = h, 

jdF\ — lim h C°S c o s h c o s ~ V' ^ — 
rdF , 0 F dF "1 

= — c o s a + — cos p + — c o s r\ 

Můžeme tedy obecně psát i (zavedeme-li místo [*0, yo, z0], k te rýž to 
bod může být i l ibovolný bod p ř í m k y p, s t ručně j i y, z], t. j . 
označení bez i ndexu 0) 

dF S F .dF ©F 
= - — c o s a -t- - — c o s p + • c o s y. dp S* dy dz 

Podle odstavce 520 však jest , je- l i /7 plocha maj íc í normálu 
{nehledě k j i s t ému množství bodů, j e ž lze na IJ vylouči t i ča rami 
uzav řenými v konečném počtu ods t r aňu j í c ími z IJ část plošnou 
o velikosti l ibovolně malé), a označíme-li směr no rmá ly vnějš í n. 
ta to rovnice p la tna 

( P i . ) 

=J f í ^ c o s (X, n ) + ~ c o s ( y , ;i) + | ^ c o s (Z, n ) j do, 

což se dále rovná podle p rávě zavedeného po jmu der ivace podle 
p ř í m k y v bodě [JC, y, zj vv razu 

' / / « • • £ • * n 
Tím obdrží rovnice (29) tvar 

/ Y f í ^ f + f + f f 1 dx dy dz = JJJ[dx dx dy dy dz dzJ J 

(37) 

k d e pro k rá tkos t užito obvyklého označení 

i W i W 
dx3 dy2 + 0ZS ' 

Zaměníme-l i v rovnici předposlední U s V, dostaneme (za nále-
žitě pozměněných p ředpokladů o U a V) 

Í 0 Z + $ F + F F ] " "» «' =JJ'~ Ín "" - I I f y - " : < * 
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a máme tedy porovnáním obou rovnic ihned 

J'f(u Hi ~F £ ) = J ' f f - ^ u>dx dy d>-
n x ' T 

Rovnice tato užívaná v matematické fysice zvláště při teorii 
potenciálu má jméno rovnice Greenovy. Předpoklady k j e j ímu 
odvození učiněné jsou zejména tenkráte splněny, jsou-li U, V 
jakož i j e j ich derivace prvé a druhé funkce spoji té v T. Při tom 
nemusí U a V býti vně oboru T definovány a značí potom ovšem 
dU/dn,dV/dn derivace zleva funkcí U, V ve směru normály vnějš í . 
(Tyto derivace jsou stanoveny hodnotami, které nabýva j í funkce 
U, V v bodech uvnitř T.) 
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