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XIII. RUZNA ROZSIRENI
POJMU VICEROZMERNEHO INTEGRALU
INTEGRALY NEVLASTNI, PLOSNE).

1. INTEGRALY DVOJNE NEVLASTNI.

.305. Funkce jest nekoneéna toliko v okoli jediného bodu.
Doposud jsme piredpokladali, ze funkce f(x, y), k niz dvojny
integral se vztahuje, jest v oboru integra¢nim £ v kazdém bodé
definovina a 7c¢ tam jest kone¢nou. Obdobn¢ jako u integrala
z jedné prom¢énné mGzeme i u integriali dvojnveh pojem inte-
gralu rozsititi pro piipad. Ze f(x,y) jest v £ nekoneénou a
pro jisté mnozstvi bodd ncurcitou. Rovnéz i pro ptipad, Ze in-
tegraéni obor £ se prostira do nekonecna, provedeme pozdéji
prislusné rozsifeni pojmu dvojného integralu.

Pokud jde o body, ve kteryeh funkce f(x,y) jest neurcitou,
lze obdobné jako pfi integrileeh jednoduchyeh vysloviti vétu:
Nutna a postacujici podminka, aby existooal integrail

fff(x, y)dxdy,

Q2
kde f(x, y) stivda se neurcitou®) o jistém mnozstoi E na £ po-
lozeném. jest dana témito pozadavky :

1. Funkce f(x, y) jest o Q integrace schopnou, prisoudime-li
ji o bodech mnozstoi E néjaké uréité hodnoty.

2. Mnoistoi E ma obsah (]) roony nule. )

V disledku této véty budeme se v nasledujicim zabyvati
pouze pripadem, ze f(x, y) stiva se na £ nekonecnou, po pii-
padé, ze 2 samo jest nekonelno.

Vezmeme v dvahu nejprve nejjednodussi pripad, Ze f(x, y)
stava se nekonecnou v oboru £ toliko v okoli jediného bodu

*) PFi tom ov3em predpoklidime, (stejné jako pii integralech jedno-
duchvch), Ze inierval neuréitosti (poznamka odstavce 138) jest pro viecky
body, ve ktervch funkce stiva se neuréitou, tyz koneény interval.
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|x¢, yo| polozeného uvniti oboru integraéniho £ (anebo, jak
kratteji se budeme vyjadiovati, stdvd se nekoneénou pouze
v bodé |x,, yo| polozeném uvniti 2). Vylouc¢ime z 2 obor mensi
o tak, ze bod [x,. yo] jest uvnité o, ¢im7 dostaneme obor, ktery
oznatime 2 — w, a budeme uvazovati integral

[[rix,v)dxdy

2-—

za piedpokladu, Ze f(x. y) jest v oboru £ — o integrace schopna.
af si zvolime o jakkoliv*). Polozime pak definujice

[[teew dsdy=tim [[1(s,4) dxdy, (1
Q -

pii ¢emz limitu jest pocitati za predpokladu, 7e pii ménicim

se oboru o oba rozméry oboru o konverguji k nule zpisobem

libooolngm. Neexistuje-li limita v roonici (1) aneb neni-li vzdy

taz, kdyz o soymi rozméry riiznym zpiisobem konverguje k nule,

rikame, ze symbol na levé strané roonice (1) nemd pyznamu
ze tedy f(x,y) neni o 2 integrace schopna).

Za obory o volime si nejd¥ive jednodusie spocetnou posloup-
nost kruht ky, ks, ks. .. .. jejichz stiedy jsou v bodé [xq, Yo a
jejichz poloméry e,. @z 3. ... konverguji k nule. Budiz dile
pro jednoduchost ¢, >¢,> ;> ... V tomto jednoduchém pf¥i-
pad¢ nam k rozhodnuti, zda existuje limita
lim [ [ fx ) dx dy, (2)

kﬂ

n=
w.Q

dava prostiedek véia Bolzano-Cauchyova, podle které k existenci
limity (2) jest nutno a postacitelno, aby ke kazdému &islu klad-
nému ¢ bylo lze stanoviti ¢islo N takové, Ze

[t wyaxdy = [rinp dxdy <

Q—ky Q—k,

pro véecka n > N, n’> N;

t. j.. aby — znafime-li obor omezeny kruhy k. kn kratce
(kna ku') -
flx,y)dxdy| <« pro vSecka n > N, 0’ > N. (3)
(kn' kp1)

*) O boru @ ovSem jsou platny predpoklady, jez jsme hned na pocdtku
Casti Ctvrté pro @, o zavevli; vedle toho, jak pochopitelno, budeme mléky
predpokladati, 7e w padne do nitra oboru £.
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Neni-li tato podminka splnéna, neexistuje limita (2) a tudiz
i neexistuje limita (1), ktera jest obecnéjsi. Je-li splnéna, existuje
sice limita (2), neZ nemusi existovati limita (1); avSak k existenci
limity (1) jest pak nutno a postacitelno (je-li splnéna jiz pod-
minka (3)), aby ke kazdému kladnému ¢islu € bylo lze udati
¢islo 5 tak, aby vidy

| [[repdedy <o, @
w—k,

pii tom obor w obsahuje bod (xq, yo) ve svém nitru a ma roz-
méry mensi neZ n a splnéni této podminky se poZaduje pro
viecky takové obory a pro vSecky kruhy z fady ky, ko, k. .. .,
jez polozeny jsou na oboru . Obor w—k, jest obor zbyly
z oboru ® po odnéti kruhu k,. Ze skuteéné privé uvedena
podminka jest k existenei limity (1) nutna a postacitelna, jest
nasnadé.*)

POZNAMKA 1.V piedchazejici iivaze mozno misto jednoduse
spoceiné fady kruhd voliti jinou, jednoduSe spocetnou Fadu
utvart, v jejichz nitru nachdizi se bod [x,, yo| a jejichz rozméry
konverguji k nule. Ze privé kruhy voleny, md svou p¥ic¢inu
v tom, 7e kruh lze jednoduSeji urciti neZ kteroukoliv jinou
¢ast roviny XY (uréen jest sttedem a polomérem).

RovnéZ neni nuino pozadovali, aby oba rozméry oboru o
konvergovaly k nule; postaéilo by v predchazejicich definicich
na priklad v definici (1) stanoviti, 7ze plocha oboru  konver-
guje k nule. Stanoveni v3ak tu zvolené (ze oba rozméry oboru
o konverguji k nule) jest Gcelné vzhledem k zpisobu, ktervm

*) Nebof, jelikoz podle ptedpokladu existuje limita (2), kterou oznacime
pro okamzik I, lze udati ¢islo »' takové, Ze

[ [tecpdsdy—1i<+ @
—k

pro viecky kruhy kn, jejichz polomér jest mensi nez »'. Ponévadz pak (je-li
oviem k, polozeno cele na )

fff(x, Yy)dxdy —f_/'f(x, y)dxdy =fff(x, y)dx dy,
-k N—w w—k'_

vyplyva z (o) a (4)
|fff(x,y)dxdy—1, < 2
Q-

jisté pro viecka w, jejichZ rozméry jsou mensi neZz mensi z &isel y, #'. Limita
(1) tedy existuje a podminka (4) jest postacujici. Ze jest nutnd, jest bez-
prostiedné jasno.
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bude provedeno roziifeni pojmu dvojndasobného integrilu na
obory do nekone¢na se prostirajici.

POZNAMKA 2. Konecéné jest vytknouti, Ze omezeni oboru
o miZe byti dino jednou anebo nékolika uzavienvmi kfivkami
(které jsou ovSem podle stanoveni hned na poc¢itku ¢tvrté Casti
jednou providy uéinéného kvadratury v uZ$im slova smyslu
schopny). Miize se tudiz obor o skladati z nékolika ¢asti spolu
nesouvisicich. Tim zavedena jest jisti odchylka od definic in-
tegrilt nevlastnich pfi jedné proménné integra¢ni. Tam inte-
gral v intervalu (a, b) z funkce f(x), jez toliko v jednom bodé
¢ intervalu (a, b) stiva se nekonelnou, byl din jakoZzto limita
souc¢th dvou integrali z f(x) v intervalech (a, c—¢). (c+ €. b)
pro ten piFipad, 7e ¢ € konverguji k nule. Vynat jest tedy
z celého intervalu integra¢niho interval (c—e¢, ¢+ ¢€) o délee
s & ¢ konvergujici k nule a skladajici se z jediné Casti.

306. Z podminek (3) a (4) a ziroven vztahu (10) odstavee
209 nasleduje ihned, Ze, existuje-li za pfedpokladd o f(x, y)
a o & ucinénych v odstavei predchiazejicim druhy z obou in-
tegrala

[[rexp dx dy, [fire y dxay, 6)
Q Q
existuje i prvy. K tomu vsak, aby existoval druhy z pravé na-
psanyeh integrili, jest nutno a postalitelno, aby existovala
limita
lim [ f |/ (x, y) | dx du, ©)
n=0ao .Q—k,,
t. j., aby ke kazdému d¢islu kladnému ¢ bylo lze udati ¢islo V
tak, ze
f (e, y)ldxdy <e pro viecka n >N, n' > V. (7)
(s )

Nebof, je-li hranice oboru w obsaZena v mezikruzi (ka, ko). jest
patrné pro n’>n
[t asay <[ rs.prdsdy <[ [11x. )1 dxay

.Q-—k" -0 Q—kp
(nebof pro poloméry obou kruht jest podle piredpokladu g < @)
a tedy se zietelem k (7)
f Tlx, y)ldxdy <o
oSk
nasledkem ¢ehoz vSecky podminky podle piredchazejiciho od-
stavee nutné a postacitelné k existenci druhého z integrali (5)
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jsou v disledku existence limity (6) (anebo v disledku pod-
minky (7)) splnény.

Dale jest patrno, Ze, neexistuje-li limita (6), pak integral
za znaménkem limitnim se nachazejici s rostoucim n vzriista
nade viecky meze.

307. Dokizali jsme v odstavei predchazejicim, Zze k tomu,
aby existoval prvy z integrild (5), jest postatlitelno, aby existo-
val druhy z téch dvou integrald, t. j. postaditelno, aby byla
splnéna podminka (7). Avsak podminka tato jest nejenom po-
staditelna, nybrZ i nutna a tudiz, kdykoliv existuje prvy z in-
tegrald (5), existuje i druhy a ta podminka jest splnéna.

Abychom to dokazali, pfipusfme, Ze existuje pFi jisté funkei
‘f(x, y) prvy z integrald (3), nikoliv vSak druhy. Pak oba inte-
graly (n'>n)

[fra 1501 + fex, g dx dy,

(b, Eye)

[[r0 1w )i — . yn dx dy
(kn- kn’)

®)

s rostoucim n’ rostou nade viecky meze (nebof pfedpoklidime,
ze integral z [f(x,y)| v & a tudiZ i v k. neexistuje, z f(x, y)
pak existuje, viz vétu ke konci odstavee predchizejiciho). Mi-
zeme tedy k libovolné velikému ¢islu kladnému A zvoliti ¢islo
n’ tak, aby bylo

(4015, ) £ 15 y) dw dy > 4. ©)
(Rps Ep2)

Rozdélme nyni rovinu na priklad pfimkami rovnobé&Zinymi
s osami XY na ¢tverce o strané d; tim rozpadne se mezikruzi
(kn, k) na plochy wy, jez jsou jednak étverce o strané d, jednak
casti takovych ¢&tvercd. Jelikoz pak jest f(x, y) v mezikruzi
(kn, kn) integrace schopno, mizeme si zvoliti d tak malé, aby
soucet téch ploch wi, v nichz oscilace funkece f(x, y) jest vétsi
nez & byl mensi nez . Pfi tom miZeme ¢ i 4 pfedpokladati
libovolné malé. Zvolme si tak 4.

Budiz nyni Mi* horni hranici funkce }(|f(x,y)|+ f(x,y))
v a;; pak jest podle (9)

ZMk+ ok > A. (10)
3
Mi* jest také horni hranici funkece f(x, y) v téch wi, kde f(x, y

nenabyva hodnot vvhradné zapornych; v téch wx, kde f(x, y)
Petr, Integrélnf podet, 2. v. 39
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jest stale zapornou resp. nule rovnou, jest funkce (/f(x, y)|+
+ f(x, y)) stile nule rovna a Mi+ jest tedy nula. Cleny soudtu
(10) k témto wi se vztahujici (ve kterych Mi* =0) mizeme po-
tladiti; mimo to potlaéime i ty ¢leny v souétu (10), které vzta-
huji se k takovym wi, v nichz oscilace funkee f(x, y) jest vétsi
nez e. Potladenim ¢lentt vytéenych se zmenSiti mize soucet
v (10), av3ak nejvvSe se zmen$i o My, kde M jest horni hra-
nici funkce f(x, y) v mezikruzi (ks k). Vyznac¢ime-li ty z &asti
oy, které ndm zistaly, indexem k' (v ¢astech wp jest tedy Myt >0
a oscilace funkce f(x. y) jest <€), mame tedy

ZML-'+“’L-' >A4— M. (11)
kl

Dolni hranice funkee f(x, y) v wx budiz me; pak jest Mt —mp <
< € a
ka‘ wp > A — My —a(on® —o,%)e (12)
kl

JelikoZ 7 i € miizeme si zvoliti libovolné malé, miizeme dociliti,
aby pravid strana posledni nerovniny byla vétsi nez jisté ¢islo
B, které sice jest mensi nez A, které vsak si zarovei s 4 mu-
7zeme pFedem zvoliti libovolné velikym. Souhrn vsak obort wx
zvétseny o kruh k., tvofi jisty obor @ o rozmérech nejvyse
rovnych ¢islu 2¢, (tedy libovolné malych) a v désledku vztahti
(11) a (12) jest

f f T, y)do dy > A — My — 7 (gn? — on?) ¢ > B, (13)

w—k,.

(Obdobna nerovnina plati oviem i pro integral z f(x, y) v oboru
w—ky«, n”>n', nebot integral z té funkece v oboru (ku, ka-)
podle piedpokladu o f(x,y) jest men3i co do absolutni hodnoty
nez jisté konecné ¢islo.) Predchdzejici Gvahou dokdzino, Ze neni
pro f(x,y) splnéna podminka (4), af si rozméry oboru @ zvolime
jakkoliv malé, a nemize tedy existovati prvy z integrali (5),
coz jest vSak v odporu s u¢inénym predpokladem. Necxistuje-li
tudiz druhy z integralt (3), neexistuje i prvy.

Mime tak vétu: Nutnd a postacujici podminka, aby existo-
val integril v oboru & z funkce f(x,y), kterd jest nekonecnou
toliko o jednom bodé (x,,y,) toho oboru & — hod (x,.y,) budiz
uvniti toho oboru — jest, aby existovala limita

lim f f f(x, ) dx dy.
n=@ Q_kn
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(K existenci této limity pak jest nutno a postaéi, aby splnéna
byla podminka ovyjadrena ve vztahu (7).) '

Obdobnou vétu bylo by lze vysloviti i pro ten piipad, Ze
bod (x, yo) jest na hranici oboru L.

POZNAMKA. Pii integralech dvojnych z funkei stivajicich
sc nekoneénymi bézi tedy vidy o absolutni konvergenci téch
integral. P¥i¢ina toho jest zéisti objasnéna poznimkou 2 od-
stavce 305. Mohlo by se vSak zdati, Ze bychom mohli dosihnouti
aplné analogie s integrily z funkci o jedné proménné, kdy-
bychom na oborech o, jimiz se vyjima z oboru & okoli hodu
(X0, Yo)» pozadovali, aby byly omezeny jedinou uzavienou ¢arou.
Tomu v3ak tak neni. Na ptiklad obor w, v tomto odstavei za-
vedeny, miize se sice skladati z nékolika ¢asti, miZeme vsak
.kandly~ sjednotiti vSceky ty casti v jeden celek; zvolime-li
pak Sifku téch kandli dostateéné malou, mizeme dociliti, aby
nebyla dottena v podstaté nerovnina (13), takZe plainost oné
nerovniny jest i pro ty obory @ zachovina. jez omezeny jsou
jedinou uzavienou carou. '

Mohli bychom vSak dosihnouti zminéné analogie, kdyby-
chom pro obory o zavedli jiné podminky. Na prFiklad mohli
bychom pozadovati, aby obor @ byl omezen ¢arou uzavienou,
kterou kazdy polopaprsek z bodu (x4 yo) vychazejici protina
toliko v jednom bodé (anebo obeenéji v poc¢tu bodd, ktery?z
jest mensi nezli pevné ¢islo p). V tomto pFipadé lze mluviti
o konvergenci absolutni a neabsolutni. Viz priklad 2, odst. 314.

Kdybychom vzali v iivahu obory o jesté specielnéjsi, ziskali
bychom ¢isla obdobnd t. zv. hlavni hodnoté (viz odstaveec 235,
kde pojem hlavni hodnoty objasnén piikladem). Takova ¢&isla
jsou na ptiklad limita v (2), kdyZ existuje.

308. Pro kriteria konvergence dvojnych integrild pravé
v tGvahu vzatych mizeme si zpisobem obsirné vylozenym pfti
integrilech z funkei o jedné proménné odvoditi ruzné véty.
P¥i tom budeme piedpoklidati, abychom se vyhnuli stalému
opakovini, 7e integrily z funkei projednidvanych vzdy existuji
v oborech, které vzniknou z oboru vzatého v ivahu vylouc¢enim
libovolného okoli toho bodu, ve kterém se funkce stivaji ne-
kone¢nymi. Uvadim v té pFi¢iné vétu nasnadé lezici: Jestlize
v jistém okoli bodu (xy, yo) jest stile |f(x, y) | < | @(x, y) |, jestlize
dile f(x, y) (stejné jako @(x, y)) stiva se nekone¢nou v oboru
L toliko v bodé (x, yo), pak existuje-li integral z ¢(x, y) v oboru

T 39
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L, existuje i integral z f(x, y). A naopak neexistuje-li v oboru £
dvojny integrdl z f(x, y), neexistuje i integral z @ (x, y).
Uvazujme nyni funkei
A
[(x— xo* + (y — yoPlie’
kde A jest konstanta. K tomu cili vypoéteme integral

f f Adxdy )
&, ) [(x — x4 (y — yo)i]ie

kde ‘ka, kn jsou kruhy s poloméry g, ¢» a sttedem (xo, yo); budiz
0n > o pro n'>n. Tento integral transformu_]eme substituei
X—Xo=rcos®P, y—yo=rsinp. Tim se zméni dany integral
dvojny v mtegrdl dVOJndsobny

,27'___A (0n2 o — op 2— a) 0£2,

en’
=2n(log en — log or’), 6=2
Tento vyraz konverguje k nule s ¢, (a tedy pro lim n=~)
tenkrate a jenom tenkrate, kdyz 2—a>0.

Pouzijeme-li tohoto vysledku a véty hofejsi, muzeme vy-
sloviti vétu: Stava-li se f(x,y) v oboru & nekonecnou tolike
v bodé (x, yo), aviak tak, Ze

A
M DS s o =y
pro body uvnitt kruhu o rovnici (x —x)2 4+ (y —yo)2 = ¢ tu,
je-li <2, ma integral z f(x, y) v oboru & vyznam.

Déle plyne véta: Plati-li pro okoli bodu [x,, yo| nachazeji-
ciho se uvnité oboru & a dané na ptiklad vnitikem kruhu
o rovnici (x—xo)?+ (y—yo)?=¢* (¢ vhodné ¢islo kladné). 7ze

A A
o=t g —game = TP S e =T
kde A, A’, o jsou kladné konstanty, pak nutnd a postacujici
podminka, aby v oboru & existoval integral z f(x, y), ktera
toliko v bodé [x,, yo] stivd se nekonecnou na £, jest dana nc-
rovninou 0<2. Jsou-li pro f(x, y) splnény nerovniny (14), mi-
Zeme Fikati, Ze f(x, y) se v bodé [x,, y,| stivd nekoneénou Fidu o.

309. Vysledky tu docilené pro integrialy dvojné nevlastni
maji bezprostfedni dusledkey pro integraly dvojnasobné ne-
vlastni. Dvojnasobny integral z f{x,y) pto obor &, pfi cemz
pro f(x, y) splnény jsou predpoklady odstavece 307 a napied

(14)
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provadi se integrace podle y a pak podle x, lze, existuje-li ten
integral, vyjadFiti jako limitu rovnici

Jdx[te, 9 dy =tim [dx[1(s,y) du,
o n=00 -k,

kde k. jsou kruhy o sttedu [xo, yo|. jejichZ polomér s rostoucim
n nade viecky meze konverguje k nule. Na zikladé této rov-
nice a ivah pfedchizejicich odstaveli miZeme vysloviti vétu:
Staoa-li se v oboru & funkce f(x, y) nekoneénou toliko o bodé
[*0, Yol @ existuje-li doojny integrdl z funkce f(x,y) o oboru
R —k, proviecka n, pak existuje-li dpojnasobny integral z |f(x, y)|
o oboru £, existuje i doojny integral z f(x,y) v tom oboru a

Y

Obr. 23.

naopak, existuje-li doojny integrdl z f(x,y) o R, existuje dooj-
nasobny integral z |f(x,y)| i z f(x,y) p oboru . U dvojnasob-
nych integrali ve vété uvidénych miie byti potfad integraeci
libovolny. Jestlize existuje dvojny integral z f(x, y) v R, jest

[[ 15y dx =[x [1(x, y) dy = [y [1(x, y) dx,
Q2 2 2

¢imz rozsifena platnost vét odstavee 273 a zarovei ziskana pod-
minka pro zdménnost pofadi integrac¢nich i v pripadé, 7e &
obsahuje bod, v némz f(x, y) stiva se nekoneénou.

POZNAMKA. Jak by se ivahy pfedchdzejici upravily, kdyby
bod [x,, yo] misto uvnitt oboru £ byl poloZen na hranici oboru
&, jest nasnadé.
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310. Kdyby f(x, y) stdvala se nekoneénou v 2 toliko v bo-
dech &ary o rovnmici y=(x), postupovali bychom obdobné ku
pfipadu v predchazejicich odstaveich vySetfovanému. Misto
kruhu se stiedem v bodé [xo, y, nastoupiti by tu mohl na
piiklad obor . znizornény na obr. 23 a bylo by lze zavésti
obdobné definice, véty a kriteria jako pravé pro jednodussi
pripad. Jelikoz vsak tdvahy ptislusné jenom malo se lisi od
uvah predchazejicich odstaved, jsou k vili strucénosti dvahy
ony tu pominuty. Plati tu opét — jakoz jest uplné nasnadé
— véta: Staod-li se o oboru & funkce f(x, y) nekoneénou toliko
v bodech éary y = p(x) a existuje-li doojny integral z funkce
f(x,y) o oboru & —w. pak existuje-li doojndsobny integral
z |f(x, y)| o oboru L, existuje i dvojny integral z f(x, y) a na-
opak, existuje-li dvojny integral z f(x, y) o &, existuje dvoj-
nasobny integral z f(x, y)| i z f(x, y) o oboru & Oba ty
integraly — dpojny i doojndsobny z funkce f(x, y) — pak
jsou si roony.

Z této véty nasleduje zejména, ze dvojny integral z f(x,y)
Jjisté existuje, stiva-li se funkee f(x, y) nekone¢nou pouze v bo-
dech &iry y = ¢(x), a to Fadu o< 1. Ba miize se stivati v jedno-
tlivych bodech té ¢iry i nekoneénou Fadu vysSiho nez 1, men-
Siho v3ak nez 2, tvofi-li na ptiklad soufadnice x-ové téch bodi
mnozstvi bodové obsahu nulového. Pi¥i tom tikdme, ze f(x, y)
stiva se nekonec¢nou Fadu o na &ite y = p(x), jestlize — je-li
[xe, Yol libovolny bod pFislusného oblouku, na némz se nenacha-
zeji ony jednotlivé body, v nichz f(x, y) stivi se nekonefnou
fadu =1, avsak <2 — obé limity

lim | x— x [ f(ox, yo), lim |y —yo 9 f(x0 )
Z=2z, Y=o

existuji a jsou obsazeny mezi dvéma ¢isly . B. kdy7Z [xo, yo] pro-
biha cely oblouk kfivky & padajici na vahu.

Stejné véty plati i v tom ptipadé, 7e f(x, y) se v & stava
nekonecénou toliko v bodech ¢iry o rovnici x=y(y).

Kdyby koneéné f(x, y) stivala se nekone¢nou v oboru £
v kone¢ném poétu bodi isolovanvech a v bodech konecného
poctu ¢ar, jez lze rozloziti v oblouky zéisti o rovnici y = ¢(x),
zéasti o rovnici x=1y(y), provedli bychom rozdéleni oboru £
na obory mensi, ¢imz bychom tento obecnéjsi piipad prevedli
na predchdazejici.

I v tomto pfipadé, stejné jako v predchazejicim nasleduji-
snadnym zplisobem nové véty pro ziménnost pofadi integra¢niho
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pfi iniegrilech dvojnisobnych z funkei stdvajicich se v oboru
integra¢nim nekoneénymi.
311. PRIKLAD 1. VySetfiti jest, za jakych podminek existuje integral

dvojny
f [ o (@
pfi cemzZ Q jest Ctverec, jehoZ strany maji rovnice x=-41, x= —1, y=-1,
y = —1. Funkce stivd se nekonec¢nou toliko v bodé (0, 0). Ponévadz
lx?—y® | < x?+y? jest i
|t | <
(x? 4 y?) (x*+ yPe-1'

I vidime, Ze funkce stiva se nekonecnou v okoli bodu [0, 0] Ffidu, jenz ne-
pfevysuje 2(a — 1), a tedy podle vyvodi odstavce 308 integrdl dvojny jisté
existuje, jestlize 2(a—1) <2, t. j. jestlize @< 2. Pro pfipad, Ze a=2 integral,
dvojny nemd vyznamu, jakoZ jest také patrno z toho, Ze integraly dvojnésobné

fdxf(;:_:yu,)gdy_ﬂr fdyf(x,_i—_"’;)zdx —

maji riizné hodnoty; viz odstavec 181, pfiklad (. Tim spiSe ovSem pro a>2
symbol (a) jest bez vyznamu.

Vysledky tyto ziistivaji patrne v platnosti, af jest Q Jakykollv obor
obsahujici bod [0, 0] ve svém nitru. Je-li @ kruh s polomérem R a stfedem
v poddtku, lze integril (a) — ma-li oviem vyznam — snadno vypoéisti. Pro-
vedeme k tomu cili substituci x=g cos @, y—9sin . I dostaneme v diisledku

této substituce .
2 7
[f" s gdodw—[fws 22 do do, ®)

02a—

kde 9, jest pravodhelnik (v roviné o pravoihlych osich g, ) omezeny pFim-
kami o rovnicich ¢ =0, =R, =0, ¢ =2n. Funkce v integrilu (b) se vy-
skytujici stavati se midZe nekoneénou toliko v bodech piimky ¢=0 a to
jenom tenkrate, je-li 2¢ —3 > 0; je-li 26 —3 <0, t. j. je-li « < §, jest funkce
v integralu transformovaném pro obor 2, konefnd a jest tedy provedenou
transformaci dany integrdl nevlastni (v pripadé, ze 0 <« <{) pFfeveden na
vlastni integral. Pro pfipad, Ze 2« —3 > 0 podrzi integral (b) vyznam tenkrat
(podle odstavce 140), kdyz 2« —3 <1, t. j. kdyZ e <2; coZ shoduje se s vy-
sledkem hofejsim. Integral (b) pievadi se pak na dvojndsobny integrah
2n

R
fzgl—“ia-~jcos2qadq:=0.
[ 0

Ze integral (b) jest rovny nule, jest pfedem patrno; nebof funkce, jeZ se in-
tegruje, nabyva v bodech symetiricky vzhledem ku pfimce x — y =0 polo-
Zenych hodnoty, jeZ jsou co do absolutni hodnoty stejny, jeZ vSak jsou zna-
mének protivnych. PonévadZ pak obor integraéni jest symetricky poloZen
vzhledem ku pfimce x —y=0, jest pfislusny integril rovny nule. Z téze
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pFiciny jest téZ integral (a) rovny nule v pfipadé, ze @ jest &tverec svrchu
v dvahu vzaty a Ze « < 2.
Rovnéz z téze pfic¢iny méme i misledujici rovnici
X —

'+y’)“ dxdy =0, )

Mezikruil (E, k‘)

af jest a jakékoliv redlné ¢islo, maji-li kruhy k, k' sifed v bodé ‘[0, 0]. Na-
sledkem toho maji integraly

ff(x’-; dx dy, « libovolné,

kde Q jest obor libovolné dany, majici vSak bod [0, 0] ve svém nitru, a k libo-
volny kruh se stfedem [0, 0] probihajici uvnit¥ Q, viecky touz (na poloméru
kruhu k nezavislou) hodnotu. Existuje tudiz v naSem pfikladé limita (2) a
jest splnéna podminka (3) pfi kaZdém « (viz rovnici ¢); integral dvojny ma
viak vyznam toliko pro @ < 2. Jest tedy patrno na tomto jednoduchém pFi-
kladé, Ze podminka (3) neni pro existenci dvojného integrilu z funkce sta.
vajici se v oboru integraénim nekoneénou postaéitelna.

PRIKLAD 2. Aby alespoii na piikladé doloZena byla rozmanitost zpti-
sobd, jak funkce o dvou proménnych v isolovaném bod& stivati se miize
nekone¢nou, — rozmanitost pfirozené daleko vétsi nez pfi funkecich o jedné
proménné — vezmeme v ivahu integral dvojny

ff (xff'_dyyﬂ)A ;. a>0, f>o0. (m)

Obor Q necht jest omezen useCkami kladnych Cisti osy X a osy ¥ stykaji-
cich se koncovymi body v poédtku soufadnic a spojitou kfivkou K spejujici
druhé dva koncové body téch isecek a probihajici uvnitf prvého kvadrantu.
Funkce za znaménkem integra¢nim stiva se nekone¢nou toliko v bodé (0, 0)
lezicim na hranici oboru &, viude jinde v @ jest spojitou funkci obou pro-
ménnych. Pro vySetfeni podminek nutnych a postaéitelnych k existenci in-
tegralu daného jest tudiz lhostejno, jak probiha kfivka K; zvolime si pozdéji
tuto kf¥ivku k vili zjednoduSeni uréitym vhodnym zpisobem.

Kdybychom chtéli pouziti kriteria odstavce 308, mohli bychom ihned
tvrditi, ¥e dany integral jisté existuje, kdyZ vétsi z ¢isel Ae, B8 jest mensi
nez 2. Tato postadujici podminka neni v3ak nutna, jak ihned sezname. Aby-
chom si odvodili podminku nutnou a postadujici, zavedeme misto x, y nové
proménné u, o rovnicemi

xt=ucos’n, yP=usin’v; 0Z0<in, u=0.
Rovnicemi témi jsou u, o jednoznaéné pomoci x, y (daného oboru ) stano-
veny a naopak x, y jednozna¢né pomoci u, p; vyjmeme-li oviem v oboru £
bod (0, 0), kdez nastivi okolnost vytéen& pFi zavddéni soufadnic polarnich
misto pravoihlych. Pro funkcionélni determinant mame
D(x, y) __ul/a+1/8 cos2/a—1psin2/f—1p |u—1 cosp, —2sinv _
D(u, o)~ aff u-lsinp, 2cosp|
= E ul/e+1/8-1 cos2ie—1 p sin2/8—1 p,

of
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Tak dostaneme

ff (xgidya)a _a%‘f fu1/°+1lﬂ—4—1 cos2/a—1 p'sin2/f—1 p du db.
Yy o

K¥ivku K nyni zvolime si tak, aby jeji rovnice byla x*- yf=a. Pak jest
£, pravoihelnik o vrcholech (0, 0), (a, 0), (8, in), (0, 1#); integrdl pak dvojny
na pravé strané posledni rovnice méni se hned v tento jednoduchy integral

dvojndsobny
in a

fdv[ullﬂfll'ﬂ—i—l cos2/a—1 p sin2/8—1 p du, (n)
o 0
kteryzto integral rozpadé se ihned v sou®in dvou integrilt z funkei o jedné
proménné a to jednak o proménné u, jednak o proménné o. Prvy integral
ma vyznam tenkrite a jenom tenkrate, kdyz

o 1,1
+E_A_l>_1 t.J.kdyzA<;+F,

druhy integril ma pii kladnych a, f vidy vyznam.

Mime tak jako vysledek: Nufnd a postadéujici podminka pro existenci
integrdlu (m) jest dana vztahem

1 1
A<E+E' (p)

Touz podminku bychom dostali, kdyby obor 2 byl omezen dvéma pfim-
kami probihajicimi uvnitf prvého kvadrantu a stykajicimi se v pocatku
a pak spojitou kfivkou K druhé dva koncové body primek téch spojujici
a uvnitf prvého kvadrantu probihajici. Rovnéz by mohl byti obor Q omezen
¢arou v prvém kvadrantu probihajici, uzavienou, spejitou a majici v poéatku
dvé teény svirajici koneény thel. Kdyby obor 2 byl omezen ¢arou majici
v podatku Spici (o jediné te¢ng, jako jest na piiklad p¥i algebraickych kfiv-
kdch bod tdvratu) a jinak tychz vlastnosti, byla by podminka (p) sice po-
stacitelnou, aviak nemusi byti v tomto pfipadé nutnou.

Z propoéitaného pFikladu jest patrny uzitek, jaky pFi oysetioodni, zda
danyj integrdl existuje, poskytnouti mize transformace daného integrélu zave-
denim novogch proménngch.

PRIKLAD 3. Budiz din integral
I=ffxa—1 yi—1(1 —x — yyr—1dxdy,
[

ve kterémZ obor 2 jest trojdhelnik v roviné XY omezeny pfimkami x=0,
y=0,1—x— y=0. Integrdl ma vyznam tenkrédte (a jenom tenkrate), kdyz
>0, >0, y>0; nebof pak funkce integrovana stavati se midZe nekoneé-
nou jenom podél hranic oboru 2 a to F4dG menSich nez 1.*) Integral jest
dile jisté zevSeobecnéni Eulerova integrilu 1. druhu (odstavec 211) a lze

*) Ve vrcholech trojdihelnika £ se oviem funkce za integra¢nim zna-
ménkem mizZe stdvati nekoneénou fiadu vy3Siho neZ 1; avSak Fad ten jest
vidy, kdyz « >0, ﬁ>0,\7 >0, mensi nez 2.
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jej snadno téZ powmoci gamwmafunkce vyjadriti. Pfevedeme-li jej totiz na
- integral dvojnasobny, integrujice napfed na pfiklad podle y, mame

-1 1—z
1= dx.xa-lfyﬁ—l (1 —x—yy-1ldy.
o o

Dosadme ve vnitfnim integrdlu y = (1 — x)%; obdrZime ihned

1—2z ' 1
fyﬂ—l (1 —x - yp-ldy=(1— x)ﬂ+v—1f1;ﬂ—1 (t— n)r=1dy=
0 0 .
_ LA Iy
AR T )
a tedy . .
JZEOTO Fo pis g TOTO) T@IE7

TT@Fn Teff+n
;D@ I'G) ')
T Te+s+7"

I’(ﬂ-l—r)-0

¢éimZ integral dany vypocten.
Na integral I lze pFevésti substituci obecnéjsi integral*)

J =[x+ oy + )01 (s + 04y + 108 (usx + Doy + rog)r~1 dix dy,
92,

ve kterémz obor 2, jestdan trojihelnikem omezenym pfimkamiu,x+o,y+mw, =0,
Ugx + DgY -+ w3 =0, ugx+ o3y -+ my=90. Souéinitelé v rovnicich téchto pFimek
budtei tak voleni, abychom, dosadime-li soutadnice bodé lezicich uvniti
trojihelnika £, do levych stran rovnic danych pfimek, dostali za vysledek
kladna é&isla.

Zavedeme substituci
'

x
u1x+o.‘y+w:=A—1’
, (q)
Upx + Doy fr 0y = ;Z‘
2
nové proménné x',y’, pfi temZ konstanty 4;, 4, tak volime, aby byla zarovei
s témito dvéma splnéna (jakoZto jejich disledek) jesté tato rovnice
1—x'—y
A, ’
K tomu jest nutno a postalitelno, aby é&isla 4,, 4,, A, hovéla rovnicim
A, .-}— Agug+ ‘43".3 =0, 4,0, + A0; + A3 =0, Ay, + A + Aywy =1, (s)
které dostaneme, nasobime-li rovnice (g), (r) po Fadé &isly A,, A, A;, rovnice
znisobené seéteme a pak poZadujeme, aby rovnice tak vznikld byle splnéna
pro viecky (x, y) identicky. Rovnicim (s) bude vyhovéno, poloZime-li

Alz%-l—. A,=—"(—;’~, A,:—WTS.

upx + D3y + wy = (r)

*) Viz Lerch, Casopis sv. 38, kde vySetfovin integral jesté obecnéjsi a
vypocten ponékud jinym zpisobem.
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kdez
iy, Dy, My
0= Uy Dy, Dy
\, Ug, D3y 10y i

a W,, Wg, Wy jsou minory pfisluiné k elementim m,, m,, m; tohoto determi-
nantu. Ziroven jest jasno, Ze ¢&isla 4,, A, A4, jsou kladnd.*) Z toho jest
patrno, %e bodiim, jejichZ soutfadnmice (x, y) ¢ini vyrazy ukx-+ ory -+ rog
(k=1,2,3) kladnymi — t. j. bodim trojahelnika £, — jsou pfifazeny body
o soufadnicich (x', y’) takové Ze x' >0,y' > 0,1 —x'—y' > 0; t. j. body troj-
thelnika Q' omezeného pfimkami x'=0, y'=0, 1 — x' — y'=0. Ptifazeni to
jest jedno-jednozna&né.
Pro funkciondlni determinant vyplyva z (q)

D(x y)—A1'2|u"Dl _W1W Wa
Méame tudiz D=y |t s ”
= s [ s =
|8 |atd+r—1 I'(e) F(ﬁ)l’(r)

T WA« TWL[FTW,]7 " Tla+f+2’

Plochu trojihelnika omezeného prlmkam_l x4+ o y+m =0, usx-}
+ 02y + wy =0, uyx + oyy -+ m; =0 dostaneme z této formule, klademe-li v ni
e=1, f=1, y=1; obdriime pro ni znamy z analytické geometrie vyraz
. .

AT AN

Viz téz priklad odstavce 290a.

PRIKLAD 4. Vypotitati jest integral

s

kde integraéni obor jest koule Kn s polomérem R a stfedem v poéitku. Inte-
gral se pfevadi zavedenim soutadnic polirnich ihned na integrél trojnasobny
R in 2=n &
fdr/d@j 2—00059d«p— Toks—ﬂ
—jx 0
za piedpokladu oviem, Ze 3-—6>0, t. j. ze 6<<3. Snadno bychom na zdkladé
tohoto vysledku véty uvedené ke konci odstnvce 309 a vztahujici se k inte-

v

PRIKLAD 5. Podobné lze stanoviti i integral

= [ .

Kz

*) Ze na piiklad 4, jest kladné, dokéaze, se vypolteme-li soufadnice
prisediki ptimek u,x -+ o,y +m, =0, uyx + vy +my; =0 a dosadime-li je do
VYrazu uzx -+ vzy + ;. Tu dostaneme jako vysledek 6/W, a jest toto &islo
(ndsledkem ptedpokladu o soucinitelich v rovnicich pfimek utinéného)
kladnym.
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je-li KR ta dast koule s polomérem R a o stfedu v potatku, jez poloZena jes
v prvém oktantu. Touz substituci jako v pFikladé pfedchéizejiciin dostdvam

R 4n |in

fdr d@fr1+#+'—°—1 cosi+u—1 0 sinv—1 O cosi—1 p sins—1 @ do.

o 0 0

Tento integral trojnidsobny mé patrné vyznam tehdy a jen tehdy, kdyz
i>0 >0, >0, o<idpto {a

Jsou-li podminky tyto splnény, mame na zikladé odstavce 228 (4) ihned

maere T () 2(3) 0 (5)

itp+v—o 2F(l+g+w) 21"(;'_;“)_

_mweme TR TG) 1)
EFFr=a T (et

I=

PRIKLAD 6. Na zikladé piikladu pfedchazejiciho lze snadno rozhod-
aouti, kdy integral

— xi—1 ym—1 zn—l dx dy dz
"_./;"f =FgEma~ + *>0 £>0 7>0,

mé vyznam, je-li 77 obor obsahujici body prvého oktantu a omezeny jednak
rovinami XY, YZ, ZX, jednak plochou probihajici v prvém oktantu a proti-
najici roviny XY, YZ, ZX v bodech, jejichZ vzdalenost od podatku jest vétsi
neZ jisté kladné &islo. Pro rozhodmuti této otazky jest lhostejmo, jak tato
plocha probihi, a my si ji ucelné mizeme voliti. Predpoklddejme tedy, Ze
integraéni obor 7’ jest vymezen nerovninami
x=0, y=0, z=0, x*+yf-42r< R
Zavedeme-li za tohoto predpokladu nové proménné integraéni rovnicemi
2 2 2
xe=@, yb=n} =0 x=E, y=1°, z={",

dostaneme integral, jehoZ integradni obor v proménnych & n, ¢ bude prévé
KR (viz ptiklad pfedchazejici). Obdrzime snadnym poétem

_ i El—l 1][4—1 C’—'l de dy, dc
’—uﬂr{g EFrrma
n_

2l 2m 2n
= I,l,= y= 'Y

a ﬂ ! 4

a ma tudiZ integral J tenkrit a jenom tenkrdt vyznam podle (a), kdyz

kde

A

1>0, m>0, n>0, A<£+%+%.

Zptisobem stejoym lze odvoditi i podminky postaéujici k tomu, aby
integrdl pon&kud obecné&jsi
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fff xl—1 ym—1 zn—1 dx dy dz
» (axa ybi zvi 4~ bxas ybs zva - cxas ybs zva )4
mél vyznam; pfi tom jsou konstanty 4, a, b, ¢, &, By, 71, @5,... &isla kladna

po pfipadé nule rovna a determinant z &isel @, By, 71, @a B 73 @5, By, 75 jest
od nuly riizny. (Staéi zavésti nové proménné §,»,{ rovnicemi xo ybizvi =§%,...)

PRIKLAD 7. UvaZujme integral trojny

I+ ) () ot

kde T jest obor vymezeny nerovninami (a >0, b>0, ¢ > 0)

X

p 2 ¢ Y ‘3 z\7 1
= —_ o~ iy
x=0, y=0, z=20, (a)+(b)+(c)g .
Zavedme nové promé&nné x,, y,, z, pomoci vztahi

x\® 8 z\? .
(;) %xu (%) =l (?\) =7, x =0, N0, 2, =03

dostaneme pfi kladnych e, 8,7

1= apbycr

efy

ff flxr 4 vy + 21) =1 y 0ot zyn-ldx, dy, dz,,
T,

kde obor T, jest vymezen nerovninami
=0, =0, z21=0, xi+y+2 =1

a kde p —=ap,, q=P8q,, r=7r,. Zavedme opét nové proménné integracni
€ » ¢ rovnicemi

x4+ y+z =4, Y1+ 2, =En, z,=Enl. (b)
Z nich vyplyva
a x,=E(1 — ), n=Et—20, z,=En{ (c)
1—9 , —£ . ] 1—n —§ O
Déx;g yh;l) = /’7(1—.0- E(l —Q, —5"7 = n E, 0=
’"1 ) . - "g ’ EC s E" ’i; ? Eg ’ 577
i, 0, O l
=5, & O|=EMm
nt €6 &

Oboru T, jest prifadén obor 77, pro ktery 0<ES1, 05 n< 1,05 (< 1. Nebot,
Ze kazdému bodu oboru T” jest pfifadén jeden bod v T, plyne z (c) a naopak,
Ze kazdému bodu oboru T, ptislusi jeden bod z oboru T’, nisleduje snadno
z Tovnic, jeZ obdrzime feSenim rovnic (b) podle g 7, { Jest totiZ na pFiklad

zZy s U1
= s 1 —=(= atedy 0 ({1
¢ n+z > ntzn yosis

(nehledic oviem k bodéim, pro néz y, =0, z, = 0).
Provedeme-li substituci proménnych g, 1, { do integralu daného, dostaneme

1 =2Pb9C [ ey epitatn—t (1 — gp—t gaan=d (1 — a1 g1 dE dn d,
afy ./;.[f
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kteryZto integral lze ihned vypsati jakoZto integril trojnisobny, v némz
jednotlivé integrace se provadéji v mezich 0, 1. PonévadZ vsak funkce za
znaménkem integraénim se di rozloziti v souéin t¥i funkei zdvislych vidy
toliko na jedné ze tii proménnych &, 9, {, rozpada se integril dany v souéin
tfi jednoduchych integrilt, a to téchto

1
[r@ertatn—as,
0

1
I'(p) I'(g,+ry)
—_ = patr—1 i L\ ¢ B LD TN
!(1 K " dn C'ipy+q.+r)

. (‘h)P("l)
— a1 fr—1 A Y
f(l fuie di= F(Q1+ 7'1)

Jest tudiz za predpokladu oviem, Ze &éisla p, q, 1, o, #, » jsou kladna,

apbacr I'(p,) I'lqy) I'(ry)

I==f T Fatn

ff(e) EPA+q|+"A—| di =

rE)r(3)rle) g e
—apbter _ e rl; ff(e>5+"+” Lt
#or(E4+i4I) o

<imZ dany integril pfeveden na mtegrul jednoduchy.

312. Obor integraéni jest nekoneény. Podobné jako dvojné
integraly z funkei stivajicich se nekoneénymi v oboru inte-
graénim miZeme definovati i integraly dvojné, p¥i kterychz
obor integraéni prostira se do nekone¢na. Vezmeme, abychom
pojem integrali takovych objasnili, v dvahu nejjednodussi
pfipad, kdy obor integra¢ni obsahuje celou rovinu XY. K tomu
cili sestrojime si fadu oborid jednoduSe spocetnou

0,9, 0,,...
omezenych uzavienymi spojilymi ktfivkami (kvadratury a rekti-
fikace schopnymi) a takovyeh, ze d, — znaéiz d. nejmensi vzda-
lenost hranice oboru £, od po¢atku nebo od néjakého jiného

pevného bodu, nachazejiciho se stile uvnité vSech &, — roste
s rostoucim n nade viecky meze. VySetfujeme pak limitu
lim fff(x,y)dxdy. (n
n=x .Q"

Existuje-li tato limita a vzdy taZ limita, af si zvolime jakoukoli
spoéetnou posloupnost obort &, (s ds rostoucim zaroveir s n nade
viecky meze), sluje ta limita dvojny integral z funkce f(x. y)
v oboru O, zaujimajicim celou rovinu a znadi se
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[ty dxdy. )
-0,

Neexistuje-li limita (1), fikdme, Ze symbol (1) nema vyznam
Podobné definuji se i dvojné integrialy v jinych oborech.
prostirajicich se do nekoneéna, na pfiklad integral z f(x, y
v prvém kvadrantu, anebo integrial v oboru omezeném para-
bolou atd.
Pro tyto integrily nisleduje z definice jejich téméi bez-
prostiedné véta .

[[te waxvdy=[[rx, dxdy+ [ [1x, 9 dxdy @
b B D
platnd za predpokladu, Ze obory £, ©” dohromady tvofi obor
0. Je-li obor £ obor do nekonecna se prostirajici, pak aspon
jeden z obori £, 0" jest rovnéz obor do nekonecna se prostirajiei.

313. Mohli bychom pFi vysetfeni otazky, zda dany dvojny
integral pro obor do nekonec¢na se prostirajici existuje, postu-
povati podobné jako p¥i integrilech z funkci stavajicich se
v oboru integra¢nim nekonefnymi. Lze vSak pomoci zavedeni
novych proménnych integrdly, jejichZ obor prostira se do neko-
nedna, prevésti na integraly, jejichZz obor jest konecny, a které
se mohou oviem pak vztahovati na funkce, jeZ v novém oboru
integraénim jsou nekonecné, i kdyZz v plivodnim integralu bézelo
o funkei v celém oboru integraénim konec¢nou.

Zpusob, jak pfevedeni ono lze provésti, vysvétlim na nej-
jednodussim pripadé oboru 9, zaujimajiciho celou rovinu. Nej-
prve tento obor rozdélim ve dva, a to v obor konelny, omezeny
kruznici k o poloméru R a o stiedu v pocitku, a v obor ne-
kone¢ny, poloZzeny vné této kruznice; oznaéime tento obor Og
Tim podle rovnice (2) rozpadne se integral z f(x, y) v integraly-
dva, z nichz jeden bude miti za obor integraéni kruh s polo-
mérem R, ledy obor koneény. Bézi tedy vlastné o vySetrent
dvoyného integrilu

[ty dx dy. ()
2

Tento integral jest ddn limitou (1), pFi ¢emz &, jest obor
omezeny jednak kruhem k, tvoficim vnitini ohrani¢eni oboru £,
(viz odstavee 204), jednak ¢arou uzavienou — po pFipadé ¢arami
uzavienymi vné kruhu k probihajicimi; oznacime-li pak ohra-
ni¢eni oboru &, vné kruhu k polozené kritce K. a nejmensi
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vzdalenost bodd na K, od pofatku znackou d., jsou obory £.
takové, ze d, s rostoucim n roste nade vSecky meze.

Zavedme do integrilu, ktery se nachazi ve vyraze (1), nové
proménné x’, y’ rovnicemi

Re — Y #

= EEy

xl

pyn YT
(transformace inversni, viz odstavec 284). Obor £, zméni sc
v obor &', jehoz ohrani¢enim (vnéjSim) bude opét kruh k, kteryz
inversi se neméni, zbyvajici pak hranice oboru £, — ozna¢me
ji K's — vylu¢uje z vnititku kruhu k obor ', obsahujici potatek
(0, 0) ve svém nitru a takovy, Ze oba rozméry oboru toho s ros-
toucim n konverguji k nule. Nebof z rovnic (4) vyplyva

2 R‘
x’-{—y 2;"_’-4-—?;
ma-li tedy néjaky bod na ktivee K, nejmensi vzdilenost od
pocfatku rovnou d,, ma prislusny bod na kfivee K’» mezi vSemi
body této kiivky nejvétsi vzdilenost od pocatku rovnou R%'d..
Dostaneme tak rovnici
Ri ! RZ ! Rl dx'd'l
f flx, y)dx dy = _/'ff(xm_:yrz ’ x(a_i:yyya) (xrz+y';ls1?‘
. o,

5

Ma-li prava strana této rovnice limitu, md ji oviem i leva strana
a naopak. Avsak prava strana (misto &, bychom patrné tam
mohli psidti k—w’y, znadi-li k téZ obor omezeny kruhem k) ma
limitu tehdy a jenom tehdy pii libovolné volenych K. kdyz
existuje integral

fff( R2x! Ry’ ) Rt dx' dy' 5)
k

x'2 _|_ yn ’ x'? + yn (xrz + yn)a °

Tim pfevedeno vysetfeni, zda symbol integrilni (3) mnd vyznam,
na vysetfeni obdobného symbolu, ktery viak vztahuje se na obor
koneény, a miZeme pouzivati k tomuto vySetteni vét jiz dFive
odvozenych.

Z vysledku tohoto jest zejména patrno, Ze k tomu, aby mél
pyznam integral (3), jest nutno a postaditelno, aby téz

[fi1x.9)1dxdy
Or

mél oyznam; obdobny vyrok lze uciniti patrné i pii integrilech
v oborech jinych do nekonecéna se prostirajicich.
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I jiné véty diive odvozené pro dvojné integraly z funkei
stavajicich se nekoneénymi pfevadéji se snadno na dvojné inte-
grialy v oborech do nekoneéna se prostirajicich. Omezim sc

v té pFiciné toliko na jednu vétu, kterou jesté odvodim.
Budiz? f(x, y) takova, 7e
- | | o 7

pro viecky body (x, y), pro n¢z x?+ y?> R% Pak dosadime-li do
{éto nerovniny podle (4), mime

'f( R2x’ - Ry’ ) R i Ri—2a9

xm + ylz xlz + y'ﬂ (xlﬂ + ylz)z (xI2 + yl2)2-—-;a
pro viecky body, pro néz x2+y?< R? t. j. pro vSecky uvnit¥
kruhu k. Podle této nerovmniny jest funkece v integrilu (5) ne-
kone¢nou toliko v bodé (x'=0, y’=0), a to ¥ddu nejvyse 4—a’
stavi-li se oviem viibec nekoneénou. Ma tedy integral ten podle
véty odstavee 309 jisté vyznam, je-li 4—a <2, t. j. je-li a>2-
Tudiz i integrdl z funkce f(x, y) hovici nerooniné (6) ma jisté
vyznam i pro nekoneéné obory oné kruhu x*+ y*= R?® se roz-
prostirajici, jestlize a>2.
Podobné. hovi-li f(x, y) nerovniné

ﬁil i < Ty <x2+ s 0<W <A
pro vSecky body, pro néz x?+4y?>R? pak integral z f(x, y)
v oboru daném vnéjSkem kruhu x?+4y*=R? ma tehdy a jen
tehdy vyznam, kdyz e>2.

Kdyby obor, podle kterého se ma integrovati, nezaujimal
celou nekoneénou rovinu, nybr? jenom jistou ¢ast, mohli bychom
postupovati stejné. Tak na pfiklad obor obsahujici kladnou ¢ast
0sy X-ové od bodu (1, 0) podinaje do nekonec¢na a omezeny jednak
obloukem paraboly o rovnici y*=2px, jednak obloukem kruhu
x?+ y2=1, zméni se inversni transformaci (4) pii R=1 v obor
koneény omezeny jednak obloukem kfivky o rovnici

Y =2px'(x" + y"),
jednak obloukem kruhu x2+ y2=1. Bod (0, 0) bude vsak v tomto
ptipadé poloZen na obvodé toho oboru; hranice oboru ma v tomto
hodé bod uvratu.

314. PRIKLAD 1. UvaZujme integril dvojny
ffsin (x*+ y®) dx dy.
2,

Peir, Integrélni pocet, 2. v. 40
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kde ©, jest obor obsahujici celou rovinu. K rozhodnuti, zda tento nevlastni
integridl ma vyznam, staéi vySetfiti, zda existuje limita vyrazu

ffsin(x’ + ¥} dxdy (P
Ep

pro ten piipad, Zze lim R=o0; KR jest kruh, jehoZ stfed jest v pocatku a
jehoZ polomér jest R. K vypoétu integralu (p) pouZijeme transformace v sou-
fadnice poléarni; obdrZime jej ihned jakoZto rovny dvojnischnému integralu,
jakoZ vyjadiuje rovnice

27 R
[fsin(x’+y’)dxdy :quafrsin(r’)dr:?.n. 1 (1 — cos (RY).
Ep o 0

Aviak limita vyrazu z#(t —cos R?) pro lim R=oc neexistuje a tudiZ dany
symbol nemd vyznamu. Ostatné plyne to téz ihned z okolnosti, 7e integral

[fisinte 4y 1dxdy
D. .

jest bez vyznamu, kterazto okolnost jest téméf bezprostiedné patrna.
Podotykam jesté, Ze integrily dvojnasobné

[o =} (o] (= =] [ o}
fdxfsin (x4 y¥ dy, fdyfsin(x’-}-y’) dx
—00 —® — —2
vyznam maji a Ze jsou si i rovny. Nebof pro prvni integral na p¥iklad plyne
(= =] e ]
fdxf[sin (x?) cos (y?) + cos (x?) sin (y?)] dy =
—» —
Qo C.D (e =] [ 2]
= [sin(x?) dxjcos (¥ dy + cos(x’)dxfsin (yhHdy =
—0 —Qo —@® —Q0

= V;'Q: l/g + V% l/% ==z (viz odstavec 187).

PRIKLAD 2 Kdybychom postup v p¥ikladé pfedchézejicim pouZity a
opirajici se o integral (p) pouzili u symbolu integralniho

[fsin (x*+ y®dxdy, D, jest obor obsahujici.celou rovinu XY,
O, '

nedospéli bychom k dikazu, Ze tento symbol nema vyznam.*)

Naopak lze snadno obecnéji dokazati, Ze limita
lim /]sin(x’—l—y’)’ dxdy @
n=X» 'o"

*) Ze dany integralni sylﬁbol jest bez vyznamu, vyplyva z okolnosti, Ze
[[isin =2+ g2 | dx dy
L

jest bez vyznamu, jakoZ bezprostiedné témér jesi patrno.
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existuje, je-li On obor omezeny kfivkou uzavfenou, spojitou, protinajici
ka%dy polopaprsek z poéitku vychazejici v jediném bodé a konelné takovou,
Ze nejmensi vzdalenost Dn bodd na ni poloZenych od poéatku s rostoucim
n roste nade vSecky meze. Nebof jest

2r Fp(p) 2z Fpig) -

[fsin x4y dxdy = fd(pfsin ) rdrde = -;—quafsin (s®) ds
0, o 0 o 0

(zavedeny nejprve polarni soufadnice r, p; pak uZita substituce r* =3); pfi
tom jest Fn(p) funkce, jeZ jest definovana v intervalu (0, 27) tak, Ze jest stale
Fn(9)= Dn. Ponévadz viak Dn s rostoucim indexem roste nade viecky meze, jest

Fpie)
fsin (s ds=31Vin + ealp), kde | eale)] < tn, lm}) tn—=20
0 n=

a nisledkem toho (podle véty o stfedni hodnoté)

f fsin (x* 4+ y¥?dxdy — }=n Vi [ < men,
n
odkudz svrchu uvedené tvrzeni vyplyva; limita (q) tedy vskutku existuje a
jest rovna (3m)}. Stejny vysledek bychom obdrzeli, kdyby hranice oboru Oa
kazdy polopaprsek z poéatku vychdzejici misto v jediném bod& protinala
v jistém poétu bodd, jenZ miiZze byti vétsi nez 1, avSak stile a pro viecky
indexy jest men3i neZz uréité cislo kladné P.

PRIKLAD 3. UvaZujme integral
dxdy . N -
ff(x"+y’)4 ’ «>0 F=0
DR

kde Tr® jest obor nekoneény dany lou Casti prvéHo kvadrantu (x =0, y =0),
Jejiz body jsou vné kfivky o rovnici x¢+ y? = R?; jest tedy obor Dr(Y dplné
vyznacen témito nerovninami: x==0, y=0, x*4yS=R% '

Provedeme na integral pfedlozeny transformaci danou rovnicemi

xfia y'is

xla= e Ly !ﬁﬂ-:’m; x>0, y' >0
Transformace tato jest jisté zevSeobecnéni transformace inversni. Nejprve jest
Dxy)|_ 1
Dy T 2.2

(xhe - ytd)® N

ff e = [
gt )(x'"-|- e 3

kde 2% jest obor koneény v roviné proménnych (x', y') vymezeny nerovninami

a tudiz

x'=0, y'=0, x'"+ y”< R’"'
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Funkee v novém integrilu jest koneéna v oboru Qr(, jestlize 4 > 2/e {2/
neni-li tato podminka splnéna, stiva se funkce nekonec¢nou v bodé (0, 0) po-
loZzeném na hranici oboru Qr®; integral viak pravé ziskany shoduje se v pod-
staté s integrdlemn piikladu 2, odstavec 311; uZijeme-li vysledku tam docile-
ného, vidime ihned, Ze nutnd a postaéujici podminka, aby integral nov¢
ziskany a tudiZ i integrdl ptivodné& dany mél vyznam, jest

2+2_A/L+i t. 7. ab A>l+__1_
«ts < ik . J. aby « T

Z vysledku tohoto a pfikladu 2, odstavec 311, jest patrno, ze integralni symbol

dxdy
,-7;,*~» : o > O, ﬁ > 0!

v némz obor DM jest cely prvni kvadrant, nemd p¥i Zidném A4 vyznamu.

2, INTEGRALY PLOSNE.

315. Zptsobem obdobnym, jako zavedeny byly integraly
kfivkové pfi jedné integraéni proménné, lze pti dvou promén-
nych zavésti .integrialy ploSné. Budiz diana jistd spojita cast
plosna — znalme ji IT — takova nejprve, Ze rovnici jeji lze
psati ve tvaru ’

z = f(xy). (1)
Pti tom nechf dostaneme na zikladé této rovnice soutadnice
vSech bodt na. IT a kazdého bodu jedenkrat, nechdme-li [x, y]
probihati jisty obor 2 roviny XY; f(x, y) jest spojitou funkei
proménnych x,y v Q. Vezmeme pak v iivahu tento integral dvojny

[[Feey 1wy dxay.
2

Integrélu tomuto nisobenému bud +1 anebo —1 rFikdme integral
plosny podle plochy II (podle &éasti plosné IT) z funkce F(x,y,z).
Zavidime pak pro néj stru¢néjsi oznaeni na zakladé rovnice
(p.l.)‘ R
/jF(x.y.Zdedy-=rf F(x,y. f(x,y))dxdy; e¢=+1. 2
b Q

Rovnice tato poddvd nam oznaceni a zaroven definici inte-
gralt ploinych. OvSem neni definice tato dplna (jednoznacna).
nebof na pravé strané jest &initel ¢, jejZz mizeme si zvoliti rovny
bud + 1 anebo rovny —1. P¥i integrilech kiivkovych ¢initel
+ 1 nemusil byti zavidén; tam totiz byla moznost vhodnou volbou
sméru integrac¢niho, ktery oznafenim byl vytden, diti pfislus-
nému integralu ¢initel + 1. Mo#Znost takova pFi integralech
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plosnych neni; abychom vsak i tu tdéelné stanovili cislo € a
tak zavedenim integralt ploSnych docilili vskutku v iivahich a
dalsich vySetfovanich zjednoduSeni, omezime se na plochy majici
doé strany.

Takové plochy o dvou stranich jsou pfedevsim spojité, uza-
viené plochy, jez tvofi hranici télesa.*) Bod, ktery nachizi se
uvnitf takové uzaviené plochy a tedy uvniti télesa, nemitze, po-
hybuje-li se, proniknouti do vnéjfku uzaviené plochy, ledaze
pronikne skrze uzavienou plochu; obdobné jest tomu i p¥i bodu,
ktery se pohybuje vné té uzaviené plochy. Mizeme tudiz vskutku
na takovych plochich (poklidime-li je aspon v predstavé jaksi
za hmotné rozhrani dvou ¢&iasti prostorovych) rozeznavati dvé
strany; na jednu stranu narazi bod pohybujici se z vnitra ke
hranici, na druhou bod pohybujici se vné télesa k jeho hraniei.

Rovnéz kazda cast plochy uzaviené a tvofiei hranici télesa
jest plochou majici dvé strany. Tak na priklad ¢dst plosnou IT
svrchu pomoci (1) stanovenou lze pokliadati za éast hranice jistého
télesa (dalsi ¢dsti hranice mohou na p¥iklad byti jednak plocha
vilcova rovnobéina s osou Z o Fiditelce dané krajem plochy I,
jednak rovina rovnobéznd s rovinou XY a neprotinajici plochu
(1)). Ma tedy IT dvé strany; na jednu z nich narizi bod pohy-
bujiei se rovnobéiné s osou Z ve sméru kladném, na druhou bod
pohybujici se rovnobéiné k Z ve sméru ziporném. Tuto druhou
stranu plochy II pak nazveme horni a oznac¢ime II®, prvou pak
nazveme dolni stranou a ozna¢ime II9. Javedeme pak vlastné
misto integrali plosnych integrily podle jednotlipych stran
plochy témito rovnicemi

(1) .
[P y2 dx dy=+[ [Fx. 9. (v, p) dx dy,

ot [o]
) .
ij(x,y,z) dxdy = —ij(x, y. [(x, y)) dx dy.
1@ [}
MéjmeZ nyni spojitou plochu I o dvou stranach ITW, IIMH
a takovou, ze ji lze rozloziti v koneény pocet ploch I1,, IT,, ..., IT,,
pFi ¢emz rovnice plochy I, (k=1,%,...,m) jest ddna rovnici
z=fi(x, y), ve kteréz [x, y] probiha obor 2 a fi(x, y) jest spojitou
funkei obou proménnych v tomto oboru. Budiz dile rozklad
plochy IT v plochy II; jiz takovy, ze bud jest horni strana plochy
*) Pod ,télesem“ vyrozumivime v nasledujicim obor trojrdzmérh)" spo-
Jjity, ohrani¢eny plochami spojitymi nazoru pfistupnymi.
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IT, ve viech svych bodech shodna se stranou IV, aneb Ze tomu
tak jest u dolni strany plochy II:. Pak klademe, definujice plosny
integrdl z funkee F(x, y, z) podle sirany II® plochy IZ.
(L)
[[Fx y, 7 dxay —Z [ [FCx, y, fix, y) dx dy; )
) k=1 a,
tu jest & = + 1, je-li horni strana plochy II; soudasti té strany II™,
podle niz se integruje; je-li vSak dolni strana plochy II; soudasti
strany II®, jest klasti & = —1. Stejné se definuje plosny integrél
podle strany IT™, O¢ividné jest
(Ql.? (p.l.)
ij(x,y,z)dxdy:—ij(x,y,z)dxdy. (4p
o oD

Tak na piiklad je-li dané plocha elipsoid E o rovnici x¥a+ y2/bt+ 2P =
=1, rozdélime ji ve dvé &ésti I1,, II, o rovnicich

T
z=cl/l—-‘—ﬁ—l? (castH,);

0y -
z=—c¢ 1_F_l7_’ (¢ast IT,).
Vnéjsi strana elipsoidu skldda se z horni strany éasti IT; a dolni strany ¢éasti
I1,; obory Q,, Q, dané jakoZlo priméty éasti f1,, IT, na rovinu XY redukuji
se na jediny obor £ omezeny elipsou o rovnici b%x? - a®y? = a%b%. Tedy jest
(pl)

j[F(x y,z)dxdy_ffF X, 4, ¢ l/ —-—2 b“ dxdy—

E(vné].) 5)
—ffF X, y.—cl/ -5 =7 dxdy

316. Rozpadi-li se téleso ohrani¢ené spojitou uzavienou
plochou IT pomocnou plochou spojitou # na dvé &asti omezené
uzavienymi spojitymi plochami II, II,, jest patrné

ffF(x. Y, z)dxdy =ffF(x, U, z)dxdy —I—[[F(x, y.z)dxdy,

nh m(0) D
pti Cemz index horni (I) zna¢i na piiklad vnéjsi stranu piislus-
nych uzavienych ploch. Nebof prava strana lisi se od levé jenom
tim, Ze na pravé strané (vedle integrdli podle dvou ¢asti plochy
IIM) se vyskytuji integraly podle obou stran plochy =, jez podle
(4) maji soucet rovny nule.

317. Zvlast jednoduché stanoveni ¢isel & v rovnici (3) doci-

lime, predpokladame-li, Ze dané spojita, uzaoiend plocha (podle
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které se integril plosny poéita a kterda omezuje jisté koneéné
téleso) ma normalu aspoii v jednom bodé M kazdé casti IIi, a to
normalu, jez neni kolmd k ose Z. Uéiime tento pfedpoklad a ze
dvou mozZnych smérii na normale v bodé M; uvazujme smér od
télesa omezeného danou uzavienou plochou, t. zv. smér nor-
mély onéjsi; ozna¢ime jej nie. Pak patrné, svira-li smér OZ se
smérem vnéjsi normaly n: dhel ostry, jest horni strana na é&asti
II, vnéjsi stranou na dané uzaviené plose; svira-li dhel tupy, jest
dolni strana na &asti II; vnéjsi stranou dané plochy. MizZeme
tudiz, jestlize IIM) jest stranou onéjsi dané uzaorené plochy,
rovnici (4) psati takto

(pl.) m

ffF(x, y,z)dxdy =Z sign cos (Z, nk)ffF(x, y, f(x,y)) dx dy, 6)

L) k=1 9
kde (Z, ni) jest dhel osy Z s ni a kde sign a=+1 aneb — I podle
toho, je-li a kladné aneb zaporné.

Rovnice priavé odvozend jest platna ovSem i v tom pFipadé,
7e bézi o plochy neuzaorené majici vSak dvé strany. Pak ni znaéi
smér normaly — jakozto polopaprsku vychazejiciho z bodu M;
— vztycené na té sirané plochy, podle které se integruje, t. j.
na strané IID,

318. Stejné jako integril plosny vzhledem k spojité plose
o rovnici z=f(x, y) (resp. ku plo3e, ktera se da rozloziti v koneény
podet Casti vesmés o takovéto rovnici a ktera tedy jest protindna
pfimkami rovnobéZznymi s osou Z v kone¢ném poétu bodid) lze
definovati integraly plosné

(el.) (el)

f[F(x_. y.z)dx dz, ‘/.[F(x, y,z)dy dz (7)

(D n)
a to prvoni integral tenkrate, jestlize plocha IT se da rozloziti
v koneény pocet ¢éasti. jejichz rovnice maji tvar y = h(z, x), druhy
pak tehdy, kdyz se da rozloziti plocha ta v koneény pocet &asti
o rovnicich tvaru x=g(y, z). Lze opét rozeznivati i tu integraly
vzhledem k obéma straniam plochy a zavedeme obdobna stanoveni
a oznaceni jako pfi integrilech plosnych, jejichZ integraéni
proménné byly x, y; tak nelisi se vyrazy (7) od vyrazi diive
zavedenych neZ jinym oznacenim proménnych.

Koneé¢né integral

(pl.)
f [F(x,y,2)dy dz + G(x, y, z) dz dx + H(x, y, z) dx dy), (8)
P
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pokladame-li jej za. soulet tfi integrald ploSnych z funkce F
resp. G, H podle integra¢nich proménnych [y, z] resp. [z, x], [x, y).
ma podle pfedchazejiciho vyznam, je-li plocha I7 protinina rovno-
bézkami s vsami X, Y, Z v kone¢ném poétu bodti a lze-li ji nad
to rozloziti jednak v konecny pocet cCasti o rovnici z=F(«, y).
jednak v koneény poclet ¢asti o rovnici x=g(y, z) resp. o revnici
y=h(z, x).

Pripustime je$té do iivah svych plochy vileové rovnobézné
s jednotlivymi osami. Znaci-li na priklad V9 jednu stranu ¢asti
plochy vilcové, jejiz pfimka vytvofujici jest rovnobézna s osou

Z, klademe

(pl.)
f[H(x, Yy,z)dx dy =0; 9)
v,

obdobné rovnice nechf plati o ¢astech valcovych ploch V,, V5.

319. Predpoklédejme, abychom vyraz pro integral plosny
jesté vice zjednodusili, ze rovnici plochy 17, podle jcjiz jedné
strany se integruje, lze psati ve tvaru parametrickém

x =@(u, ), y=1v(u, o), z=y(u, o).

Pii tom kazdému bodu plochy IT ptislusi jedna dvojice [u. o}
Jjistého oboru £ a naopak kazdé dvojici [u, p] jeden bod |x, y, 2]
na I1. Funkce ¢,9,x nechf jsou funkce proménnych u, v v 2 spo-
Jité, majici v &2 derivace rovnéz spojité.

Kosiny smérné normily v bodé (u, v) jsou diny rovnicemi

+ 4 + B
s (X = Yn)=m7———r—-,
cos (X, n) VAT re cos (¥, n) VAL L )
COS(Z,n):—_i,—C__i,
Va+ Bt C

kde ve vsech tiech v)?razech jest bud zvoliti znaménko horni
anebo dolni a kde
— D, 2) D@9 _Dio. v)
A= D(u,-v)_’ B= D(u, o)’ C= D(u, o)
(viz odstavec 297, (2) a odstavec 298). Bod M’, ktery se nachazi
na normale vztyéené na jedné strané plochy /T ve vzdilenosti 4
od paty normdly M, ma soutadnice
¢(u,o)+2cos(X,n), (u,0)+4icos(Y,n), z(u,o)-+ 4icos(Zn). (11)
Méni-li bod M na plose I spojité svoji polohu, méni i bod M’
(polozeny na normale v bodé M — stile na téze strané vztycené
— ve vzdalenosti 4 od M) spojité svoji polohu. Tudiz i soufad-
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nice jeho v (11) se spojité méni a nisledkem toho jest ve vyrazech

(10) voliti pti vSech bodech plochy IT stile totéz znaménko (a sice

bud horni anebo dolni podle toho, o kterou stranu plochy 17

hézi). Mizeme tudiz psiti (jelikoZ odmocninu bereme kladné)
sign cos (X, n) = * sign 4, sign cos (Y, n) = + sign B,

'sign cos (Z,n) = + sign C, )
kde znaménko + jest voliti ve vSech téchto rovnicich a pro
viecky body plochy II stejné. Zavedeme-li tedy do vyrazi na
pravé strané rovnice (0) misto [x, y| za integraéni proménné [u, o],

"dostaneme (podle pravidla odstavee 278)

sign cos (Z, nk)ffF(x, Y, [, y)dxdy =
Q%

= i]/ Fig, v, z)sign C. C dudo= iffF("" ¥, 7 Cdudo
o, al,

a ponévadz znaménko + jest u vSech sCitanci na pravé strané
rovnice 0) totéz a soucet oboru &% diva obor 2, jest

(pl.)
/[F(x,.y,z)dxdy:iij(tp,w.z)CdudD. . (12)
P at

Piedpoklady svrchu ucinéné o existenci a spojitosti derivaci
funkei @, ¥, ¥ nemusi byti splnény podél bodi resp. ¢ar oboru
2 1ze-li jenom ty body resp. éiry uzav¥iti v obory, jejichz plochu
celkovou lze uéiniti libovolné malou, a mimo to tak, ze zbytek
oboru £ jest jednoduse souvisly. Nebof pak postaci pohyb bodu
M svrchu v tivahu vzaty omeziti jenom na ty Casti plochy, které
pravé odpovidaji onomu- zbytku oboru &. Pfedpoklad o jedno-
jednoznaéném pritadéni bodi [x, y, z] na IT a dvojic [u, p] oboru
L ]zc podobné rozsititi (viz také odstavec 281, priklad 1).

PRIKLAD. Rovnici elipsoidu E v odstaveci 315 v tvahu vzatého lze
psati parametricky ve tvaru

X =acos.usino, y=0bsinusino, zZ=ccosD.

Obor £ proménnych |u, o] jest dan na pFiklad pravothelnikem, jehoz vrcholy
maji soufadnice [0. 0], [2x, 0], [2x, a], [0, n]. PFifadéni mezi (x, Yy, z) a (u, D) jest
nehledé ke hranicim pravothelnika (t. j. ke stranim spojujicim jednak
vrcholy [27, 0], [27, 7], jednak vrcholy [0, 0], [0, #]) jedno-jednoznaéné. Pro
funkcionélni determinanty mame

— A=0bccosusin?v, —B=acsinusin*p, —C =absinbcoso.

l jest tedy (nebof v rovnici (10), znaéi-li n smér normdly vnéjsi, jest voliti
v tomto pfipadé znaménko dolni)
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(pl.)
ffF(x, y.z)dxdy =ffF(a cosusin o, b sin u sin o, ¢ cos p) ab sin b cos o du do.
gl(vot}) [+ 4

Pravou stranu lze snadno v tomtio pripadé vypsati jako integril dvojndsobny.

320. Platnost rovnice (12) rozsifuje se ihned na integraly (8)
za predpokladi o plose IT v obou odstavcich pfedchazejicich uéi-
nénych. Jest

)
/ f[F(x, ¥, 2)dydz+ G(x,y,z)dzdx + H(x, y, z) dx dy] =
oD (13)

= 1fﬁf“"- v.7) A+ G(g, v, 7) B+ H(p, ¥, ) C] du do,
_Q!

integruje, a na volbé proménnych u, v. S touto rovnici souhlasi
i stanoveni v (9) uéinéné; nebof na ¢asti valeové plochy V7 jest
stale C=0.

Rovnice (13) uzijeme jako prostfedku k jinému vyjadieni
plodnych integrali. Rozlozme obor & v integrialu pravé strany
té rovnice na obory mensi o'}, o, ..., @'n; pak jest

}{;/F(qz,w,z)Adudo:{f+£[+‘[[+...-t)j;[.

Funkei integrovanou (kterouz jsme na pravé strané vynechdvali)
miizeme psati jako soudin

kde znaménko + =zdvisi na strané plochy II, podle které sc

A R
F YW ) T/—/m/———————— - A? B* Ca,
(e s V +B
jehoz druhy ¢initel jest kladny. Lze tudiZ uziti na integral véty
o stfedni hodnoté; predpoklddime-li pf¥i tom pro jednoduchost
vedle spojitosti derivaci funkei @, @, x jesté spojitost funkee F
v oborech, o néz jde, mizeme tudiz psati se zfetelem k (10) a (+)

+[[Fg. 4,0 4 dudo=
o
:i FeEimi, &) cos (X, ,,,)ffVZ’—-i-WIca du do.
= i

Oboru o’; proménnych (u, o) ptislusi na ploSe II jista cast jeji,
jiz oznaéime kratce o;; rovnéz tak oznadime velikost povrchu
této Casti g Bod (&, 7i, §) jest patrné bod na o¢i; n; pak jest
norméla v tom bodé ku plose IT a to na té strané plochy vztyéena,
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podle které se pravé integruje. Mame pak dédle (na zdkladé
formule (II) odstavce 298) '

iffF(q:, v, 7) Adudo =Z’1F(Ei, i, &i) cos (X, ni) . ai.

Rovnice tato jest platna, af si zvolime m jakkoliv veliké; nechdi-
me-li m vzriistati nade viecky meze a ziroven rozméry &asti oy
konvergovati k nule, lze pravou stranu psati jako dvojny in-
tegral®)
ffF(.r, y,z)cos (X, n) do; (14)
o

nebot funkce F(x,y, z) cos (X, n), jsouc spojitou funkei bodu na
ploSe, jest integrace schopna. PFi tom jest bod (x, y,z) bod na
plose II, n jest pak norméla v tomto bodé ku plose IT vztyéena
na té strané, na které se integruje.

Podobné lze vyjadriti i ostatni s¢itance pravé strany rovnice
(13), takze celkem lze psati

(pl.).
f/[F(x, y,2)dy dz + G(x,y,7z)dz dx + H(x, y,2) dx dy] =
) (15)
=ff[F(x, y, z) cos (X, n) + G(x, y. z) cos (Y, n) + H(x, y, z) cos (Z, n)] do.
I

321. JelikoZ jest identicky

ffF(x, y,z)cos(X,n)do =ffF(x, U, 2z) 22;—2)":;7) cos (Z, n)do
fi] Y ’

a podle predchazejiciho odstavce

(pl.)
j /F(x, Y, z)dy dz =ffF(x. Yy, z)cos (X, n) do,
) I

*) PFi definici dvojného inlegrdlu z funkce f(x,y) v oboru 2 jsme délili
obor rovinny £ na jisty poéet oborl w,, w,, ..., om. Tady vyskytuje se obor
IT dany jistou plochou, ten se pak déli na obory g, d,..., om. Kazdému bodu
oboru II jest pfifadéna jista hodnota funkéni; jelikoz poloha bodu zavisi
toliko na dvou parametrech. jest funkce ta ve skute¢nosti zdvisld také jenom
na dvou proménnych, jezto viak plocha II neni rovinna a ve funkci F(x, y, 2)
jest vyznacena zdvislost na bodu stanoveném svymi soufadnicemi prostoro-
vymi, vyskytuji se v ni tfi argumenty (ovSem ne nezavislé). Jinak nic ne-
pfekazi, abychom definici integralu svého ¢asu podanou pro cbory rovinné
nepfenesli beze zmény na obory dvojrozmérné dané povrchem plochy Il
Rozméry ploch 6; miZeme méFiti prostfednictvim dvou systémi Ear na plose
vhodné volenych, na pfiklad v naSem pfipadé pomoci systému ¢ar u=konst.
a systému o= konst. i
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(pl.) » . )
ffF(x, Yy, z)dxdy _.I/;fF(x, Y, 2) cos (Z, n) do,

ad
déle pak
%(%((%))— =— g—; =—p. (viz téZ odstavec 297, (2))
Jest ihned
L) (1)
j]F(x,y,z)dydz=—ij(x,y,z)pd;dy. (16)
a® (0]
Podobné
L) (el)
ij(x.y,z)dxdz:—j[F(x,y,z)qudy. (17)
oD M

P#i tom jsou po&itany p, resp. q (jakozto derivace z podle
nezavislé proménné x, resp. y) z rovnice plochy IT a ¢inény
o plose té mléky jisté predpoklady, jez k odvozeni vztaht
v ptedchdzejicim uzitvch byly pfedpokladany. '

POZNAMK A. Rovnice (15), po ptipadé rovnice (16) a (17)
mohou slouZiti za podklad k rozsifeni pojmu plosného integrilu
i na takové éasti plo$né, jez jsou protinany rovnobézkami s osou
Z (po ptipadé s osou X aneb Y) v nekoneé¢ném poctu bodi. Oviem
zase jest pti pfisluSnych &astech ploinych nutno predpokladati
existenci normaly v kazdém bodé plochy.

322. Re$me nyni tento iikol: Jaké jsou nutné a postacujici
podminky, aby plosny integral
(pl.)
j [[F(.v, ¥, 2)dy dz 4+ G(x,y,z) dz dx + H(x, y, z) dx dy] (21)
1)
byl roven nule, af jest II® jedna strana jakékoliv uzaviené
plochy probihajici v jistém trojrozmérném oboru T. P#i feSeni
tohoto tikolu omezime se pt¥irozené na plochy, pro néz podina
definice plosnych integrald, a pozdéji ulinime o nich dalsi ome-
zujici predpoklad. Vedle toho uéinime ptedpoklad, 7e funkce
F, G, H jsou v oboru T spojité funkce tfi proménnych (x, y, z) a
7e maji v T derivace 3F/ox, 9G/dy, 3dH/d>z rovnéz spojité.
Zvolme si nyni uvnitf oboru T libovolny bod [xo, Yo, 2o}, kiery
necht jest sttedem krychle K o strané 26 a o hranich rovnobéz-
nych s osami XYZ. P¥i tom nechf jest ¢ jiz tak malé, aby K bylo
cele uvnité T. Vypoéteme integril dany berouce za I vnéjsi
stranu povrchu této krychle. Nejprve jest



(p.)
ffH(x. y,z)dxdy= ff[H(x, Y 2o+ 8) — H(x, y, 2, — 8)] dx dy.
Zevnd)si povrch K Ctverec

(£e—0, Yo—5; Zo+0, ¥a+9)
(Integraly podle ostatnich stén jsou identicky rovny nule; viz (9)).
Uzijeme-li véty o stfedni hodnoté, mame dile, zkracujice ozna-
¢eni integralni,
@) oH H(x"y. Y'o, 2'0)
ffff(x, yz)ydedy= 2(;[‘/‘[0_2] .dx dy = _#{1“' % Qi!fd.\‘ dy =
S AN V.

Z.p. K z2=24+66
— goo H 0, ¥"0, 2'0)”
=84 YN .
Pfi tom jest O &islo intervalu (—140, 1—0), jeZ jest spojitou
funkei bodu [x, y], a [x'e, ¥'»» Z’] bod polozeny uvniti K.
Podobné se vypoétou i druzi dva séitanci v integralu (21),
takze jest cely ten integral pro pfipad krychle rovny vyrazu
aF(x"'[)' yl"o. Z",O) BG(xﬂo’ y"(l’ z"’ﬂ) aH(x'o’ y'o: ?fg)
80° [ Bx'"o + éy"o + 62'0 ] '

pti ¢cemz body [%"s, Y0 2'"0l, [¥"0, Y"0r 2] jsou rovnéz jisté body
uvniti K. Jelikoz dany integridl ma Dbyti rovny nule, af jest
plocha, podle které se integruje, jakdkoliv, jest vyraz ziskany
rovny nule a tedy

OF(x"0 "0, 2" | BG(x"oy 2" ) | OH(x'ar02's) _

ax’"o ayﬂo azlo

0.

Tento vyraz jest stile roven nule, af jest d jakkoliv malé. Ma
tedy tento vyraz i limitu rovnou nule, kdyz é konverguje k nule.
Avgak v tomto ptipadé body (xs, ¥’ Z5), (x"....), ... konverguji
k bodu (x,, Yo, zo) a jest tudiz v disledku predpokladané spoji-
tosti derivaci funkei F, G, H

dF (%0 Yo: %0) + 3G(xo, Yor %0 + dH(xor Yo, 20) —

0.
0Xxp o 9z,

Bod (xo, yo, zo) mize viak byti kterykoli bod uvniti oboru T:
miZeme tedy tuto rovnici psiti téz ve tvaru

oF | 3G | o _ .
S~ + % + 5 =0, [x,y, #] v oboru T, (22)

coz jest hledana nutna podminka.

323. Avsak miZeme téZ snadno dokdzati, ze nalezena pod-
minka jest také podminkou postaéujici. K tomu cili zevieobec-
nime ponékud tdvahu v odstavei pFedchazejicim provedenou.
BudiZ nyni ddno téleso uvniti oboru T cele polozené, omezendé
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jednou uzavienou plochou spojitou /7, jeZ jest protindna kazdou
rovnobézkou s osou X, resp. ¥, Z toliko ve dvou bodech.

Uvazujme plosny integral
(pl)
ffH(x, y,.zydxdy, IID) necht jest vnéjsi strana plochy IL
mD
Vypliuje-li primét plochy I7 na rovinu XY obor £, mizeme
tento integral téz psati ve tvaru

ff(H(x, Y, z3) — H(x, y, z,)) dx dy, Zg > 243
fe]

(viz ptiklad odstavee 315, k oznaCeni porovnej odstavec 293).
Uzijeme-li véty o stiedni hodnoté poétu diferencialniho a potom
véty o stiedni hodnoté poétu integralniho za piedpokladu, Ze
H(x, y, z) jakoz i dH/oz jsou v T funkece spojité, dostaneme po-
stapné pro posledni integral tyto hodnoty

[fa—= [g’}] dx dy =
A

2=2,+0(2,—2,)

aH BH(-’C 3 2 4 (*)
:[sz] [ftea— 2 dx dy =522 "az"’ o,
z=2' Q
y=y’
z=2'

pii ¢emz 0<<O< 1, ¥, ¥, 2'o) pak jest jisty bod uvniti daného
télesa; V koneéné jest krychlovy obsah télesa daného (viz odstavee
293, (II')). Obdobné vysledky mdme i pro ostatni sCitance inte-
gralu (21) a jest celkem integral (21) rovny vyrazu

bF(x'" "o ") aG(x" 'yn , 2" ) BH(JC' z'y)
gx.'/"o o a(iy"oo [} oaz.'{n o] +)

4

pfi éemz body [x”o, ¥ 0, 2"0)s [x"0s Y 0»2"0] jsOu rovnéz jisté body
uvniti daného télesa. Vysledek (*) a tudiz i pravé napsany
Jjest platny i pro télesa ohrani¢ena jednou uzavienou plochou.
kterd jest protindna kazdou rovnohézkou s osou X nebo Y nebo
Z i ve vétsim (avsak koneéném) poétu bodé nez 2; nebof kazdé
takové téleso lze pomocnymi plochami rozdéliti na koneény
pocet téles takovych, jako jest to, jez jsme brali v uivahu, atd.

Uéiime nyni predpoklad, ze v T jest u funkei F, G, H splnéna
relace (22), a rozdélme tiémi k sobé kolmymi systémy rovno-
béZznych rovin cely prostor na krychlové obory o strané 6. Tim
se i téleso, jehoz ohraniteni nech? jest dino plochou I7 — ITM
_budiZ vnéjsi strana tohoto ohraniteni — rozpadne jednak na celé
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krychle, jednak na ¢asti takovych krychli a integrdl (21) podle
véty odstavece 316 lze psiti jako soucet integrald tvaru

ff(dedz+Gdzdx+dedy): (X)
0

a) jest vnéjsi strana plochy uzaviené omezujici jednu &dist,
na které se téleso s ohrani¢enim I rozpada (krychle resp. éast
krychle). Avsak podle (+) jest tento integral roven obsahu té
¢asti (jez jest rovna bud 6* aneb mensi nez %) ndsobenému hra-
natou zavorkou v (4) za pfedpokladu ovsem, ze (¥, ¥y, 7], ...,
|x™,...] jsou t¥i body uvnitf té éasti; odehylky vzdjemné téchto
bodi mezi sebou resp. jejich odchylky od jednoho bodu p¥i-
slusné ¢asti jsou mensi ne? d. Cinime-li tedy predpoklad, ze
derivace funkce F, resp. G, H podle x, resp. y, z jsou funkce
spojité v T, pak v disledku (22) jest hranatd zdvorka menSi nez
kladné ¢islo ¢, zvolime-li vhodné 4 (1. j. dosti malé), a to pro viecky
¢asti, na né7 se téleso s ohranifenim II uvazovanym systémem
rovnobéZnych rovin rozpadne. Zvolime-li tak J, jest integral (X)
mensi nez.

£ 6°
a integral (21) mensi nez

eV,
Jelikoz pak ¢ jest ¢islo kladné libovolné -a integral (21) na ¢
nezavisly, jest integral (21) rovnvy nule a podminka (22) jest
podminkou postadujici.

Jest tedy celkem dokizino, Ze nutnd a postaéujici podminka,
aby integral (21) byl roven nule, af jest IT'V jedna strana jaké-
koliv uzaviené, na T probihajici plochy spojité a souvislé, je’
tu briny jsou v uvahu, jest za ptedpokladu, 7¢ funkee F, G, H
maji derivace prva podle x, druhd podle y a tieti podle z, ze
viechny tyto funkce (poftem 6) jsou spojité funkce v T a 7Ze
I ohrani¢uje téleso, jehoz vsechny body patii k T, ddna
vztahem (22).

Jest patrno ostatné, ze vysledek docileny jest platny i pre
télesa, jejichz ohraniceni se sklada z nékolika ploch uzavienych,
jako na piiklad téleso omezené dvéma soustfednymi plochami
kulovymi. '

324. Véta o stiedni hodnoté u plosnych integrali. Podrzime-li
oznaCeni a predpoklady. o funkeich F, G, H a jejich derivacich
podle x resp. y a z (¢ to jsou funkce spojité v T, které viak
nevyhovuji vztahu (22). nebof pak integral (21) jest ndm znam),
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muzeme udati prointegral (21) vztah vyjadfujici pfiblizné jeho
hodnotu. Tu nejprve z véty odstaveid pfedchazejicich nasleduje, ze
®)
ff[de dz 4G dz dx 4 (H — ) dx dy] = 0.
)

je-li @ funkce tak volend, aby v celém oboru T bylo

3F 3G H _ b _ )
a aby @ i derivace @ podle z byly spojité funkce v T. 1 jest
tudiz plosny integral (21) rovny podle pfedchazejiciho odstavee
integralu plosnému

(nl.) .

f[(b(x, Yy, z)dxdy = M%T"’_O v, viz rovniee ()

n® '
a podle rovnice (—) mame tedy koneéné

(pl.)

ff[dedz—}—Gdzdx-i—dedy]:[
)

OFE. . 0
o:

3GE u, 0 bH(E,n.;“)],»
o T ’

coz jest hledand véta o stfedni hodnoté u plosnych integralii.
325. PRIKLAD 1. Integral plosny
(v)
jf(adydz+bdzdx—|—cdxdy),
frath)
v némz a, b, ¢ jsou konstanty, jest rovny nule, af jest /I jakakoliv plocha
uzaviena (pFedpokliddanych vlastnosti).
PRIKLAD 2. Integraly

+

®) (l.) (».)
jjzdxdy, ffxdydz, jjydzda‘
) §/ 0] ad)

jsou si rovny, je-li Il libovolnda plocha uzaviend pfedpoklddanych vlastnosti

Nebof jest na piiklad
(pl.?

fj(zdxdy—xdydz)zo,
)
jelikoZ jest splnéna pro tento integril podminka (22).
PRIKLAD 3. Uvazujme integral

1.
@ )xdydz+ydzdx+zd.ydy.
ah @

I tento integral jest rovny nule, je-li nm vnéjsi strana plochy, jez jest hra-
nici spojitého télesa neobsahujiciho ve svém nitru ani na hranici bod [0, 0. 0].
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Nebot podminka (22) jest i tu splnéna, jak snaduo Ctendt dokéze; spujitost
funkei F, G, H a jejich derivaci jest pak v jistém oboru, v jehoZ nitru jest
dané téleso, ihned patirna.

Jestlize vsak bod [0, 0, 0] jest uvnitf télesa omezeného plochou /I, pak
funkce F, G, H a jejich derivace jsou v bodé tom nekoneény a dany integrdl
nemusi byti rovny nule. Abychom v tomto pfipadé vypoéetli jeho hodnotu,
odejmeme z télesa kouli o poloméru ¢ a stfedu [0, 0, 0], pii ¢emz oviem o
volime dosti malé, aby koule probihala uvnitf télesa. Integral podle vnéjsiho
ohraniceni télesa tak vzniklého jest rovnY nule. Oznacime-li tedy vnéjsi
stranu povrchu kulového kD, mame

1. 1.
(p )'xdy dz+ydedxtzdxdy ® )'xdy dz+ydzdx+=2 dxdy_o
2 @y o Gl

Druhy c¢len levé strany této rovnice jest hodnota numericka na ¢ nezavisla
(jelikoz i prvy ¢len jest na ¢ nezavisly). Vypocet provedeme, uvazime-li, ze
na povrchu koule jest x24y2+22=0% a ze plo3né integrily podle k(D z vy-
razi zdxdy, ydzdx, xdy dz davaji krychlovy obsah koule; i jest )

xdydz+ydedy+zdxdy _ 1 4ng® o
@ (x* 4yt + )} o5 -
ke

kterézto hodnoté jest rovny i dany integral.

PRIKLAD 4. Pomoci oznaceni zavedeného ploinymi integraly miizeme
formuli pro krychlovy obsah télesa psiti téZ ve ivaru

(p.l.).
V:‘/jzdxdy, (@)
mh

pfi CemZ jest 1NN vnéjsi strana plochy omezujici dané téleso.

Jest snadno dokizati, Ze omezime-li se na plochy, pro néz integrély
plos$né v této ivaze pfibrané maji vyznam, a to na zakladé definic podanych
v odstavei 315 a 318, vyraz (&) md vskutku vSecky tii zdkladni vlasinosti,
které stanovi krychlovy obsah (viz odstavec 291), a Ze tudiz tém plocham
vskutku krychlovy obsah dany rovnici (33} pfislusi.

Nejprve jest patrno, ze splnéna jest pii integrale (a) vlastnost druha
a tfeti v odstavei 29t; pro vlastnost druhou nasleduje to ihned z véty od-
stavce 316, pro vlastnost tieli pak snadnyin poctem. Abychom dokazali, Ze
jest splnéna vlastnost prva, posta¢i dokazati, e hodnota vyrazu v («) se ne-
méni libovolnou transformaci praveihlych soufadnic. AvSak kaZdou transfor-
maci pravothlych soutadnic lze rozloziti rozmanitym zpiisobem v transformace
jednodussi, jeZ jsou jednak poSinuti ve sméru jedné osy daného pravoihlého
systému XYZ, jednak rotace o jisty ihel kolem jedné z os. Nadto lze v¥razu
v (a) diti jeden ze tFi tvard

() () (pl.)
f/z dx dy =ffx dydz:=||ydzdx (viz priklad 2) B
n) o) M

Petr, lotegralvi podet, 2. v. 41
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V jiném pravoihlém systému soufadnicovém X'Y’'Z’ lze ovSem téZ psat
obdobné rovnosti pro plosné integrail.y podle téze plochy II, totiz

(pl.)

ffz'dx'dj —'ffx'dy'd/' —ffy’dz'dx’ (8"

PFi tom musime miti ne paméti, Ze v (f) a (f") bézi vidy o tutéZ plochu
Il a %e tedy jeji rovnice v (f) vyjddfené v soufadnicové soustavé XYZ,
v (") pak v soustavé X'Y'Z! jsou rizné a pfechdzeji v sebe pravé uzitou
transformaci soufadnic. DokiZeme-li tedy o jednom vyrazu z (B), ze jest
rovny jednomu vyrazu z (f'), dokizali jsme, Ze formule (¢) ddva i v soustavé
XYZ i v soustavé X'Y’Z' touz hodnotu pro V. Se zfetelem k idplné symetrii
vzhledem k x, y.z resp. k x', y', z' staéi tudiz — abychom dokazali dplnou
nezavislost v¥razu («) na poloze pravoihlé soustavy soufadnicové — vySelifo-
vati jenom tyto dvé transformace soutadnic

I x=x!, y=y', z=2"+a4,
I x=x"cosa+ y'sine, y=—x'sine+ y' cose, z=1"

Pro prvni transformaci méame

(rl.) (pl.) (pl.)
jjzdrdy—j](z’—i—a)dx'dy'—j[ "dx'dy' (viz piiklad 1),
) D )

odkudz vyplyva, ze formule (o) diva pro ¥ v soustavé piivodni i v soustavé
posinuté podél kterékoliv osy soufadnicové tytéz hodnoty.

Pro druhou iransformaci (ve které nova soustava soufadnicovi vznika
z ptvodni oto¢enim kolem osy Z) masleduje ihned

(pl.) (pl.)
/jzdxdy—j/ z'dx' dy’,
7 U] )

a to na zakladé vzorce pro iransformaci dvojnych integrald, v néZ se plosné
integrily na obou strandach se nachazejici daji rozloziti. Tedy i v soustavé
z pivodni sousiavy vzniklé otoéenim kolem kterékoliv z os diva (e) touZ
hodnotu jako v soustavé piivodni. Divd tedy (¢) v kazdém pravoidhlém
systému soufadnicovém touz hodnotu, éimz jest dokizano, Ze i prva vlastnost
charakterisujici krychlovy obsah pfislusi vvrazu v (e).

326. Abychom integral (21), v némz funkee F, GG, H hovi
vztahu (22), pro ptipad, Ze plocha IT neni uzavienou plochou.
vyjadtili integrdlem kfivkovym a tak odvodili diilezitou formuli
zvanou Stokesooou, dokizeme nejprve, 7e funkee F, G, H hovici
rovnici (22) v celém oboru T lze vidy psiti ve tvaru

00 alf . 3R P P BQ
o _ ot =9t _¢°. or 9% 3
F= oz ¥y’ ¢ ox 9z H= dy  ax’ (23)

P, Q, R jsou funkce t¥i proménnych v T spojité, majic
derivace
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P or 3 3Q R R ?*r ¥Q ¥R
dy’ vz’ vz’ T dax' dy’ dywor  dzdax'  wxdy

v tom oboru rovnéz spojité. Ze funkee F, G, H rovnicemi (23)
dané maji v oboru T vlastnosti pro F, &, H pozadované, zejména,
ze hovi rovnici (22), jest bezprostiedné jasno. Avsak téZ naopak
lze z (23) stanoviti P. Q, R, p¥i ¢emz si jednu z funkei P, Q, R
mizeme hned piedem s jistou libovili zvoliti. U¢inime na piiklad
R =0 a piisluiné k této volb¢é funkece P, Q oznac¢ime P, Q,. Jest
tedy pro tyto funkce

_E)o '—_aﬁ —0_P“_QQ° 23
F_M, G= 3 H_By o (23"

7. prvveh dvou rovnic pravé napsanvch ihned vyplyva

z z
Py=—[Gx, y, 2 dx, Qo=[Fix, y,2) dz+ 9(x, )
2, 2z,
kde z, jest vhodna hodnota (tak volend, aby pfimka z = z, pro-
bihala oborem T) a ¢(x, y) libovolnad v T spojita funkce promén-
nvch x, y majici jenom v T spojitou derivaci podle x. Obdobnou
funkci mohli jsme i ve vyraze pro P, pridati; to vSak jest zbytecné,
jelikoz nam v prvé ¥ad¢ bézi o jedno partikulirni feSeni rovnic
(253). Dosadime-li tyto vysledky do tFeti z rovnic (23). madme na
zaklad¢ (22

H ] 2 = .
Y R Yo H aneb Y + H(x, y,20) =0,
Ze z. .
9(x,y) = —[H(x, y, 20) dx.
. 4

Jest tedy rvovnicim (23%) vyhovéno, klademe-li
Py= —f(.‘(x, y.7z)dz, Qo =/'F(x, Y, z)dz —fH (x, ¥, z9) dx (24')

Zq Z, Zo
a rovnice (23) pak jsou splnény, dosadime-li za P, Q, R vyrazy
Py. Q. 0. Spliuji-li viak i P.Q. R i Py, Q,, Iy rovnice (23), spliiuji

rozdily P—P,. Q — Qo R — Ry rovnice

AQ—=Qo) _dR—Ry) _,  dR—=Re)_ 3P —Py) _,
oz oy ox oz 7

77777 dy ox 0;

1. j.vyraz (P— Po) dx + (Q— Q,) dy + (R — R,) dz jest uplny dife-
rencidl jisté funkee @(x,y.z) (viz odstavee 210), takZe, zname-li
41*
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jedno FeSeni Py, Qq, Ry rovnice (23), jsou viecka ostatni dina vyrazy

) (] q D

=Po+$, Q= Qo+6y’, h—h’o—{—%/

kde @ jest funkce majici v oboru T prvé i druhé derivace spojité
a jinak jest libovolné zvolena.

327. Formule Stokesova. Piredpokldddme-li tedy, Ze podminka

(22) jest splnéna, mizeme integral (21) nahraditi integrilem

T2 -t avacs (=)o + (=2 o] o

kteryzto integral ovSem se neméni, af si zvolime za P,Q, R jaky-
koliv systém funkeci rovnicim (23) hoviei. PoloZime-li tam P = P,,
Q=0Q, R=0, kde Py, Q, jsou diany v (24), dostaneme jej zejmcéna
ve tvaru

, (24)

(pl.)
jj[aa—(fodyd' aP"d/(l +(b—};°—a(é)dtd‘/J
o® ’ )

O plose IT u¢inime zatim piedpoklad. 7e jeji rovnici lze psati
ve tvaru z = f(x, y), kde f(x, y) md prvé derivace podle x a podle
y spojité v oboru T. Jest to tedy plocha neuzaviena. protinajici
kazdou p¥imku rovnobéZnou s osou Z toliko v jednom bodé
protind-li ji vibec. MiZzeme pak integral na zikladé¢ rovnie (16),
(17) odstavee 321 nejprve nahraditi integrdlem ploSnym pf¥i
proménnych integrac¢nich x,y a pak podle zikladnich rovnie
definujicich (odstavec 315) integrilem dvojnasobnvm. Dostaneme
tak integtdl, je-li I horni strana plochy IT a znalime-li obor
roviny XY vznikly primétem plochy /T na rovinu XY jako diive
Q, pti vhodném uspoiidini ve tvaru

I+ )~ 242 ]

ve kterém7 z a jeho derivace jest nahraditi hodnotami plynoucimi
z rovnice z = f(x, y). Prvni kulatd zdvorka jest patrné derivace
{funkce Py(x. y, f(x, y)) podle y, druha pak jest derivaci funkce
Qo(x, y, f(x, y)) podle x a mizeme tedy na posledni dvojny integral
uziti formuli Greenovu odstavee 205 rovnice (7)*), ¢imz obdrzime

* P#i uziti této rovnice jest viak na jedné strané pozméniti znaménko;
nebo( rovinné osy XY tam (v odstavei 205) za zdklad vzaté jsou jinak orien-
tovany nez osy XY v systému os prostorovych XYZ tu uZivaném. Stojime-li
totiz patou v pocatku pravoihlé soustavy XYZ tak, Ze smér od paty k hlavé
jest smér kladné osy Z, a jsme-li obriceni ke kladné ¢isti osy X, jest kladna
¢ast osy Y na pravé strané.
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dany integrdl vyjadieny integralem podle kiivky Ko omezujici
v roviné XY obor £

JUPo(, 4, 13,90 di+ QoG i, (5, ) dyl
B .

tento viak jest identicky s integralem
J1Pot, 52 dx + Qolx, y, 2) ] (267
K
om0

podle kiivky prostorové K, a), jez jest krajem plochy IT pro-
bihanym na stran¢ IT® ve sméru kladném, t. j. tak, Ze jdeme-li
po okraji plochy IT na strané II'D, jest plocha IT na levé strané.
Aviak integral '

/'[E{l +0—])d _|_ ]:0 (odstavec 210).

1)
Pri¢teme-li tedy tento vyraz k (26'), zméni se (26') se zietelem
k (24) v integral
[IPtx, 9,9 dx + QUx, g, 2) dy + Rix, y, 2) d2). (26)
.
f7 ()

Mdme tak celkem tuto formuli (porovname-li integral, ze kterého
jsme vysli. s integrilem, ke kterému jsme dospéli)

(pl.)
ok  oP (3P 3Q _
fa)[[( —)dyd +(—x—a7)d/dr (m é})dxdy]_
- @
=[P dx + Qdy~+ R d».
K
o@D

Touz rovnici dostavame, je-li IID dolni strana uvazované plochy
I1. Formule tato jest odvozena pro plochy. jejichz rovnici lze
psiati ve tvaru z=f(x, y); platna jest oviem té7 — se zietelem
k symetrii vzhledem k proménnym x, y, z — pro plochy, jejichz
rovnice jest bud x = g(y, z) aneb y = h(z, x), maji-li jenom funkce
g h derivace ag/dy, 38/oz, dh/oz, dhjox, jez jsou v T spojité.
Jest vsak platna pro plochy II, jei lze pomocnymi carami
rozloZiti na-koneény pocet casti I, I1,, ..., I, takooych, Ze rovnice
kazdé z nich jest jednoho ze tii uvedenych toarii. Nebof integra
ploiny podle jedné strany plochy IT se rovnid soudiu integrald
plodnych podle vhodné volenveh stran ploch I, soucet pak inte-
grali podle okraj ploch II; v nilezitych smérech poéitanych jest
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rovny integralu podle okraje plochy /7. Integral totiz podle kazdé
pomocné ¢ary vyskytuje se v poslednim souétu dvakrite, a to ve
smérech protivnych, a jest tedy soucet integrald podle pomocny-ch
¢ar rovny nule.

Formule (27) sluje Stokesova; vedle predpokladi vytéenyeh
byl ¢inén ml¢ky ptedpoklad. Ze éary tvofici kraj plochy /T (resp.
II, II,, ..., IT,) — jakoZ i ¢ara tvorici hranici oboru 2 — jsou
takové, ze prislusné kf¥ivkové integrily ve vySetfovani wuzité
maji vvznam.

Vlastnost plochy 17, pro kterou véta Stokesova byla dokazina-
lze také charakterisovati vyrokem, Ze v kazdém bodé plochy /T —
vyjma body, jez jsou poloZeny na krajich ploeh 17,, IT,.... . IT, —
existuje normala, jez se s bodem na plose spojité méni.

328. O zavadéni novych promé&nnych do plosnych integralii.
Budeme brati v-ivahu jenom plochy, pro néz byla odvozena
rovnice (13), odstavee 320. Budiz IT takova plocha a prifadme
kazdému bodu (x, y, z) na plose I7 aneb v jejim okoli se nacha-
zejicimu jeden bod (x', y', ) rovnicemi

x'=Lx,y.2), Yy =Mixuy,z2), 7' = Ny(x, Y. 2), (28)

kde L;, M;, N, jsou funkce spojité ve zminéném okoli plochy /1.
Tim plose IT bude pfifadéna jisti plocha II' a okoli plochy 17
bude pFifadéno jisté okoli plochy /7’ a budeme naopak také poza-
dovati, aby timto zpisobem kazdému bodu (x', y', 2') v tomto okoli
plochy IT' (resp. na IT') ptitadén byl jedinv bod v okoli plochy
IT (resp. na IT). Pak mizeme v diisledku rovnie také psati rovnice

x=L{x"y', 2", y=Mx"y' 2 z=N(x", y', 2", (29)
kde L, M, N jsou rovnéz spojilé funkece ve vytéeném okoli plochy
IT'. O funkcich L, M, N u¢inime pfedpoklad, e maji spojité deri-
vace pro viecky body v okoli plochy IT'; obdobnou vlastnost pak
nechf maji i funkece L,, M;, N..%)

Jelikoz pro plochu /7 jest podle pfedpokladu nejdiive uci-
néného platno parametrické vyjidieni (odstavee 319), jest na-
sledkem (28) i pro plochu IT' takové vyjadieni mozné, takze sou-
¢asné lze psati rovnice obou ploch

x=g(u.v), ¥ = ¥{u,v), z = 7(u, );

x'=q@u,0), y =wuno), z=rz{,0o),

*) Ptedpoklady tu uéinéné o funkeich L, M, N; L, M,, N, jakoZ i o jejich
derivacich nejsou na sobé dplné nezivislé.
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pfi éemz boddm sobé odpovidajicim patii na obou plochach stejné
parametry (u, o) a funkece @, ¥, x; Py, ¥,, 21 maji zaroven derivace
prvé podle u a podle o spojité.

I jest dale podle (12), zavedeme-li pro kratkost misto F(p,v,2)=

= (u, o), ®l)

ffF(x,y,z)dydz:iffdi(u.D)Adudo,
) o'

kde znaménko + nezdvisi na funkei F(x, y, z). Avsak®*)
Dy, z2)__D(y.z)_ Dy, z) D(y',z ')+ D(y.z) D(z', x")
Du,v)” D(u,p)” D(y' z") D(u,p D(z', x') Dw,Dp)
+ D(y,z) D(x',y")
D(x',y") D(u,p)

A=

aneb znadime-li

_D(y', 2') _ D(z', x') D(x’ )
4= D(u,p)’ B, = D(u,p)’ Ci= Du,v) D)
__ Dy, 2 D(y,z) D(y, z)
4= D/, z) 4.+ D(z', x") B, + D(x', y C‘

a tedy, dosadime-li jesté
P(u,0) =F(x,y,z) =F[L(x" y', 2"), M(.. ), N(.. )] = Fy(=", y', 2'),
mame na zakladé rovnice (13)
(rl.)
f [F(x.y, Ddydz=+ j f Fute, 1) [ dy dot +
@ (30)

D(y, 2) D(y. 2)
+ D 47 4+ ey 4 ]

¢imz formule pro transformaci integralu ploSného odvozena. II'™
jest ta strana plochy II', jez odpovida strané IT™. Obdobné for-
mule nasleduji i pro ostatni séitance levé strany rovnice (13).
Znaménko na pravé strané rovnice (30) pozdéji v odstavci nasle-

*) Vztah nahofe uvedeny vznikd snadnou idpravou z rovnice

oy | a_ya_x'+aia_y'+ayaz oy bi’_'_by oy’ +6yb_l"
A= du o | _[ox"du "y du ' dzdu ax' 30 "3y’ o ' 3z’ do ]
T |9z Rz |dzax | dzdy | dzd dzdx | dzdy | dzdz
u' oo | |ox ou Toy ou Tozou’ ax o0 Ty’ oo T arien
Jest také diisledkem znamé z nauky o determinantech véty o .,nasobeni” dvou
matic; v naSem pFipadé téchto dvou matic

Sy dy ox! oy’ 87|
ox'’ dy'’ oz ou’ '’ au.
oz oz oz ax’ a_y_ oz'

ax'’ ' o’ o’ ot
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dujicim bude stanoveno: jest patrno jiz nyni z vvvodia piredcha-
zejicich, 7Ze znaménko to nezdvisi na funkei F(x, y, 2).

329. Budiz ddana v soustavé X}YZ rovnicemi x=¢(u. 0), y=
= ¥(u, v), z=x(u, v) spojitd, uzaviena plocha IT tak. e viechny
jeji body dostaneme, nechime-li (u, ») probihati veskeré body
oboru &' (a kazdy bod plochy /T jedenkrit, nehledé¢ oviem k té¢m
hodnotim parametrt (u, ). jez jsou na hranici 2'). Budtez dile
funkce @, ¢, x spojité v & s derivacemi prvymi podle u, o rovnéz
spojitymi. Zavedme do vyrazu ddvajiciho krychlovy obsah télesa
omezeného plochou /7 rovnicemi (28) resp. (29) odstavee 328 nové
proménné [x, y', Z|: rovnicemi t¢mi jest bodu o soutadnicich
[x. y, z] ptitadén (téZz v pravoihié¢ soustavé souradnicové X'Y'Z')
bod o soutadnicich [x', y', Z|. plose pak IT jest prifadéna — za
predpokladd o funkeich L, M, N resp. L,. M,, N, a jejich deri-
vacich v citovaném odstavei u¢inénvch — rovnéz uzaviena spo-
jita plocha IT'. Funkce L, M. N resp. L,, M,. N, zprostiedkujici
zavislost mezi [x, y, z] a bodem [x, y'. z'] budtez dile takové.
7e determinant funkcionalni

DI, M, N)

D'y, 7) 61

existuje, jest pro viecky body nachazejici se uvnitié /I’ od nuly
rizny a funkei spojitou a tudiz stile téhoz znaménka.-

MiZeme pak na zakladé rovnice (30) psati provadéjiee trans-
formaci, kterou jsme si predsevzali,

(»l.)
I "=j12(lxdy:
1
xh) D(L, M) ”() D(L., M) DL, M 62
J;'_A ’ 4 -L_)
(Ij)N(x Ly, z')[D(r, dx'dy' -+ S5 dy' ot + s det dx ]
F1d

pti éemZ na obou stranich rovnice jsou 7M. II'D vn&jsi strany
pirislusnych ploch, Vi jest kryehlovy obsah télesa omezeného
plochou 7 a obdobny vyznam méj7 i V. Uzijeme-li na pravou
stranu posledni rovnice véty o stfedni hodnoté, dostaneme po
snadném poétu za dalsiho piedpokladu, e i derivace druhé
u funkei L. M podle proménnvech [, 2| resp. podle proménnych
2, ¥'|. [y’. x’] existaji.

Vp=+ g_(()’r:;f:/’ /‘,; L (33)
=5

v
P
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Avsak Vi Ve jsou Cisla kladnd a jest tedy patrno, Ze znaménko
4+ jest voliti. je-li determinant funkeciondlni v rovnici se vysky-
tujici kladny. znaménko pak —. je-li tam determinant zaporny.

Tim jsme také docilili stanoveni znaménka v rovnici (30)
odstavee 328, oviem jenom pii plochich uzavienveh. Avsak vy-
sledek tento dda se rozsiFiti i na plochy neuzaviené, majiei viak
dv¢ strany. Nebot kazdou plochu neuzavienou vlastnosti v od-
stavei 328 predpokladanvyeh 1ze doplniti na plochu uzavienou a to
tak. zc¢ plocha dopliiujici prochizi okolim plochy I7 v odstavei 328
uvazovanvm (ve kterémzto okoli jsou splnény vlastnosti na uve-
deném misté o funkeich L, M. N, L;.... ptedpoklidané) a 7e zdroven
o celku (slozeném z neuzaviené plochy I a jejiho dopliku na
plochu uzavienou) jsou plainy predpoklady v tomto odstavei
uc¢inéné, vztahujici se ku parametrickému vyjadieni rovnice
plochy. UZijeme-li tedy rovnici (30) odstavee 328 na uzavienou
plochu v dvahu vzatou, pFi ¢emz funkei F(x, y, z) v bodech na
doplitku plochy /T stanovime jakozto rovnou nule, vidime na za-
klad¢ predchizejiciho, Ze na pravé strané té rovnice neurcené
dosud znaménko + jest nahraditi ¢initelem + 1, je-li determinant
(33) v okoli plochy 7T’ kladny, a ¢initelem —1, je-li ten determinant
zaporny. Jest tedy znamcénko to i na ploSe IT nezavislé a zavisi
toliko na funkecich, jez zprostitedkuji zavislost mezi (x. y, 2)
a- (. y, z).

/. toho viak dile jest patrno. Ze rovnice (32) resp. (33) zlstava
v platnosti, i kdyz uzaviena plocha IT sklida se z nékolika ¢asti
takovveh, ze parametrické vyjadient kazdé 1é ¢asti jest ddno riz-
nvmi funkeemi. a podél ¢ar, ve kterveh &dsti ty se stykaji, uza-
viend plocha /7 nema normaly. "

POZNAMKA. Predpoklad, 7¢ funkee L, M maji druhé derivace
3Ljax" vy, 92L/ox" 87, 32L/dy 8z’, 32 M/ox’ oy, ..., neni aspoi pro sta-
noveni znaménka v rovniei (30) odstavee 328 podstatny. Nebo( rov-
nice (52) jest patrné spravona pro iransformaci

rx=x, y=y, z=Nxy,7) (4

(tedy pii L(x', y'. 2"y =x', M(x.y'.2")=y'), kde pro N(x". y,Z) —
vedle jinyeh ptedpokladi z péedehizejiciho vyplyvajicich — po-
stacuje existence toliko prvych derivaei podle x, y'. z’ a nevyza-
duje se existence druhyeh derivaci. AvSak obecna transformace
da se (po piipadé pii vhodném rozkladu ptisluinyeh trojrozmér-
nvch obori) pokladati jakozto sled t¥i transformaci tvaru (34), ve
kterém dvé proménné v podstaté sc neméni. 7 toho a z okolnosti.
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ze funkciondlni determinant transformace vysledné jest souc¢inem
funkcionalnich determinanti transformaci, jez postupné prove-
deny vyslednou transformaci davaji, vyplyva, ze pfedpis odvozeny
pro stanoveni znaménka v rovnici (30) odstavce 328 i tenkrite jest
platny, kdyZz druhé derivace funkei L, M svrchu vytené neexis-
tuji. Avsak k dikazu rovnice (33), kterou lze psaiti téz ve tvaru
DL M, )
D(xl, y', z')

V"=‘ "

z/= bt .
v'=n
zr=t

by bylo tieba, kdybychom chtéli odstraniti pfedpoklad o druhych
derivacich funkei L, M, dalsiho vysetfovani.

330. Véty odstavce 322—324 lze jesté jednodusSeji a v obec-
néjsim tvaru i za obecnéjsich predpokladid odvoditi, uzivame-li
integrald trojnych a vét, pomoci nichz se integral trojny pfevadi
na sled integralu dvojného a jednoduchého (odstavec 276).

Uzijme na ptiklad rovnici (IV,) tohoto odstavee pro piipad.
7e v celém oboru T jest

OF(x, y, 2) ,

flx, y, 2)= ™

pFi éemz jest f(x, y, z) podle proménnych |x, y, z] v T schopna
integrace. Pak jest podle definice plosnych integrald, znaéime-li
plochu omezujici obor T pismenem I7 a jeji vnéjsi stranu znackou
o, v disledku rovnice (IV,)

f f ;’—f dix dy dz =(jp°7F(x, y, 2)dy dz.
T n®

Za obdobnych pfedpokladii o funkcich G(x, y.z), H(x,y, z) a o je-
jich derivacich 3aG/oy, 3aH/oz mame

) f 32 dx dy dz =(fp?G(x. v, 1) dz dx,
T ath

[[[% dxdya _f ,
2 y z_ij(x, Y, 2)dx dy.
T )

Jest tedy celkem

fff(g—f+£+%—’:)dxdydz=
J )

(pl.) (35)
=ff(F(x, Y, 2)dy dz + G(x, y, z) dz dx + H(x, y, z) dx dy).
@)
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Rovnice tato jest jisté rozSifeni formule odstavee 205 (formule
Greenovy-Riemannovy) na integraly trojné.

Jeji platnost lze snadno rozsititi i pro funkee F, ;, H poné-
kud obecnéjsi nez ty, které tu byly v idvahu vzaty.

Z rovnice (35) vyplyva snadno véta odvozena v odstaveich
322, 323, jakoZ i véta o stfedni hodnoté ploSnych integrald a vy-
psand v odstavei 324, a to za SirSich jesté predpokladd o funkeich
F, G, H. Zejména neni nutno predpokladati, Ze derivace funkeci
F, G, H v rovnici té se vyskytujici jsou spojité funkee bodu
|x,y,2] v T, nybrz lze éiniti pfedpoklady znaéné obecnéjsi.

331. Kladme v rovnici (33)

¥ e

ox G_l,ayy H—l,raz,

kde U(x, y, z), V(x, y, z) jsou funkce majici v T derivace
oUu BL 6? bV oV ¥ i A

F=U_—

'y ez’ ax’ vy vz oxt’ @yt
pfi ¢em’ funkce U a prvé derivace funkce V necht jsou v T
spojité funkce proménnvch x,y,z a mimo to nechf funkece U
a derivace svrchu uvedené funkei U, V jsou funkce v T integrace
schopné. Pak jest ihned

I 33 3 oot e[S+ 1 o=

(pl.) % (36)
—foP dy dz + dzdx—-l— dxdy]

Vztahu tomuto lze dati ponékud jiny tvar, zavedeme-li si pojem
derivace funkece F(x, y, z) v bodé (x, y,, z,) podle kladného sméru
pfimky p tim bodem prochdzejici. Ta derivace jest ddna limitou

lim F6Y 2)— Flxo, Yo 20) _ (aF) .
AM=0 AM op ;’;::
2=z,

pti tom znac¢i 4 bod (xe, Yo, 2,) na primee p, M bod (x, y, z) polo-
7eny rovnéz na piimce p; AM jest pak vzdilenost bodu M od
bodu 4, jestliie smér od 4 k M jest kladny; je-li viak tento
smér zaporny, jest AM vzdalenost bodu M od A4 vzatd zdporné.
Jsou-li cos a, cos B, cos 7 kosiny smérné kladného sméru ptimky
p. jest patrné

x— X

cosa

=AM aneb x=x,+ AMcose
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a rovnéz o .
U =1Yo+ AM cos B, z=1zy+ AMcosy

a tedy, klademe-li k vili struénosti AM = h,

( = lim F(xg+ hcosa, yo+ hcos B, zo+ hcos y) — Flx, y, z):
ap [Zo, ¥os 20] h=0 h
—[a—Fcosa—l-—cosﬁ—l-—c ] .
o [z, 4,21 =[2 , Y0, 2]

Mizeme tedy obecné psiti (zavedeme-li misto [xo, Yo, Zo). kteryito
bod mtze byti libovolny bod pfimky p, stru¢néji Ix Y.z, t. ].
oznaceni bez indexu 0)

oF _dF

o~ a_xma+— cos -+ 2 cosy.

Podle odstavee 320 vSak jest, je-li /T plocha majici normalu
{nehledé k jistému mnoZzstvi bodl, jez lze na IT vylouditi Carami
uzavienymi v koneéném poctu odstrafiujicimi z /T ¢ast ploSnou
o velikosti libovolné malé), a ozna¢ime-li smér normaly vnéjsi n.
tato rovnice platna

(o)

jj [ dd/—l——(lulx—}—~—drdy]=
i

—(f?". L1 CLAS
_}/7fL [ax cos (X, n)+ Y cos (Y, n)+ > cos (Z, n)] da,

coz se dile rovna podle pravé zavedeného pojmu derivace podle
primky v bodé [x, y, z| vyrazu

ffb a4 |

Tim obdrzi rovnice (29) tvar

B ' + ,
_f., v .%lz do [ [ [ LaVdxdyds,
n g

kde pro kratkost uzito obvyklého oznaceni

. 23
V= ,_”+a Lo

ox? o2’

(37)

Zaménime-li v rovnici piedposledni U s V, dostaneme (za néle-
zité pozménénvch pf'e(l'pok]adfl olUal)

TR 3 3 sy = [ i35 o [ s
T



a mame tedy porovninim obou rovnic ihned
Y O S ,
‘/Tf(L — an)d"_jﬂ“‘” — VaU)dx dy dz.

Rovnice tato uzivand v matematické fysice zvlasté pii teorii
potenciilu mda jméno rovnice Greenovy. Piedpoklady k jejimu
odvozeni ucinéné jsou zejména tenkrate splnény, jsou-li U, V
jakoz i jejich derivace prvé a druhé funkee spojité v T. P#i tom
nemusi U a V byti vné oboru T definoviany a zna¢i potom ovsem
dU/on,dV /on derivace zleva funkei U, V' ve sméru normily vnéjsi.
(Tyto derivace jsou stanoveny hodnotami, které nabyvvaji funkece
U,V v bodech uvnitt T.)
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