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ODDIL 2. ¢

MNOQOQZSTVI USPORADANA A DOBRE
USPORADANA.

i. MNOZSTVI USPORADANA.

P¥i mnohych mnozstvich vyskytuji se jejich prvky v jakémsi
prirozeném uspovidani: na priklad v ,,mnoZstvi viech krald ces-
kveh je ptirozeno, srovnati jednotlivé prvky (t. j. ¢eské krile)
v poradi. tak jak po sobé Casov¢ nasledovali. Nebo uvazuji-li
mnozstvi celyeh Cisel kladnych. maji tato ¢isla jisté poradi podle
velikosti. Nebo jde-li o povySeni v néjakém uradé, srovname
si napied dFednictvo na piiklad podle sluzebnich let (nebo
tfeba podle néjakveh slozitéjsich pravidel, jeZz jsou vysledniei
kvalifikace, sluzebni doby, fysického stiii a pod.). Jest celno.
definovati takové .uspotidini“ mnoZstvi obeené:

Definice. Mnozstoi M nazyvame usporadanym (geordnet,
ordonné). jestlize je dan jisty predpis, jenz doooluje urciti, ktery
ze doou libovolné danych (od sebe riznych) prokii a, b mnozstoi
M lezi pired druhym (okolnost, Zze a lezi pred b, piseme a<b).
Tento predpis musi miti tyto olastnosti:

I. Pro libovolné dva proky a, b mnozstoi M plati vidy
jeden a jen jeden z téchto pztahii: a<b, a=b,b=a (t. j. bud
jest a pred b, nebo a totozné s b, nebo b pred a).

2. Je-li a<b. b=<c, jest i a<c (1. j. je-li a pred b, b pred
c. jest i a pred c).

POZNAMKY. 1. Misto a<b budeme psiati {aké b=a (Cli:
b lezi (jest) za a).

2. Mnozstvi prizdné a mnozstvi slozené¢ z jediného prvku
miazeme pokladati vidy za uspotidané, nebof v tomto piipadé
nase definice nie nepozaduje (neexistuji totiz v takovém mnoz-
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stvi dva od sebe rizné prvky); ostatn¢ dal3i vvvody jsou vidy
trivialni, jde li 0 mnoZstvi kone¢na, takze ¢tenat si vzdy tyto
ptipady mize promysliti sam.

Definice tato -jest, jak je vidéti, zcela pFirozena: vlastnosti
1 a 2, pozadované -pro symbol <, odpovidaji doslovné zakladnim
vztahim pro znameni nerovnosti (<).

Jinak je mozno vysloviti tuto definici takto: w)lwofme
mnozstvi P viech p&u (a. b), kde a, b jsou libovolné naoza]em
riizné prvky mnozstvi M (a =+ b); pfi tom pofadi prvki v piru
(a, b) poklidame za podstatné; t. j. klademe (a, b)=(a’. b)
tehdy a jen tehdy, je-li a=a’, b=b — tedy na piiklad jest
(a,b) * (b, a).

Rozdélme nyni mnozstvi P ve dvé ¢aste¢nd mnozstvi I; a
P, bez spole¢nveh prvki; t. j. P,=P—P;; tehdy a jen tehdy,
kdyz par (a, b) patii k P,, piSme a=<b.

Od mnozstvi P, a P, pozadujeme pak tyto vlastnosti:

1. Pat¥i-li (a, b) k Py, pat¥i (b, &) k P, a naopak: patii-li
(a,b) k P,, patii (b,a) k P;; t. j. plati vzdy jeden a jen jeden
ze vztahtt a<b, b<a (je-li a¥b).

2. Patii-li pary (a, b), (b,c) k Py, paiii i pir (a. ¢) k P,
(t. j. je-li a<b, b<c, je i a<c).

Je patrno, 7e obé& definice jsou totozné: P, (resp. P») je
prosté mnozstvi viech pard (a, b). pro néz plati a<b (resp.
b=<a).

Uvedme nékolik pfFikladi:

1. Mnozstvi vSech ¢&isel celych kladnych, uspotidanych podle velikosti:
t. j. a<b, je-li a<b. Na ptiklad 2<3,5<10, 7>3. >

2. Mnozstvi vSech ¢&isel celych kladnych. uspofidanych v opaé¢ném po-
Fidku podle velikosti; t. j. a<b, je-li a >b; na priklad 2<1,3<2, 5> 10.

3. MnoZstvi vSech éisel celych kladnych uspotddanych takto: napied
&islo 1, potom prvoéisla, srovnand podle velikosti, potom v3echny souciny
dvou (stejnych nebo riznych) prvocisel, srovnané podle velikosti, potom
viechny sou¢iny tfi prvodisel, sTovnané podle velikosti atd.; tedy toto uspo-
Fadani:

1,2,3,5,7,...,4,6,9, 10, ...,8,12, 18,20, ..., 16, 24 ...
PF tom kazdé ¢islo vlevo stoji pied kazdvm ¢éislem vpravo; na piiklad
326, 938, 1016, ... _

4. Mnozstvi viech ¢isel raciondlnich nezipornych (2:0), uspofadané
podle velikosti.

5. MnoZstvi vSech ¢isel raciondlnich, uspofddanych podle velikosti jme-
novatele, pfi ¢emz Cisla se stejnym jmenovatelem jsou uspotddina podle
velikosti c1tntele*) tedy

*) v tomto a v nasledujicim piikladé myslime si ¢islo racionalni psano
jako podil dvou ¢&isel celych p/q, kde ¢ >0 a p, q jsou nesoudélna.
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7. Mnozstvi v3ech &isel redlnych, uspofddanych podle velikosti.

8. Mnozstvi viech Cisel realnych, uspofidanych takto: napfed ¢isla
raciondlni podle velikosti, potom ¢isla iraciondlni podle velikosti; na pfiklad
2<23<2z=214)2.

9. Mnozstvi téchto Cisel

'gi %v i- RS ] 1+?) l+12' l+j- U] 2'-I_(Ilr 2+‘!r 2+&) Tty
t. j. mnoZstvi viech ¢isel
n—1

k+ n (k=01 2,...; n=1,23,..),

uspoiiadanych podle velikosti.

Uspotadan¢ mnozstvi je dano, jsou-li ddany jeho prvky
a jejich poradi (t. j. je-li din vyznam symbolu <); dvé mnozstvi
uspotidand povazujeme za totoznd, maji-li tytéz prvky a totéz
poradi.

2. PODOBNOST MNOZSTVI USPORADANYCH.

Dvé mnozstvi uspofadana M a N nazvvame podobnymi
(ihnlich, semblable), jestlize je mozno ptifaditi prvky mnozstvi
M prvkim mnozstvi N vzajemné jednoznaéné tak. Ze potadi
zastiva pti tom zachovino [to znamend: oznaCim-li znakem
f(m) onen prvek z N, jenz je pfifazen prvku m z mnozstvi M,
potom ze vztahu a<b plyne f(a) <f(b)*)]. Takové ptitazeni bu-
deme nazyvali podobnym zobrazenim. Je vidét, e definice je
symetrickd vzhledem k mnozstvim M, N. Podobnost uspofada-
nych mnoZstvi M, N zna¢ime vzorcem

Mx N,

*) PFi tom ve vztahu a <D jest mySleno poradi prvkd v M, ve vztahu

f(a)<f(b) pofadi prvka v N. Méli bychom tedy vlastné tento rozdil néjak

vyznaéit, tieba takto
a<b, f(a)<f):
M N

nebof, kdyby na ptiklad prvky f(a), f(b) pattily 1éz k M, bylo by mezi nimi
definoviino dvoji pofadi, jednak v mnoZstvi M, jednak v N. Nebudeme vSak
vétSinou toto rozliSeni providéti, nebof ze souvislosti bude vétSinou jasno,
o které usporddani jde.

Petr, Integrilni pocet, 2. v. 45
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Samoziejmé MM (kazdé uspofddané mnozstvi je podobno
samo sobé); vztahy MN a N2 M znamenaji totéz; ze vztahi
M>2N, NP plyne, jak ¢étendi okamzité nahlédne, 7e té7
MxP. Jsou-li si dvé mnoZstvi podobnd, jsou ovSem té7 ekvi-
valentni (nebof podobné zobrazeni je vzijemné jednoznainé):
naopak vsak mohou byti ekvivalentni dvé mnozstvi, jez si nejsou
podobna (na pfiklad v piedchazejicim odstavei jsou v piikla-
dech 1, 3, 4. 5 vSechna mnoZstvi spoCetnd, ale zidnda dvé z nich
nejsou si podobni; cvi¢eni pro Ctenave: proc?).

Je-li M usporadané mnozZstvi., N ¢ist mnozstvi M, potom
poiadi prvkdé v M urcuje specielné téz jisté potadi prvka v N:
budeme-li mluviti o édsti V (¢Ciste¢ném mnozstvi) usporddaného
mnozstoi M, budeme tim rozumét mnozstvi N, usporadané tak.
Ze jeho proky maji totéz poiadi, jako mély o M¥).

Budiz M uspofddané mnozsivi; budiz a néjaky prvek z M:
mnozstvi viech prvki z M, jeZ jsou <a, nazyva se usekem
(Abschnitt, segment) mnozstvi M, ptislusnym prvku a: znacka
A,(@). Usek si pfi tom myslime uspofadin podle téhoy povadi.
jako je uspoiadino mnoistvi M. Usek je tedy ¢asti mnozstvi M.
a o pravou &sii, jezto a k nému nepatii. Usek maze byt oviem

1é7 prazdny — to nastivi tehdy, jestlize pred prvkem a neleZi
zadny prvek z M (v tom ptipadé hudeme ¥ikati, Ze prvek a je
prvnim prvkem z M). .

I. Usek useku jest opét iisekem: presnéji: budiz N= A, (a).
P = A,(b); potom jest
P = A‘"(b).

Diikaz**): N= A4, (a) je mnozstvi onéch prvki z M. jez jsou
<a. Jezto b musi lezeti v N, jest té7z b<a. Ale Ay(b) jest
mnozstvi viech prvkd z N, jeZz jsou <b: t j. mnozstvi viech
prvka z M. jeZ jsou soufasné <a a téz <b; t.j. mnozstvi viech
prvkd z M, jez jsou <b (nebof b<a). Tedy

A g(b) == A 4y (b).

ll. Zobrazime-li mnozstoi M podobné na mnozstoi N, zobrazi
se kazdy isek mnoistoi M podobné na néjaky iisek mnozstoi N.

Dukaz: Nechf prvek a z M se zobrazi na prvek b z N;
nasledkem podobnosti se viechny prvky <a zobrazi na prvky

*) Ve smyslu posledni poznimky pod ¢arou miizeme to vysloviti takto:
jsou-li @ b dva prvky z N a je-li a“<:b, je téz a;:b.

*%) A7 do konce tohoto odstavee vynechdvam u uvaZovanych mnoistvi
piivlastek ,uspoFadany*, abych byl strunéjsi.
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<b a prvky #=a sc zobrazi na prvky =b. T. j.: isek 4du(a) se
zobrazi na Gsek Ax(b): a toto zobrazeni je zfejm¢ podobné.

5. MNOZSTVI DOBRE USPORADANA.

Viimnéme si blize prikladi v odstavei 1! MnoZstvi 1. ma
jednicku za prvni prvek. Ale nejenom to mnozstvi samo, nybrz
i kazda jeho neprizdna ¢ist ma prvni prvek (jinvmi slovy:
v kazdém neprazdném mnozstvi cel¥eh cGisel kladnyeh jest jedno
¢islo nejmensi — samoziejmé, nebol sta¢i jiti v fadé 1,2, 3,...
tak daleko. az po proé potkame néjaké ¢éislo toho mnozstvi). Tato
vlastnost jest tak dilezitd. Ze jest zahodno dati ji zvlastni jméno:

Definice. Usporadané mnozstoi M nazou dob¥e usporadanym
(wohlgeordnet, bien ordonné). jestlize kazdd neprdzdna édst
mnozstoi M obsahuje proni proek (t. j. obSirnéji: jestlize v kazdé
neprazdné Casti Vo existuje prvek a takovy, 7e pro viechny prvky
b 7z mnozstvi N. rtizné od a, plati a<b).

Viimnéme si téch ostatnich piiklada! MnoZstvi 2. 5. 7. 8. ne-
jsou dobfte uspotadanda, nebof neobsahuji sama prvniho prvku?*)
(uvédoméme?z si, 7 mnozstvi jest svvm vlastnim ¢asteénym mnoz-
stvim). Také mnozstvi 4. neni dobfe uspoiddané: samo obsahuje
sice prvni prvek, ale na piiklad mnoZstvi viech raciondlnich
¢isel >4 (nebo >0 ncbo }2) je ¢isti mnoZstvi 4., ale neobsa-
huje prvniho prvku (i. j. nejmensiho ¢isla).

Zato mnozstvi 6. je dobfe uspoiadané: nebof, ozna¢ime-li
jcho prvky po fadé

Q=1 y=—1, @a=1|, ag=—7}

ma kazdda neprizdna ¢ast tvar

{ag, a ap... ) -
a prvni prvek — t. j. prvek s nejmensim indexem — najdu tak,

7z¢ najdu nejmensi ¢Cislo mezi celymi kladnymi c¢isly L, L, ...

Také, coz na prvni pohled viee ptekvapi, mnozstvi 9. je,
dobie uspotidané; je-li totiz N libovolnd neprizdna dast, jejiz
prvky jsou tedy ¢isla tvaru k+ (n—1)/n, dostanu prvni prvek
(t. j. nejmensi ¢islo) z N tak. 7¢ vezmu ona éisla z N, jimZz p¥i-
slusi nejmensi hodnota k. a mezi nimi vyberu to, jemuz prislusi
nejmensi hodnota n. Téz mnoZstvi 3. je dobie usporadané, jak
Clenai ted jiz snadno sam dokaze.

*) Ctendr snadno dokaze, 7Ze dokonce 2ddné nekonecéné ¢astedné mnozstvi
mnozstvi 2. nema prvniho prvku — za to ma ,posledni* prvek.

43*
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Dokdzeme si nyni tyto véty:

Ill. Kazds ¢dst mnozstoi dobie usporidaného je mnoistvi
dobfe usporadane. '

Diikaz:Budiz .V &isti dobfe uspofadaného mnozstvi M: mame
dokdzati, 7e kazdd nepriazdna Ciast P mnozstvi N obsahuje prvni
prvek: to je viak samozfejmé, nebol P je ¢isti dobfe uspoia-
daného mnozstvi M. (Ctend¥ nechf ma zde a v nasledujicim stale
na mysli, ze pii prechodu k mnozstvim ¢dsteénym se ptvodni
potadi podle nasi imluvy zachoviva).

IV. Kazdé mnoistoi podobné mnozstoi dobre usporadanému
je dobre usporadane.

Dikaz: Budte M,, M, dvé mnozstvi uspoiddania podobni:
M, budiZ dobfe uspofadané. Mame dokazati, 7e kazda neprazdna
éast N, toho mnozstvi M, obsahuje prvni prvek. Existuje podobn¢
zobrazeni mnozstvi M, na M, je7z kazdému prvku m z M, pii-
razuje jisty prvek f(m) z M, Prvky mnozstvi N, jsou pfi tom
pfifazeny vzajemné jednoznaéné prvkim jisté neprizdné &asti
N; mnozstvi M. Jezto M, je dob¥e uspotidané, obsahuje Vi jisty
prvni prvek a;; t.j. a; < m, probiha-li m viechny prvky mnozstvi
N, razné od a,: jestlize viak m probiha vsechny prvky z V..
rizné od a;, potom podle definice mnozstvi N, probiha f(m)
viechny prvky z N,, rizné¢ od f(a,): nisledkem podobnosti jest
pak f(a;) < f(m); t.j. f(a;) jest prvnim prvkem z N, jak bylo
dokazati.

4. ZAKLADNI[ VETA O MNOZSTVICH DOBRE
USPORADANYCH.

Dokazeme napied nékolik vét, které piipravuji dikaz oné
zakladni véty. \

V. Mnozstoi dobfe usporiddané neni podobné Ziadnému své-
mu useku.
. Dikaz: Ptedpoklidejme, Ze mnozstvi dobfe usporidané M
je podobno svému useku A4,(a). Potom existuje podobné zobra-
zeni, jez kazdému prvku m z M piitazuje jisty prvek — oznaéme
iej fim) — z A,,(a) (tedy f(m) jest téZz prvkem z M): plati tedy
f(m) < a pro kazdy prvek m z M; specielné tedy f(a) < a. Budiz
N mnozstvi onéch prvkia m z M, pro néz f(m) < m: N neni prazdné.
jezto a patii k N; obsahuje tedy N jisty prvni prvek, jejz ozna¢im
b; tedy plati f(b)<b a b jest prvni prvek, pro néjz to plati:
piSme f(b) =c. tedy c<b a tedy neplati f(c) < c. Ze vztahu ¢<b
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plyne vSak nasledkem podobnosti f(¢) <f(b), t. j. f(c)<c. Tim
jsme dostali zidany spor.

Budtez M,. M, dvé mnozstvi dobi'e uspofadana. Je-li a, prvek
z M,, a, prvek z M,, potom nazvvam tyto prvky homologickymi,
jestlize usek -1, (a)) je podobny dseku A, (a.). Plati pak:

VI. Zidny proek z M, nemize byti homologicky s dvéma
raznymi proky z M,.

Diikaz: Necht prvek a z M, je homologicky s prvky b,. b,
z M,: oznaceni budiz tak voleno, 7e b, <b,. Tedy plati

A _‘,I(a) | _,,z(bl), AM‘(a) Y AM’(b,),
odkudz
Ay (b)) Ay (s
to je viak podle V nemozno: nebot A, (b)) je ziejmé iisekem
mnozstvi A4, (bs) (tfeba podle odstavce 2, véta I).

Ke kazdému prvku z M, existuje tedy v M, nejvvie jeden
(t. j. bud jeden nebo vitbec Zadny) homologicky prvek.

VH. Budtez M,. M, dvé mnozstoi dobfe uspoiadand; budiz
Y mnozstoi onéch proki z My, k nimz existuje o M, homologicky
prvek: potom je bud N= M, nebo je N roono néjakému iiseku
mnozstoi M,.

Ditkaz: ]estlize N neni rovno M,, potom existuji prvky
v My, jez nemaji homologického prvku v M,, a mezi témito prvky
existuje jisty prvni prvek, oznaéme jej a. Kazdy prvek <a
patii tedy k N. jezto ma v M, prvek homologicky: a nepatfi
k ¥; tvrdim pak, ze zadnv prvek > a nepatii k N: kdyby totiz
prvek b =a patfil k N, potom by byl asek A4, (b) podobny né-
jakému useku A4, (b): jezto AM (a) jest dsekem mnozstvi 4, (b),
tedy by podobné zobrazeni. jez zobrazuje A, (b) na A4, (b)
zobrazovalo iseck A4, (a) podobné na néjaky usek useku A (b')
t. j. na néjaky isek A w,(8) mnozstvi M, (zde pounvam vctl all
odst. 2). Tedy by pr vek a mél homolognck\ prvek a v M, coz
je proti ptedpokladu. N se tedy rovnd pravé mnozstvi viech
prvkt <a z My, t.j. N= A4, (a), jak bylo dokdzati.

VILI. Jestlize dobre usporadand mnozstoi M,, M, maji tu
vlastnost, ze ke kazdému proku z M, existuje homologicky proek
v M, a roonéz ke kaidému proku z M, existuje homologicky
prvek b M, potom mnozstoi M, a M, jsou podobna.

Dikaz: Kazdému prvku m z M, prifadme jeho homologicky
prvek z M, jej7 oznaéim f(m). Tim jsou si obé mnozstvi vza-
jemné jednoznacné ptifazena (podle VI); zbvva jesté dokazati,
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7e toto piifazeni jest podobné, t. j. e ze vztahu a<b plyne
f(a) < f(b). Vzhledem -k vzajemné jednoznalnosti nemize hyti
f(a) = f(b). Sta¢i tedy dokdzati. 7e nemtze h¥ti f(a)=f(b).
Predpoklidejme tedy na okamzik, ze
a<b, fla)=f(b)
a oznac¢me f(a) = a. f(b) =p. Jest
A ‘7'1“(8) o AM,(“)' A JIl(b) X A.‘lg(ﬂ)'

Podobné zobrazeni, jez zobrazuje A, (b) na A, (9), zobrazuje
podle I a I (odstavec 2) usek A (a) (pamatujme, ze a-=b)
na néjaky dsek mnozstvi A4, (#). t. j. na néjaky usek 4, (a).
kde o' <p. Tedy: &<, p<e, t. j. &/ <q tedy & Fa; a dale
Ay (@)X A, (a), 4, (A)2 A, (a): t. j. prvek a ma v M, dva prvky
homologické e, @’ proti vété VI.

Nasledujiei véta obsahuje rozhodny krok k dikazu hlavni
vety

IX. Budtez M,, M, dvé mnozstoi dobre usporadand; potom
nastaod vidy jeden z téchto pripadi:

b

. Bud jsou mnozstoi M, a M, podobna;
nebo je M, podobno néjakému useku mnozstoi M,:
nebo je M, podobno néjakému useku mnozstoi M,.

o

Diikaz: Budi? N, (resp. N,) mnozstvi viech prvki z M,
(resp. z M,), k nimz existuje v mnozstvi M, (resp. M,) homo-
logicky prvek. Tedy ke kazdému prvku z N, existuje v N,
homologickv prvek*) (nebotf ten homologicky prvek nemuze
lezeti v M;—N,, jeito prvky z M;— N, nemaji homologickvch
prvki v M,) a rovnéz ke kazdému prvku z N, existuje v N,
homologicky prvek. Podle VIII jest tedy
(1) NN,

Podle véty VIl jsou nyni logicky mozny pouze tyto ¢tyfi
pripady: -

1. Bud jest Ny=M,, Ny,=M,; potom si mnozstvi M, a M,
jsou podobna:

2. nebo jest N,=M, N,=ftseku mnozstvi M,: potom M, jest
podobno tiseku mnoZsivi M,; ‘

*) Tuio homologii jest brili vlastné vzhledem k mnoZstvim M, M,: t. |.
je-li a prvek z N, potom existuje prvek b z N, tak, Ze AMI(a)gAM:(b\:
jezto viak N, se bud rovna M, nebo néjakému dseku mnoZstvi M; (podle
VII) -~ a rovnéz tak N, tedy podle I (odstavec 2) jest A_\[,(3)=AAV,("‘)9
Ay (b)== 44 (b), t. . tu hemologii smime brati téz vzhledem k mnoistvim Ny V..
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3. nebo jest Ny = M, N, = lseku mnozstvi M,; potom jesi
M, podobno tseku muozstvi M,:

4. nebo jest Ny = Gseku mnozZstvi M,, N,= dseku mnoZstvi M,.

Véta IX bude zfejmé dokizana, dokdazeme-li, ze ptipad 4.
nemuZe nastati. Predpoklidejme tedy, Ze pfipad 4. nastava; t. j. ze

Ny = A, (a). Ne=Ay, (b).
Podle (1) jest potom
Ay (@) Ay (b,
t. j. prvek a mnozstvi M, jest homologicky prvku b mnozstvi
M,; to jest vSak spor, nebof a nema homologického prvku
v M,, jeito a nemiize patiiti k mnozstvi Ny = Ay (a). Tim jest
véta [X dokdzdina.

Poznamenejme jesté, Ze ony tfi moznosti, uvedené ve vété
IX, se navzdjem vylucuji; nebof za prvé, kdyby M, 2 M, a
soucasné M, 2 Ay,(c), bylo by M, Ay,(c), coz je ve sporu
s vétou V; pripady 1. a 2. (a z tého7 divodu pfipady 1. a 3.)
se tedy navzajem vylucuji. Ale také pfipady 2.a 3. se navzajem
vyluéuji; nebof kdyby bylo M, Ay(c). M, Aym,(d), potom
by nasledkem posledni podobnosti byl usek Aum,(c) podoben
néjakému tdseku mnozstvi Ay (d), t. j. néjakému tdiseku mnozstvi
M, (viz véty | a II odstavece 2); tedy by platilo

. My Ay (c) Ay () AM.(f){
t. J.
’MIQAMI(I),
coz je ve sporu s vétou V.

Dokézali jsme tedy tuto zdkladni vétu: Jsou-li M,, M, dvé
mnozstoi dobre usporddand, potom nastéva vzdy jeden a jen
jeden z téchto tii pripadi :

1. Bud jsou mnozstoi M, a M, podobna;
nebo je M, podobno néjakému useku mnoistoi M,;
nebo je M, podobno néjakému useku mnoistoi M,.

.
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