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ODDIL 3.

PORADOVA CISLA.

1. GVODN{ POZNAMKY.

Je jasno, ze kazdé muozstvi kone¢né uspofidané ma prvni
prvek: abychom to nahlédli, zvolme v daném kone¢ném uspo-
fddaném mnozstvi M néjaky prvek a;: neni-li tento prvnim
prvkem z M, existuje v M prvek a,< a,; neni-li a, je$té prvnim
prvkem z M, existuje v M prvek a;<a, atd: jezto je M ko-
nefné, musi se tento postup jednou zakonéit — t. j. musime
takto dojiti k néjakému prvku, jenz je prvnim prvkem z M.

Jezto kazdéd neprizdna ¢&ist N koneclného uspofiddaného
mnozstvi M je opét konelné mnozstvi uspofadané, obsahuje
podle pravé feceného téz mnozstvi N prvni prvek, t. j.:

Kazdé konecné mnozstoi usporadané je dobie usporadané.”)

Budiz M uspofidané (a tedy dobfe uspofidané) mnozstvi

konet¢né tieba o n prveich; potom jeho prvky jsou — volime-li
vhodné indexy — uspofadany takto:

4y ag<az<...<an

(sta¢i oznaéliti znakem a, prvni prvek z M, znakem &, prvni
prvek z M —{a,}, znakem a; prvni prvek z M —{a,, a,} atd.).
Méim-li jiné uspofdadané mnozstvi konecéné N rovnéZ o n prveich.
lze jeho prvky psiti rovnéz podle tohoto schemaiu

D, Rby<by<... < bn;

z toho je vidét, ze M 2N (sta¢i ptitaditi prvku a; prvek b; pro
i=1,2,...,n). Naopak, je-li M>2N a je-li M konelné. musi
byti také N koneéné .a miti tv7Z polet prvki jako M; nebof

*) Uspofadané mnoZstvi nekone¢né nemusi byt dobfe uspofiddané —
viz oddil 2, oasiavec 1, pFiklad 2, 4, 5, 7, 8.
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podobné zobrazeni dvou mnoZstvi jest vzijemné jednoznalné.
Tedy: Doé konecnd mnozstoi uspoiddana jsou si podobna tehdy
a jen tehdy, maji-li tyz pocet proki.*) Koneéné mnozstoi ne-
muze byti nikdy podobno nekoneénému mnozstoi.

Kazdé nejoyse spoceiné uspoidadané mnozstvi je podobné
néjakému uspofdidanému mnoistoi, jehoz proky jsou cela
kladna cisla.

Nebof, je-li za prvé M konec¢né usporadané mnozstvi o n
prveich, je tolo mnozsivi podobné kaZdému uspofddanému
mnozstvi o n prveich. tedy je na pfiklad podobné mnozstvi
{1,2.5,..., n}, usporadanému podle velikosti.

Je-li za druhé M spocetné usporidané mnozstvi, lze jeho
prvky oznaditi

i€y g, lge ..l
budiz N mnozstvi viech celveh kladnych cisel. uspotadané
takto: je-li ar<aw, potom budiz [ <m. Ziejmé jest M XN (staci
priraditi prvku ac z M v mnozstvi N éislo k).

2 PORADOVA CISLA PRVNIi A DRUHE TRIDY
CISELNE.

Uvazujme nyni viechna mnozstvi dobfe usporadand, jejichz
prvky jsou cela kladna ¢isla (tedy jsou to mnoZzstvi nejvyse
spoCetna). Mezi tato mnozstvi patii na priklad mnozstvi prizdné,
mnozslvi {1}. mnozstvi {5}, mnozstvi {1,3} s pofadim 1 <3,
mnozsivi {1.3} s poradim 5<1, mnozstvi {4. 7} s poFadim 4<7
(tato tii posledni mnozstvi json navzdjem.rdznd, ale navzijem
podobnd), mnozstvi viech ¢isel celych kladnveh, uspotfadanyeh
podle velikosti, mnozstvi viech ¢isel eelyeh kladnvyeh, uspota-
danveh takto: 2<1<4<3<06<5<..., mnozstvi viech sudych
Cisel kladnyeh, uspoiadanveh podle velikosti (tato tF¥i posledni
mnozstvi jsou si op¢ét podobnd), mnozstvi viech celyeh é&isel
kladnvyeh, uspotadanveh takto: 2<3<4<...<21 (t. j. 1 lezi za
viemi ostatnimi prvky: ostatni prvky jsou uspofadany podle

*) Jinymi slovy: dvé muozstvi dobfe uspoirddand kone¢na jsou podobna
tehdy a jen tehdy, jsou-li ekvivalentni. Pro mnoZstvi nekoneéni tato véta
neplati; nebor na pFiklad mnoZstvi {1, 2,3, 4,...}, uspotradané podle velikosti,
a moozstvi [1,2,3,4,...}, uspofddané tak, ze &isla 2,3,4,... jsou uspofdddna
podle velikosti a ¢islo 1 lezi za vSemi ostatnimi prvky, jsou ekvivalentnf,
isou také dobfe uspoiddand, ale nejsou podobna (dikaz mohu zajisté pte-
nechati ¢tendfi).
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velikosti: toto mnozstvi neni podobné zidnému z piedehaze-
jicich) atd.

Viechna tato mnozstvi rozdélime nyni ve téidy tak. 7z¢ dvé
mnozstvi, pattici do téze ttidy, jsou si podobnd, kdezto dvé
mnozstvi, patfici do dvou ridznveh ttid, jsou si nepodobna (1. ).
shrneme vzdy viechna mnoZstvi sobé navzijem podobna do
jediné tiidy).*) Tak jednn tiéidu tvofi mnozstvi prazdné, jinou
tiidu tvofi vSechna mnozstvi {n}, jez maji jediny prvek n, jenz
je libovolné celé kladné éislo, jinou t¥idu tvofi viechna mnoi-
stvi, jejichz prvky jsou dvé cela kladna ¢isla v libovolném
uspofaddini, jinou tfidu tvofi vSechna mnozstvi dobie uspoii-
dana, jejich?z prvky jsou (néktera nebo viechna) cisla celd
kladna a jeZ jsou podobnd mnozstvi viech ¢Cisel celyeh kladnych.
uspofadanému podle velikosti atd.

Mame-li nyni libovolné nejvyse spocetné dobie usporadané
mnozstvi M (jehoz prvky jsou doecela libovolné — nemusi to
byt zrovna celd kladna ¢isla), potom vime z ptedchoziho od-
stavce, 7e existuje aspont jedno dobfe usporddané mnozstvi V.
jehoz prvky jsou celd kladna ¢isla a je7 je podobné mnorstvi
M. Mnoistvi M je pak ovSem podobno vSem mnozstvim. jez
patfi do téze tiidy jako mnozstvi N, neni viak podobno zadnému
mnozstvi, jez patii do jiné ttidy nez N.

Ka7dému nejvyse spotetnému dobfe uspofidanému mnozstvi
M je tedy ptFifazena jedna a jen jedna z naSich t¥id (totiz
privé ona tiida, jez se sklada z mnozstvi podobnych mnozstvi
M); je jasno, ze dvéma podobnym mnozstvim je pFifazena taz
trida, dvéma nepodobnym mnoZstvimm pak jsou pfifazeny dv¢
rizné tridy.

Pro dal3i Gvahy je zcela lhostejno, Ze ona véc, kterou jsme
takovému mnozsivi M ptitadili, je pravé ona tfida, jez se sklada
z mnozstvi podobnych mnoZstvi M; podstatny je pro nasledujici
Givahy pouze tento vysledek:

Kazidému mnozstoi dobfe usporidanému a nejoyse spocet-
nému M lze priraditi jistou véc — kterou nazoeme poradovym
éislem mnozstvi M (Ordinalzahl, Ordnungszahl) — tak. ze dvé
podobni mnozstoi maji totéz poradové déislo, dvé nepocobni
mnozstoi pak maji rizna poradova ¢isla.

Podle ptedchoziho odstavee plati: dvé konecna dobie uspo-
tfddand mnoZstvi maji totéz pofadové ¢&islo tehdy a jen tehdy,

*) Ze je to moZino, plyne z toho, Ze, ploti-i M2 N, N P, plati i M2 P,
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maji-li stejny pocet prvki: poradové Cislo mnozstvi kone¢ného
dobte uspofadaného nemtize byti rovno pofadovému cislu Zad-
ného spocetného mnozstvi dobie uspoiadaného. Cisla poradovi.
piisluSejici mnozstvim koneénym, budeme nazyvati .Cisly po-
radovymi prvni tiidy ¢iselné“; ¢isla poradovi, prislusejiel spo-
¢etnym mnozstvim, budeme nazyvati .¢isly poradovvmi drub¢
tFidy ¢iselné-. Viechna konec¢na usporadana mnozstvi o n prveich
maji totéz poradové ¢islo, jez bychom tedy mohli oznaditi t¥eba
m nebo néjak podobné; jezto neni tieba obdvati se nedo-
rozuméni, budu poradové ¢islo mnoZstvi o n prveich znaditi
prosté pismenem n (jakoz je také vSeobécné zvykem), zrovna
tak jako ptirozené &islo n. (Cislo 0 (nula) je oviem poiadovyin
Cislem mnozstvi prazdného.) '

3. USPORADANI PORADOVYCH CIiSEL.

Mnozstvi viech potadovych ¢isel prvni tfidy oznac¢me 3.
mmnozstvi viech pofadovych ¢isel druhé tiidy ozna¢me 3,: mnoz-
stvi viech ¢isel pofadovych prvni a druhé tfidy jest pak dano
spojenim 38, + 8.. Toto mnozstvi 3,4+ 3, uspofddime takto:
budte @, § dva rdzné prvky ze 3,4+ B;; potom existuje mnoz-
stvi nejvyse spocetné dobie uspotidané M, jeho? pofadové &islo
jest @, a rovnéz existuje takové mnozstvi N, jehoZz potadové
¢islo jest p; jezto e+ 8, nemize byvti M2N. Podle zikladni
véty oddilu 2, odstavce 4 jest tedy bud mnoZstvi M podobno
néjakému dseku mnosstvi N (a potom ovSem kazdé mnoZstvi po-
dobné mnozstvi M je podobno néjakému iscku kazdého mno7stvi
podobného mnozstvi N, ¢ili kazdé mnozstvi s porfadovym ¢islem
e je podobno néjakému tseku kazdého mnozstvi s poradovym
Cislem pg) a v tomto pFipadé budeme psiti @< g8: nebo jest
mnozstvi N podobno néjakému idseku mnozstvi M (a potom
ovSiem ...) a v tomio pfipadé budeme psati # <a. Podle zakladni
véty tyto dva pripady se vylucuji: jsou-li tedy e, g dvé poia-
dova Cisla ze 31+ 3. - plati vidy jeden a jen jeden z téchto
tii vztaht

a=f a<p, f<e.
Budiz nyni e<g, g <y; budtez M, N, P t¥i mnozstvi, jejichz pofa-
dova Cisla jsou resp. @,p,y: potom je tedy mnozstvi M podobmo
dseku mnozstvi N a mnoZstvi N je podobno tseku mnozstvi
P: tedy téZ mnozstvi M je podobno dseku mmnoistvi P; t. j.
plati e<y. Tedy: je-li e<p, g<y. je té7 a<y.
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Vztah <, kiery jsme zavedli pro mmnozstvi 3, + 3, hovi
tedy pozadavkim vyslovenym v oddilu 2, odstavec 1. MnozZstvi
3.+ 3. jest tedy timto vztahem uspofiadano.*) .

DokdZeme si nyni, 26 mnozstvi® 3, + 3, je dokonce dobre
usporadané. Napied dokdzeme:

I. Budiz a libovolné poradové déislo ze 3, + 3.: oznacme
znakem N mnozZstoi vsech c¢isel ze 3, + B, jez jsou <a; potom
je N dobie usporidané a ma poradové éislo a. (Diisledek : tedy
je N nejoyse spocetné.)

Diikaz: Existuje dobte usporiadané mmozstvi M, jez ma po-
Ffadové Cislo @ Prvky mnozstvi M a prvky mnoZstvi N lze si
pritaditi vzajemné jednoznaéné takto: kazdy prvek m z M
vytvoiuje jisty usek A, (m), jenz ma néjaké poradové ¢islo.
oznaCme je f(m): oviem je p(m)<e: rdznvm prvkim m, m’
z M odpovidaji ovsem rizna ¢isla g(m), 8(n’): nebof. jestlize
treba m<m', tu jest A,(m) usekem mnoistvi 4, (m) a tedy
B(m) < p(n). Kone¢né kazdé potadové Cislo g z N je takto pii-
Fazeno néjakému prvku z M: nebof, je-li g§<ea, potom kazdé
mnozstvi. jez ma pofadové ¢islo g, musi byti podobné néjakému
useku A, (m); ten isek ma viak poradové éislo p(m); tedy
B =p@n). Toto vzijemné jednozna¢né piifazeni mnoisivi M a N
Jje viak dokonee i podobné: je-li totiz m<m’, potom usek A4,/(m)
je tsekem dseku A, (m') a tedy p(m) <p(m’). MnoZstvi N je tedy
také dobie uspofidané (oddil 2, odstavee 3, véta 1V) a ma po-
Fadové Cislo a.

Il. Mnozstoi 3, + 3. je dobre uspordadané.

Diikaz: Budiz P libovolna neprazdna &ast mnozstvi 3, + 3.
zvolme v P néjaky prvek e; bud je e prvnim prvkem v P,
nebo neni; v tomio druhém pripad¢ mnozstvi Py, definované
jakoZto

-mnozstvi viech prvka z P, jez jsou <a-,
neni prazdné: jeito Py je &isti mnozstvi vieeh cisel <a (kte-
rézto mnozstvi je dobfe uspofidané podle predeslé véty), obsa-
huje P, prvni prvek 8, jenZz je samoziejmé¢ prvnim -prvkem
mnozstvi P (nebof kazdy prvek z P, jen7 neni v P, je bud
sa necho = «, kdeZto < ea).

*) Kdyz budu v dal$im mluviti o mnozstvi 3,4+ 3, (nebo o néjakém jeho
Caste¢ném mnozstvi), budu tim rozuméti mnozstvi 3,43, takto uspofadané,
Misto .pofadové ¢islo* budu &asto, pokud nebude moZno nedorozuméni, fikati
kritce .cislo®.
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ILl. Mnozstoi 3, + 3. je nespocetné.

Dikaz: 3,4+ 3. je dobte uspoiddané; kdyby bylo nejvyie
spocetné, mélo by néjaké potadové é&islo e (ze 3;+ 35): mnoz-
stvi N vSech pofadovych ¢isel <e by mélo podle véty 1 také
potadové ¢islo a, t. j. bylo by N> 3, 4+ 3,. co7 je viak nemoZno,
nebof N je tsekem mnoZstvi 3, + 3..

4. STRUKTURA MNOZSTVIi. 3,4+ 3..

1. Jsou-li m a n dvé¢ ¢isla ze 3, a je-li m<{n, je téZm<n
(obsirnéji: je-li pfirozené ¢islo m mensi neZ piirozené ¢islo n.
je poradové ¢islo m pted poradovym cislem n): nebof mnozstvi
o n prvcich obsahuje usek o m prveich. My budeme v dalsim
vztah < mezi poradovymi Cisly ze 3,4+ 3. psati jako ncrovnost
< a také ho budeme tak CcCisti (misto .a je pied 8~ budeme
fikati .a je menSi nez p¥): pro poradova ¢Cisla prvnt téidy je
tento vztah v souhlasc s obyéejnym vztahem nerovnosti mezi
pFisluinymi ¢isly prirozenymi. takZe neni se obavati nedo-
rozuméni nebo sporu. Cisla ze 3, jsou tedy uspoidddna takto (0 je
oviem pofadovvm ¢islem mnozstvi prazdného): 0 </ | <2<5 < ...

2. Kazdé &islo ze 3, je vétsi nez kazdé Cislo ze 3;: jinvmi
slovy: je-li n libovolné celé &islo. n>0 a je-li M libovolné spo-
Cetné dobie uspofadané mnozstvi, potom obsahuje M usck, slo-
7zeny z n prvkd (sta¢i oznaciti znakem a, prvni prvek z M,
znakem a; prvni prvek z M—{a,}, znakem a, prvni prvek
z M — {a, a,} atd. a sestrojiti dsek A, (a,) = {a,. a1. . ... an—1)).

3. Za kazdym cCislem n ze 3, existuje jedno bezprostiedné
nasledujici, totiz n+ 1; totéz plati i pro &isla ze 3,:

IV. Ke kazdému cislu a ze 3,4 3, existuje ¢islo .bezpro-
stredné ndsledujici-. t. j. nejmensi ze vsech cisel poradovych
pétsich nez a.

Dikaz: Mnozstvi viech Cisel << e mda podle odstavee 3, vity
I poradové ¢Cislo @ a je tedy nejvyse spotetné: tedy i mnozstvi
viech Cisel < e je nejvyde spocetné: jezto pak 3,4+ 3. je ne-
spocetné (odstavec 5. véta 1II). jest mnozstvi viech Cisel >«
neprizdné a obsahuje tedy nejmensi (t. j. prvni) prvek. jak
bylo dokizati.

Toto ¢islo bezprostiedné nasledujici po cisle « oznacuje se
a+ 1 (pro @ z prvni téidy Ciselné je to ve shod¢ s oznacenim
béznym z aritmetiky).
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Obecnéji plati:

V. Je-li M =/a, a,a,...} nejoyse spoéetné mnoistoi pora-
dooych éisel ze 3, + 3, potom existuji o 3, + B, disla vétsi nez
vsechna a, (a jeito je B,+ 8, dobre usporadané, existuje mezi
témi cisly. jez jsou vétsi nez vsechna a,, jedno nejmensi).

Diikaz: Budiz M, mnozstvi viech Cisel ze 3; + 3. jeZ jsou
< a,: potom (viz predesly dikaz) M, je nejvySe spocetné a tedy
i spojeni M,+ M, + ... je nejvvSe spocetné. Tedy existuji
v nespocetném mnozstvi 3;+ 3. Cisla, jez nepatii k M+ M, +-..
t. j. existuji ¢isla, jez jsou vétsi nei viechna a,.

+. Ke kazdému ¢islu n ze 8, (vyjma k nejmensimu ¢islu 0)
existuje Cislo bezprostiedné pfedchdzejici n—1, t. j. ¢islo, jehoz
bezprostiedné nasledujicim ¢islem je ¢&islo n. Pro ¢isla ze 3.
neni tento vyrok vzdy spravny; uvazujme na piiklad nejmensi
cislo ze 3, (jez se zna¢i obylejné o, my je tak bhudeme tak¢
znaditi). Toto c¢islo je tedy vétii nez kazdé Cislo n ze 3, ale
= necz kazdé ¢islo ze 8, Bezprostiedné predchazejicim é&islem
k @ by mohlo tedy byti jenom néjaké éislo n ze 3,; ale n ne-
muze bvti bezprostiedné predchazejicim k o, jezto bezpro-
stiedné po n nisleduje ¢islo n+1 a nikoliv ¢islo .

Vzhledem k tomu rozeznivime poradova ¢isla dvojiho
druhu: .

a) Poiradovi disla isolovana ¢ili proniho druhu, t. j. nula
a viechna takova &isla, k nimZ existuje ¢islo bezprostredné
predchazejici.*)

b) Poradova cisla druhého druhu ¢ili limitni (té7 Grenzzahl),

j. poradovd ¢isla od nuly rtzna, k nimz neexistuje cislo bez-
prostiedné piedcehizejiel.

Budiz @, << @, << a3 < ... rostouci posloupnost ¢isel ze 3, + 3e;
jesto {ay, a, ...} je spoCetné mnozstvi, existuji podle véty V
¢isla. jez jsou vétsi neZ viechna @, a mezi nimi jisté nejmensi
¢ jez nazvvame limitou té posloupnosti @, a,, . . .:

¢ = Lim an
n=x
(nedorozuméni s pojmem limity obvyklym v diferencidlnim poétu
jisté se nemusim obavati; pro lepsi odliSeni pisi zde Lim s vel-

k\m L).

"‘) Je- li « < B, je «+1<P (neboi «+1 je nejmensi z cisel > a) a tedy
«~+1-7p41. K ¢islu isolovanému y existuje tedy jen jedno ¢islo bezprostiedné
piedchizejici; nebot kdyby existovala dvé, ¢ a 3 (a\d) tu by bylo «+1<<
h+ 1 a tedy by nemohlo byti eF1=41=7.
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Tvedim: VI. Toto éislo Lim e, je druhého druhu a naopak,

n=

kazdé c¢islo druhého druhu zew31+82 lze takto vy jadrit.

Diikaz: a) Kdyby e bylo prvého druhu,*) existovalo by
Cislo g takové, 7e p+1=ea; jezto f<<a, musil by existovat
index n takovy, 7ze @,28; tedy by bylo ey, 2 e, +1264+1=c.
a tedy by nebylo e vétsi nez vSechna a,.

b) Budiz za druhé e é&islo druhého drubu: budiz N mnoz-
stvi viech ¢isel mensSich ne’ e@: podle odstavee 3, véty | je N
-mnozstvi nejvyse spotetné.*) neni viak prizdné (nebot a+0):
budiz

(N=Bba...).

N neobsahuje nejvétsiho &isla. nebot toto nejvétsi éislo by bylo
ziecjmé Cislem bezprostfedn¢ predchizejicim pfed e. MiZeme
tedy definovati jistou rostouei posloupnost
Br, < Br, < B, < ...
poiadovych é&isel takto: pp, =p,: jezto N neobsahujc nejvétsiho
Cisla, existuje v N ¢islo > fi,: budiz k; nejmensi index takovy.
7¢ 3, > Br,: budiz dale k; nejmensi index takovy, ze pi, > i,
(ovsem jest ky > k,) atd. Tvredim:

a=Lim[J'k".
n=2o0

Piedevsim jest samoziejmé a> g, pro kazdé n: za druhé,
kdyby existovalo ¢islo mensi neZ @, jez by bylo vétsi nez viechna
Br,. musilo by to &islo byti v N; necht je to tfeba ¢islo 3i: najdéme
n tak, ze k, <l <kus1 (rozhodné musilo by byti [ rizné ode vsech
k.): potom by vSak i bylo ¢islo vétsi nez pi, coz neni moZno,
nebot k.1 je nejmensi index takovy, ze fi,,, > B,

Tedy skutecné: je-li e libovolné &islo limitni ze 3, + 3., lze
nalézti rostouci posloupnost Cisel ze 3,4+ 3,

ay Ty g Lo

tak, ze

a = Lim «a.
n=o0

5. Viimnéme si ponékud zaditku mnostvi 3, + 8. Napied
prijdou viechna ¢isla ze 3;:
0, 1,25, ...
bezprostiedné po nich nédsleduje nejmensi &islo ze 3o, které jsme

*) a je jist¢ rGzné od nuly. dokonce — jak élenal snadno nahlédne —
patii « k 3,.
**) Dokonce pravé spocetné, nebol « je jisté ¢islo ze 3,.
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(sub 4.) oznacili @; potom prijde ¢islo @ 4 1. potom ¢éislo (w4 1) +1
— jeZ se znalivd w+2: potom ¢islo (w+2)+41, jeZ se znaCiva
w+3 atd. Rostouci. posloupnost o, o+ 1, @+2,... ma limitu, jez
se znalivd ®.2; potom prijdou ¢isla @.24+1, .24 2. 0.245.....
©.2+n, ...; tato posloupnost mda opét limitu, jez se znadi
w.24 o ¢ili 0.3; Ctenafi je ji7z jisté jasno, co znamena o.n
(n=1,2,3,...); &islo bezprostiedné nasledujici po vSech cislech
o.nt+k (n=1,2,3,..., k=0.1,2,...) znadi se .o nebho w?: potom
ptijdou é&isla
o*41, 0*42, ..., o?to. o +o+1, oP+ot2,..., 0®*+0.2 246241 ...
4.3 ..., fFto.ntk ..., R¥F0t=02 . 241, ....
0. 24+o.n+tk ..., 0%3 ..., 0ntok+Il, ..., 0.o=0% ...

Ctenab zajisté jiz poznal, jak se definuje o".my+ 0" 'm;+ ...
...+ omu,—1+ma: Cislo bezprosttedné nasledujici po viech tako-
vych .mnohoc¢lenech® oznacuje se w* atd.
Zacatek mnozstvi 3,4+ 3. vypada tedy takio:
0,1,2,3...,0,04+1,0+2,...,0.2,0.24+1,0.24+2,..,0.3,...,0.k+n ...,
0% P41, ., 0t eok4L Lo mgFon— omy 4.  oma—1+ m, -

oY, ee4+1,.,.;

vzpomeinme si, Ze mnozstvi viech poradovych Cisel mensich nez @
ma poradové Cislo e (odstavec 3, véta I): tedy 0 jest pofadovym
¢islem mnoZstvi viech pofadovych ¢isel <0, t. j. mnozstvi prazd-
pého: 3 jest pofadovym ¢islem mnozstvi {0, 1,2}: o jest poradovym
¢islem mnozstvi {0,1,2,3,...}: ® 42 jest poradovym ¢islem mnoz-
stvi {0,1,2,..., 0.0+ 1}, ®.2 jest pofadovym dislem mnozstvi
0,1,2,..., o, 0+ 1,0+ 2,...} atd. Toto postupné vybudovini
poradovveh mnoistvi 3, + 8. jakoZ i teorii .s¢itini® a .maso-
beni“ ¢isel lze vybudovati systemati¢téji: omezuji se viak na
téchto nékolik nesoustavnych poznamek, jen aby se ¢tendd se-
znamil s nékolika nejmensimi Cisly ze 8, a utvofil si jakousi
predstavu o struktufe mnozstvi 3,: v dal3im nebudemc tento
bod 5. nikde potiebovati.

5 TRANSFINITNI INDUKCE.

Ctenéfi je znama t. zv. iplna indukee: obdobnou élohu, jakou
md pro mnozstvi viech ¢isel celyveh 2> 0 dplna indukee, ma pro
mnozstvi vSech ¢isel ze 3, + B, t. zv. transfinitni indukece. Abych
Ctenafe na ni pripravil, proberu nap¥ed tiplnou indukei. Uplna
indukce spolivd ne této vétd:
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Véta A. Budiz M néjaké mnozstoi, jehoZz proky jsou cela
cisla 20, jez mi tyto doé vlastnosti:

1. 0 patFi k M;

2. Je-li n celé kladné cislo, a patFi-li k M vSechna celd ¢isla
m, hovici neroonostem 0<<m <n, potom i éislo n patii k M.

Tordim : potom mnozstoi M obsahuje vsechna cisla celd = 0.

Ditkaz: Kdyby tomu tak nebylo, existovala by cela ¢isla 20,
jez nepatii k M, a mezi témi ¢isly by existovalo jist¢ nejmensi,
ozna¢me je n. Podle 1. musi byti n>0; jezto n je nejmensi
kladné ¢islo, jez nepatti k M, tedy viechna cela ¢isla m, pro
néz 0= m < n, patii k M; tedy by podle 2. také &islo n pattilo
k M, coz dava spor.

Z véty A plyne hned:

Véta B (uplnéd indukce). Budiz predlozen néjaky vyrok f n)
zavisly na celém éisle n (n 2>0), jenz ma tyto vlastnosti:

1. Vyrok f(0) je spraony (t. j. oyrok f(n) je sprdony pro
n=20);

2. je-li n celé kladné, a je-li vyrok f(m) spriony pro vsechna
celid ¢isla m hovici nerovnostem 0 <m <n, potom je spraony
i nyrok f(n).

Tordim: potom je oyrok f(n) spriaony pro vsechna celi éisla
n = 0.

Diikaz: Budiz M mnozstvi onéch celyeh ¢isel n >0, pro
néz vyrok f(n) je spravmny; podle piedpokladi 1. a 2. spliuje
mnojstvi M predpoklady 1. a 2. véty A4; tedy podle véty A ob-
sahuje M viechna celd ¢isla >0, jak bylo dokdzati.

Jak je ¢tend¥i zndmo, nemusi tiplnd indukee zadinati u nuly,
nybrz u jedni¢tky nebo u dvojky atd. P¥islu$né zmény ve znéni
a v dikazech vét 4 a B mohu pienechati ¢tenati. Transfinitni
indukece spoc¢iva pak na téio véié:

Véta C. Budii M néjaké mnozstoi, jehoz proky jsou éisla
ze 3+ 3; a jez ma tyto vlastnosti:

1. 0 patii k M;

2. Je-li e libovolné cislo ze 3, + 8., riizné od nuly a patii-li
k M psechna poradood éisla g, pro néz 0=<p <a, potom patri
i ¢islo @ k mnozstvi M.

Tordim: M = 3, + B..

Dikaz: Kdyby existovala v 3, + 3. ¢isla, jeZ nepatii k M,
existovalo by mezi témito ¢isly ¢islo nejmensi (jezto 8, + 3, je
dobfe uspotidané), ozna¢me je a; potom by bylo podle 1. nutné

Peir, Integralni pocet, 2. v.
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>0 a viechna ¢isla 8, pro néz 0Zp<<e, by musila patiiti
k M: tedy by podle 2. i ¢islo @ patiilo k M, co7 diva spor.

Z véty C plyne ihned:

Véta D (transfinitni indukce). Budiz predlozen oyrok f(a).
zavisly na poradooém éisle a, jenz ma tyto olastnosti:

1. Vyrok f(0) je spraony:

2. je-li a>0 poradové dislo ze 3,4+ 3. a je-li vyrok f(3)
sprdony pro vsechna poradova cisla 8, pro néz 0 < << a, potom
je spravny i oyrok f(a).

Tordim: Vyrok f(a) je sprabny pro vsechna poradova c¢isla
a ze 3+ 3.

Diikaz: Budiz M mnozstvi onéch ¢Cisel e ze 3, 4+ 8, pro néz
vyrok f(e) je spriavny; nasledkem piedpokladd 1. a 2. hovi
mno’stvi M piedpokladiim 1. a 2. véty C, a tedy jest podle
véty C: M = 3, + 3.. jak bylo dokazati.

Transfinitni indukce opét nemusi zac¢inat u nuly, nybrz
u libovolného c¢isla e, ze 3,4 B.: pFislusné zmény ve znéni
a v ditkazech vét C a D mohu prenechati ¢tenidii.

6. ZAVERECNE POZNAMKY.

V definici poradovych ¢isel byla jediné podstaina ta okol-
nost. ze kazdému dobfe uspofddanému nejvyse spoletnému
mnozsivi byla pFifazena jisti vée tak, 7¢ dvéma podobnym
mnozstvim je ptifazena tiz vée, dvéma nepodobnym mnozstvim
dvé rtzné véei. Jakého druhu ta vée je, je lhostejno. Prirozen¢
nemusime se pti této definici omeziti na mnoZstvi nejvysc
spofetnd: stejnvm zpusobem lze zavésti potadova cisla pro
libovolna dobie uspotiddand mno7stvi: kazdému mnozstvi dobie

uspofidanému prifadime jistou veée — kterou nazveme poia-
dovym déislem toho mnozstvi — tak. 7ze¢ dvéma podobnym mnoz-

stvim je pFifazena ta? vée, dvéma nepodobnym mnoZstvim jsou
prifazeny dvé rizné véci. My jsme se omezili pro vétsi jasnost,
konkretnost a struénost jen na poradova Cisla ze 3, + 3o t. j.
na poradovi ¢isla, odpovidajici mnozstvim nejvySe spocetnym.
Proto téZz v ndsledujicim, budu-li Fikati potadové é&islo (nékdy
treba jen .Cislo*, pokud nehrozi nedorozuméni), jest rozumdéti
vzdy jen pofadova ¢isla ze 3,+ 3,. Potadova ¢isla, odpovidajici
mnoZstvim nckoneénym. nazyvaji se téz ¢isly transfinitnimi (pro
nas to jsou tedy ¢éisla ze 8,).
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Obdobnou definici lze zavésti téz pro libovolnd mnozstvi
uspofadana (jejichz zvlaStnim ptipadem jsou mnozstvi dobie
uspotidand): kazdému mnozstvi uspotadanému pfifadime jistou
vée tak, 7e dvéma podobnym mnozstvim odpovida taz vée, dvéma
nepodobnym mnozstvim odpovidaji dvé razné véci. Ta ,vée
nazyva se pak pofadovym typem toho mnoZstvi. Potadova ¢isla
mizeme, cheeme-li (a také se to obycejné tak déld) pokladati
za specialni pFipad pofadovych typl: pofadovy typ mnoZstvi
dobre uspofddaného nazveme prosté jeho potadovym ¢éislem.

Obdobnou definici lze zavésti i pFi pojmu ekpivalence (oddil
1.): ka’dému mno7Zstvi pFifadime jistou vée — kterou nazveme
skardindlnim éislem* toho mnozstvi — tak, 7e dvéma ekviva-
lentnim mnoZstvim je pFifazena taz vée, dvéma neekvivalentnim
mnozstvim jsou pfifazeny dvé rtzné véci.

Teorii poradovych éisel lze vybudovati velmi bohaté; prvni
polatky poznal ¢tenat v tomto oddilu. Obdobnou teorii lze vy-
budovati pro kardindlni ¢isla: to je umoznéno nasledujici slav-
nou vétou Zermelovou, ktera dava jisty vztah mezi naukou
o-obecnych mnozstvich (ve smyslu oddilu 1. tedy bez jakého-
koliv uspofadani prvkid) a mezi teorii mnozstvi dobte uspoia-
danych: Kazdé mnozstoi lze dobie usporadati. (T. j. v kazdém
mnozstvi M lze definovati uspoiiddani prvkid tak, ze M se stane
mnozstvim dobfe uspofidanvm.)

Uvadim tyto poznamky jen pro orientaci ¢tendfe; nebudeme
jich v nasledujicim nikde potiebovati. Ctenat, jenZ by se blize
o né zajimal, najde pouceni v literatuie, uvedené na konci
tohoto dodatku. .

“*
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