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O D D Í L 3. 

P O Ř A D O V Á Č Í S L A . 

1. 0 V O D N Í P O Z N Á M K Y . 

Je jasno, že každé množství konečné uspořádané má p rvn í 
p rvek : abychom to nahlédli, zvolme v daném konečném uspo-
řádaném množství M n ě j aký prvek a x ; není-li tento p rvn ím 
prvkem z M, ex i s tu je v M prvek a 2 a x ; není-li a2 ješ tě p rvn ím 
prvkem z M, ex i s tu je v M prvek 8j -"5 a2 a td ; ježto j e M ko-
nečné, musí se tento postup jednou zakončit — t. j . mus íme 
takto doj i t i k ně j akému prvku, jenž j e prvním prvkem z M. 

Ježto každá neprázdná část N konečného uspořádaného 
množství M j e opět konečné množství uspořádané, o b s a h u j e 
podle právě řečeného též množství N první prvek, t. j . : 

Každé konečné množství uspořádané je dobře uspořádané.*) 
Budiž M uspořádané (a tedy dobře uspořádané) množství 

konečné třeba o n prvcích; potom jeho p rvky jsou — volíme-li 
vhodně indexy — uspořádány tak to : 

"l -s «2 -s «3 ••• -i On 

(stačí označiti znakem aj první prvek z M, znakem a2 p rvn í 
prvek z M — { ax }, znakem a3 první p rvek z M — { ax, a 2 } atd.). 
Vlám-li j iné uspořádané množství konečné N rovněž o n prvcích, 
lze jeho p rvky psáti rovněž podle tohoto schématu 

bi -í bt -t ¿>j -i . . . -š l>n; 

z toho j e vidět, že M ^N (stačí př iřadi t i prvku a, prvek bi pro 
i = 1, 2, . . . , n). Naopak, je-li M^N a je-li M konečné, musí 
býti také N konečné _a míti týž počet prvků j a k o M; neboť 

*) Uspořádané množství nekonečné nemusí být dobře uspořádané — 
viz oddíl 2, odstavec I, příklad 2, 4, 5, 7, 8. 
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podobné zobrazení dvou množství jest vzájemně jednoznačné. 
Tedy : Dvě konečná množství uspořádaná jsou si podobna tehdy 
a jen tehdy, mají-li týž počet prvků.*) Konečné množství ne-
může býti nikdy podobno nekonečnému množství. 

Každé nejvýše spočetné uspořádané množství je podobné 
nějakému uspořádanému množství, jehož prvky jsou celá 
kladná čísla. 

Nebof, je-li za prvé M konečné uspořádané množství o n 
prvcích, j e toto množství podobné každému uspořádanému 
množství o n prvcích, tedy j e na příklad podobné množství 
{1. 2. 3 , . . . , n}, uspořádanému podle velikosti. 

Je-li za druhé M spočetné uspořádané množství, lze jeho 
p rvky označit i 

«i- a2. ti3 : 

budiž X množství všech celých kladných čísel, uspořádané 
takto : je-li ai -í a„„ potom budiž l~im. Zřejmě jes t M^N (stačí 
př iřadi t i prvku a* z M v množství N číslo k). 

2. P O Ř A D O V Á Č Í S L A P R V N Í A D R U H É T Ř Í D Y 
Č í S E L N É. 

Uvažujme nyní všechna množství dobře uspořádaná, je j ichž 
p rvky jsou celá kladná čísla (tedy jsou to množství nejvýše 
spočetná). Mezi tato množství patří na př íklad množství prázdné, 
množslví {1}. množství ¡5) , množství { 1 , 3 } s pořadím 1 3, 
množství (1-3} s pořadím 3-^1, množství {4.7} s pořadím 4-§7 
(tato tři poslední množství jsou navzájem různá, ale navzájem 
podobná), množství všech čísel celých kladných, uspořádaných 
podle velikosti, množství všech čísel celých kladných, uspořá-
daných takto : 2 -í 1 -t 4 -i 3 ->? 6 5 -š . . . , množství všech sudých 
čísel kladných, uspořádaných podle velikosti (tato tři poslední 
množství jsou si opět podobná), množství všech celých čísel 
kladných, uspořádaných takto : 2 3 4 - š . . . 1 (t. j . I leží za 
všemi ostatními p r v k y : ostatní prvky jsou uspořádány podle 

*) Jinými slovy: dvě množství dobře uspořádaná konečná jsou podobná 
tehdy a jen telidv, jsou-li ekvivalentní. Pro množství nekonečná tato věta 
neplatí; nebof na příklad množství {1 ,2 ,3 ,4 , . . . } , uspořádané podle velikosti, 
a množství {1,2,3,4, . . .} , uspořádané tak, že číslu 2 , 3 , 4 , . . . jsou uspořádána 
podle velikosti a číslo I leží za všemi ostatními prvky, jsou ekvivalentní, 
jsou také dobře uspořádaná, ale nejsou podobná (důkaz mohu zajisté pře-
nechali čtenáři). 



682. 

velikosti: toto množství není podobné žádnému z předcháze-
jících) atd. 

Všechna tato množství rozdělíme nyní ve t ř ídy tak, že dvě 
množství, patřící do téže třídy, jsou si podobná, kdežto dvě 
množství, patřící do dvou různých tříd, jsou si nepodobná (t. j. 
shrneme vždy všechna množství sobě navzájem podobná do 
jediné třídy).*) Tak jednu třídu tvoří množství prázdné, jinou 
třídu tvoří všechna množství {n}, jež maj í jediný prvek n, jenž 
j e libovolné celé kladné ěíslo, j inou třídu tvoří všechna množ-
ství, je j ichž p rvky jsou dvě celá kladná čísla v libovolném 
uspořádání, j inou třídu tvoří všechna množství dobře uspořá-
daná, je j ichž prvky jsou (některá nebo všechna) čísla celá 
kladná a jež jsou podobná množství všech čísel celých kladných, 
uspořádanému podle velikosti atd. 

Vfáme-li nyní libovolné nejvýše spočetné dobře uspořádané 
množství M (jehož prvky jsou docela libovolné — nemusí to 
být zrovna celá kladná čísla), potom víme z předchozího od-
stavce, že exis tu je aspoň jedno dobře uspořádané množství X. 
jehož prvky jsou celá kladná čísla a jež j e podobné množství 
M. Množství M j e pak ovšem podobno všem množstvím, jež 
patří do téže t ř ídy jako množství N, není však podobno žádnému 
množství, jež patří do j iné třídy než N. 

Každému nejvýše spočetnému dobře uspořádanému množství 
M je tedy přiřazena jedna a jen jedna z našich tříd (totiž 
právě ona třída, jež se skládá z množství podobných množství 
M); je jasno, že dvěma podobným množstvím j e př iřazena táž 
třída, dvěma nepodobným množstvím pak jsou př i řazeny dvě 
různé třídy. 

Pro další úvahy j e zcela lhostejno, že ona věc, kterou jsme 
takovému množství M přiřadili, j e právě ona třída, jež se skládá 
z množství podobných množství M; podstatný j e pro následující 
úvahy pouze tento výsledek: 

Každému množství dobře uspořádanému a nejvýše spočet-
nému M lze přiřaditi jistou věc — kterou nazveme pořadovým 
číslem množství M (Ordinalzahl, Ordnungsžahl) — tak, že dvě 
podobná množství mají totéž pořadové číslo, dvě nepodobná 
množství pak mají různá pořadová čísla. 

Podle předchozího odstavce plat í : dvě konečná dobře uspo-
řádaná množství maj í totéž pořadové číslo tehdy a j en tehdy, 

*) 7e je to možno, plyne z toho, že, plotí-li M^ .V, N Oá p, platí i M & P. 
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maj í - l i s te jný počet p r v k ů : pořadové číslo množství konečného 
dobře uspořádaného nemůže býtí rovno pořadovému číslu žád-
ného spočetného množství dobře uspořádaného. Čísla pořadová, 
př ís lušej ící množstvím konečným, budeme nazývat i ..čísly po-
řadovými první t ř ídy číselné": čísla pořadová, přís lušej ící spo-
četným množstvím, budeme nazývati ..čísly pořadovými d ruhé 
t ř ídy číselné". Všechna konečná uspořádaná množství o n prvcích 
m a j í totéž pořadové číslo, jež bychom tedy mohli označiti třeba 
| n | nebo n ě j a k podobně; ježto není t řeba obávati se nedo-
rozumění, budu pořadové číslo množství o n prvcích značití 
prostě písmenem n (jakož j e také všeobécně zvykem), zrovna 
tak j a k o přirozené číslo n. (Číslo 0 (nula) j e ovšem pořadovým 
číslem množství prázdného.) 

3. U S P O Ř Á D Á N Í P O Ř A D O V Ý C H Č Í S E L . 

Množství všech pořadových čísel první t ř ídy označme 3i-
množství všech pořadových čísel d ruhé t ř ídy označme <02 ^ množ-
ství všech čísel pořadových první a d ruhé tř ídy jes t pak dáno 
spojením 3i + 3ž- Toto množství 3 i + 32 uspořádáme t ak to : 
buďtež a, (i dva různé p r v k y ze 3 i + 3 a ! potom e x i s t u j e množ-
ství ne jvýše spočetné dobře uspořádané M, jehož pořadové číslo 
jest os, a rovněž, ex i s tu je takové množství N, j ehož pořadové 
číslo jes t ¡i; j ež to a =)= nemůže býtí M ^ N . Podle základní 
věty oddílu 2, odstavce 4 jest tedy buď množství M podobno 
ně j akému úseku množstvíěN (a potom ovšem každé množství po-
dobné množství M j e podobno n ě j a k é m u úseku každého množství 
podobného množství N, čili každé množství s pořadovým číslem 
a j e podobno n ě j a k é m u úseku každého množství s pořadovým 
číslem (i) a v tomto př ípadě budeme psáti a-?/?; nebo jest 
množství N podobno n ě j a k é m u úseku množství M (a potom 
ovšem . ..) a v tomto případě budeme psáti Podle základní 
věty tyto dva př ípady se vy luču j í ; jsou-li tedy a, ¡i dvě pořa-
dová čísla ze 3i + 3Ž> -plat í vždy j eden a j en j eden z těchto 
tří vztahů 

Budiž nyní a-i ¡i, (i-zy; buďtež M, A, P tři množství, j e j i chž pořa-
dová čísla j sou resp. a,(i,y; potom j e tedy množství M podobno 
úseku množství N a množství N j e podobno úseku množství 
P ; tedy též množství M j e podobno úseku množství P ; t. j . 
platí a«Cy. T e d y : je-li a ¡i, ¡i-iy, j e též a-iy. 
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Vztah který jsme zavedli pro množství 81 + 82̂  hoví 
tedy požadavkům vysloveným y oddílu 2, odstavec 1. Množství 
81 + 82 jest tedy tímto vztahem uspořádáno.*) 

Dokážeme si nyní, že množství" 81 + 82 je dokonce dobře 
uspořádané. Napřed dokážeme: 

I. Budiž a libovolné pořadové číslo ze 81 + 82* označme 
znakem A množství všech čísel ze 81 + 82, jež jsou -¿a; potom 
je A dobře uspořádané a má pořadové číslo a. (Důsledek: tedy 
je y nejvýše spočetné.) 

Důkaz: Existuje dobře uspořádané množství M, jež mú po-
řadové ěíslo a. Prvky množství M a p rvky množství N lze si 
př i řadi t i vzájemné jednoznačné tak to : každý prvek m z M 
vytvořu je jistý úsek A3l(m), jenž má ně jaké pořadové číslo, 
označme je j.i(m): ovšem je ¡i(m)-<a: různým prvkům m, m' 
z M odpovídají ovšem různá čísla li(m), P(m'): neboť, jestliže 
třeba /// -i irí, tu jest Av(m) úsekem množství AM(rrí) a tedy 

-i ¡Huí). Konečně každé pořadové číslo (i z N j e t ak to při-
řazeno nějakému prvku z M: neboť, je-li (¡-¿a, potom každé 
množství, jež má pořadové číslo ¡i, musí býti podobné n ě j a k é m u 
úseku AM(m); ten úsek má však pořadové číslo ft(m); tedy 
/i = ii(m). Toto vzájemně jednoznačné přiřazení množství M a N 
j e však dokonce i podobné; je-li totiž m -s m, potom úsek AM(m) 
j e úsekem úseku Ay(m') a tedy ¡i{m) -i ¡Hni). Množství N j e tedy 
také dobře uspořádané (oddíl 2, odstavec 3, věta IV) a má po-
řadové číslo a. 

II. Množství 81 + 82 je dobře uspořádané. 
Důkaz: Budiž P libovolná neprázdná část množství 81 + 82; 

zvolme v P nějaký prvek a : buď j e a prvním prvkem v P, 
nebo není; v tomto druhém případě množství Px, def inované 
jakožto 

..množství všech prvků z P, jež jsou o", 

není prázdné: ježto Px j e částí množství všech čísel a (kte-
réžto množství je dobře uspořádané podle předešlé věty), obsa-
h u j e P1 první prvek /?, jenž je samozřejmě prvním p rvkem 
množství P (neboť každý prvek z P, jenž není v P1; j e buď 

a nebo = a, kdežto 

*) Když budu v dalším mluviti o množství 3 i + 3a (nebo o nějakém jeho 
částečném množství), budu tím rozuměti množství 3 i + 3 a takto uspořádané. 
Místo „pořadové číslo" budu často, pokud nebude možno nedorozumění, říkali 
krátce ..číslo". 
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III. Množstoí 3i + 82 je nespočetné. 
Důkaz: 81 + 82 je dobře uspořádané; kdyby bylo ne jvýše 

spočetné, mělo by nějaké pořadové číslo a (ze 3i + 3 2): množ-
ství N všech pořadových čísel -šít by mělo podle věty 1 také 
pořadové číslo a, t. j . bylo by ^ ^ 3 i + 32- což je však nemožno, 
nebof N íe úsekem množství 3i "i" 82-

4. S T R U K T U R A MiNOŽSTVÍ 3i + 82-

1. Jsou-li m a n dvě čísla ze 3i a je-li m < n, je též nt-in 
(obšírněji : je-li přirozené číslo m menší než přirozené číslo n. 
j e pořadové číslo m před pořadovým číslem n): nebof množství 
0 n prvcích obsahuje úsek o m prvcích. My budeme v dalším 
vztah -í mezi pořadovými čísly ze 81 + 82 psáti j ako nerovnost 
< a také ho budeme tak čisti (místo „a j e před /?" budeme 
říkati _a j e menší než. /t"); pro pořadová čísla první třídy j e 
tento vztah v souhlase s obyčejným vztahem nerovnosti mezi 
příslušnými čísly přirozenými, takže není se obávati nedo-
rozumění nebo sporu. Čísla ze 3i jsou tedy uspořádána takto (Oje 
ovšem pořadovým číslem množství prázdného): 0 < I < 2 < 3 < , ' . . . 

2. Každé číslo ze 82 j e větší než každé číslo z e 3 i ? j inými 
slovy: je-li n libovolné celé číslo. ra^O a je-li M libovolné spo-
četné dobře uspořádané množství, potom obsahuje M úsek, slo-
žený z n prvků (stačí označiti znakem a0 první prvek z M, 
znakem a t první prvek z M—{a0}, znakem a2 první prvek 
z M — (a0, a,} atd. a sestrojili úsek ^ (a , , ) = {a„, a x , . . a „ - 0 ) . 

3. Za každým číslem n ze 3i existuje jedno bezprostředně 
následující, totiž n + i ; totéž platí i pro čísla ze 82: 

IV. Ke každému číslu a ze 3i + 3a existuje číslo ..bezpro-
středně následující", t. j. nejmenší ze všech čísel pořadových 
větších než a. 

Důkaz: Množství všech čísel < a má podle odstavce 5, věty 
1 pořadové číslo a a j e tedy nejvýše spočetné: tedy i množství 
všech čísel < a j e nejvýše spočetné; ježto pak 81 + 82 je 
spočetné (odstavec 5. věta lil), jest množství všech čísel > a 
neprázdné a obsahuje tedy nejmenší (t. j . první) prvek, j ak 
bylo dokázati. 

Toto číslo bezprostředně následující po čísle a označuje se 
a + 1 (pro a z první třídy číselné j e to ve shodě s označením 
běžným z aritmetiky). 
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Obecněj i plat í : 
V. Je-li M = (a^ a2, a3,.. .} nejvýše spočetné množství pořa-

dových čísel ze 3i + $2, potom existují r> 8i + 82 čísla větší než 
všechna a„ (a ježto je 81 + 82 dobře uspořádané, existuje mezi 
těmi čísly, jež jsou větší než všechna an, jedno nejmenší). 

Důkaz: Budiž M„ množství všech čísel ze 81 + 82* j ež jsou 
^ potom (viz předešlý důkaz) Mn j e nejvýše spočetné a tedy 
i spojení Mr + M2 + . . . j e nejvýše spočetné. Tedy ex i s tu j í 
v nespočetném množství $1 + 8 2 č í s l a , j e j nepatří k Mx + Jlf2 + . . . : 
t. j . exis tuj í čísla, jež jsou větší než všechna a„. 

4. Ke každému číslu n ze 8 i ( v y jma k nejmenšímu číslu 0) 
ex i s tu je číslo bezprostředně předcházející n—1, t. j . číslo, jehož 
bezprostředné následujícím číslem je číslo n. Pro čísla ze 82 
není tento výrok vždy správný; uvažujme na příklad nejmenší 
č.íslo ze 82 (jež se značí obyčejně my je tak budeme také 
značití). Toto číslo j e tedy větší než každé číslo n ze a ' c 

^ než každé číslo ze 82- Bezprostředně předcházejícím číslem 
k co by mohlo tedy býti jenom nějaké číslo n ze 8 i í a ' e n ne-
může býti bezprostředně předcházejícím k co, ježto bezpro-
středně po n následuje číslo n + 1 a nikoliv číslo co. 

Vzhledem k tomu rozeznáváme pořadová čísla dvoj ího 
d r u h u : 

a) Pořadová čísla isolovaná čili prvního druhu, t. j . nula 
a všechna taková čísla, k nimž existuje číslo bezprostředně 
předcházej ící.*) 

b) Pořadová čísla druhého clruhu čili limitní (též Grenzzahl), 
t. j. pořadová čísla od nuly různá, k nimž neexistuje číslo bez-
prostředně předcházej ící. 

Budiž < a 2 < cí3 < . . . rostoucí posloupnost čísel ze 8 i + 8a! 
ježio {a,, a.,, . . .) je spočetné množství, existují podle věty V 
čísla, jež jsou větší než všechna a„, a mezi nimi jisté ne jmenší 
«. jež nazýváme limitou té posloupnosti a,, a2, •••: 

a = Lim an 
n —ao 

(nedorozumění s pojmem limity obvyklým v diferenciálním počtu 
jistě se nemusím obávati; pro lepší odlišení píši zde Lim s vel-
kým L). 

*) Je-li a < ¡3, je « + 1 <1 0 (neboť a + 1 je nejmenší z čísel > a) a tedy 
« + 1 < | 8 + 1 . K číslu isolovanému y existuje tedy jen jedno číslo bezprostředně 
předcházející; neboť kdyby existovala dvě, a a /? (a</í), tu by bylo a + l < 
•'"[i-f-1 a tedy by nemohlo'býti 'a+ 1 = 0 + 1 =>.' 
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Tvrd ím: V I. Toto číslo Lim a„ je druhého druhu a naopak, 
>1=00 

každé číslo druhého druhu ze 81 + 82 lze takto vyjádřit. 
Důkaz: a) Kdyby a bylo prvého druhu,*) existovalo by 

číslo ¡i takové, že / t - | - l = a ; ježto (i < a, musil by existovat 
index n takový, že tedy by bylo an+l ^ a„ + 1 í = a. 
a tedy by nebylo a větší než všechna a„. 

b) Budiž za druhé a číslo druhého d r u h u : budiž N množ-
slví všech čísel menších než a: podle odstavce 3, věty 1 j e N 
množství nejvýše spočetné,**) není však prázdné (neboť a =j= 0): 
budiž 

{A" = )• 
iV neobsahuje největšího čísla, neboť toto největší číslo by bylo 
z ře jmě číslem bezprostředně předcházej ícím před a. Můžeme 
tedy defiuovati jistou rostoucí posloupnost 

pořadových čísel takto : At, = / i i : ježto N neobsahuje ne j většího 
čísla, ex i s tu j e v N číslo > : budiž k2 nejmenší index takový, 
že > : budiž dále k3 nejmenší index takový, že fa-, > ¡h-, 
(ovšem jes t k3>k2) atd. Tvrdím: 

a = Lim/?/,,. 
71 = 00 

Především jest samozřejmě a>fan pro každé n; za druhé , 
kdyby existovalo číslo menší než a, jež by bylo větší než všechna 
Pkn- musilo by to číslo býti v AT; nechť j e to třeba číslo fa; na jděme 
n tak, že k„ < /<&„+1 (rozhodně musilo by býti Z různé ode všech 
k„): potom by však fa bylo číslo větší než (ikn, což není možno, 
neboť k,,ri j e nejmenší index takový, že lh„+l > /?*„• 

Tedy skutečně: je-li a libovolné číslo limitní ze 81 + 82, 'ze 
nalézti rostoucí posloupnost čísel ze 81 + 82 

al < "C «3 <Z • • • 
tak, že 

a = Lim a,,. 
<1=00 

3. Všimněme si poněkud začátku množství 81 + 82- Napřed 
p ř i jdou všechna čísla ze 8i = 

0, I . 2, 5, . . .; 

bezprostředně po nich následuje nejmenší číslo ze 82^ které j sme 
*) a je jisti" různé od nuly. dokonce — jak čtenář snadno nahlédne — 

patří a k 
**) Dokonce právě spočetné, neboť a je jistě číslo ze 32. 
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(sul) 4.) označili co\ potom přijde číslo co + 1. potom číslo (&> + 1} + I 
— jež se značívá fc> + 2: potom číslo (co + 2 ) + l , jež se značívá 
co + 3 atd. Rostoucí • posloupnost co, co + I, co + 2 , . . . má limitu, jež 
se značívá co. 2; potom při jdou čísla co.2 + 1, co.2 +2. w.2 + 3 
co.2+n, . . . ; tato posloupnost má opět limitu, jež se zuačí 
co.2 + co čili co. 3; čtenáři j e již j is tě jasno, co znamená to.n 
(n= 1,2,3, . . . ) ; číslo bezprostředně následující po všech číslech 
co .n + k (n = 1, 2, 3, . . . , k — 0, 1,2,...) značí s ew.w nebo co2: potom 
př i jdou čísla 
ír)2+l, mi + 2, ..., fj2 + fc). f>2 + w + l, ™2 + w + 2, . . . , b>* + (>.2, f')2 + (•>. 2+ t 

™2 + w. 3, ..., <ú2 + o>.n + k, .... w! + m2 = ms. 2, w2 .2+l, 
co2. 2 + m. u + fc, ..., M2.3, ..., fřři + wfc + /, ..., wi.m = w3, ...; 

čtenář zajisté j iž poznal, j ak se de f inu je co". m0 + co"~1nii + ... 
... -+com„— i + rn„: číslo bezprostředně následující po všech tako-
vých .mnohočlenech" označuje se co™ atd. 

Začátek množství 81 + 82 vypadá tedy takto: 
0, 1,2, 3 O), 0 ) + 1, 0 + 2 « . 2, 0). 2 + I, 0». 2 + 2, . . ., o>. 3 o. k + r.i,..., 

o»2, f')2+ I, ..., w2 + uk + /, ..., co" . tn0 + M"—1./«! + ... + cjm«—1 + mu 
o><", &)•"+ 1,...; 

vzpomeňme si, že množství všech pořadových čísel menších než a 
má pořadové číslo a (odstavec 3, věta 1): tedy 0 jest pořadovým 
číslem množství všech pořadových čísel < 0 , t. j . množství prázd-
ného; 3 jest pořadovým číslem množství {0, 1,2}: co jest pořadovým 
číslem množství {(), 1, 2, 3, .. .}: co + 2 jest pořadovým číslem množ-
ství {0, 1, 2 , . . . , co, co + 1}, co.2 ji st pořadovým číslem množství 
(0 ,1 ,2 , . . . , co, co + 1, co + 2,...} atd. Toto postupné vybudování 
pořadových množství 3 i + 82» jakož i teorii -sčítání" a ..náso-
bení" čísel lze vybudovati systematičtěj i ; omezuji se však 11a 
těchto několik nesoustavných poznámek, jen aby se č tenář se-
známil s několika nejmenšími čísly ze 82 a utvořil si j akous i 
představu o s t ruktuře množství 32 : v dalším nebudeme tento 
bod 5. nikde potřebovati. 

5. T R A N S F 1 N - 1 T N Í I N D U K C E . 

Čtenáři j e známa t. zv. úplná indukce: obdobnou úlohu, j a k o u 
má pro množství všech čísel celých ¡>0 úplná indukce, má pro 
množství všech čísel ze 81 + 82 t. zv. transfinitní indukce. Abych 
čtenáře na ni připravil, proberu napřed úplnou indukci. Upíná 
indukce spočívá na této větě • 
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Věta A. Bucliz M nějaké množství, jehož prvky jsou celá 
čísla ^0, jež má tyto dvě vlastnosti: 

1. 0 patří k M; 
2. Je-li n celé kladné číslo, a patří-li k M všechna celá čísla 

m, hovící nerovnostem 0 ^ in < n, potom i číslo n patří k M. 
Tvrdím: potom množství M obsahuje všechna čísla celá ¡>0. 
Důkaz: Kdyby tomu tak nebylo, existovala by celá čísla ií>0, 

jež nepatří k M, a mezi těmi čísly by existovalo j is té nejmenší , 
označme j e n. Podle 1. musí býti ra>0; ježto n j e nej inenší 
kladné číslo, jež nepatří k M, tedy všechna celá čísla m, pro 
něž 0 <Lm<n, patří k M; tedy by podle 2. také číslo n patř i lo 
k M, což dává spor. 

Z věty A plyne hned: 
Věta B (úplná indukce). Budiž předložen nějaký výrok f n) 

závislý na celém čísle n (n 0), jenž má tyto vlastnosti: 
1. Výrok /"(O) je správný (t. j. výrok f(n) je správný pro 

n = Ú); 
2. je-li n celé kladné, a je-li výrok f(m) správný pro všechna 

celá čísla m hovící nerovnostem ()^Lm<n, potom je správný 
i výrok f(n). 

Tvrdím: potom je výrok f(n) správný pro všechna celá čísla 
«;>(). 

Důkaz: Budiž M množství oněch celých čísel n ¡> 0, pro 
něž výrok f(n) j e sp rávný; podle předpokladů 1. a 2. sp lňu je 
množství M předpoklady 1. a 2. věty A; tedy podle věty /I ob-
sahuje M všechna celá čísla ^ 0 , j a k bylo dokázati . 

Jak j e čtenáři známo, nemusí úplná indukce začínati u nuly, 
nýbrž u j edn ičky nebo u dvojky atd. Příslušné změny ve znění 
a v důkazech vět A a B mohu přenechati čtenáři . Transf in i tn í 
indukce spočívá pak na této větě: 

Věta C. Budiž M nějaké množství, jehož prvky jsou čísla 
ze 81 + 82 a jež má tyto vlastnosti: 

1. 0 patří k M; 
2. Je-li a libovolné číslo ze 3 i + různé od nuly a patří-li 

k M všechna pořadová čísla ¡i, pro něž a, potom patří 
i číslo a k množství M. 

Tvrdím: M = 3i + 82-
Důkaz: Kdyby existovala v 81 + 82 čísla, j ež nepatř í k M, 

existovalo by mezi těmito čísly číslo nejmenší (ježto 3 i + 82 j e 

dobře uspořádané), označme j e a ; potom by bylo podle 1. nu tně 
Peír, liitrpriílní pořcí, 2. v. 
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cs>() a všechna čísla (i, pro něž O^lfi < a, by musila patřiti 
k M; tedy by podle 2. i číslo a patřilo k M, což dává spor. 

Z věty C plyne ihned: 
Věta D (transfínitní indukce). Budiž předložen výrok f(a). 

závislý na pořadovém čísle a, jenž má tyto vlastnosti: 
1. Výrok f(0) je správný; 
2. je-li a>() pořadové číslo ze 81 + 82 a je-li výrok fQi) 

správný pro všechna pořadová čísla ¡i, pro něž 0 <L/t<a, potom 
je správný i výrok f(a). 

Tvrdím: Výrok f(a) je správný pro všechna pořadová čísla 
a ze Si + 82. 

Důkaz: Budiž M množství oněch čísel a ze 81 + 82, pro něž 
výrok f(a) j e správný; následkem předpokladů 1. a 2. hoví 
množství M předpokladům 1. a 2. věty C, a tedy jest podle 
věty C : i ř = 3 i + 32, j ak bylo dokázati. 

Transfíni tní indukce opět nemusí začínat u nuly, nýbrž 
u libovolného čísla a0 ze 81 + 82^ příslušné změny ve znění 
a v důkazech vět C a D mohu přenechati čtenáři. 

6. Z Á V Ě R E Č N É P O Z N Á M K Y . 

V definici pořadových čísel byla jedině podstatná ta okol-
nost, že každému dobře uspořádanému nejvýše spočetnému 
množství byla přiřazena jistá věc tak, že dvěma podobným 
množstvím je přiřazena táž věc, dvěma nepodobným množstvím 
dvě různé věci. Jakého druhu ta věc je, j e lhostejno. Přirozeně 
nemusíme se při této definici omeziti na množství nejvýše 
spočetná: s te jným způsobem lze zavésti pořadová čísla pro 
libovolná dobře uspořádaná množství: každému množství dobře 
uspořádanému přiřadíme jistou věc — kterou nazveme pořa-
dovým číslem toho množství — tak, že dvěma podobným množ-
stvím je přiřazena táž věc, dvěma nepodobným množstvím jsou 
př i řazeny dvě různé věci. My jsme se omezili pro větší jasnost, 
konkrétnost a stručnost jen na pořadová čísla ze 81 + 82' j-
na pořadová čísla, odpovídající množstvím nejvýše spočetným. 
Proto též v následujícím, budu-li říkati pořadové číslo (někdy 
třeba jen „číslo", pokud nehrozí nedorozumění), jest rozuměti 
vždy jen pořadová čísla ze 8i~f-82- Pořadová čísla, odpovídající 
množstvím nekonečným, nazývaj í se též čísly transfinitními (pro 
nás to jsou tedy čísla ze S2), 
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Obdobnou definici lze zavěsti též pro libovolná množství 
uspořádaná ( jej ichž zvláštním případem jsou množství dobře 
uspořádaná): každému množství uspořádanému přiřadíme jistou 
věc tak, že dvěma podobným množstvím odpovídá táž věc, dvěma 
nepodobným množstvím odpovídají dvě různé věci. Ta „věc" 
nazývá se pak pořadovým typem toho množství. Pořadová ěísla 
můžeme, chceme-li (a také se to obyčejně tak dělá) pokládati 
za speciální případ pořadových typů: pořadový typ množství 
dobře uspořádaného nazveme prostě jeho pořadovým číslem. 

Obdobnou definici lze zavěsti i při pojmu ekvivalence (oddíl 
1.): každému množství přiřadíme jistou věc — kterou nazveme 
„kardinálním číslem" toho množství — tak, že dvěma ekviva-
lentním množstvím j e přiřazena táž věc, dvěma neekvivalentním 
množstvím jsou př i řazeny dvě různé věci. 

Teorii pořadových čísel lze vybudovati velmi bohatě ; první 
počátky poznal čtenář v tomto oddílu. Obdobnou teorii lze vy-
budovati pro kardinální čísla: to je umožněno následující slav-
nou větou Zermelovou, která dává jistý vztah mezi naukou 
o obecných množstvích (ve smyslu oddílu 1, tedy bez jakého-
koliv uspořádání prvků) a mezi teorií množství dobře uspořá-
daných: Každé množství lze dobře uspořádati. (T. j . v každém 
množství M lze definovati uspořádání prvků tak, že M se stane 
množstvím dobře uspořádaným.) 

Uvádím tyto poznámky jen pro orientaci č tenáře; nebudeme 
jich v následujícím nikde potřebovati. Čtenář, j enž by se blíže 
o ně zajímal, na jde poučení v literatuře, uvedené na konci 
tohoto dodatku. 
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