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ODDIL 4.

MNOZSTVI BODOVA.

1. CARTEZSKE PROSTORY.

Dosud jsme se zabyvali mpozstvimi bez ohledu na povahu
jejich prvkid; nyni pojedname specielné o mnozstvich, jejichz
prvky jsou body v jedno-, dvoj-, troj-,..., k-rozmérném prostoru,
¢ili o mnozstvich bodovych (Punktmengen, ensembles de points).
P¥i tom omezime se na mnozstvi bodova v t. zv. ,k-rozmérném
cartézském prostoru“, jenz jest definovdn takto:

Budiz k celé kladné éislo; bodem v k-rozmérném cartézském
prostoru nazyvam systém k realnych cisel [x,, xs, ..., x45*) pFi
tom poradi téch disel podstatné, t. j. doa body [xy, x5, ..., xi] a
[Y1, Y - . .. ys] pokldadame za totozné tehdy a jen tehdy, je-li
X3 =Yy, Xa=Ys, ..., Xk =Yk Vzddlenosti doou takooych bodu
[%1, X2 .- ., xk] @ [Y1s Yoo - - v» Y&l nazyvame éislo™)

Vixy— g+ (e — P+ Ak — a?
Mnozstoi vsech bodii x,, xs, ..., xx (kde tedy x,, x;, ..., xx pro-
bihaji nezavisle na sobé vsechna realna ¢isla) nazyvame k-

rozmérnym cartézskym prostorem (a znac¢ime tento prostor
znackou Ry).

Bod v Ri budu také ¢asto oznadovati — hlavné kdyz neza-
lezi na explicitnim uddni jeho soutadnic — jedinym (velikym
nebo malym) pismenem; formule P =|x,, x,, ..., x| znamend, ze
bod P jest bod o soutadnicich xy, x,.. ., xx. Jsou-li body P a Q
totozné, piseme P=Q, v opaéném pripadé P+ ). Vzdalenost
bodi P, Q oznadujeme znakem r(P, Q).

*) Cisla »,, x, ..., x; mbZeme. nazvati sonfadnicemi toho bodu.

**) Odmocninu bereme zde'i v nasledujicim vZdy nezaporné.
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Vzddilenost r(P, Q) hovi vztahu
r(P, )< r(P, Q)+ r(Q, R).

(Tato nerovmnost nazyva se .trojuhelnikova nerovnost a vy-
jadfuje — geometricky Feteno — Zze strana trojuhelniku neni
nikdy vétsi nez soucet druhych dvou stran.) Dokazme ji. Jsou-li
Uy, Us, ..., Uk, Dy, Ds, ..., Dk Tedlnd ¢&isla, potom kvadratickd forma

I

i(unx + ony)t = x? Z un® 4 2xy i unon + y?

n=1 n=1 n=1 n

k
on?
=1

nenabyva nikdy zdpornych hodnot: pro jeji determinant plati

tedy
k 2 k k
(ngllmDn) g nglunznngnz
a tedy
k k k k k & E
Z (un 4 Dn)® = E un®+ 22 Un Dn +Z on? éz un® 4 2VZ lln’l/ Z on® 4+
n=1 n=1 a=1 n=1 n=1 n=1 n=1
k " |k 2
—}—Z ont= (]/Z un® —}-l/ Z on") )

1
a tedy
E T / 3 E
(1) ]/Z (un -+ un)ﬂgl/ Zu"z-l-l/z Dn®.
n=1 n=1 n=1
Budte nyni P = [x,,..., x4}, Q=[y1:...- Yy} R=1z:..., z] t¥i body;

dosadme do (1) un=%r—Yn, On =Yn—12n a tedy un,+ 0= x,— 2,
dostaneme okamzité
r(P,R)Sr(P,Q+r(QR).

Specielné pro k=1 jebod v R, din jednim realnym ¢&islem; ne-
budu proto v dal3im rozliSovati mezi redlnym ¢islem a bodem
v R,; tedy R, je pro nds prosté mnozstvi viech realnych é&isel
nebo osa ¢iselnd ; vzdalenost dvou boda (Cisel) x, y v R, je podle
nasi definice rovna é&islu

Vr—yf=lx—yl.

2. MNOZSTVI CISELNA.

Pfipomenu zde nékteré zdkladni definice a poutky o mnoz-
stvich bodovych v Ry, t. j. o mnozstvich redlnych ¢isel (kratce
se Tika ,mnozstvi éiselnd“). Budiz M ¢iselné mnoZstvi; existuje-li



094

¢islo L takové, Zze vSechna ¢islaz M jsou men3i nez L, Fikdme,
7ze mnozstvi M je shora ohranidéeno; existuje-li ¢islo | tak, Ze
viechna ¢isla z M jsou vétSi nez I, Fikdme, Ze mnozstvi M
je zdola ohraniéeno. Mnozstvi Ciselné, jez je ohraniteno shora
i zdola, nazyvame kratce ohranicenym (beschriankt, bornmé).*
Je-li M ¢iselné mnoZstvi neprizdné shora ohranicené, existuje
jedno a jen jedno ¢islo G, jez ma tyto dvé vlastnosti:

{. zadné ¢&islo z M neni vétsi nez G;

2. je-li vSak € libovolné ¢islo kladné, potom existuje v M
aspoii jedno ¢islo, jez je vétsi nez G —e.

Toto ¢&islo G nazyva se horni hranici mnozstvi M (obere
Grenze, borne supérieure).

Obdobné: Je-li M ¢iselné mnozstvi neprazdné zdola ohra-
ni¢ené, existuje jedno a jen jedno ¢islo g, jez ma tyto dvé
vlastnosti:

1. zadné Cislo z M neni mensi nez g;

2. je-li vsak e libovolaé é¢islo kladné, potom existuje v M
aspon jedno ¢Cislo, jez je mensi nez g+ e.

Toto ¢islo g nazyva se dolni hranici mnoistvi M (untere
Grenze, borne inférieure).*)

Je-li a néjaky bod v R,, potom nazyvam okolim (Umgebung,
voisinage) bodu a kazdy otevieny interval (koneény), jenZz obsa-
huje bod a, t. j. kazdy interval (a—e a+¢), kde ¢, € jsou jaka-
koliv ¢isla kladna.*)

Budiz M mnoistvi ¢iselné, a libovolné redlné é&islo. Jestlize
v kazdém okoli bodu a lezi nekoneéné mnoho bodi z M, Fikame,
ze bod a je bodem zhusténi (Haufungspunkt, point limite)
mnozstoi M.

PRIKLADY. Mnozstvi viech ¢isel 1/n (n celé kladné) ma jediny bod
zhusténi, totiz nulu: tento bod zhusténi k tomu mnoZstvi nepatii. Interval
0, 1) (t. j. mnoZsivi viech ¢isel x, pro néZz 0<<x<1) mad za body zhusténi
viechny body uzavieného intervalu 0, 1>; tedy vSechny body zhusténi patii
k intervalu (0.1), vyjma ty dva koncové body 0 a {.

Definici bodu zhusténi lze vysloviti téz takto: bod a je
bodem zhusténi mnozstvi M, jestlize v kazdém okoli bodu a
existuje aspon jeden bod z M, riizny od a.

*) MnoZstvi prazdné pocéitam mezi mnozstvi ohrani¢ena.

**) Dikaz viz DP 24,

) V DP 23 zaviadi se okoli trochu jinak: pfedevsim se vyluéuje z ného
bod a sdm, za druhé se bere uzaofeny interval. V této kapitole budeme vsak
uzivati okoli takovych, jaki jsem prdavé definoval; prote jsem trochu po-
zmeénil pojmenoviani,
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Nebof piedeviim, existuje-li v kazdém okoli bodu a neko-
neéné mnoho bodtt z M, existuje v kazdém okoli bodu a zfejmé
asponi jeden (dokonce nekoneéné mnoho) bod z M, rizny od
a. Za druhé, jestlize existuje okoli (a—¢, a+¢€), v ném7 lezi
jen konelny pocet bodi (nebo zidny bod) z M, jest ziejmé
moZno voliti ¢” >0 tak malé, 7ze v (a— &”, a+ ¢") nelezi uz zadny
bod z M, rizny od a (stati voliti ¢’ rovno vzdilenosti hodu a
od nejbliziiho bodu z M. rizného od a).

3. ZAKLADNI POJMY PRO MNOZSTVI V R

Zobecnime nyni nékteré z uvedenych pojmi pro k-rozmérny
carté¢zsky prostor. Mnozstoi M o R, nazyoame ohraniéenym,
existuje-li ¢islo L, jez je vétsi nez vzdalenost kteréhokolivo bodu
z M od podatku (pocitkem nazyvam bod [0,0,...,0]; znacka O);
to lze ziejmé tici také takto: M nazyvame ohrani¢enym, jsou-li
prosté hodnoty soutadnic viech bodi z M mensi ne7. jisté éislo L'.
Mno7stvi priazdné pocitime téz mezi mnozstvi ohraniéena; pro
k=1 je naSe definice zfejmé ve shodé s definici pfedeslého
odstavee. Zavedeme si nyni dva nové pojmy. Budiz M nepriazdné
mnozstvi ohranitené v Ri; uvazujme vzdilenost r(P, Q) dvou
libovolnyeh bodi P, Q z mnozstvi M. Probibaji-li body P a Q
nezavisle na sobé mnozstvi M, probiha ¢islo r(P, Q) jisté ohra-
ni¢ené mnozstvi ¢iselné; horni hranici tohoto mnozstvi nazyvame
primérem mnozstvi M (znacka d(M)).

PRIKLADY. Mnoistvi, slozené z jediného bodu P, mi primér rovny
nule: nebof jedind vzdélenost pfichizejici v dvahu je r(P, P)=0. Interval
(a,b) v R, (a téZ interval <a,b>) mi primér b —a. Mnozstvi vSech bodd na
kruZnici (nebo mnozstvi v3ech bod uvnitf kruZnice nebo mnoistvi vSech
bodfi uvnitif a na obvodé kruZnice nebo koneéné mnoZstvi, sklidajici se ze
v3ech bodd na kruZnici a nékterych bodi uvniti kruznice) v R, ma primér
rovny priméru té kruznice (ve smyslu v elementirni geometrii obvyklém).
MnoZstvi viech bodi uvnitf krychle (nebo mnozstvi vSech bodk uvnitf
a na povrchu krychle nebo mnozstvi viech bodii na povrchu krychle) v R,
ma primér rovny délce télesné dhlopticky. Mnozstvi v R,, sloZzené z bodi
[0,0,0,0), {0,1,0,0], [1,0, 1, ] ma za primér nejvétsi z &isel /0% 17 02 0%,
ViE+ o F 6 Ve (— P F B+ 12 t.j. éislo 2.

Cviéeni. 1. DokaZte: maji-li ohrani¢end mnoZstvi M a N aspoii jeden
spoleény bod, je d(M+N) < d(M)+ d(N).

2, Budiz dano ohraniéené mnozstvi N a mnozstvi ohrani¢ena Mi (v koneé¢ném
nebo nekoneéném poctu). Nechf dile kazdé mnozstvi Mimad aspoii jeden spoleény
bod s mnoZstvim N a nechf existuje ¢islo d takové, ze d(Mi) << 4 pro vSiechna mnoZ-
stvi Mi; potom jest

d(N 4 2Mi) < d(N)+24.

(Ndvod: Oba ptiklady se Fesi pomoci trojihelnikové nerovnosti.)
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Budtez nyni M, N dvé neprazdnd mnozstvi v Ri; se-
strojme vyraz r(P, Q), kde nechi bod P probiha vsechny
body z M, bod Q pak viechny body z N. Cislo r(P, Q) pro-
biha potom jisté mnozstvi ¢isel nezipornych; dolni hranici
toho mnozstvi. nazvvame vzdalenosti mnoZstvi M a N: znacka
r(M, N).

Je-li mnoZstvi N slozeno z jediného bodu P, potom misto
~vzdalenost mnozstvi {P} a mnoZstvi M- ¢ikdme prosté .vzda-
lenost bodu P od mnoZstvi M= a piseme r(M, P). Definice jc
ziejmé¢ symetricka, tedy r(M,N)=r(N,M); zicjmé je r(M,N)=V1.
maji-li mnoZstvi M a N aspon jeden spole¢ny bod. Ale i jindy
mize byt r(M, N)=0; na ptiklad je-li ¥ mnozstvi viech racio-
ndlnich Cisel, N mnozstvi vicch iraciondlnich ¢isel, je r(M,N)=0.
nebot ke kazdému Cislu € >0 lze nalézti raciondlni ¢islo a a ira-
cionalni ¢islo e tak, 7ze r(a, a) = a—e <.

Cviéeni. Dokazte, Ze pro libovolnd t¥i nepridzdnd mnoZstvi v Ri plati

r(My, My) < r(My, My) +r(My, My) + d(M,)
(M, piedpokladam ohranicené).

Zavedme nyni pojem intervalu v K. Budiz ddno 2k real-
nych Cisel 8, < by, a,<b,, ..., ar < bx; potom mnozstvi viech bodu
[x1, x5, ..., x4), jez hovi vztahtim

ay < xy < by, ag < xp < by, ..., ap < xx< by,
nazyvame otevienym intervalem a znaclime je (a;, a,,..., a;
by, by, ..., by); obdobné mnozstvi vSech bodi [x,, xs,..., x4, jez
hovi vztahim

ML Eby, 3G by, oy Ak S xS by,

nazyvame uzavienym intervalem a znaCime je <a,, a,, ..., a;
b, b, ..., bi>. Pro k=1 je nase nova definice v souhlasu s d¥i-
véjsi definici (oddil I, odstavec 1, ptiklad 3): pro k=2 je in-
terval obdélnik, jehoZ strany jsou rovnobézny s osami soutad-
nymi, pro k=73 je interval pfimy étyfboky hranol, jehoZ hrany
jsou rovnobézny s osami soufadnymi. atd.
Mime-li dva oteviené intervaly
(4, @3, . -, @3 by boy. .., bR (€, € ey cps dyyda, ..., di),

potom druhy z téchto intervali je &asti prvého tehdy a jen
tehdy, kdyz

81§01<d1§_b,, aggc’<d2§b2. ceay akgck<dk§b‘

Téaz podminka plati pro dva uzaviené intervaly.
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Primér intervalu (a,. as, . . .. ax: by, be, .. ., by) je zfejmé roven

———
i — ai)?
l/igl(b ai)

a rovnid se priméru ptisluiného uzavieného intervalu. Okolim
bodu p nazyvim kazdy otevieny interval, jenz obsahuje bod
p.¥) Jestlize v kazdém okoli bodu p lezi nekoneéné mnoho bodii
mnozstvi M, nazyvime bod p bodem zhusténi mrozstvi M. Po-
dobné jako v R, (viz odstavec 2) miZeme tuto definici vysloviti
také takto: bod p nazyvame bodem zhu$téni mnozstvi M, jest-
lize v kazdém okoli bodu p lezi aspon jeden bod mnoZstvi M,
rizny od p. (Dikaz ekvivalence téchto dvou definic vede se
stejné jako v odstavei 2 pro R,.)

Plati pak tato ddlezita véta:

KazZdé nekonecné ohranicéené mnozstoi o Ry ma aspon jeden
bod zhusténi.

.Dikaz byl proveden v DP 181: provedeme zde dikaz po-
nékud jinym zpiasobem: pii tom omezim se na ptipad k=2,

% /a.d/-/a‘.d‘/ [b,.d./ /b.d/
sz'dz]
[al'cl/ [OI'CT
lac/ loc/

abych se vyhnul zbyte¢nému psani indexu; &tenab jisté bez
potizi zobecni tento diikaz pro libovolné k.

Budiz tedy M nckonelné ohrani¢ené mnozstvi v R, (t. j.
v roviné). Lxistuje tedy uzavieny interval (tfeba jest mozno

*» V DP 177 a DP 187 se definuji okoli ponékud jinak: pfedné se
k nim nepo¢iti bod p, za druhé se berou jen okoli ,krychlova“ o stfedu p
(mimo to se tam pripoustéji také okoli kulovd a jesté jeden druh okoli
krychlovych s jinou polohou hran). Pro nis iacel je vyhodno, zavésti definici
ponékud jinou.
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zvoliti ¢tveree) <a, b; ¢, d>, jenz obsahuje psechny body z M.*)
Rozd¢lme tento Ctverec stiednimi pPickami na ¢tyfi uzaviené
intervaly (Gtverce); asponl jeden z téchto étyt étverct obsahuje
nekone¢né mnoho bodi z M; ozna¢me jej <a,, by; ¢y, dy>.**) Roz-
délme tento ¢tverec opét sttednimi pfickami na étyfi uzaviené
Ctverce; ten z téchto &tyP Ctvercl, jenz obsahuje nekonelné
mnoho bod& z M, oznaéme <a,, bs; ¢y, dy> atd. Tak dostavam
posloupnost uzavienych intervalt (¢tverci)

2 a,bie,d>,{ay,by; ey, dy>, {ay by;ep,dy>, ...,

jez maji tyto vlastnosti: ,

a) Kazdy z téchto ¢tvered obsahuje nekoneéné mmoho
bodu z M.

b) n-ty &tverec této posloupnosti je obsazen v (n—1)-wvém;
tjafa<a,<..;5c202¢2..:bb<b,=Z..5d2>2di =
=>d, > ...

—a dj.

C) Cn—anch-, dn—bn:v—-zn

Podle b) jest posloupnost a,, a,, ... neklesajici a ziejmé je
shora ohranidend, nebof a,<c; tedy existuje

lim an=«;
n=qQo
podle ¢) jest pak také

lim Cn—a«a,

n=0o
a plati
anlal cn
(nebof a,, a,, ... je posloupnost neklesajici, ¢;, ¢s, - .. nerostouci).
Obdobné vyplyva, ze existuje
lim bn=¢
. n=a
a ze jest
lim dn =5, bn < B < dn

n=qQo

Jestlize nyni jest I libovolné okoli bodu [e, 8], potom jest jasno,
7e viechny intervaly <&, baicn dn> od jistého n pocinaje jsou
obsazeny v I; tedy obsahuje I nekone¢né mnoho bodi z M;
t. j. bod [a, 8] je bodem zhuSténi mpozstvi M.

*) Viz obrazec, na némz jsou étverce <a,b;c,d>, {ay, by;cy,dy 3, <83 bs; €, dad
silnéji vyznaceny. (Na obrdzku jsou omylem vesmés zaménéna pismena b, c;
na pF. misto [a,, ¢;] nd tedy byti |a,, b, atd.)

**) MiiZe se oviem stati, Ze nékolik téch ¢tverci ma tu vlastnost, ze
obsahuji nekoneénd mnoho bodd z M; potom si z nich jeden vybereme (tfeba
podle néjakého piedpisu: vybereme si tfeba ten &tverec (obsahujici meko-
neéné mnoho bodd z M), jenz lezi co nejdale nalevo a pfi tom co nejnize.
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4. UZAVRENA MNOZSTVI®

Mnozstvi M v Ri nazyvame uzavienym (abgeschlossen, fer-
mé), jestlize vSechny body zhus$téni mnoZstvi M patii k mnoz-
stvi M (definici jest opét rozuméti ve smyslu ziporném: mnoz-
stvi M jest uzaviené, jestlize zidny bod zhu$téni mnozstvi M
nelézi mimo mno7stvi M ; tedy kazdé mnoistvi v Ry, jeZ nema
viibec Zadného bodu zhusténi, jest uzaviené).

Priklady uzavfenych mnoZstvi: mnoZstvi prazdné; mnozstvi konelna;
mnozstvi Rk (t j. mnoZstvi pfech bodl [vy, xy, ..., xk]); mnozstvi vSech celych
¢isel kladnych (v R,); uzavieny interval v Rx.

. Spojeni koneéného poétu uzavrenych mnoistoi o Ri je
opét uzavrené mnozstoi.

Ditkaz: Budte M,, M,, ..., M, uzavieni mnozstvi; budiz p
bod zhus$téni mnozstvi M, + M,+ ...+ M,; mam dokazati, 7e
bod p patii ke spojeni M, + M,+ ...+ M, Ja tvedim: Bod p
je bodem zhusténi asponi jednoho mnozstvi M; (i=1,2,...,n);
nebof kdyby bod p nebyl bodem zhusténi ani mnozstvi M, ani
mnoistvi M, ... ani mnozstvi M, potom by existovalo okoli I,
bodu p. jez by obsahovalo jen kone¢ny pocet bodu z M,, dile
by existovalo okoli I, bodu p, jez by obsahovalo jen konecny
pocet bodt z M,, atd.; statilo by pak sestrojiti okoli I bodu p.
je7z je obsazeno v pruniku okoli I, I,...,1,; v tomto okoli I by
pak lezel nejvyse koneény pocet bodt z M,,zM,, ...,z M, a tedy
té7 nejvvie koneény polet bodfi ze spojeni M,+ M+ ...+ M,,
coZ je nemozno, jezto p je bodem zhusténi mnoZstvi M+ M,+. ..
...+ M,. Tedy je p bodem zhus$téni aspoii jednoho mnozstvi M;,
tedy patti p k mnozstvi M; (nebot M; je uzaviené) a tedy tim
spiSe patfi p ke spojeni M+ M+ ...+ M,

Predpoklad, ze jde o spojeni koneéného poctu mnozstvi
uzavienych, je podstatny. Priklad v R,: Budiz M,=<1/n. 1>
(n=2,3,4,...); spojeni téchto mnoZstvi je neuzaviené:

@
My=1(0,1".
n=2
Zato pro prinik plati zcela obecné:

Il. Prinik libooolného mnozstvi uzaoienych mnozstoi je

opét uzavrené mnozstoi.

*) Misto ,mnozstvi bodova v R¢“ budu ¢asto — pokud bude vylouleno
nedorozuméni — Fikati krdtce ,,mnozstvi~.



Diikaz: Jestlize p je bod zhusténi priniku IIM,, tedy je p
tim spiSe bodem zhu$téni kazdého mnozstvi M, (nebot IIM,C M,)
a tedy (jsou-li M, uzavfend) patii p ke vSem mnozstvim M,
a tedy patii p k priniku 1M,

Dokidzeme si nyni tuto diilezitou vétu:

11l. Budiz dédna ,nerostouci® posloupnost uzavoienych ohra-
nic¢enych mnozstoi neprazdnych :

- MiDOMOMD. ..
potom priinik [ M. neni prazdny.

n=1

Ditkaz: Zvolme si v kazdém mnozstvi M, jeden bod p.; pro
posloupnost py, ps, ps. ... jsou pak mozny dva ptipady:

a) Bud vystupuje v této posloupnosti jen konecny pocet od
sebe riznych bodi; potom musi jeden z téchto bodid, feknéme
bod p*, patfiti k nekone¢n¢ mnoha mnoZstvim M,.

b) Nebo vystupuje v posloupnosti p;, ps, ... nekone¢né
mnoho riznych bhoda.

Pripad a). Tvrdim, ze bod p* patfi ke nsem mnozZstvim M,:
nebof, je-li n libovolné celé é&islo, musi existovati ¢islo m >n
tak, 7e p* patti k M,: tedy patii p* tim spiSe k M, (nebof

N o]
M,OM,). Patii tedy bod p* jist¢ k praniku J][M..

n=1
Piipad b). JeZio body py, ps, ... (mezi nimiZ oviem nékteré
mohou vystupovati vicekrite) tvoii v tomto pfipadé mnozstvi
nekoneéné ohrani¢ené (nebof viechny ty body lezi v M,), exi-
stuje podle véty odstavee 3 aspoii jeden bod zhusténi ¢ tohoto
mnozstvi. Bod ¢ je oviem téz bodem zhuSténi mnozstvi bodi
Pn: Pat1s Patss - - ., af je n jakékoliv celé kladné &islo; tyto body
viak lezi viechny v M, (nebof puix lezi v Mupa Mo xCMy)5 q je
tedy bodem zhuiténi kazdého mnozstvi M, tedy (jezto M, ysou

[ o]
uzaviena) ¢ patii ke viem M, tedy patii ¢ k préniku [[M..
Dilezity diasledek této véty je nasledujiei: "

Véta IV. Je-li déna .nerostouci* posloupnost uzaorenych
intervalit
LDI,00)...,
jejichZz priméry konverguji k nule:
lim d(l:) =0,

n=2-
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potom existuje jeden a jen jeden bod, jenZ je obsaZen ve vsech
téchto intervalech.

o
Diikaz: Podle posledni véty neni pranik []I. prazdny:
n=1
kdyby obsahoval dva rizné body p, ¢, musilo by pro kazdé n
platiti r(p, q) £d(l,) (nebot p, ¢ lezi v I,); tedy by musilo byti
r(p. q) =0, t. j. p=q, proti predpokladu.

Méjme néjaké mnoistvi M v Ri; existuji v Ri mnoistvi
uzaviend, jez obsahuji M; na priklad prostor Ri sam. Utvoime
prinik vSech uzavienych mnozstvi v Rk, jeZ obsahuji mnoZstvi
M; podle véty 1l jest tento priinik — ozna¢me jej M® — uza-
viené mnozstvi; ztejmé je M CM° a za druhé jest M°  nejmensi*
uzavifené mnoistvi, jez obsahuje mnozstvi M; t. j. je-li N mnoz-
stvi uzaviené a plati-li MCN, jest M°CN. Mnozstvi M° nazyva
se s uzavienym obalem“ mnozstvi M (abgeschlossene Hiille).

Dokazme jesté vétu:

V1. Jsou-li M, N dvé mnozistoi uzaorend o R, z nichz aspon
jedno je ohraniéené a jez nemaji spoleénych bodii (t. j. MN je
mnozsivi prazdné), potom je r(M,N)>0. Dokizeme napied:
Je-li M uzaviené a neleZi-li bod ¢ v mnozstvi M, jest r(q, M) > 0.
Nebof, kdyby bylo r(q, M) =0, potom by ke kazdému celému
¢éislu n>0 bylo moZno nalézti bod p, z M tak, Ze r(q, pa) < 1/n.
V posloupnosti p;. ps, ... nemiize se 7adny bod p vyskylovati
nekoneéné mnohokrdite; nebof potom by bylo r(q, p) < 1/n pro
nekoneéné mnoho hodnot n, t.j. r(g, p) =0, t. j. ¢=p, t. j. bod
q by patiil k M. Tedy mnozstvi vSech bodd, obsazenych v po-
sloupnosti pi, ps, Pss . .., by musilo byti nekone¢né. a jeito

lim r{(q, pn) =0,
n=Qo

byl by bod ¢ ziejmé bodem zhusténi uzavieného mnozstvi M,
t. j. musil by patfiti k M, coz je proti predpokladu. Tedy jest
riq, M) > 0.

Budte nyni M, N dvé mnozstvi uzaviena, z nichZz aspon
jedno je ohranicené, bez spole¢nych bodi, a ptedpoklidejme, ze
r(M, N)=0. Potom tedy ke kazdému celému ¢&islu n > 0 existuje
bod p. z M a bod g¢» z N tak, 7ze r(ps, g») <1/n. Posloupnost
P1 P2, . .. nemize obsahovati zddny bod p nekone¢né mnohokrit,
nebof pak by bylo nutné r(p, N) =0, coZ je nemozné, jezto p
lezi v M a tedy nelezi v N. Z téhoz divodu také posloupnost
q1, ¢z, . .. nemize obsahovati zadny bod nekoneéné mnohokrat.
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Mno7stvi viech bodl z posloupnosti p,, p,, ... je tedy nekone¢né
a oviem ohranic¢ené (jezto lezi v M) a ma tedy aspon jeden
bod zhusténi p; jezto vSak r(ps, ¢.) <1/n, je ziejmé bod p také
bodem zhusténi bod& qy, ¢s,... Tedy bod p je bodem zhuStémi
obou uzavienych mnozstvi M a N, patii tedy k M i k N. cozZ je
proti ptedpokladu.

POZNAMKA. Predpoklad ohranicenosti je podstainy; ¢tenaf to pozma
na tomto prikladé: BudiZ v roviné, opatiiené pravoihlymi osami x, y, mnoz-
stvi M hyperbola xy =1, mnozstvi N pfimka y=0; ta dvé mnoistvi jsou
uzaviena (ovSem neohraniéend) a jejich vzdilenost r(M, N)=0. (Ctenai necht
si uvédomi, Ze R; je mnozstvi vSech bodi |x, y|. kde x a y jsou redlna ¢isla;
néjaké .nevlastni body“ nepadaji podle nasi definice prostoru R¢ v dvahul)

5. OTEVRENA MNOZSTVI.

Je-li M néjaké mnozstvi v Ri. potom mnozstvi komplemen-
tarni k mnoZstvi M vzhledem k Ri je podlc definice v oddilu
1, odstavei 2 mnozstvi Ry— M : ponévadz v dal3im nebude se
treba obidvali nedorozuméni, budu ptidavek .vzhledem k Ri*
vynechavati. Mnozstvi komplementarni k mnoZstvi uzavienému
nazyva se otevienym?*) (offen, ouvert). Tedy na pfiklad mnoZ-
stvi prazdné (komplementarni k Ri) je oteviené, prostor R
sam (komplementirni k mnoZstvi prazdnému) je otevieny.

Budiz didno néjaké mnoZstvi hodové M a néjaky bod p
z M; bod p nazveme vnitfnim bodem mnozstvi M, existuje-li
okoli bodu p, jehoz vSechny body patii k M.

Tvrdim nyni: 1. Neprdzdné mnozstvi M je tehdy a jen
tehdy oteorené. je-li kazdy bod mnozstoi M vnitrnim bodem
mnozstoi M.

Diitkaz: MnoZsivi M je oteviené tehdy a jen tehdy, jestlize
komplementirni mnoZstvi Ri—M je uzaviené, t. j. jestlize
viechny body zhu$téni mnozstvi Ri—M patii k Ri— M, t. j.
jestlize zadny bod z M neni bodem zhusSténi mnozstvi Ri— M.
To viak znamenda (podle druhé definice bodu zhusténi, odstavec
3), 7¢ ke kazdému bodu p z M existuje okoli, jez neobsahuje
7zadny bod z Ry— M (piidavek ,rizny od p* mohu vynechati,
jezto bod p nepatii k Ri—M), t. j. 7e ke kazdému bodu p
z M existuje okoli, jehoz v3echny body patii k M, t. j. 7e
kazdy bed z M je vnitinim bodem mnoZstvi M.

*) Podle nazvoslovi DP 189 by se takové mnoZstvi nazyvalo .plné ote-
vienym®.
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Plati:

Il. Priinik konecného pocétu oteoienych mnozstoi M,, M,, ...
....M, je mnozstoi otevrené.

Diikaz: Kazdy bod p toho priniku je vnitinim bodem
viech mnozstvi M,, M, ...,M,; t. j. existuji okoli I, I,,..., 1.
tak, ze viechny body z I, patii k M,,: sestrojim-li okoli I bodu
p, jes je obsazeno ve viech okolich I}, I, ..., I» (co7 ziejm¢ je
mozno), bude kazdy bod z I pat¥iti k priniku M, M,... M, t.j.
p je vnitinim bodem priniku M\ M,... M,

11L. Spojeni oteviengch mnoistoi (v keneiném nebo neko-
nelném poctu) je ofeorené.

Diikaz: Kazdy bod toho spojeni je bodem — a tedy vniti-
nim bodem — jednoho ze .sCitanci~ a tedy je tim spiSe vpiti-

nim bodem spojeni.

Cviéeni. 1. Dokazte posledni dvé vély na zdikladé obdobnych vét o uza-
vienych mnozstvich (t. j. pfechodem ke komplementarnim mnoZstvim pomoci
duality vytéené v oddile 1, odstavei 2 na konci).

2. Dokaite: Je-li M libovolné mnozstvi v Ri, potoin existuje mezi ote-
vienymi mnoZstvimi, obsazenymi v M, jedno ..nejvétsi*; to se nazyva ,ote-
vienym jadrem“ (offener Kern) mnozstvi M. Dvoji ditkaz: bud z véty III nebo
pfechodem ke komplementirnim mnoZstvim z uzavieného obalu.

6. DERIVOVANE MNOZSTVI.

Budiz M libovolné mnozstvi; znakem M! znac¢ime mnozstvi
véech bodé zhuSténi toho mnoZstvi M; M! se nazyva derivo-
vanym mmnoZstvim nebo .derivaci (Ableitung, ensemble dérivé)
mnozstvi M,

. Derivace je vidy uzaoiené mnoZstoi.

Dikaz: Budiz M libovolné mnozstvi, M' jeho derivace;
budiz p libovolny bod zhus$téni mnozstvi M!. Sestrojme libo-
volné okoli I bodu p, t. j. libovolny otevieny interval, obsa-
hujici bod p. V I lezi aspon jeden bod ¢ z M'; jeito otevieny
interval I obsahuje bod ¢, je I také okolim bodu ¢. Jezto ¢
patii k M, t. j. jezto g je bodem zhuSténi mnozstvi M, lezi
v I nekone¢né¢ mnoho bodi z M. Tedy je p bodem zhusténi
mnozstvi M, t. j. p patii k M, jak bylo dokazati.

Je-li MCN, je ziejmé M1CA.

Il. Jestlize je ddn koneény pocet mnozstoi M,, M,, ..., M., je
derivace spojeni M+ M,+...+ M, roona spojeni derivaci M,!,
My, ..., M,'. Nebof piedné je ziejmé MAC (M, +M,+...+ M,)!
a tedy M4+ M+, . . + MM, +M,+...+M,)': za druhé
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kazdy bod zhusténi mnozstvi M, +M,+ ...+ M, je ziejmé
bodem zhusténi aspon jednoho mnozstvi M;;*) tedy (M, + M, + ...
e FMNCMAFM .+ M

Pro spojeni nekone¢ného pol¢tu mnozstvi tato véta nemusi
platit; ¢tendi nechf si sim sestroji piiklady.

11l. Mnozstoi M je uzaoiené tehdy a jen tehdy, jestlize
kazdy bod zhu$téni mnozstvi M patii k M, t. j. jestlize M*C M.

IV. Uzaoreny obal mnoistoi M jest dan timto spojenim:
Mo = M 4 M1,

Nebof kazdé mnozstvi uzaviené N, jez obsahuje mnoizstvi
M, musi obsahovati i viechny body zhuSténi mnozstvi M; tedy
je jisté NDOM + M. Za druhé je mnozstvi M+ M' uzaviené;
nebot jeho derivace (M + M')! rovna se spojeni derivace mnoz-
stvi M a derivace mnozstvi M'; derivace mnozstvi M je pak M-
a derivace mnozstvi M! je obsazena v M!, jezto M! je uzaviené;
tedy (M + M) C M! a tim spise tedy (M 4+ MW C M+ M'; t. j.
M+ M! je uzaviené mnozstvi, je7 je obsazeno v kazdém jimém
uzavieném mnozstvi, obsahujicim mnozstvi M, t. j. M 4 M je
pravé hledany uzavieny obal Mo

V. Derivace mnozstoi M je totozna s derivaci uzav¥iencého
obalu M°,

Ditkaz: M= M + M, tedy (M= (M + Myt =M'4 (M1)1; ale
M! je uzaviené, tedy (M) C M'; tedy (M°)'= M

7. MNOZSTVI V SOBE HUSTA

(insichdicht, dense en soi); mnozZstvi husta (dicht, dense) v imter-
valu; mnozstvi nehusté (nirgends dicht, non dense) v intervalu.

Mnozstvi uzaviené M je charakterisoviano vztahem M!' (M
(podle piedeslého odstavee). Druhy krajni pfipad je M CM!;
takové mnoistvi M nazyvd se ,,v sobé husté“. Mnozstvi M je
tedy v sobé husté, je-li kazdy bod mnozstvi M bodem zhuSténi
mnozstvi M. Piiklady: mnoZstvi vSech raciondlnich ¢isel v Ri:
interval (otevieny nebo uzavieny) v R:.

) Mnozstvi M nazyvime hustym v intervalu®*) I, jestlize kazdy
bod intervalu I je bodem zhu3téni mnozstvi M, t. j. jestlize

*) Podrobné odiivodnéni pfenechdvam étenafi.

**) Je jedno, mluvim-li o uzavieném nebo otevieném intervalu; nebot
je-li kazdy vnittni bod intervalu bodem zhu$téni mnoZstvi M, je patrné také
kazdy bod na .hranici* intervaiu Lhodem zhas$téni mnoZstvi M.
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IcM, Priklady: mnozstvi viech racionalnich ¢isel v R, je husté
v kazdém intervalu; interval v K¢ je husty v kazdém svém &a-
ste¢ném intervalu.

Je-li mnozstvi M husté v kazdém intervalu, fikdme, 7ze M je
vSude husté.

Druhy extrémni ptipad je tento: Budiz dino mnozstvi M
a interval I'; jestlize mnoZstvi M neni husté v zddném intervalu,
obsazeném v intervalu I, fikdme, 7e mnozstvi M je nehusté v in-
tervalu .

To znamend tedy: V kazdém intervalu K (obsazeném v [)
existuje aspon jeden bod p, jenZ neni bodem zhusténi mnozstvi
M ; existuje tedy okoli I, bodu p, jeZ obsahuje nejvyse jeden
bod mnozstvi M; zfejmé cxistuje tedy interval L, obsazeny v I,
jenz neobsahuje zadny bod z M; L mizeme ziejmé zvolit tak,
aby bylo L obsazeno v K. Tedy: Je-li M mnozstoi nehusté o in-
tervalu I, potom v kaidém intervalu K, obsazeném v I, lze na-
lézti interval L, jenz neobsahuje zadny bod mnozstoi M. A ziejmé
{éZ naopak : kazdé mnozstvi M, jez ma tuto vlastnost, je nehusté
v intervalu J; nebof Zadny vnitini bod z L neni bodem zhusténi
mnozstvi M, t. j. mnozstvi M neni husté v intervalu K, t. j. mnozstvi
M neni husté v zidném intervalu, obsazeném v I. Mnozstvi, jez
je nehusté v kazdém intervalu, budeme kratce nazyvati nehustym.
Nehusté mnozstvi je tedy takové, jez neni husté v Zidném inter-
valu, ¢ili (podle posledni véty) mnoZstoi M je nehusté tehdy a jen
tehdy, jestlize o kazdém intervalu K existuje ¢dsteény interval
L, neobsahujici Zdadny bod z M.

8. MNOZSTVi DOKONALA.

MnoZstvi uzaviené je charakterisovino vztahem M'( M;
mnozstvi v sobé husté je charakterisovano vztahem M C M!;
mnozstvi, jez hovi obéma té¢mto vztahdim soucasné, nazyvaji se
dokonala c¢ili perfektni (perfekt, parfait). Mnozstvi M je tedy
dokonalé, je-li uzaviené a v sobé husté, ¢ili je-li M =M

PRIKLAD: Uzavieny interval. Spojeni kone¢ného poctu do-
konalych mnozstvi M, M,,...,M, je opét mnozstvi dokonalé.
Nebof podle odstavece 6 je (M,+ M,+ ...+ M) =M 1+ M,'+...
v+ Mt a jerto MP=M; tedy (M, +Ms+...+ M) '=M,+
'+M2+---+Mn-

I. Neprazdné mnozstoi dokonalé jest nespocetné.

Dikaz: Neprizdné mnozstvi dokonalé nemize byti konecné,
nebof koneéné mnoZstvi ma prazdnou derivaci. Zbyva dokazati,

Petr, Integralni pocel, 2. v. 45
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ze mnozstvi dokonalé¢ nemiize byti spoCetné. My to dokdzeme
tak, 7e¢ ukdZeme: spolctné¢ mnozstvi v sobé husté nemize byti
uzaviené. BudiZ tedy M = {p,, p, ps,...} spofetné mnozstvi v sob¢
husté; zvolme si ,krychlovy“ interval*) uzavieny I, jehoZ hramy
maji délku 1 a jenz obsahuje aspon jeden bod z M jako vnitini
bod. Jezto kazdy bod z M je bodem zhu$téni mnozstvi M, {edy
existuje uvniti intervalu I nekone¢né mnoho hodt z M; vezméme
jeden z téch bodi ¢, riizny od p,, a sestrojme uzavieny kry-
chlovy interval I, obsaZeny v I, jenZ ma stfed v ¢, jenZ ma
hranu mensi nez § a jenZ neobsahuje bod p,. Interval I, obsa-
huje uvniti**) nekone¢n¢ mnoho bodt z M; vyberme si z téch
bodi né¢jaky bod ¢, rizny od p,. Kolem bodu ¢, jako stiedu
sestrojme uzavieny krychlovy interval I,, obsazeny v I, jenz
ma hranu mensi nez () a jenZ neobsahuje p,. Interval I, ob-
sahujc uvnitt nekoneéné mnoho bodit z M; vyberme si z téech
bodi néjaky bod ¢, rézny od p;. Kolem bodu ¢; jako stiedu
sestrojme uzavieny krychlovy interval I;, obsazeny v I,, jenz
ma hranu mensi neZ (1)® a jen’ neobsahuje bod p;. Atd. Tak
dostavime posloupnost uzavienych intervalt I, D LD I;D ..., pfi
¢emz lim d(I;) =0. Podle véty IV odst. 4 existuje jeden a jen

n=20
jeden bod r, jenZ lezi ve vSech téchto intervalech. JeZto interwal
I, neobsahuje bod p., jest bod r rizny ode vsech bodd p,-. p..
Pss - - t. j. r nepatii k M. Jezto vSak kazdy interval I, obsahuje
nekone¢né mnoho bodit z M a jezto lim d(l,) =0, jest r bodem
n=qao

zhusténi mnozstvi M. Tedy mnozstvi M neni uzaviené, jak bylo
dokizati.

9. KONDENSACNI BODY.

Bod p nazyvime kondensaénim bodem mnozstvi M, jestlize
v kazdém okoli bodu p leZi nespoletné mnozstvi bodi z M.
Bod kondensa¢ni je tedy vidy bodem zhuSténi (naopak ovsem
bod zhusténi nemusi byti bodem kondensaénim; na ptiklad kazdé
spocetné ohrani¢ené mnozstvi ma aspon jeden bod zhus$téni, ne-

mize viak — jezto je spoCetné — miti bodu kondensa¢niho).
K dalsim tGvaham potiebuji intervaly a okoli zvlastmiho

druhu. Otevieny inierval (a;, a,.. .., ax; by, by, .. .. by) nazvu racio-
*) Tim chei Fici, ze vSechny jeho hrany jsou stejné dlouhé.
**) Rikém, Ze uzavieny interval / obsahuje bod p uvniti, jestlize p jiest
vanitinim bodem intervalu [, t. j. jestlize p lezi v otevieném intervalu, jenz
vznikte z [ vynechdnim jelio ,nraanice®.
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nalnim intervalem, jsou-li viechna ¢isla ay, a,...., ar. by, b,,.... bk
raciondlni (pod raciondlnim intervalem budu rozuméti vzdy ote-
vieny interval — jiné nebudu potiebovati). Racionalni okoli
bodu p je potom libovolny raciondlni interval, jenZ obsahuje
bod p. Samoztejmé existuji ke kazdému bodu p racionalni okoli
libovolné mala (t. j. o libovolné malém priméru). Mnozstvi vSech
racionalnich intervald v Ri je zfejmé spocetné.*)

[. Kazdé mnoistvi nespocetné obsahuje aspon jeden bod
kondensacni. (T. j.: Kazdé nespocetné mnozstvi M ma aspon jeden
bod kondensaéni a asponi jeden z téchto bodii kondensaénich patii
k mnozstvi M).

Diikaz: Budiz' M mno7stvi, jez neobsahuje zidny bod kon-
densacéni. Potom miZeme ke kazdému bodu p z M sestrojiti okoli
— a tedy také raciondlni okoli — jez obsahuje nejvySse spocetné
mnozstvi bodt z M. Piifadme kazdému bodu‘z M jedno takové
racionalni okoli; budtez I,,1, 1,,... ona racionilni okoli, jichz
jsme p¥i tom pouzili; je jich nejvySe spoCetné mnoZstvi (nebof
viech racionalnich interval je spotetné mnozstvi). Kazdy bod
z M je obsazen aspon v jednom z téch intervald I, I, ... t. j.
M=MI,+ MI,+...; kazdy interval I, obsahuje nejvyse spocet-
né mno’stvi bodd z M, t. j. mnozstvi M, je nejvySe spodeiné.
Tedy téZ mnozstvi M, jakozto spojeni nejvyse spo¢etného mnoz-
stvi nejvySe spofetnych mnoZstvi, jest nejvyse spocCetné.

. Budiz nyni M néjaké mnozstoi a budiz N mnoZstoi psech
bodu kondensacénich mnozstoi M.Tordim: N je dokonalé mnozstoi.

Diikaz: Budiz p bod zhu$téni mnozstvi N; v kazdém okoli
I bodu p lezi tedy aspoi jeden bod z N t. j. aspoi jeden bod
q. jenz je kondensalnim bodem mnozstvi M. Interval I jest také
okolim bodu ¢; tedy lezi v I nespocetné mnozstvi bodti z M: tedy
je p kondensa¢nim bodem mnozstvi M, t.j. p patii k N. Tedy je
N uzaviené mnozstvi.

Budiz za druhé p néjaky bod z N; budiz I libovolné okoli
bodu p; je7to p je kondensaénim bodem mnoZsivi M, je priinik
MI nespocCetné mnozstvi; tedy i mnozstvi M(I — {p})**) jen espo-
¢etné; obsahuje tedy asponn jeden kondensaéni hod. Tento kon-
densa¢ni bod lezi tedy v I a je rizny od p; a je ovSem tim

*) Intervalu raciondlnimu (ay, ay, ..., ax; by, by, .. ., br) ptitadime bod
la1, 82, .. ., @k, b1 by, ..., bk] v Ry mnozstvi viech boedd v R, s racionalnimi
soufadnicemi je spoetné; pro R, bylo to dokdzdno v oddilu 1., odstavci 4.,

piikladu 3; pro obecné | dokaze to ¢tendf snadno indukei.
**) T. j. mnozstvi vSech bodt z M, jez lezi v [ a jsou rizné od p.

45*
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spiSe kondensa¢nim bodem mnozstvi M, t. j. patii k mnozstvi N.
Tedy: v libovolném okoli bodu p lezi aspon jeden bod z N, rizny
od p; t. j. bod p je bodem zhu$téni mnozstvi N, mnozstvi N je
tedy v sobé husté.

Tim je dikaz proveden.

Veéta 111 (Cantor-Bendixsonova). Kazdé uzavrené mnozstoi M
Ize psati jako spojeni M= A+ P, kde A, P jsou dvé mnozstoi
bez spoleéniych bodi, A nejoyse spocetné a P dokonalé (oviem
ve specielnich ptipadech mize byti 4 nebo P prazdné).

Diikaz: Budiz P mnozstvi viech bodi kondensa¢nich mmoz-
stvi M; P je podle posledni véty dokonalé; jezito M je wza-
viené, je PCM. Polozme A= M —P; kdyby existoval kondem-
saéni bod mnozstvi 4, byl by ovSem tim spise kondensaémim
bodem mnozstvi M a tedy by patfil k P a nepatfil by k 4.
Mnozstvi A neobsahuje tedy Zidny sviij bod kondcnsaéni a je
tedy podle véty 1 nejvySe spocetné;*) ziejmé pak jest AP
prazdné mnozstvi, M = A4+ P, ¢imz véta je dokazina.

10. MNOZSTVI UZAVRENA A OTEVRENA V R,

Uzaviend a oteviena mnozstvi v R, (t. j. uzaviena a ote-
viend mnoZstvi na ose ¢iselné) maji zvlasf jednoduchou struk-
turu, kterou se budeme nyni zabyvati. Dokazme napted: Je-li
na ose diselné déno néjaké mnozstoi M oteoienych intervalli,
z nichz zddné dvoa nemaji spoleénych bodi, potom je téchto
intervali nejoyse spocetné mnozstoi.

Mezi oteviené intervaly budu v této vété vedle koneclnych
intervali (a, b) pocitati i nekonec¢né intervaly (— >, a), (a. o),
(— o, ‘30),

Diikaz: Predpokladejme napied, ze vsechny ty intervaly
lezi v néjakém kone¢ném intervalu (4, B). Potom téch intervalu
z M, jez maji délku vétsi nez (B— 4)/2" (n je libovolné celé
kladné ¢islo), je koneény pocet, totiz nejvyse 2" (nebof vice
takovyeh intervald bez spole¢nych bodi se do intervalu (4, B)
nevejde). Oznaéme znakem M, mnoistvi vSech intervalt z M,
jejichz délka je véisi nez (B—A4)/2", neni vSak vétsi mez
(B—A)/2"1; kazdy interval z M je prvkem jednoho mnozstvi M,
(n=1,2,3,...); kazdé mnozstvi M, je konecéné, jak jsme pravé
ukazali; tedy je mnozstvi M nejvyse spocetné.™)

*) A tedy nema ovSem vibec kondensaéniho bodu.

**) Pouzivdm stdle véty, Ze spojeni nejvySe spoetného mnoZstvi nejvyse
spofetnych mnozstvi je mnozstvi nejvySe spocetué.
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Qdstranme nyni predpoklad, Ze intervaly z mnozstvi M lezi
viechny v néjakém koneéném intervalu (4, B); ozna¢me znakem
B. mnozstvi viech intervalt z M, jez lezi celé v intervalu
(—n, n) (n=1,2,3,...); mnozstvi P,, jak jsme pravé ukazali, je
nejvyse spoetné: kazdyv koneény interval z M je prvkem aspon
jednoho mnozstvi PB,; tedy viech koneénych intervala z M je
nejvyse spocetné mnozZstvi. Mimo to obsahuje M jesté nejvyse
dva nekoneéné intervaly; tedy je M nejvySe spocetné.

Cviéeni. Dokazte, Ze tato véta plati téz v Rk pro libovolné k. (PFipoustéjte
také .nekonec¢né intervaly“ (ay, 8. ..., 8k; Dy, bey ..., bk), kde misto nékterych
¢isel ai mizZe stiat symbol —oo resp. misto nékterych bi symbol 4o00; jak
odstranite potiz s nekone¢nymi intervaly, jichZ miize byt nekoneéné mnoho?)

I. Kazdé oteorené mnozstoi v R, da se oyjadriti jakoZto spo-
jeni nejoyse spocetného mnozstoi oteorenych interoalii, z nichz
zadné doa nemaji spolecnych bodii.

Dikaz: K libovolnému bhodu a daného otevieného mnoZzstvi
M pritadime jisty otevieny interval I takto: Jezto a je vnitinim
bodem mnozstvi M, existuji ¢isla a'>a takova, ze viechny body
intervalu <a, a') patii k M. BudiZz ¢’ horni hranice ¢isel a’, pro
néz vsechny body intervalu <a, &) patii k M. Obdobné budiz
a” dolni hranice viech ¢isel 8”"< a, pro néz vsechny body inter-
valu (a”, a> patii k M; poloZime pak I. = (e", @).*) Tim je kazdému
bodu a z M pfifazen jisty otevieny interval I,; zfejmé vSechny
body z I, patii k M. Koncové body a”, o’ vSak nepatii k M
nebof kdyby na ptiklad bod &’ patfil k otevienému mnoZzstvi
M, potom by & byl vnitinim bodem mnezstvi M a tedy by
existovalo okoli (¢'—¢, @' 4 €) (€>0,&>0), jehoz viechny body
by patfily k M. Potom by v3ak viechny body intervalu <a, & + &)
patfily k mnozstvi M, coz je ve sporu s definici. éisla @'. In-
terval I, lze tedy charakterisovati také jako nejvétsi otevieny
interval, jenZ obsahuje bod a a jeho? viechny body patti k M.
Z toho je okamzité vidét, 7e dva intervaly ., Is, pFifazené
dvéma bodiim a, b mnozstvi M, bud nemaji vibec spole¢nych
bodi nebo jsou totozné (podrobné odivodéni zajisté mohu pte-
nechati ¢tenafi). Necham-li bod a probihati celé mnozstvi M,
potom spojeni pfislusnych intervali I, je zfejmé rovno M (nebof:
kazdy bod a z M je obsaien v jednom z téch intervalt, totiz
pravé v intervalu I. a za druhé kaidy interval I. obsahuje jen

*) Mize se ovSem stati, Ze na piiklad vSechna ¢Cisla a’, jez jsou vétsi
nez a, patfi k M; potom oviem misto ¢’ klademe symbol co; obdobné, jestlize
viechna ¢isla < a patii k M, klademe misto ' symbol — oo,
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body z M). Libovolné dva intervaly Is, Is, jez nejsou totozné, jsou
bez spole¢nych bodi; tedy mezi intervaly I. (kde a probiha
viechny body z M) jest podle pfede3lé véty nejvyse spocetmé
mnozstvi . intervald navzijem ruznych; spojeni tohoto nejvvse
spoCetného mnozstvi intervald jest pak pravé mnozstvi M, jak
bylo dokazati.

Cviéeni. Dokazte, ze rozklad mnoistvi otevieného v R, na oteviemé
inlervaly bez spoleénych bodi je mozno provésti jen jednim zpisobemn.

Oviem téznaopak, kazdé spojeni libovolného (kone¢ného nebo
nekoneéného) poétu otevienych intervalii je mnoZstvi oteviené.
podle véty lll, odstavee 5.

Uzaviené mnoZstvi je komplementdrni mnozstvik otevienému
(a naopak); z véty 1 tedy plyne: lI. Kazdé mnozstoi uzaviermé
M v R, da se vytooriti tak, ze z mnozstoi R, (t. j. z celé osy
Ciselné) odstranime nejoyse spocetné mnozstoi oteorenych inter-
palii, jez nemaji po doou spoleénych bodii.

Podle posledniho cviteni jsou tyto intervaly jednoznaémé
urceny; fika se jim styéné intervaly mnozstvi M (komplementire
Intervalle. intervalles contigus).

Viimnéme si jesté, jak vypadaji specielné styéné intervaly
mno7stvi dokonalych. Dva libovolné sty¢né intervaly nemayji
spoleénych bodii; mohou vSak (jsouce oteviené) miti spoleCmy
koncovy bod. Maji-li dva sty¢né intervaly mnozstvi M spole¢my
koncovy bod, budte to tfeba intervaly (a, b), (b, ¢), potom bod
b je zitejmé isolovanym bodem*) mnozstvi M (nebof v intervalu
(a, ¢) jediny bod b patfi k M); naopak, ma-li uzaviené mnozstvi
M néjaky isolovany bod p, potom existuje otevieny interwal
(p—e p+¢€) (>0, >0), jenz neobsahuje zidného bodu z M,
vyjma bod p; je jasno (¢tenat nechf si viimne konstrukee intervala
I. v dtkazu véty I), Ze existuje potom styény interval (a, p)
a rovnéz tak styény interval (p, b) (kdez a<<p, b>p). Tedy:
uzaviené mnozstvi M v R, obsahuje tehdy a jen tehdy aspon
jeden isolovany bod (t. j. neni dokonalé), jestlize existuji dlva
sty¢né intervaly mnozstvi M, jez maji spoleény koncovy buod.
Nebo naopak:

1. Uzaofené mnoistoi v R, je dokonalé tehdy a jen tehdy,
jestlize Zidné dva z jeho slyénych intervali nemaji spolecny
koncooy bod.

* Bed, patfici & mnozstvi M, jenz neni bodem zhuSténi mnoistvi M,
nazyva se isolovanym bodem mnoZstvi M.
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Touto vétou ziskavame piedpis ke konstrukei dokonalych
mnozstvi v Ry; uZijeme této konsirukce k sestrojeni znamého
prikladu Cantorova. Nejjednodu3si dokonalé mnozstvi v R, jest
uzavieny interval <a, b>. Toto mnozstvi neni nehusté (nebot je
husté na ptiklad v intervalu <a,b> a rovnéz v kazdém castedném
intervalu). Také spojeni konec¢ného poltu uzavienveh intervala
jest mnozstvi dokonalé, jez neni nehusté. Ukdzeme nyni na
piikladé, pochdzejicim od (. Cantora, ze existuji v R; mnozsivi
dokonald nehusta (t. j. mnoZstvi, jez jsou uzaviena a v sobé
hustd, pies to viak nejsou hustd v zidném intervalu).

Cantoriv piiklad jest tento:

Odstraime z R,, t. j. z osy ¢iselné, intervaly (— >, 0)
a (1, o); zbude tedy interval uzavieny <0, 1>. Odstraiime
z tohoto intervalu prostiedni tietinu, t. j. otevieny interval
(3, #) (-prvni krok-); zbudou uzavfené intervaly <0, §>, <%, 1>;
z kazdého z nich odstraiime prosifedni tfetinu, t. j. odstranime
oteviené intervaly (}, 2), (3,4) (.druby krok“); zbudou intervaly
<0, 4>, <4, B, <§. P>, <& 1>; odstraime z nich opét intervaly
(2 ). % %), (4. §9), (3%, 34) (.tieti krok®); atd. do nekonelna.
[Tedy na piiklad po n-tém kroku zbudou uzaviené intervaly
o délce (}). v poctu 2"; (n+1)-vy krok spoc¢ivda v tom, 7e z ka-
7zdého z téchto intervald <a,b> odstranim prostiedni (otevienou)
tfetinu, t. j. interval ({(2a+b), 4(a+2b)).]

Mnozstvi, které zbude z R, po provedeni vSech kroka (t. j.
po odstranéni viech téch otevienyeh intervali) je oviem: ne-
prazdné a uzaviené; jeho sty¢né intervaly jsou pravé ty inter-
valy cdstranéné; ozna¢me to mnozstvi P. Za druhé je P dokonalé,
nebof zadné dva z téch styénvch intervald nemaji spole¢ného
koncového bodu. Za tieti je P nehusté; po n-tém kroku zbudou
totiz v R, uz jenom uzaviené intervaly (od sebe oddélené) o délee
(1)*; kazdy interval delsi nez (})" obsahuje tedy aspon jeden bod,
jenz nepatii k P. Jezto viak n je libovolné (libovolné veliké),
je vidéti, 7ze vibec kazdy interval / obsahuje aspofi jeden bod
z R, —P. Jezto viak R, — P jest oteviené mno7stvi, je kazdy bod
z R, — P vnitinim bodem mno’stvi R, —P a tedy kaidy interval
I obsahuje néjaky interval L, v némz nelezi zddny bod z P, t.j.
P je nehusté.

Cviéeni. Dokazte, Ze P jest totozné s mnozstvim viech ¢isel intervalu <0, 1D,
jezse daji v trojkové soustavé psiti ve tvaru 0°8;8,3;...=%a,+ das+&as+ ...,
kde zddna ,decimila®* ai neni rovna 1. (K témto ¢islim patii na pFiklad téz
Cislo §=010000..., nebof se di psaiti téz ve tvaru §=002222...). '



11. VYSSI DERIVACE BODOVEHO MNOZSTVI.

Budiz M mnozstvi hodové; znakem M° jsme oznacili jeho
nzavieny obal, znakem M' derivaci mnozstvi M; jak vime, je
M' té7 derivaci toho uzavieného obalu (odstavec 6, véta V):
(M%' = M'. Zavedeme nyni vys$i derivace takto: derivaci mnoz-
stvi M! oznalme M? tedy M2?z= (M")'; derivaci mnozZstvi M?
oznatme M3, tedy M?= (M*»': obecné: derivaci mnozstvi M*
ozna¢me M"*!; tim jsou definovina mnozstvi M" pro viechna cela
¢isla n 20 (nebo téz mizeme Fici: pro vSechna poradova Cisla
prvni ttidy). Nezastavime se viak zde, nybrz budeme pokracovati

a
k ¢islim pofadovym druhé tFidy takto: prinik [[M” oznaéim M«:
n=1
derivaci mnozstvi M® oznac¢ime Met!; derivaci mnozstvi M=*!
ozna¢ime M<“*?; tak definuji obecné M**" (n=0,1,2,...); praunik
vSech mnozstvi Me, kde e<<w.2 (t. j. prinik vSeech mnozstvi
Mra Met» n=0,1,2,...) oznatim M~-2 atd. Timto zplsobem
definuji M pro v3echna pofadovi a ¢isla ze 8, + 3.; a sice obeené
zni ten piedpis takto:

1. M° budiz uzavoreny obal mnozstoi M.

2. Je-li a>0 poradooé ¢éislo proniho druhu, t. j. existuje-li
¢islo B takooé, ze a=p+ 1, budiz M* roono derivaci mnozsioi
Mét. j. Ma= M#+) = (MP)L,

3. Je-li @ poradové éislo druhého druhu, éili limitni éislo,”
potom budiz M° roono priiniku vsech mnozstoi M?. kde p pro-

bihd vsechna poradové cisla menii nes a, t. j. M= =] M.
p<a

Tvrdim, 7e timto pfredpisem jest definovdno mnozstvi M«
pro kazdé potadové ¢islo @ ze 3, + 3.. Nebof vskutku, pfedeviim
jest definovino M° jakoZzto uzavieny obal mnozstvi M. Je-li za
druhé >0 a jsou-li definovina mnozstvi M? pro viechna g < «,
je definovano téz mnozstvi Me: nebof bud je @ ¢islo poradové
prviniho druhu a potom existuje ¢islo bezprostiedné pfedcha-
zejici y (t. j. v+ 1=0a) a podle predpisu 2. je M* definovano
vztahem Mo = (M")'; nebo je e ¢islo pofadové druhého druhu,.
a potom je podle pfedpisu 3. definovdno mnozstvi M® vztahem:

M“=I;_[Mﬂ. Tedy pomoci transfinitni indukec (oddil 3, odstavec:
B<a

5, véta D) je mnozstvi M definovino pro kazdé a ze 3,+ 3..
Mnozstvi M¢ nazyvame a-tou derivaci mnoZstvi M.

POZNAMK A (pro kritického ¢tenafe). Lze pravem namitnouti, Zze tento
zplisob usuzovini je ponékud ukvapeny. UvaZovali jsme totiz vyrok ,mnoz-
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stvi M« jest definovdno* a ukdzali jsme, Ze 1. tento vyrok je spravany pro
=0 a ze 2. je-li tento vyrok sprivny pro vSechna B, jez jsou mensi nez o,
je tento vyrok spravny i pro &islo . Tedy podle véty D (oddil 3. odstavec 5)
jest ten vyrok spriavny pro viechna « ze 3;+ B, t. j. mnozstvi M= jest defi-
novdno pro viechna a ze 3,4+ 33 Oviem vyrok ,,mnozstvi M@ jest definovano*
musi mit pro kazdé « sdm o sobé smysl; musi byt jasno, Zze pro kazdé o jest
tento vyrok (sém o sobé) bud spriavny nebo nesprivny.*) To vSak neni zcela
jasno; nebof nés pfedpis md rekurentni charakier, a tudiz miizeme mluviti
o tom, zda mnozstvi M¢ je nebo neni definovino, teprve tehdy, jestlize jsou
jiz definovana mnozstvi ¥7 pro viechna f# < o. Musime tudiz, abychom si zjed-
nali dplné jasno, analysovati tu definici trochu podrobnéji. Nase definice se
skldda vlasiné ze dvou Cisti; prvni jeji ¢dst je vlastné tato véta:

Véta E. Je-li ddéno libevolné mnoistvi bodooé M, existuje jeden a jen jeden
systém mnoistoi bodovyijch

MO, MY, MR ..., Me,...

(v némz kazdému éislu « ze 3,4+ 3, je ptitazeno uréité mnozstvi M),**) jenz
hovoi témto tfrem pozadavkiim :

1. M° jest uzaoieny obal mnoisioi M:

2, je-li « >0 éislo proniho druhu, jest M= derivaci mnozstoi M3, kdez 3 je
éislo bezprostFedné predchézejici pFed «;

3. je-li a éislo druhého druhu, jest

M“:qun'l.
B<a
Po této vété nasleduje teprve vlastni definice (pojmenovani): MnoZstoi
M« nazyjodme e-tou deripaci mnozstoi M.

Jde tedy o diikaz véty E, ktery provedeme takto: Mnozstvi bodové M
budiz dino. Budiz « ¢islo ze 3,4+ 3,; budeme Fikati, Ze ¢islo « ma vlastnost
(4), jestlize existuje aspoii jeden systém mnoZsivi

) MO MALM2 .. Me

a?*
(kde tedy kazdému c¢islu f< & je pfifazeno uréité mnozstvi M,3), jenz ma tyto
vlastnosti: '
1. M.° jest uzavieny obal mnozstvi M;
2¢, je-li 7 €islo prvniho druhu, 0 <<y < «, jest MY derivaci mnozstvi M, P,
kde B je Cislo bezprosifedné piedchdazejici pted »;
3¢ je-li y ¢islo druhého druhu, y<«, jest
M= H Mnxi.***)
<y
*) Nebof v dilkazu vély D se sestrojuje mnoZzstvi onéch ¢isel o, pro néz
vyrok fla) je spravny. )
**) Nepozaduji, aby riiznym ¢&isliim e pFisluSela riiznd mnozstvi M.
***) Je vidét, ze vyrok ,Cislo « ma vlastnost (4)* ma jiz zcela uréity smysl;
pro kaidé cislo @ ze 3,4 3, je tento vyrok bud spravny nebo nespravny.
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Tvrdim nyni: ke kazdému ¢islu @ ze 3,+ 3, existuje nejvyse jeden svstéim
(1). majici vlastnosti 1%, 2¢, 3¢. Nebof kdyby vedle systému (1) existoval jesité
jiny takovy systém

v
(l) Nllo’ N(ll’ Naz’ crer Nll“’

potom by mezi &isly 0,1, 2, ..., « existovalo aspoii jedno ¢islo 8, pro ncéz
M+ N,3; nejmensi z takovych ¢&isel § oznalme 7; bylo by »>0 (nebiwof
ML2=N,0 podle 19; pro <7 bylo by M =M, 3, tedy podle 2¢ nebo podle 3¢
by bylo 1€z M7= N, proti pfedpokladu. Onen jednozna¢né stanoveny systéim
(1), jenZ je pFifazen éislu o, majicimu vlastnost (4), ozna¢me &°.

Za druhé dokazeme: Je-li e< 0 a md-li éislo 6 vlastnost (4), ma i ¢islo e
vlastnost (4) a systém &¢ dostanu, vezmu-li viechny éleny systému &9, jejicthz
horni index jest nejvySe roven e; t. j. systém ©¢ je tento systém

) Mo, Mg, ..., Mg

To je jasné; nebof systém &¢ hovi pozadavkim 19, 29, 3¢ (vztahujicim se ma
viechna ¢isla y £ 0); tedy tim spiSe hovi ta jeho mnozstvi, jejichz horni indeex
je <« pozadavkim 19, 2% 3¢ (vztahujicim se k ¢islim 7 <e); prosim &tenaire.
aby si podrobnosti sim promyslil. Jezto pak existuje nejvysSe jeden systéim
&<, je jasno, ze (3) je pravé ten systém ©¢; tedy pro kazdé f<a jest M, 3=Myp’;
t. j.: mnozstvi M, 3, jez je definovdno p¥i pevném g pro viechna c¢isla e =8
majici vlastnost (4), jest nezdvislé na tom dolnim indexu «, zdvisi tedy pouze
na # a mizeme je oznaciti znakem M3. Kazdému é&islu 8, k némuz existujje
néjaké ¢islo «=p, majici vlastnost (4), je pfifazeno uréité mnozstvi M?; my
jsme v3ak ukazali: ma-li ¢islo « vlastnost(4), ma i kazdé éislo B < & vliastnost(4);
tedy lze vysledek pravé vysloveny vysloviti v ekvivalentni formé téz takteo:
Kazdému ¢&islu #, majicimu vlastnost (4), jest pfifazeno jednoznaéné jisité
muozstvi M3. Jestlize pak néjaké ¢islo « ma vlastnost (4), potom systém
MO, MY, M2, ..., Me

(kde tedy index probihd vsechna ¢isla <) jest priavé systém &¢ (nebeof
M3=M, pro f<a).

Tvrdim nyni: kazdé éislo ze 3,~+ 3, ma vlastnost (4). Diikaz provedu teams-
finitni indukci. Pifedeviim éislo 0 ma vlastnost (4): nebol systém &°, (sklia-
dajici se z jediného mnoZstvi, totiz z uzavieného obalu mnoZstvi M, ma zfejmé
vlasinosti 14, 29, 3¢ pro e =0. Zbyvia tedy jesté dokazati:

Je-li ¢ >0 ¢islo ze 8, B2, a maji-li vSechna ¢&isla <e vlastnost (4), md
i ¢islo & vlastnost (4). Pii dtikazu rozliSujme dva pFipady:
a) BudiZ « ¢&islo prvniho druhu; budiz 6 &islo bezprostiedné piedchazce-
jici, t. j. a=8-1; potom existuje podle piedpokladu systém &4:
MO, MY, ..., MY,
piipojme k tomuto systému jesté na konec derivaci mnozstvi M?; dostaneme
systém

@) Mo, MY, L MY, (MO

(na «-tém misté stoji tedy (M?)1); ja tvrdim, Ze tento systém ma vlastnossti
t«, 2% 3¢ To je¢ jasno; nebol systém (4) bez posleduiho Elenu je pravé systém €7
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a posledxﬁ ¢len (M9 byl volen pravé tak, aby hovél poZzadavku 2¢ pro y=e
podrobnosti nechf si ¢tenaf laskavé promysli). Tedy ma &islo ¢ vlastnost (4).
b) Budiz « ¢islo druhého druhu. Podle pfedpokladu kazdé ¢islo f e ma

vlastnost (4), tedy je kaidému ¢islu f<<e« pFifazeno uréité mnozstvi M8.
Utvotme systém

MO, MY, M3, L M3, L
(kde g probihd viechna ¢isla mensi neZ «) a pfipojme k tomuto systému na konec
(t. j. na a-té misto) prinik HMA’; tak dostanu systém

p<a

5) Mo, My M2, L, MO, T M
B<a

jenz ma opét zirejmé vlastnosti 14, 2¢, 3¢; nebo¢, chceme-li verifikovati vlastnosti
2« 3@ pro néjaké ¢islo » <e, tu staéi vziti v divahu systém

MO, MY, LMY,

ktery je pravé systémem &7; pro r=« je viak vlastnost 3¢ rovnéZz splnéna,

nebot posledni ¢len HM’ byl pravé volen jakoZto prinik viech predchize-
f<a ,

jicich. Tedy ¢islo ¢« ma vlastnost (4).

f&¢  Podle transfinitni indukce tedy ma kazdé &islo ze 8,4 3, vlastnost (4).

KaZdému éislu @ ze 8,4 8, je tedy pfifazeno jisté mnozstvi M¢; tvrduu, ze

systém
MO, MY MR, .. Me L

(kde « probih4 viechna ¢isla ze 3, + 3y ma vlastnosti 1, 2, 3, pozadované ve
vété E. Vlastnost 1. je jasnd (nebof M° je privé systém &°); je-li pak ddno
néjaké éislo ¢ >0, potom mnozstvi

MO, MY, ..., Me

RY

tvofi systém &« a tedy podle 2¢ a 3¢« (kamZ dosadim y=e) plati: je-li  prvniho
druhu, je M« derivaci bezprostfedné piedchéazejiciho mnozstvi; je-li « druhého
druhu, je M* priinikem vSech pfedchazejicich mnoZstvi. Tedy i vlastnosti 2.
a 3. jsou splnény. Existuje tedy systém mnoZstvi bodovych, majici vlastnosti
poZadované ve vété E. Zbyvéa ukdzati, Ze existuje (pii daném M) jen jeden
takovy systém. Kdyby existovaly dva riizné takové systémy

Mo ML Me,

Mo, MY, ..., M, ...,
potom by aspoi pro jedno éislo « bylo M« 4 M« To je vsnk nemozno: nebot
v disledku vlastnosti 1, 2,3 by systémy .

MO MY, L, M«
M, ML ..., M«
(koné¢ici u indexu «) mély ziejmé vlastnosti 12, 22, 3¢; my viak vime, Zc

k danému éislu « existuje nejvySe jeden systém, majici vlastnosti 19, 2¢, 3%
Tim je véta E dplné dokdzdna a definice po ni nasledujici je tedy opravnéna.

Véta I: Viechna mnozstoi M® jsou uzaofFena.
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Diikaz provedu transfinitni indukei. Pfedné mnozstvi M®
{uzavieny obal mnozstvi- M) je uzaviené. Budiz za druhé e>0
a nechf viechna mnozstvi M# pro vSechna f<e, jsou uza-
viend; tvrdim, ze M° je také uzaviené. Nebof bud je a é&islo
prvniho druhu, a tedy je Me derivaci mnozstvi M%, kde ¢ je
¢islo bezprostiredné piedchazejici pred a; derivace libovol-
ného mnozZstvi je vSak mnozstvi uzaviené (odstavec 6, véta ).

Nebo je @ &islo druhého druhu, potom je Me=[IMs, t. j. M=
<a

je prinikem mnoZstvi uzavienych a tedy je M® mnozsivi uza-
viené (odstavec 4, véta II). Podle transfinitni indukece je tedy
M+ uzaviené pro kazdé @ ze B;+ 3.

Véta Il: Je-li $<a, je MPO Mo,

Dikaz: Budeme tikati, ze ¢islo @ ma vlastnost (4), jestlize
jest M8D Me pro viechna g <a. Cislo 0 ma zfejmé vlastnost (A),
nebot pro f=a=0 je MP =M= a tedy M?D M-, Budiz za druhé
a>0 a nechf v3echna ¢isla p < @ maji vlastnost (4). Bud je e
prvniho druhu; budiz d bezprostFedné predchazejici ¢islo; potom
je pro f=<9 (t. j. pro f<a) MPOM?; za druhé je M* derivaci
uzavieného mnozstvi M? a tedy M?D Me Tedy je pro =94 (t.j.
pro p<<a) MPOMs a iyz vzfah plati ziejmé i pro f=ea. Tedy
ma ¢islo e vlastnost (4). Nebo je @ druhého druhu; potom je
M“=ﬂI<_[Mﬁ a tedy MPOMe pro < a, t. j. Cislo @ ma vlastnost
(4). Podle transfinitni indukce mé tedy kazdé éislo a ze 3,4 3.

vlastnost (4), 1. j. je-li @ libovolné ¢islo ze 3,+ 3; a < a, jest
MPOMe, jak bylo dokizati.

12. NOVY DUKAZ VETY CANTOR-BENDIXSONOV Y.
MNOZSTVI REDUCIBILNI.

Dokazeme ptedevsim tuto vétu:

Véta I: Systém mnozstoi M°, M* M2 ... Me, ... obsahuje
aspoii jedno mnozstvi dokonalé.*)

Dikaz: Pfedpoklidejme naopak, Ze 7idné mmnozstvi toho
systému neni dokonalé. Potom tedy pro kazdé a ze 3,4+ 3.
plati Mo+ M+, jeito dale MeD Me+! (podle odstavee 11, véty 1).
je M++! pravou ¢asti mnozstvi Me; kazdému éislu e jest tedy
mozno prifaditi bod p., jenz patii k Me nikoliv viak k Me+1,

*) Yzpomeiime, Ze mnoZstvi NV je dokonalé tehdy a jen tehdy, je-li N= N
Mnozstvi prazdné patii vedy podle této uniluvy mezi mnoZstvi dokonala.
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Bod p. nepatii k uzavienému mnozstvi Me*+!, tedy bod p. neni
ani bodem zhusténi mnoZstvi Me*1; lze tedy nalézti racionalni
okoli I, bodu pa, jeZ neobsahuje vibec ziadny bod z Me+!l, Ka-
7dému ¢&islu @ ze 3,+ 3, je tak pFifazen jisty raciondlni interval
l., jenz obsahuje aspon jeden bod mnozstvi M¢ ale neobsahuje
zadny bod z mnozstvi Me+!, Tvrdim, 7¢ dvéma riznym ¢isltim
e a f§ odpovidajici intervaly I., I5 jsou rizné. Nebof budi? na
piiklad e <, tedy e+ 1 <8; podle véty II odstavce 11 je pak
M8(Mea+!; interval /. neobhsahuje zadny bod mnozstvi Me*!, tedy
tim spiSe zadny bod mnozstvi M?, kdezto I obsahuje aspon jeden
bod z mnozstvi M#; tedy je l.=+ 5. Intervaly . jsou tedy vza-
jemné jednoznaéné prifazeny ¢&islim ze 3,4+ 8. tedy jich je
nespocetné mnozstvi (oddil 3, odstavec 3, véta III). To viak je
nemo?no, nebof psech raciondlnich intervali je jen spocetné
mno7stvi; tim je véta dokazdana.¥)

Cvi¢eni. Dokazte: je-li M« dokonalé, je MI=M= pro viechna § =« (dikaz
transfinitni indukci, jez oviem v tomto ptipadé po¢ina u indexu a).

Mnozstvi N v R nazveme isolovanym, jestlize neobsahuje
zadny svij bod zhusSténi (t. j. jestlize vSechny body zhusténi
mnozstvi N — pokud vibec existuji — patii k Ri— N). Mnozstvi
isolované je oviem nejvyse spoCetné, nebof kazdé mnoZzstvi ne-
spocetné obsahuje aspon jeden bod kondensaéni (odstavee 9,
véta I) a tedy tim spiSe asponi jeden bod zhusténi.

Veéta 1. Mnozstoi Me— M+ je (pro kazdé a ze 3,4+ 32
isolované a tedy nejoyse spoéetné.

Diikaz: Kazdy bod zhu$téni mnoistvi Me=— Metl je tim
spiSe bodem zhuSténi mnoZstvi M2 a tedy lezi v mnozstvi Ma+!
a tedy nelezi v M¢— Mo+l

Vétalll. Budiz a >0 libovolné cislo ze 3, + B.; potom jest

©) A.“:Z (M — M3+3) 4 Me.
=f<la

Dikaz: Kazdy séitanec napravo je ¢asti mnozstvi M° (nebot
MrCM° pro y 20). Budiz za druhé p libovolny bod z M°; potom
bud je p bodem mnozstvi M nebo neni p bodem mnozstvi Me,
Neni-li p bodem mnoZstvi M« potom v mnozstvi ¢isel g, hovicich
nerovnostem 0 <@ <e, existuje jist¢ nejmensi Cislo y takové,
7e p neni bodem mnoZstvi M7 (tedy jest p bodem viech mnozstvi

*) Existuje dokonce aspoin jedno mnozstvi dokonalé Me, pro néz «>0;

nebot, jestlize ndm ndhodou vyjde mnoZstvi M® jakoito dokonalé, potom
i M1=M?° je dokonalé; tuto poznamku potiebujeme k dikazu véty IV.).
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Mb, kde < y). Jest y >0, nebof p jest bodem mnoZstvi M°. Za

druhé jest y &islem prvniho druhu; nebot kdyby y bylo ¢islem

druhé¢ho drubu, bylo by MV:I;IM", a jezto pak viechna mnoZstvi
<y

M? (3<yp) obsahuji bod p, pattil by bod p téz k mnozstvi M*, proti
predpokladu. Existuje tedy é&islo d, jez je bezprostiedné pied-
chazejici k ¢Cislu 9, t. j. y=04+1 (0= d<ea). Bod p tedy patii
k M4 nepatii vSak k Mé+1=M7, tedy bod p patii k mnozstvi
Mo — Mo+t j. k jednomu .sCitanci® na pravé strané rovnice
(6). Tim jest dikaz proveden. Véty 1, IL, III dovoluji ndm podati
novy dikaz véty Cantor-Bendixsonovy (viz odstavec 9, vétu IL1):
Budiz M uzaviené mnozstvi, tedy M =M° Podle véty I existuje
aspon . jeden index a, tak, ze M jest dokonalé; formule (6)
tedy dava
M=Z(M.3—MJ“)+M“-;
0=8<a,

mnozstvi E(Mﬂ—Mﬂ“) a M nemaji spoletnych bodd; nebof
0=p<a,
bod. jenz patfi k mnozstvi M# — MP+1 pro néjaké f<a,, nepatfi
k M#+! a tedy nepatii ani k M* (nebof @, >+ 1 a tedy Mo CMF+1),
Za druhé kazdé mnozstvi MP— MF*! jest podle véty Il nejvyse
spocetné; mnozstvi viech ¢isel <<, jest podle odd. 3, odst. 3, véty |
nejvyse spocCetné a tedy i spojeni Z(Mﬁ—Mﬁ'“) je mnejvyse
05p<ao

spocetné (podle oddilu 1, odstavce 4). Tim je véta Cantor-Ben-
dixsonova dokazana, zaroven v3ak jeité ten rozklad do jisté
miry explicitné proveden. Budiz M libovolné mnozstvi bodové
v Ri; mnozstvi M nazveme reducibilnim, jestlize existuje &islo
a, ze 8,43, tak, 7e mnozstvi M* je prizdné. Pro takové mnoz-
stvi M plati pak podle (6)

) Mo =Z (M3 — M3+Y);
0-5p<a,

tedy je M°® (a tim spiSe mnozstvi M') nejvySe spocetné*) (nebhof
téch .séitancii” je nejvvie spoletné mnozstvi (oddil 3, odstavec 3,
véta 1) a kazdy z nich je nejvySe spocetny). Naopak, ptedpo-
klidejme, 7e M! je nejvyie spoletné; podle véty I (a podle
poznimky pod carou k této véié) existuje ¢islo e>0 tak, ze
M= je dokonalé. Ale a1, tedy MeCM*, tedy je i M° nejvyse

*) Jezto M(M®, plati: Kazdé mnoZstvi reducibilni je nejvyse spocettné.
To jc véta, avedend v odsitavci 83, ste. 150, fdadck 11 zdola:
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spodetné a soucasné¢ dokonalé. Podle véty 1, odstavee 8 je tedy
Me mnozstvi prazdné; t. j. M je reducibilni. Tim jsme tedy
dokdzali vétu:

Véta 1V. Mnozstoi M o R je reducibilni tehdy a jen tehdy,
je-li jeho deripace nejoyse spocetna.

Cvi¢eni. 1. Dokazte: Je-li mnozstvi M reducibilni a ohrani¢ené a je-li
M« prvni derivace prazdnd, je « €islo prvnilio druhu. (Ndvod: Kdyby « bylo

.druhého druhu, $lo by psiti ¢ = Lim e, kde o, <eag<...; zjisti se pak, Ze
n=a

M= Ma Ma M, .., 2z ¢ehoz podle véty IlI, odstavce 4 plyne spor.)
2, Dokazte: Spojeni koneéného, poctu mnozstvi reducibilnich je mnoZzstvi
reducibilni: diikaz z véty Il odstavece 6 a z véty IV.
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