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ODDIL 5.

DODATKY K INTEGRALNIMU POCTU.

Tento oddil obsahuje dikazy nékterych vét, jez byly v kia-
pitolach o integrilnim po¢tu bud uvedeny bez dikazu nebo
jejichz dikaz byl jen naznacen.

1. Poznamky k odstavei 64. Budiz diana funkee f(x). jez jest
definovana v intervalu <a, b> vSude vyjma v jistém mnozstvi
reducibilnim M: piedpokladejme ddile, Ze existuje funkce F(x),
jez je spojita v intervalu <a, b> (vSude bez vyjimky) a jez
ma za derivaci funkei f(x) vSude v intervalu <a, b>, vyjma nej-
vySe v bodech mnozstvi M. V tomto odstavei dokdZzeme tuto
viétu:

Veta 1. Je-li f(x) >0 pro kazdé x intervalu <a, b>. oyjma
nejoyse v bodech mnozstoi M, jest F(x) funkci rostouci v <a, b>
(vsude bez oyjimky).

Vétall. Je-li f(x) =0 pro kazdé x intervalu <a, b>, oyjma
nejoyse o bodech mnozistoi M, jest F(x) funkci neklesajici
v <a, b> (vsude bez vyjimky).

Zaménou f(x) za —f(x¥) dostaneme ihned pFisluiné véty,
odpovidajici pfedpokladim f(x)<<0, resp. f(x) <0.

Z véty 11 a z obdobné véty za predpokladu f(x) =0 plyme
ihned: Je-li f(x) =0 pro kazdé x intervalu <a, b>, vyjma nej-
vySe v bodech mnoZstvi M, potom je funkce F(x) soucasné me-
klesajici a nerostouci v <a, b>, t. j. F(x) je konstantni v <a. b>.
Je-li tedy déna funkce f(x) v <a,b> (vyjma v mnozstvi reduci-
bilnim) a jsou-li F(x), G(x) dvé funkce spojité v <a, b> (vSude
bez vyjimky), jez maji v <a,b> derivaci rovnou f(x) vSude,
vyjma v jistém reducibilnim mnozstvi, potom ma F(x) — G(x)
derivaci rovnou nule vSude vyjma v mnoi#stvi reducibilnim a
tedy jest I'(x)— G(x) konstantni; z éehoz plyne F(b)—F(a) =
= G(b)— G(a). Tim jest dokdzin vvrok v odstavei 64, strana 132,
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tadek 13— 14: ,Integral (A), existuje-li pri funkci f(x), jest
¢islo jednoznacdné stanooené.” Je-li v <a, b> stile f(x) >0 vyjma
v jistém mnoZstvi reducibilnim. jest (pfi a<<b) podle véty 1

b
[1x) dx = Fo) — Fa) > o,

¢imz je dokdzan vyrok v odstavei 04, strana 151, Fadek 10—11
(za predpokladu existence toho integralu). Zbyva tedy dokazati
véty [ a Il. Jezto oba dikazy probihaji téméf stejné (jenom
misto > jest pti vété druhé tfeba psiti = a misto .rostouci“
je tteba psati ,neklesajici“), provedu jen diikaz véty I.

Budiz tedy ddna funkece F(x), spojita v <a, b>, jez md
kladnou derivaci pro vSechna x intervalu <a, b>, jez nelezi
v jistém reducibilnim mnozstvi M. Mame dokazati, Ze funkce
F(x) jest rostouci v <a, b>.

My si dokdZeme tuto pomocnou vétu: Je-li a libovolné éislo
ze 3,4+ 8. a je-li <c, d> libovolny interval*) jehoz Zzidny onitini
bod nepatii k M=, poton je F(x) rostouci o intervalu <c,d>.

Jakmile tato pomocna véta bude dokazina, jsme s diikazem
nas$i véty hotovi; nebof M je podle predpokladu reducibilni:
existuje tedy &islo @, tak, Ze M* je mnozstvi prazdné. Interval
<a, b> neobsahuje tedy ziadny bod z M*, tedy podle pomocné
véty je F(x) rostouci v <a, b>, jak bylo dokazati.

Diikaz pomocné véty provedeme transfinitni indukei. Uva-
zujme vyrok:

(4q): Funkce F(x) je rostouci v kazdém intervalu <c. d>, jehoz
7adny vnitini bod nepatii k Me.

Vyrok (4. je spravny pro e=0; nebof, je-li <¢,d> interval.
jehoz Zidny vnitini bod nepatii k M°, potom (jezto M CM° ma
funkee F(x) kladnou derivaci v kazdém vnitinim bodé intervalu
<c. d> : dale je F(x) spojita v <c, d> a tedy je funkee F(x) rostouci
v intervalu <e, d> (tteba podle véty o stfedni hodnoté diferen-
cialniho poctu).

Pfedpokladejme nyni, 7¢ je dano pofadové &islo @>0a 7e
vyrok (Ap) je spriavny pro vicchna f, jeZ jsou mensi ne’ a.
Mame dokazati, Ze i vyrok (4.) je spravny. Rozeznivejme dva
pripady:

Budiz pfedné a ¢&islo prvniho druhu, é&islo bezprostfedné
predchizejici oznaé¢me 6, tak?e ¢ =9J + 1. Budiz <c, d> libovolny

*} Slovem .interval* rozumim v tomto odstavei vzdy interval, jenz je
obsazen v intervalu .a, b (tedy a<e<<d<D); jiné intervaly neuvazuji.

Petr, Integralni pocet, 2. v. 46
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interval, jehoZz zddny vnitini bod nepatfi k M2 Zvolme libo-
volné kladné ¢islo € (tak malé, 7e c+e<d—¢). Jezio mnozsivi
M- je derivace mnozstvi M? a jezto mnozstvi M* nema zadného
bodu v otevieném intervalu (¢, d), tedy lezi v intervalu <c + e
d —e> nejvyse konecény pocet bodi mnozstvi M2 Interval
<c+ e d—e> lze tedy rozdélit na konecny pocet interval(¥) tak.
7e zadny vnitini bod kteréhokoliv z téch intervald nepatii k M9
jezto vyrok (A4s) je podle predpokladu spriavny, je funkce F(xi
rostouci v kazdém z téch ¢asteénvceh intervalt a tedy (jak patrno)
i v celém intervalu <c+4¢ d—e>. Funkee F(x) je tedy spojita
v inlervalu <c. d> a rostouci v kazdém intervalu <c+¢ d—e
(e>0): tedy je F(x) (jak ¢tenat okamzité nahlédne) rostouci
v intervalu <e, d>. Vvrok (A4d) je ledy spravay.

Budiz za druhé e ¢islo druhého druhu: lze tedy nalézti (viz
oddil 3. adstavee 4. véta VI) rostouci posloupnost o, <az<C . ..

tak, 7e Lim e, = a. Jest pak
=

ao
(1) M« = T M= men.

f<a n=1

Nebof ptedeviim kazdé a, jest men3i nez e, kazdy .faktor= Mo

. ==
vpravo jest tedy té7 obsazen vlevo: ¢ili JT#¢CT]Mon.

p<la n=1
Q0
Za druhé budiz p néjaky bod z [I M a budiz g n&jaké
n=1

¢islo mensi neZ a; jeZto podle definice (viz odd. 3, odst. 4, bod 4)
jest @ nejmensi Cislo, jez je vétsi nez viechna @, musi existo-
vati no tak, ze B < an,; pak je tedy M#D Mo a tedy bod p. jenz
patii k Mow, patii tim spise k M5 Jezto je p libovolné cislo

[=o}
mensi nez a, patfi p k mnozstvi [1M? a tedy JIM?D 112,
<a <a a=1
Tedy plati (1). BudiZz nyni <c, d> libovolny interval, jehoz zadmy
vnitini bod nepatii k Me. Zvolme libovolné kladné éislo € (tak
malé, 7e ¢+ &< d—¢) a oznaéme znakem N? primnik uzavienélho)
mnozstvi MP s uzavienym intervalem <c ¢ d—e>. Podle (1
jest

e =]

Ne = H Nean,

n=1

* Za délici body zvolim pravé ony body z MY, jez leii v intervalu

(c+e,d—e).



725

MnozZstvi Ne jest prazdné; mnozstvi No, No, .| tvofi .,nerostouci”
posloupnost uzavienych ohrani¢enych mnoZstvi; jejich prinik
je prazdny: tedy (podle oddilu 4, odstavee 4, véty Ill) aspon
jedno mnozstvi Nen musi byti prazdné. V intervalu <c+e¢,d—e
nelezi tedy zadny bod mnozstvi Mo, a tedy, podle pitedpokladu
(jezto a,, << a), je F(x) rostouei v intervalu <e+¢& d—&>. Funkee
F(x) jest tedy spojita v intervalu <c. d> a rostouci v kazdém
intervalu <c+'e, d—e& (¢>>0); tedy je F(x) rostouci v intervalu
<¢, d>. Vyrok (4a) je tedy spravny.

Na zikladé transfinitni indukee je tedy vyrok (A.) spravny
pro viechna @ ze 3,4+ 3. ¢imZz pomocna véta je dokazdna.

2. Poznamka k odstavei 66. Tento odstavec nepotiebuje
vlastné poznamek: potiebné véty byly (lok{ﬂ{my v oddile 4.
odstavei 10 (hlavné viz vétu ). Jenom musi dati étenaf pozor
na nazvoslovi, jez je v tomto dodatku o teorii mnoZstvi trochu
zménéno. Na strané 153, fidek 15— 11 zdola, se pravi: Mnozstvi
B (dokonalé, lezici v intervalu <a, b>) dostaneme, vylou¢ime-li
z <a,b> vnitini body v jednoduSe spoCetném mnozstvi intervala
0, 0,, . .. atd. do nekonecna. Zadné dva z téchto intervald nemaji
spole¢né body.

Pf¥i tom d; jest mysleno jako uzavieny interval, ifeba
Or = <ax, bi>. Tedy vnitini body toho intervalu tvofi otevieny
interval (ax, bi); ty intervaly (ax, bi) (k=1,2,..)) tvoii pravé
sty¢né intervaly k B; pozadavek, ze Ziddné dva z intervali
0y, 0y, ... nemaji spole¢nych bodii, znamena patroé, 7e zadné dva
sty¢né intervaly nemaji spoletnych koncovych bodi; to je
vSak pravé tvrzeni véty Ill v oddilu 4, odstavei 10.

3. Poznamka k cviéeni 24 na strané 327. Na iidce 22 se
tvrdi bez dikazu, 7e mnoZstvi reducibilni ma miru (délku)
nulovou podle Jordana. Pii tom se mysli na ohrani¢end muozstvi
v R;. DokaZme tuto vétu.

Budiz tedy M reducibilni ohrani¢ené mnozstvi v ;. Mame
dokdzati: Je-li € libovolné d&islo kladné, pak existuje konecny
pocet intervald, jeZ pokryvaji*) mnozstvi M. a jejichz dhrnna
délka je mensi ne’ ¢ (definice délky podle Jordana byla v od-
stavei 90 zavedena trochu jinak, ¢lenaf si viak snadno dokize,
ze naSe tvrzeni jest postacujici pro to, aby mnozstvi M mélo
délku nulovou ve smyslu odstavce 90). Je ziejmé lhostejno,
uzivam-li pfi pokryvani mnozstvi M intervali uzavienych ¢i

*) T. j. kazdy bod z M leZi aspoi v jednom z téch intervali.
4‘)"
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otevienvch; my budeme uZivati (pro vétsi pohodli) intervali
otevienych.

Pristupme k dikazu. Mnozstvi M je reducibilni, tedy (oddil
4, odstavec 12, véta 1V) je jeho derivace M! nejvySe spoletma:
body z M' ozna¢me x;, x5, X3, ... (Fada tato je bud konec¢nd nebo
nekonecénd). Kolem kazdého bodu x. jako stiedu sestrojme
otevieny interval I, = (x,—&/2"*2, x, + €/27*2); intervaly I, 1, ...
pokryvaji uzaviené ohrani¢ené mnozstvi M!, tedy podle zobec-
néné véty Borelovy (odstavec 191) lze z intervali I,,l,, ... vy-
brati koneénou skupinu intervalt

K, Ky...,Km,

jez pokryvaji mnozstvi M!; celkova délka intervali K;, K, ..., K.
. je mensi nez .
2]
£
22n+1 =1e.
n=1

Budiz N mnozstvi onéch bodi z mnozstvi M, jez nejsou obsa-
Zeny v zdadném z intervali K,.K,, ..., Kn. Tvrdim: MnoZstvi N
je konecné (po pripadé ovSem prazdné). Nebot kazdy bod
zhu3téni mnozstvi N by musil byti tim spiSe bodem zhust&ni
mnoZstvi M, t. j. musil by patiiti- k M. Ale kazdy bod z M!
lezi v nékterém otevieném intervalu K;, jenz neobsahuje Zzadmy
bod z N; 724dny bod z M' nemizZe tedy bvti bodem zhusté&ni
mnozstvi N. Mnozstvi N nema tedy vibee bodid zhusténi a jest
ohranicené; tedy (podle véty oddilu 4, odstavec 3) jest N mnoz-
stvi kone¢né; nechf se sklada tfeba z p bodi. Kolem kazdébo
bodu mnozZstvi N (je-li p>0) jakoito stfedu opiSme oteviemy
interval délky €/2p; oznaéme ty intervaly L,, L,, ..., Ly. Intervaly
Ly, Ly, ..., L, pokryvaji tedy viechny body z M, jez nelezi
v zadném z intervalt K, K, ..., Kn. Tedy intervaly
LiLy.ooslp, KuKaooorKnm

(jichz je koneény pocet) pokryvaji celé mnozstvi M. SouCet
jejich délek jest pak mensi nez

a
&€ £
Pip+ YT ="
n=1

¢imz naSe tvrzeni dokdzano.
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