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Kapitola Il

FORMULACE PROBLEMU.

§ 1. Pohyb euklidovsky.

V odstavcich predchézejicich jsme zhruba naznadili
ceslu, jakou se budeme brati, abychom dospéli ke geometrii
neeuklidovské. Jest zfejmo, Ze si musime nejdfive ujasniti
pojem geometrie euklidovské. K tomu téelu odvodime
nejdfive definici pohybu euklidovského v roviné,
poté budeme formulovati problém, co jest geometrie
euklidovska. To jest obsahem prvych dvou paragrafi
této kapitoly. ZevSeobecnénim problému pravé naznaceného
dospéjeme k definici geometrie neeuklidovské.

Nejdrive tedy k definici pohybu euklidovského! Ve
shodé s vyvody odstavei pfedchazejicich dospéjeme k nému
tak, Ze najdeme podgrupu projektivni grupy transformaci
(VIII, 5), ktera reprodukuje dvojici bodu isotropickych. Uva-
zujme tedy projektivni grupu transformaci v roviné

1 e ;;. = Zu il _':: gu X+ a, ;J (a; konst. redlné, i,j=1,2,3)
@ X3 =0ay X, n¥ T Apn Xy i
0 /Xy =a,, X, + a5, X, + @y, X, (¢ ¥ 0 koef. imérnosti)
o determinantu D rizném od nuly

a,,dy,a;y
ay, a,; Gy
ay, @y, dyy

2) D=

Pri tom ¢isla x;, x;, x; urduji svym pomérem jeden bod.
(Souradnice projektivni, trimetrické. Viz VIII, 3 a VIII, 5,
konec.) Necht tato grupa reprodukuje dvojici bodi z a ¢
o soufadnicich

z(1,,0) resp. #(1,— i, 0) (i=V=1)
PFi vhodné volbé soufadného trojihelnika a jednotko-
vého bodu miZeme vidy dosihnouti, Ze —zi, 2 resp. i,
23 2 t,
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% jsou pravothlymi cartézskymi souradnicemi bodu 2 resp. Z.
8
Pak jsou tedy body z, f body isotropickymi. Zminéna repro-
dukce je ziejmé moind dvéma zpusoby. Bud
bod z prejde v z a bod ¢ v bod ¢, nebo

bod z piejde v f a bod # v bod z.

Dle toho musime uvaZovati bud rovnice
3a) Iz 1z, lzy=2,:2,: 2, =ttt
nebo
3b) 12,02, 25 =1,: 4,1 £y, it 'ty =12,:2,:24
UkazZeme vS8ak, Ze o obou pfiipadech moZno uvazovati
soucasné. Dosadme do rovnic 3) soufadnice bodi z a ¢

a soucasné uvaime, Ze soufradnice bodd ‘'z a 't musi vy-
hovovati rovnicim 1). Ziskdme timto zpiisobem rovnice

1 _ay+tayi 1 a,—a,i
4a) i ayta,i’ i aQy, — a1
_l_an"‘ani _1_=au_'aui
40) i aytayt’ i @y — ay i
4c) a3, =ay=0
Rovnice 4a), b) miZeme psati
5a) (ap—ay) i+ (@, +a)=0, (@y—a,)i—(a; +ay)=0
5b) —(ay+ay,) i+ (a;—a,)=0, —(@u+ay))i—(a,—a,)=0
Skytaji ndm FeSeni
6a) a3y = dyy, —ay=++a,
6b) — 3=+ ay,, Ay, = Ay,
jez muZeme spojiti zavedenim symbolu ¢ = =*1.
7 a,, =€y, Ay, =--¢a, ")
MizZeme tak soucasné studovati obé mozZnosti. — Rov-
nice pfimky body z a ¢ jest (VIII, 3, 17)
8) x,=0.

JeZto piimka jest uréena pravé dvéma body, treba z
a t, a tato dvojice se reprodukuje, musisei pfimka x;=0
reprodukovati pti transformaci 1).

. ') V obou rovnicich plati souasné tiZ hodnota . Bud tedy sou-
¢asné ¢= -} 1 nebo soudasnd ¢= —1. ’ '
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V rovnicich 1) vystupuje sice devét koeficientii a. Jeito
viak bod jest urlen pomérem svych soufadnic, jest
v téchto rovnicich podstatny téZ jen pomér onéch deviti
koeficientt (VII, 4, konec). MiiZieme tedy vidy vhodnou
volbou jednoho z nich dosahnouti toho, Ze determinant D,
ktery dle nasi suposice jest rozdilny od nuly, bude roven
prave «:

9) D=

-

a,,a,;4a,
Ay Qg3 Ay
Q31 A3y gy

= ¢

Rovnice 4c), 7), 9), jichZ je pét, uréuji pét podminek
pro devét koeficienti. To znamend, Ze se ndm podafi vy-
jadriti téchto deveét koeficienti pomoci ¢ty¥? udaju. Vy-
slednd grupa transformaci, kterd jest podgrupou projek-
tivnich transformaci (VIII, 5), bude tedy c¢tyfmocna G.?)
Koeficienty a vyjadfime pomoci étyf ddaja takto:

Dosadime hodnoty z rovnic 4c) a 7) do rovnice 9). Tak

obdrZime .
e(ady, +aty) ay =«

Vzhledem k (VIII, 1, 3) maZeme tedy poloZiti

!
-4
Ay =¢edyp=--Co5¢

" ' Y [ — 1
£ . E, &, & — :t

aQy,=—¢ta,=-—8ing e ¢, )
P

ay; = ¢* (> 0)

Smluvime se na tom, Ze ¢ miZe probihati hodnoty
0...2n. Pak dosahneme vSech moZnych kombinaci znamének
v plredchazejicich rovnicich, i kdyZz poloZime ¢ =¢" = 4 1.
Za tohoto ptredpokladu mizeme tedy psati

cos ¢
allzfazizT
sin ¢
Q= —¢&ay =
ayu=c*(>0)

Tak zavedli jsme dva nové udaje, jimiz jsme vyjadfili
koeficienty a,;, a5, a3, a3, , ags. Zbyvajici koeficienty a;q, s

2) Ze tato grupa musi byti étyfmocnd, plyne z nésledujici ivahy:
Projektivnich transformaci jest celkem oo® (VIIL, 4). Bodd v roviné jest
oo? a tudiZ pdrid bodd co'. Musi tedy byti pravé oo* transformaci pro-
jektivnich, které reprodukuji libovolny pir bodd. Tim mame zarudeno,
ze podminka reprodukce bodd z, f neskytd jiz jinych relaci pro koefi-
cienty a, neZ takové, jeZ by bylo lze z rovnic 4c), 7) odvoditi.

~
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miZeme pokléddati za posledni dva ze étyF zminénych tdajo.
Dosazenim téchto hodnot do rovnic 1) ziskdme rovnice trans-
formaci ve tvaru

1 :
e'x,=—(cosg x, +sin¢ x,) + @ x
I3

10 i
) Q'xzz—z-(—smwx.+C°5"’x2)+a‘ﬂx=’

o 'xy=clx,

Projektivni grupa Gytransformaci 10) je éty#-
mocné a reprodukuje dvojici bodu

z(1::0)- t(l:—1i:0) -

Tato grupa je podgrupou projektivni grupy
osmimocné G,
Z grupy G, odvodime dvé diileZité podgrupy poZadavky
c=1, resp. ¢ =0

Obdrzime tak

o'x = +a;x

@'X, = co8 ¢ X, + 8in ¢ X, + a,5 x; 'Y 1373
11) o'xy,=s(—sinex, + cos ¢ X,) 4 ayy Xy, Tesp. 12) ,  ¢x,

0 X=X, e xz—"c—' Fa,x;
o'x;=c'x,

Vime, Ze nehomogenni soufadnice cartézské jsoy zvlast-
nim ptipadem projektivnich soutadnic (VIII, 5). Je-li pfimka
x; =0 zakladniho trojihelnika soutadného v nekoneénu,
muZeme pfimo poloZiti pfi vhodné volbé jednotkového bodu

X X,

13) x=2 x

kde x, y znamepaji soufadnice cartézské. Délenim prvych
dvou rovnic 11) resp. 12) tieti rovnici z 11) resp. 12) ziskame.
vzhledem k 13)

‘x=co8ex-+singy—+a,
14) 'y = ¢ (— sin : x4+ cos?; Y+ aam + Tesp.

X
Iy —
x—ca-i—a

£y
'y= ped +0b

15) (a, b, konst, re4lné)

Jsou-li x, y pravoihlé soufadnice, pak rovnice 14) pfed-
stavuji obecné pohyb v roviné euklidovské, kratce pohyb
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euklidovsky. (Pro e= + 1 otlaCeni a posunuti, pro
¢= — 1 otaceni, posunuti a zrcadleni.) Rovnice 15) vedou
k podobnosti a posunuti pro e=-+4 1. Pro é=—1 vedou
k zrcadlové podobnosti a posunuti. Jsou-li cartézské sourad-
nice pravoiihlé, body z a £ stanou se body isotropickymi
v nekoneénu.

Ziskané vysledky muZeme shrnouti ve véty:

Euklidovsky pohyb vyjddten je trojmocnou
projektivni grupovu, ktera reprodukuje dvojici
bodu isotropickych.

Kazdy pohyb euklidovsky je takovou pro-
jektivni transformaci, ale kazda projektivni
grupa transformaci, ktera reprodukuje dvojici
bodu isotropickych, neni nutné pohybem, nebot
i transformace vedouci k podobnosti tuto dvo-
jici bodd reprodukuje.

V grupé G, projektivnich transformaci je tedy pohyb
euklidovsky charakterisovdn transformacemi, které zacho-
vavaji délky, obsahy a 1hly transformovanych tvard. Po-
dobnost je charakterisovdna transformacemi grupy Gy, které
zachovavaji sice uhly dtvard transformovanych, ale délky,
neb obsahy méni ve stdlém poméru. (To znamena: Je-li na
priklad pomér libovolnych dvou si odpovidajicich délek
dtvaru puvodniho a transformovaného 2:3, je pomeér kaz-
dych dvou si odpovidajicich délek v téchto utvarech 2:3,
kdeZto obsahy obou téchto rovinnych ittvart jsou v po-
méru 22:32%)

MozZnost podobnych obrazei je, jak pozdéji uvidime,
jednim charakteristickym znakem geometrie euklidovské,
nebo, jak téZ Tikdme, roviny euklidovské. Poznéme sice
pozdéji i jiné geometrie (VII), které dovoluji obrazce po-
dobné, ale ty se lisi zdsadné od geometrie euklidovské ji-
nymi znaky. (Rovina Minkowskiho.)

Pozndmka. Vhodnou volbou soufadného systému podafilo
se ndm interpretovali rovamice 11), 12) jako rovnice euklidovského po-
hybu, resp. podobnosti. Ponechime-li obecny systém soufadny (L j.
nejsou-li % , ":—’ pravotihlé soutaduaice cartézské), obdriime obecné jinou

3
interpretaci rovmic 11), 12). Body z, f nejsou vice body isotropickymi.
Ale pfi jisté opatrnosti miZeme vysledky ziskané pro specidlni sourad-
nice aplikovati na tento obecny pfipad, zaménime-li slova ,body iso-
tropické“ slovy ,imagindrnd sdruzené body z a r“ (VIII, 3).
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§ 2. Ukol geometrie euklidovské.

Nyni jsme si vie pfipravili, abychom mohli formulovati
ukol geometrie euklidovské. JiZ dFive jsme upozoriiovali na
tikoly elementirni geometrie na stfedni skole. Tato elemen-
tarni geometrie studuje vlastnosti obrazei, které se nemeéni
pohybem, a vlastnosti dtvari podobnych. Do prvni skupiny
mizeme na priklad zafaditi obvody a obsahy trojuhelniku,
étvercii, obdélnikii, mnohotihelnikn, nékterych jednodussich
kfivek atp. Do skupiny druhé patfi poucky o podobnych
trojihelnicich, kruZnicich atd. v

K tomu nyni nutno priéisti problémy diferencidlni geo-
metrie, ktera studuje kfivosti kfivek obecnych, a dile nékteré
ikoly algebraické geometrie (na priklad poéet pruseciki libo-
volné primky s danou k¥ivkou, tvary kiivek atd.). Rovnéz sem
patii nékteré ivahy poétu integralniho o obsahu ktivek.
VSechny zde naznacené problémy tykaji se vlastnosti, které se
nemeéni pohybem, %) pfipadné vlastnosti, spoleénych ttvarim
podobnym. Pohyb a podobnost jsou v3ak vyjadfeny rov-
nicemi 14), 15). TudiZz vlastnosti, které studuje geometrie
euklidovska, neméni se pti transformacich 14), 15). Takovym
vlastnostem, které se neméni pfi uréitych transformacich,
Fikdme vlastnosti invariantni vzhledem k témto trans-
formacim, a matematickému vyjadieni téchto invariantnich
vlastnosti Fikdme invarianty prisluSnych transformaci
(VII, 5). Invarianty rovnic 14) jsou tak zvané invarianty
pohybové, invarianty transformaci 15) nazyvame inva-
rianty podobnosti. Vzhledem k tomu, co jsme pravé uvedli
o ukolech geometrie euklidovské, miuZeme Fici, Ze tato
geometrie hledad invarianty pohybové a invarianty podob-
nosti danych ttvari. Teorie, ktera se zabyva hleddnim in-
variantd, nazyva se teorie invariantd. MiZeme podle toho
Fici, Ze geometrie euklidovské je teorii invarianti pohybu
a invarianti podobnosti.*) Tento duleZity poznatek budeme
vyslovné formulovati. Vzhledem k tomu, Ze transformace
pohybové a podobnosti jsou obsazeny v rovnicich transformaci
10) grupy G,, miuZeme Fici:

%) Tim nemd4 byti fedeno, Ze tyto vlastnosti se neméni jen pohybem!
Mize se stdti, Ze nékteré z nich nemdni se ani pfi transformaci pro-
jektivni,

- %) Piefazeni geometrie do teorie invarianti neni pouze slovni,
Mi svitj hluboky vyznam, nebof teorie invariantd a bad4nt geometrickd
déla se dfive Gplné nezdvisle. ObS discipliny se rozvijely, aniZ by byly
u\dria_gegy v sonstavnou souvislost. Metody obou disciplin byly zcela
odliéné.

28



Euklidovskad geometrie v roviné zabyva se
studiem invarianti vzhledem ke grupé trans-
formaci, kterd reprodukuje dvojici bodu iso-
tropickych.

Tato grupa G, jest podgrupou projektivni grupy G,.
Podle toho jest moZno definici hofejsi nahraditi nasledujici:

Euklidovska geometrie v roviné je teorii
invariantd takové étyrmoecné podgrupy pro-
jektivni grupy, kterd reprodukuje dvojici bodu
isotropickych.

Nyni jest pomérné jiZ snadnd cesta ke geometrii ne-
euklidovské zevSeobecnénim definice predchazejici. Drive
vSak, neZ se ji budeme obirati, je nutno odstraniti jednu
dulezitou zasadni namitku. To udinime v paragrafu ndsle-
dujicim.

§ 3. Projektivni Skala.

Posledni definici euklidovské geometrie v paragrafu pied-
chazejicim zafadili jsme tuto jako zvlastni odvétvi do geo-
metrie projektivni. %) V této geometrii neni méfeni v obvyklém
smyslu slova,, t. . méfeni euklidovského. Pres to viak éisla
X;, Xz, X3 musi svym pomérem urcovati bod, maji-li miti
geometricky vyznam. Namitka, o které byla fe¢ v § pred-
chazejicim, dd se tedy formulovati takto:

‘Ma-li posledni definice euklidovské geo-
metrie v paragrafu ptedchazejicim miti smysl,
musime védéti, jakym zptisobem trojici disel
X, :Xy:x3 pritadime bod v roviné bez méfeni
euklidovského.

Ze tato namitka neni zbyteén4, presvéd¢i se ¢tenar sam.
Zdénlivé jest totiZ odpovéd na ni velmi jednoducha: Cisla
X, X3, X3 jsou vlastné nasobky vzdalenosti bodu od stran
(VIIL, 3, odst. 2) zakladniho trojuhelnika. Jsou-li tyto veliéiny
diny, muZeme tedy elementdrni konstrukei sestrojiti bod
X1 X X!

Chyba této odpovédi tkvi v tom, Ze operuje s obvyklym
pojmem vzdalenosti, ktera jest euklidovska.

*) Geometrie projektivni zabyvd se studiem invarianti vzhledem ke
grupé projektivni G, traosformaci 1). Ostatné viz § nasledajici.
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V nasledujicich fadcich odstranime svrchu uvedenou
namitku tak, Ze ukdZeme, jak je moZzno k poméru x; : x5 : x5
sestrojiti bod bez pouZiti pojmi metrickych. Konstrukce ta
v podstaté pochazi od Mobiusa a nazyva se konstrukce sitova.
Pri této konstrukei omezime se na pomeér x;: x,:x3 racio-

nalni.®)

Nejdiive ukdZeme, jak v euklidovské roviné soufad-
L.X X 5 vy 1o v
nicim —! = x, =% = y miZeme pFifaditi bod bez mé&Feni,

X
dee jest bod. jednotkovy .J.

8
jen kdyz vime,

Obr. 1a). Obr. 1b).

Budtez na obraze 1a) ptimky X a Y souradné osy car-
tézské, bod J bodem jednotkovym. Spojenim bodu J s ubéz-
nym %) bodem &'y, pfimky Y ziskdme pFimku, kterd protne

X v bodé b, o soutadnicich L - 1, % = 0. Podobné ziskdme

X3 8
bod b, o soutadnicich (0, 1). Spojime-li ubéZny bod e pFimky
E s bodem J, ziskime primku, ktera protne osy v bodech
b, (2, 0), by’ (0, 2). Pokracujeme-li tak dale, ziskdme na ose
X body b,, by, bg, by, ... bm,... 0 soutadnicich (1, 0), (2, 0),
3,0,40... (m0)...,, a na ose Y body &y, &, b,
b, ... b ... o soutadnicich (0, 1), (0, 2), (0,3), (0,4)...

(0, n)... Mame-li nyni sestrojiti bod o soufadnicich %zm,
R
%) Jest moZno v3ak dokézati, Ze uvedenou konstrukci miZeme
v naSem pfipadd i irraciopdlnimu poméru x,: x,: X, pfifaditi bod.
6a) Prozatim uZivime oznaleni ,1ibéZny“ bod pro bod na pfimce
»v nekoneénu®. Pfesnou definici a nizev obvykly v analytické geometrii
(,nevlastni bod“) viz v (III, 4).
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X, A . wot e

x_2 =n (m, n cela ¢isla), stanovime prisefik pfimek &', bm
8

a by b'n. Ten ma udané soutadnice. Takovym zpisobem

. aers . vy x
miZeme sestrojiti bod v roviné, jehoZ souradmcexz—x—l,

8
yzﬂjsou celd Cisla. Tuto zcela elementdrni konstrukei
8

nemusime dile provadéti. Obritime se hned k zobrazeni
bodu, jichz soufadnice jsou ¢isla lomend, na piiklad

%: %, % = %, kde m a n jsou cela éisla. (Obr. 1b.)

] 3

Sestrojime nejdfive bod J’ o0 soufadnicich L R i, X2 l
X3 2’ x3 2

Uzitim tohoto pak miZeme sestrojiti bod (221—, %) zcela ob-

dobné, jako v pfipadé predchazejicim jsme uZitim bodu J-
stanovili bod (m, n). Bod J' sestrojime snadno podle obrazku
1b). Nyni snad jiz je zfejmo, jak ke tfem celym ¢islim m,
n, p sestrojime bod, jehoZ cartézské soutadnice jsou% = —T—,'

x, n 3 P

Xg p
Vsimnéme si jesté jedné véci. BudiZ a néjaky libovolny
bod o cartézskych soufadnicich ﬁ, Xz Tyto soutadnice mu-
7eme interpretovati uZitim dvojpoméra. Tak na priklad je
X1

= (0boo xb)), (V111, 5, pozn.)

kde x znaéi bod na ose X o soufadnicich (%.O),a podobné
8

5 — (ob'oo yb'y),
X3

pri ¢emZz y zna¢i bod na ose Y o soufadnicich (O, %) Tyto
8
dvojpoméry mizZeme téZ vyjadFiti uZitim dvojpoméru pfimek.
Tak na priklad jest
(:_: :) (0bxo xb)) = by | (0 @)

To znamena: dvojpomér (ob., xb;) je roven dvojpoméru
primek, které z bodu &', promitaji body o, b, a, J. Podobné
jest
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(% :) (0b%o yb') = boo | (0bo a).
3

Analogickou konstrukei pro\bod o racionidlném poméru
souradnic x, : x, : x; provedeme nyni pro ptipad, Ze soufadny
trojuhelnik je XYZ (obr. 2a2). Pri tom predpokladdame, Ze
jeho vrcholy maji soufadnice

O... X,:X;:%;=0:0:1
b... x:x,:%,=1:0:0
b...x:x,:x6,=0:1:0

Uzijeme k tomu téchto vét:

»dsou-li dvé roviny 2 a 2" projektivné piibuzné (VIII, 4),
pak libovolnému bodu roviny 2 odpovida jeden a jen jeden
bod roviny 2 (a obracené), libovolné pfimce roviny 2 od-

° b b,
Obr. 2a).

povida jedna a jen jedna pfimka roviny 2’ (a obrécené)
a dvojpomér libovolnych étyF bodd, neb pFimek roviny 2
je roven dvojpoméru odpovidajicich étyf bodii, neb pfimek
roviny 2'.*“ ‘

»,Dvé roviny uéinime projektivné p¥ibuzné, pFifadime-li
étyfem libovolnym bodim (z nichZ Zadné t¥i neleZi na primce)
roviny X étyFi libovolné body (z nichZz Zadné tii neleZi na
pfimce) roviny 2".“
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Pak totiZ miZeme podle prvé véty sestrojiti vZdy k libo-
volnému bodu roviny 2 odpovidajici bod roviny 2’. — K témto
dvéma vétim pFipojime jeSté tieti.

,Projektivni soufadnice néjakého bodu miZeme vidy
vyjadtiti uzitim dvojpoméru piimek, které jsou uréeny bodem
zkoumanym, vrcholy soufadného trojiihelnika a bodem jed-
notkovym®“ (VIII, 5, konec).

V téchto tfech vétach je jiZ skryt postup, kterym se
budeme brati. Nejdfive si myslime rovinu obrazu 1a) (kterou
nazveme 2) projektivné pfifazenou roviné obrazu 2a) (kterou
nazveme 2’). Projektivni pFibuznost obou rovin ziskame tak,
Ze bodim o, b, ', J roviny 2 prifadime body o,b,d’,J

" v a. Xy Xg o vo. « v
roviny 2. Soutadnice —x—l, x_2 kaZdého z téchto &tyt stejnd
8 3

oznacenych bodil jsou v obou rovinach stejné. Mdme-li nyni
v roviné 2’ sestrojiti bod a o soufadnicich

X1 X i Xa=m:n:p (m, n, p celd &isla)

sestrojime zptsobem dfive naznafenym v roviné 2 bod a,
jehoZ soufadnice jsou %=E4, %=% Tomuto bodu pfi-
fadime bod a v roviné BZ’. Jeho Srojektivni souradnice musi
byti pravé %=ﬂ, * -2 7o snadno nahlédneme, uva-
Zime-li, Ze ’
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v 3. X X s x oy e R
4a) soufadnice ?1, “2 bodu v rovind 2 miZeme vyjadriti

) . Y3 X3
dvojpoméry
m_\ 5y L, . !
(B=) 2=t boo a), (5 =) 2= b0t (o0l

b) pFimky b, 0, b, 0, by booy b @, b @, b, b, J TOVinY 2
odpovidaji v projektivni pfibuznosti obou rovin pfimkam
XY, Z,bVa=P,ba=P,bJ=1LbJ=TI v roviné 3’
a tudiz

¢) dvojpoméry
bag | (0bas aJ) =(YZP'T), by, | (0o aJ) = (XZPI)

Ale dvojpoméry (YZP'I'), (XZPI) vyjadiuji pravé pro-
jektivni soufadnice bodu a v roviné 2’. Skutecéné tedy sou-
fadnice bodu a jsou praveé

X :X i Xy =m:n:p

Sestrojime tedy nejdfive v roviné 2’ body by, b,,...;
by, b'... 0 souFadnicich projektivnich (0:0:9), (20:0:0),...;
0:0:0), 0:20:9),... (¢+0). Body &y, b, obdriime jako
priseciky ptimek bJ,b'J s osami Y, X.7) Body &'y, b, ob-
drZzime jako pruseéiky pfimky Je s osami Y, X. Pfi tom bod
e je priiseCikem piimky &, &', s osou Z a J bod jednotkovy.

Sestrojivie timto zplisobem body b,, by....; b, b's...,
miZeme jich uzitim snadno sestrojiti body, které maji sou-

Tadnice
X iXixy=m:n:1 (m, n celd Cisla)

Tak na pfiklad body o souradnicich
XiiX1x;=2:1:1, XXX =2:2:1
jsou pruseciky primek
bb/ab'b,  bb'ab'b,
Abychom sestrojili bod o souradnicich m:n:2, stano-
vime nejdiive bod J', o souFadnicich 1:1:2 (obr. 2b). Ctendt
jisté z analogie obr. 1 pochopi jeho konstrukei v obr. 25.

UzZitim tohoto bodu stanovime bod o soufadnicich m:n:2
analogicky tak, jako jsme uzitim bodu J v obr. 2a stano-

) Doporucuji &tendfi, aby alespoh v tomto pFipadé se poéetnd pie-
8védéil, Ze body b,, b’, takto ziskané maji skute¢nd soufadnice

b,(1:0:1), &,(0:1:1)
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vili bod o soutadnicich m: n:1. Pokracujice tak daile, zis-
kame koneéné konstrukci bodu o soufradnicich

X, iX3:X;,=m:n:p (m, n, p celd ¢isla)

Takto jsme tedy racionalnimu poméru m: n:p ptiradili
jisty bod v roviné =’ bez obvyklého (euklidovského) meé-
feni a bez uZiti pojmu rovnobéiek a tedy i bez uziti V.
postulatu Euklidova. Zbyvalo by jeSté dokazati, Ze i v pfi-
padé irracionalniho poméru m : n: p miZeme v roviné X’ na-
jiti odpovidajici bod. To v3ak presahuje meze této — vice
méné popularni — kniZky a proto se timto dikazem nebu-
deme zabyvati, a ndmitku, na pocatku tohoto paragrafu
udinénou, budeme povazovati za odstranénou.®)

Pozndmka: Tuto ndmitku uéinil prvy Cayley. JeZto nevédél,

jak ji odstraniti, zdrdhal se interpretovati svoje uvahy ,Sixth memoir
upon quantics“ (1859) jako divahy o neeuklidovské geometrii.

§ 4. Definice geometrie neeuklidovské.

Podobné, jako jsme ve druhém paragrafu definovali
geometrii euklidovskou, miZeme nyni definovati geometrie,
které€ jsou jiné neZ euklidovské.

. Geometrie, ktera studuje invarianty vzhledem
ke kazdé jiné grupé, neZ je grupa transformaci, re-
produkujicidvojici boduisotropickych, jejinda neZ
euklidovska (Toto jest v podstaté t. zv. princip Kleiniiv.)
Z této definice je zfejmo, Ze existuje veliké mnoZstvi geo-
metrii podle toho, jaka grupa jest povaZovana za zaklad
pro prisluSnou teorii invarianti. Zminime se zde alespon
jménem o nékterych nejdulezitéjSich. Tak v prvé Fadé jest
geometrie projektivni. Ta studuje vlastnosti atvari, které
se neméni pfi grupé Gy projektivnich transformaci. Je tedy
ekvivalentni s teorii projektivnich invarianta (VII, b)
a je to, s tohoto hlediska, geometrie nejobecnéjsi. Méné
obecna jest jiz geometrie affinni. Podkladem jejim jest
grupa G, projektivnich transformaci, které reprodukuji danou
primku (zpravidla to byva pfimka ib&Znd). Studium inva-
riantd affinnich jest jejim ukolem. Kdyz pfedpoklddame,
Ze body samodruiné na této pevné piimce v nekoneénu
jsou pravé body isotropické, obdrzime grupu G,, vedouci

€) V tomto paragrafu jeme mliky pFedpoklidali splnénu v&tu Desar-
guesovu, kterd je pfirovinnych tivahdch postuldtem. Je moZno ji dokd-
zati jen uvZitim prostorovych konstrukci. Jako postulat pro rovinnou geo-
metrii vyslovil ji Klein.

35



ke geometrii euklidovské.?) Jina geometrie, ktera jest v pod-
state geometrii Laguerrevvou, studuje invarianty vzhledem
ke grupé transformaci 1) (pfi ¢ = 1), které reprodukuji vyraz
x} + x3 — x}. (Zmihujeme se zde o ni proto, Ze jeji vysled

mozZno bez obtiZi aplikovati na prostor Minkovskiho (VII),
ktery je tak dilezity ve specialni teorii relativity.) ,

Takovym zpiisobem mohli bychom do nekoneéna voliti
urcité grupy a prisluSnou jim teorii invarianti prohlasiti
za geometrii. My si z téchto grup vybereme ty, které v jistém
smyslu stoji nejblize grupé geometrie euklidovské. K tomu
cili uvédomime si, Ze body isotropické jsou vlastné slo-
Zenou (VII, 6, odst. 4) kuZeloseckou. Grupa, kterd jest
podkladem geometrie euklidovské, reprodukuje tedy slo-
Zzenou kuzelosecku. Jest nasnadé zevSeobecniti eukli-
dovskou geometrii tak, Ze zvolime za zdklad grupu, které
reprodukuje obecnoukuzelosecéku (jez ve zvlastnim
pfipadé muZe byti i kuZeloseékou sloZenou). Takova grupa
bude podkladem nasich tivah:

Budeme se zabyvati geometrii, jejimz
dikolem je studium invariantd vzhledem k pro-
jektivni grupé, kterareprodukujedanoukuzZelo-
setku. Takovou geometrii nazveme neeukli-
dovskou.

Pri tom pod slovem ,kuZelosecka“ budeme vidy roz-
uméti je n priseénou kfivkuredlné rovinysrealnou
plochou druhého stupné.

Na prvy pohled jest patrno, Ze jsou mozné tfi druhy
takovych geometrii podle toho, je-li pTislufnd kuZelosecka

A) redlna jednoduch4,

B) imagindrnd jednoduché,

C) sloZena (realna nebo imaginarna).

Geometrii sub 4) nazyvdme geometrii hyperbolickou,
geometrii sub B) eliptickou a koneéné geometrii sub C)
parabolickou. V geometriich parabolickych jest obsazena
geometrie euklidovskd jako zvlastni pripad.

%) Projektivnim invariantem jest na ptriklad rovnice, vyjadfujici,
%e dva sméry jsou sdruZeny vzhledem k uréité kuZeloseéce. Affinnim
invariantem je tfeba rovnice, ktera vyjadiuje, Ze sdruZené sméry ke
viem smérdm libovolné paraboly jsou rovnobézné. Euklidovsky inva-
riant jest rovnice, kterd uruje, kdy dva sméry sdruiené vzhledem
k libovolné kuZeloseice json kolmé. — Definice geometrii, udanych
v textu, daji se oviem rozZifiti bez obtiZi na prostor (VII, 5).
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Veskeré pripady zde uvedené probereme. PTi tom po-
éneme geometrii v idtvaru jednorozmérném (t. j. fada bodi
na piimce nebo svazek pfimek bodem). To ma svoje divody.
Nebot v geometrii titvaru jednorozmérného budeme — ve shodé
s hotejsi definici — zadati, aby dva jeho elementy (t. j. body
pa primce, resp. paprsky ve svazku) se reprodukovaly.
Totéz vSak Zadali jsme pfi odvozovani geometrie euklidovské
v roviné. Jisté tedy budou nékteré vysledky téchto geo-
metrii alesponn formalné upominati na pfislusné problémy
geometrie euklidovské. Vzorec Laguerreidv je toho nejlepSim
dokladem. Odvodime jej v nasledujici kapitole.

V. Hlavaty: Uvod do neeuklidovské geometrie. 4
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