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Kapitola IIL

JEDNOROZMERNY UTVAR NEEUKLI-
DOVSKY.

§ 1. Vzorec Laguerredv a jeho interpretace.

V této kapitole budeme se zabyvati geometrii neeukli-
dovskou na primce, resp. ve svazku paprski bodem. Bude
jisté lep§imu porozumeéni na prospéch zaéiti s tivahami,
které sice nejsou zcela obecné, ale maji tu vyhodu, Ze je
mizZeme aplikovati jak na geometrii euklidovskou, tak na
geometrii neeuklidovskou. Nejvice prileZitosti k takovym
oboustrannym tivaham skyta vzorec Laguerreilv, vyjadtujici
tihel dvou pFimek.

UvaZujme svazek pFimek P, prochizejicich néjakym
pevnym bodem p. Jednotlivé primky v tomto svazku ozna-
éime 1P, 2P, 8P..., obecné ‘P, P. Libovolni pfimka /P to-
hoto svazku budiZ uréena tdhlem, ktery svird s primkou °P,
,primkou zikladni“. Uhel ten oznadime ¢;. MliZeme tedy za
soufadnice pfimky P ve svazku vziti pomér veli¢in

x,=asin¢j X, =0 cosg;,
kde o jest libovoln4, od nuly riznd konstanta, Pak skuteéné
Xi x . . . ~ -
x—l urCuje pfimku jednoznaéné. V tomto svazku pFimek

2 . .
muizZeme kazdé pfimce /P priraditi primku “P, ktera z této
vznikne otocenim o néjaky — pro vSechny primky /P stejny
— thel. Jiz v predchézejici kapitole jsme dovodili, Ze kazdy
euklidovsky pohyb je vyjddfen projektivni transformaci,
ktera reprodukuje dvojici bodi isotropickych. Vysledky tam
odvozené platily pro obor ternarni (t. j. pro obor tri
homogennich soufadnic x;, X;, x3 (VIIL, 3)). Jsou v8ak pfi
vhodné interpretaci platny i pro obor binarni (t. j. pro
obor dvou homogennich soufadnic x;, x;). Jeito v naSem
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pfipadé se jednd jen o otdceni pfimek kol pevného
bodu, je zFejmo, Ze p¥i tomto pohybu reprodukuji se
pfimky isotropické, které spojuji pevny bod s body
isotropickymi. Je tedy otdceni projektivni transformaci

p eM=duntdnts (D—ayay—anda=1, ¢F0koet imérn),
ktera reprodukuje pfimky isotropické o rovnici

2) x4 x5, =0

(O transformacich, vedoucich k podobnosti, se v naSem pfi-
padé nemuZe jednati.) Refenim rovnice 2) obdrZime p¥imky
isotropické Z, T o soufadnicich

Z....oz,=1, 0z, =1 T....ot,=1, pty =—1

Zvolme nyni dvé libovolné pfimky 'P, 2P ve svazku
o soufadnicich
P (x,y x,) Py, y)

a stanovme dvojpomér (*P2PZ T) (VIII, b, 26). Vime, Ze
jest dan rovnici

’ I X, X, ' /N yn!

(\PPZT)= [xiz] (gt _ (22|l 4t

Wzl [x 8] (g
2,1 2; X))

Dosazenim soutadnic p¥imek P, 2P, Z, T do této rovnice
ziskame
3 \PIPZT) — xlyl.+xﬂy2_l'(xly2—x2yl)
) ( D X+ XY+ i(x Y —Xag1)

Oznaéme w,; Ghel primek 1P, 2P. Jezto muZeme poloZiti

x, = osin ¢, Y, =0'sin g, 0. o —
Xx,=oacosq,’ y,=—od cosg,’ G

obdrZime dosazenim do 3)
(PPZT)= coBw,, —isinw,; 1)

cos w,; + isin w,,

Tato rovnice se zjednodusi na

e— T,

(FPZT) = — — g—2twn
(vzhledem k VI, 1, 3).

) Pro pohodli étendfovo uvddim vzorce, jichZ pfi tomto dosazeni
nutno pouiiti:

cos (1,—9) = €08 w,;, = €08 ¢, €08 9, + 8in 9, sin ¢,
sin (¢, — ¢,) = sin w,, = sin ¢, cos 9, — co8 ¢, 8in ¢,
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Jejim logaritmovéanim obdrzZime

log ("\P*PZT)=—2iw,,
neboli

4 wy,= 5 log (‘P*PZT)

To jest vzorec Laguerreitv, vyjadiujici thel dvou pti-
mek uZitim dvojpoméru, ktery tvoii tyto dvé primky a
primky isotropické. Dvojpomér jest projektivnim invarian-
tem (VIII, 5) a tim spi§e tedy invariantem vzhledem k ota-
eni, které jest specidlni projektivni transformaci.?) Z ele-
mentarni geometrie jest znamo, Ze horni mez hodnoty tihlu
ve svazku primek jest
5) ©, =7

Dale vi 7 1 - oy
'P, 2P, 31% :zl;?lg’y ze plati mezi ubly w, wg, wys primek

6) @y + Wy = w4y, O = Wy = wgy =03 Wij = — @y

Rovnice 4), 5), 6) poskytnou ndm zajimavy vysledek pfi
];iiné interpretaci vzorce Laguerreova, kterou ihned prove-

eme.

AzZ dosud soufadnice x;, x; znamenaly ndm tdaje pro
pfimky ve svazku. Neni v8ak pFic¢iny, pro kterou bychom je
nemohli interpretovati jako soufadnice bodu na primce!
V poétu se tim nic nezméni, jen interpretace rovnic bude
jina. Tak v prvé fadé transformace 1) znamenaji projektivni
prifazeni bodu na téZe primce. Mohli bychom Fici, Ze zna-
menaji jakysi ,pohyb“ bodu na p¥imce. Jako ,pohyb“ viak
budeme definovati transformace 1) jen tenkrate, kdyz re-
produkuji body, vyhovujici rovnici 2). (Tyto body oviem
nemaji obecné naprosto ni¢eho spoleéného s isotropickymi
body roviny euklidovské.) Pak ale takto definovany pohyb
na pfimce zcela jisté neni euklidovsky, nebot euklidovsky
pohyb na pfimce jest jen posunuti, které reprodukuje jediny
bod na pfimce a to t. zv. bod nevlastni (v. dile § 4). Mu-
7eme si jej vSak snadno zndzorniti takto: Svazek primek
protneme néjakou libovolnou pfimkou, neprochazejici
vrcholem p svazku. Tak obdrZime na pfimce Fadu bodovou.

) To znamend: Sviraji-li dvé pfimky thel w,, a otoéim-li je sou-
¢asné, sviraji po otofeni opét thel w,;,. — Vzorec 4) jest invariantem
vzhledem k obecné transformaci 1). Pfes to vSak pFimky /'P, /1P,
ptimkam 'P, 2P takovou transformaci 1) pfifazené nesviraji Ghel w,,, vidyt
o dhlu v pasem smyslu slova nelze mluviti, nejson-li paprsky Z, T pevné!

40



Otadi-li se pfimka svazku, pohybuje se jeji priseéik s onou
pfimkou ,pohybem® pravé definovanym. Funkei w,5 pro-
hldsime za ,vzdalenost dvou bodu. MuZeme tak uéiniti,
nebot tato funkce spliiuje podminky na vzdélenost kladené:
Jest invariantni vzhledem k ,pohybu“, vyhovuje zakladnim
rovnicim 6), které, jak vime, jsou splnény také pro ,oby-
dejnou“ vzdalenost a neni identicky rovna nule pro dva
body. Zajimavé jest, Ze horni mez pro funkei ,vzdalenosti®,
t. j. pro funkeci » na zkoumané pfimce je podle 5) rovna =
anemiuzZe tudiz libovoiné vzristati pro realné
body, jak jsme zvykli u pfimky ,obycejné“ (euklidovské).

Tyto interpretace vzorce 4) poslouzily nidm jako speci-
alni ukazky postupu, kterym moZno dospéti ke geometrii
neeuklidovské. V dalsich paragrafech tento postup zevSe-
obecnime.

§ 2. Tfi druhy neeuklidovské geometrie.

1. Definice. V tomto paragrafu poddme pfesnou
formulaci problému neeuklidovské geometrie na primce,
resp. ve svazku pirimek. Jest vyhodné zavésti spolecné po-
jmenovani pro oba itvary, abychom je mohli zkoumati spo-
leéné. Bodim na pfrimce, resp. pfimkdm svazku, budeme
fikati spoleénym jménem elementy. Pro pfimku, na niZ
se body nalézaji, resp. pro svazek, v némZ se pFimky palé-
zaji, zachovame spolecny nazev utvar linedrni (nebo jen
struéné ,utvar®).

Chceme nyniobecné formulovati problém ne-
euklidovské geometrie jednorozmérného ttvaru zev§eobec-
nénim postupu predchazejiciho paragrafu. Zrekapitulujme
krétce tento postup! Nejdrive jsme stanovili pohyb elementi
v tutvaru jako projektivni transformaci, ktera reprodukuje
urcité elementy o soufadnicich (i, 1) (— 7, 1), naceZ jsme nasli
invariant takové projektivni transformace. ZevSeobecnéni
této metody muZe spoclivati v tom, Ze zvolime zcela obecné
ony elementy, které se maji transformaci reprodukovati. Pak
budeme hledati invarianty vzhledem k takové projektivni
transformaci. — BudteZ, jako v paragrafech pfedchazejicich,
X, X projektivni souradnice elementu (VII, 5, konec).

V tom pfipadé kvadratickd rovnice
7) Iuxy L 2g,x %4 g, x% =0 gy redlné)
uruje dva elementy o soutadnicich
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- —_—
ﬂ_z:_g_lg'i“vg’u—g;u_y_n, ﬁz —yn—lg’u—gngn
X2 Ju X, gu

Nechf priavé dvojice téchto elementd se pFi transformaci

1) reprodukuje. Takovym elementim budeme Fikati ele-
menty absolutni. Mezi viemi elementy daného itvaru

maji zvlastni postaveni.?)
Soufadnice absolutnich elementd budeme vidy psati
typy teckymi &(&;,&) a & (&, ¢&). Rovnici 7) pFepiseme

na tvar
gufri+2gnbéi+0.:5=0
Predpokldddme, Ze jejim FeSenim obdrZime pravé hod-

noty %—, % Grupa transformaci 1), které reprodukuji
2 2
tuto rovnici (aZ na konstantni faktor), jest jednomocna.
Dukaz ponechiavam ctendri.
Takto jsme si vSe pripravili pro koneénou definici pro-
blému neeuklidovské geometrie jednorozmérného utvaru:

Neeuklidovskd geometrie jednorozmérného
ttvaru studuje invarianty projektivni jedno-
mocné grupy transformaci

! —
elxy=a, x +a,x, — —
1) 0 X, = @3y X, + Gy X, D=a,a,—a,a,¥0,

které reprodukuji dvoj'ici absolutnich elementn,

danou rovnici
8) fe=9u& +29.6 86+ 9a &,=0. (gy Tedlné)

2. Tt¥i druhy neeuklidovské geometrie jedno-
rozmérného Givaru. Redenim rovnice 8) obdriime pro
soufadnice absolutnich elementii vyrazy

§_ —gunt Vg% —gugn £ — —gu— Vgan“'gugn

E_,— gu &, gu

Jest ihned zfejmo, Ze tyto absolutni elementy mohou
byti trojiho druhu. Bud jsou
a) realné rozdilné, kdyz g2%; — g1 g=; > 0, nebo
b) imagindrné, sdruZené, kdyZ g%, — g1, g2s < 0, Debo
¢) reélné, splyvajici v jeden element, kdyZ g% — g11 G2z =0.

% Viz na priklad @11, 4).
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Dle téchto alternativ rozeznavame tfi druhy geometrii
jednorozmérného itvaru: Geometrii hyperbolickou
[sub a)], eliptickou [sub b)] a koneéné parabolickou
[sub cJ]. Budeme mluviti kratceji o jednorozmérném titvaru
hyperbolickém, eliptickém, parabolickém. (Toto
pojmenovani pochazi od Kleina.) — Jak uvidime, bude nutno
kazdy z téchto Gtvari podrobiti dvaze zvlastni, coZ ucinime
v paragrafech ndsledujicich. Existuji vS3ak alespon formalni
analogie mezi vzorci téchto tii geometrii. Proto odvodime
nékteré vzorce ihned, bez ohledu na jakost absolutnich ele-
mentil, a teprve pozdéji pfi studiu jedootlivych itvard je
budeme interpretovati zvlasté.

3. Mira dvou elementi. Zakladni vzorec, spoleény
véem tfem ttvarim, jest vzorec pro miru dvou elementi.
Pii tom pod slovem mira rozumime bud (neeuklidovskou)
vzdalenost dvou bodd, kdyZ ttvarem je pfimka, a elementy
body, nebo (neeuklidovsky) uhel dvou primek, kdyz ttvarem
jest svazek a elementy primky svazku. Miru dvou elementi
budeme obecné disledné znaciti p. Je-li tato mira vzdale.
nosti dvou bodd, oznacime ji m, pro miru, ktera jest Ghlem,
zavedeme oznaceni M. Chtéli-li bychom zdurazniti, Ze se
jedna o miru (vzdalenost, ihel) dvou elementd ‘x (*x,,‘x;),
x (ix,,7x;), uzili bychom nékterych z téchto oznaceni

Hig n (x, Jx)
mii » m(ixp ]x)
M; ,  M(ix, ix)

Ma-li néjakd funkce byti mérou, Zddame (Fidice se ana-
logii s ,obycejnou“ vzdalenosti), aby vyhovovala témto
pozadavkiim:

4) Jest invariantem vzhledem ke grupé& ,pohyba“ 1).

B) Pro miry tii elementi musi vZdy byti splnéna rovnice

9) . R Pzt Hay = gy
a z ni plynouci
10) W= 0 By = — i

C) Nesmi byti identicky rovna nule pro dva rozdilné
elementy.

Najdeme ifunkci, ktera témto poZadavkium vyhovuje,
nacez ji prohlasime za miru. Funkce, kterd spliiuje pod-
minku A), jest dvojpomér CtyF elementd. Studujme jej
tedy blize! BudteZ dany dva elementy x (xy, X3), ¥ (41, ¥2).
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Stanovme dvojpomér (xy é¢&')! Mohli bychom postupovati
tak, jako diive: Do obecného vzorce pro dvojpomér étyf
elementt dosadili bychom jejich souradnice. Z duvodu, jichz
opravnéni pozdéji vysvitne, vyjadiime nejprve soufadnice
absolutnich elementii soufadnicemi elementu x, y, a teprve
tyto dosadime do vzorce pro dvojpomér.

TFi elementy v ttvaru jsou vidy linedarné zdvislé.
To znamena: soufadnice tretiho elementu muZeme vidy
linearné vyjadriti souradnicemi prvych dvou elementti. Vy-
jadfime soufadnice absolutniho elementu linearné soufad-
nicemi elementii x, y rovnicemi

11) ofi=a, X+ oy o =a, X+ o ¥,
Pfi tom o jest libovolny faktor timérnosti, od nuly razny,
aa=—1 prozatim nezndmy parametr, ktery blize uréime

dosazenim hodnot 11) do rovnice absolutnich elementi 8).
Ziskame tak
12) ay? for + 20y 05 fry + a5 =0,
kde i
2) fop=Ggu X+ 2012 %, X3 + g3 X*
13) b) [y=guXi +gui s+ 5) + guXa ¥
c) fyy: Iu¥l+29ul s+ Gl V)

Rovnici 12) feSime podle A —ga ziskame tak

Gg
v —a—ﬂ_ —fzy+vm
14 { - o m fo ’
' a’y —fz_.,—Vfgy_——f;f;;
S o

) Rovnice f,;=0, f,,=0, [yy="0 maiji tento geometricky vyznam:
[z =0
fy="0
[, =0 je rovnici elementd harmonicky sdruZenych k absolutnim ele-

menldm. (Viz VIII, 5.) Tyto pravé uvedené vlastnosti jsou invariantni
vzhledem k projektivni grupé transformaci. Z toho plyne, Ze rovnice
je vyjadfujici jsou invarianty vzhledem k této grupé. Musi se tedy
transformovati podle

"fow =9 faz oy =8 Ty Tyy=71y
Ale v teorii invariantd se dokazuje, Ze pak jest
d=f=y
mocninou determinantu D transformace 1).

x
znaéi, Ze element y splyvd s absolutnim elementem & (nebo &),
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KaZdé hodnoté a resp. a' odpovida jeden absolutni
element, coZ jest ve shodé s podtem absolutnich elementi,
dfive predpoklddanym. — Tim jsme si vSe pFipravili ke
stanoveni dvojpoméru (x y & &'). Dosazenim z 11) obdrZime

(X Xy Y,
HALAA

xy&d =
(xy &) 50 g
IElEZ El 2
i - 2wy Bt
aX,tay aXatay lalx,+a,y,a.x.,+a,y, —
x, X,

U Y.
adix,+dyy, ‘_llxxz'i‘alzyz o X, +ayy, ax,t+ay,

’

Xy X, a,a’,

N9l
Xy Xy
U Y,

Yy
Xy X3

U1 Ya
XX

_n
4

’
'y ay

a tudiz dle 14)
— fzy+ b’mzy_fzzfyy
Foy = VIgy— oz fyy

Od nynéjSka budeme psati misto symbolu (x y ¢ &)
vidy A. Ziskame tak moZnost pfipojenymi indexy rozezna-
vati dvojpomeéry, pfislusSné riznym elementim (z nichZ dva
jsou vidy elementy absolutni). Tak oznaéime dvojpomeéry,
prisludné elementim x =wx, %x =y, 3x =2z postupné

15) (xysé)

Y, V. .
}'12=v_i1 "zaz't) ll:i:‘v_::‘

P¥i tomto oznadeni snadno nahlédneme, Ze 1 neni
moZno prohlasiti za miru, nebot nespliuje podminky 9),
10). Je totiz

Va Va
)'m+)'za= Z +‘V—2‘)
Vs

coZ jest obecné rozdilné od i;=-%
"1

Plati vSak jiny vztah mezi témito veli¢inami, kterého
s vyhodou pouZijeme, totiZ

¥, 7 v v Y
ly=-2t32="3—) L=—"T—1, A, =—"-
Liata v, 7, ”, n 8 4y % 1, Ay v

Gjoky...=1,2,8,..)
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Logaritmovanim téchto rovnic ziskame
9) log 4,, + log 4,, = log 2,3, 10/) log 2 =0, logiy=— log 4,

Vyhovuje tedy log 4 podminkdm kladenym na miru
dvou elementd a mﬁzeme jej tudiz za takovou prohlasxtl
Je vSak zfejmé, Ze témZe podminkim vyhovuje i vyraz

%log 4, kde ¢ jest libovolnd, od nuly riznd konstanta.
Z toho plyne obecna definice miry titvaru jednorozmérného:

Mira dvou elementa jednorozmérného
itvaru neeuklidovského je ddna vzorcem

/. +Vf — fea
16 cy)=Slogh=-Slog L2 mmlwy
) R R T =

Vyraz pod odmocninou muZe miti troji hodnotu. Bud

a) jest — fefyy > 0. V tom ptipadé je dvojpomér
A=(xy&¥) podle 15) vidy redlny. JeZto i elementy x, 7 jsou
realné, musi nutné i elementy absolutni byti realné. Jedno-
rozmeérny ttvar jest hyperbolicky. Nebo

b) jest f, — f., £, < 0. V tom pfipadé je dvojpomér
imaginarni, obecné tvaru A + Bi a elementy absolutni tudiz
imagindrné. Jednorozmérny utvar jest elipticky. Nebo
koneéné

¢) jest fo —f,f,=0. V tom pFipadé dvojpomér
A= (xy &) jest roven Jedné pro kazdé dva elementy x,
Yy, coZ neni jinak moiné, neZ kdyZ absolutni elementy
splyvaji v jeden redlny. Pak jest jednorozmérny utvar
parabolicky. V tomto prlpade musime vhodné vzorec 16)
pretvoriti. — Hodnota vyrazu f, —f,. f,, jest pravé tak kri-
teriem pro druh itvaru, jako hodnota vyrazu g° — g gos-

V dalSich odstavcich budeme probirati jednotlivé druhy
neeuklidovskych utvara zvlaste.

Hyperbolicky dtvar jednorozmeérny.

§ 3. Zakladni vzorce.

1. Volba konstanty c. Ve volbé konstanty ¢ ve
vzorci 16) nejsme prozatim ni¢im vazani. Zvolime ji takovym
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zpisobem, aby ziskané vysledky byly pokud moZno nazorné.
Prozatim ji miiZeme pFedpoklidati v tvaru

c=*k+ Ki, i=V=1,

kde k&, k' jsou libovolna ¢isla redln4, z nichZ alespon jedno je
F 0. — Dvojpomér i jest v hyperbolickém itvaru vidy
redlny, nebot absolutni elementy jsou redlné jak ostatné
jiZ vime z § 2, a elementy zkoumané vidy predpokladéme
jako redlné. Z definice dvojpoméru (VIII, 5 konec) je ihned
zfejmo, Ze A jest kladné tenkrate a jen tenkrite, kdyz ele-
menty &, & nejsou elementy x, y oddélovany. V pripadé
opacném je A vidy zaporné. Jsou-li tedy elementy x, y
(resp. x*, y*) umistény tak, jak je na obraze la), 15) na-
znaceno, jest A kladné. Maji-li elementy x, y, &, &', resp.
x* y* & & polohu, naznacenou v obraze 2a), 2b) jest A
zaporné.

Obr. 1aj, 1b). Obr. 2a), 2b).

. Obé eventuality mohou v naSem pfipadé nastati a musime
o nich uvaZovati. Pro rozepsani vzorce 16) pouZijeme rovnic
(uvedenych v VIII, 2, 13)

log 2 =Togi + 2unf.... 1>0
logi=log [\j4- (2x +1)=i... A< 0

ObdrZime tudiZ vzhledem k 16) pro kladné A
p="14 (k+ k) (log 2+ 2xnl) = } [i (k' log 2 + 2xkn) + (kog 2 — 2k'xx)]
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a pro A zaporné
p=14(k+ & (loglz| + (2 +1) mi] = 3 {i [ log |i| + (2« + 1) k] +
+ klog i — (@x + 1) K =}
Hlavni hodnoty (VIII, 2) téchto vyrazia jsou

. -
p="2 i+ Xiogu, > 0)

2 2

c L ,
n=-5 (K logi| + k) + o (klogll| —Kx),  (1<0)

V dal$im omezime se jen na hlavni hodnoty funkce u.4%)
Zarovenh budeme Zadati, aby mira dvou redlnych elementu
byla vidy realna. Pak jest ale nutno voliti

#=0, tojest c==%

a vylouditi ze svych tvah dvojice elementd,
-které jsou absolutnimi elementy oddélovany.
Pro né je totiz vidy 1 7 0 a tudiz

k — ik
—_—— —_— i
"= log |4 + 5 " (A< 0)
vZidy imagindrni.

Pro elementy, které nejsou absolutnimi ele-
menty oddélovdny,obdrZime vidy miru redlnou
17) =5 logt, ¢ >0

Timto omezenim jen na studium uréitych elementd jsme
si ulohu podstatné zjednodusili. Je zdhodné upozorniti na
to, v ¢em ono zjednoduseni spoéiva. K tomu cili je nutno
zminiti se o tak zvané ,volnosti pohybu“ v geometrii
Rikame, Ze v utvaru neexistuje volnost pohybu, kdyZ libo-
volny jeho element (nikoliv absolutni) nemuZeme pfevésti
do libovolné polohy.®) Kdybychom se neomezili v nasem

4a) Liboviile tohoto omezeni nezméni podstatné vysledini. Podobné
omezeni provddime &asto. NejzniméjSi je pfipad hlu dvou pfimek,
ktery podle vzorce 4) jest funkcf mnohoznacnou. Pfes to uvaZujeme jen
o hlavni hodnoté této funkce.

%) Takovd geometrie, kde neexistuje volnost pohybu, je ndm snad
logicky nejpfistupnéjsi. UkdZeme to na tivaze prostorové: Jeou-li x,, x,,
X, nehomogenni soufadnice v prostoru a x, znaéi &as, je zfejmo, Ze ve
&tyfrozmérném prostoru o soufadnicich x,, x,, x,, x, neexistuje volnost
pohybu po &arich x, = const, x, = const, x, = const, nebot v &ase ne-
gnizeme postupovati nikdy smérem do minulosti, nejvySe do bu-

oucnosti.

48



ptipadé na elementy, které absolutnimi elementy nejsou
oddélovany, existovaly by dvojice elementd, z nichZ jeden
nelze prevésti v druhy. Na pf. bychom nemohli element x
dvojice x, y v obr. 2 prevésti do polohy elementu x v obr. 1.
Nebot v obr. 1 element x uréuje s néjakym pevnym ele-
mentem y téhoZ iitvaru miru realnou, ale v obr. 2 elementy
stejné oznacené maji miru imaginirnou, coz odporuje po-
Zadavku, ktery jsme na miru kladli. Existovaly by zde tedy
dva druhy elementi, které bychom pohybem nikdy nemohli
v sebe prevésti. Jinymi slovy, v takovém itvaru hyper-
bolickém by neexistovala volnost pohybu. Omezime-li se
v8ak jen naelementy, které nejsou oddélovany absolutnimi
elementy, pak ovSem volnost pohybu existuje. To je praveé
ono podstatné zjednoduSeni, o némz jsme mluvili. — Nadéle
budeme pod slovem elementy rozuméti jen elementy té
¢asti dtvaru, kterd na zndzornujicim obraze 1 ma svij
obraz bud uvnitf, nebo vné absolutnich elementd.®)
Toto omezeni ndm dovoluje vysloviti velmi dilezité veéty:

Mira dvouredlnych elementt hyperbolického
itvaru je vidy realna. V hyperbolickém titvaru
existuje volnost pohybu.

2, Zakladni vzorce. V tomto odstavci odvodime né-
které zakladni vzorce po miru, jichZ pozdéji éasto budeme
pouZivati. PF¥i tom pouzZijeme vzorci pro funkce gonio-
metrické (sin, cos) a hyperbolické (Sin, Cos) (VIII, I).
Z rovnice 17) (kde opét piSeme symbol log misto log pro
logaritmus v obvyklém smyslu aritmetickém) plyne

— 1 —
ll —ek? V_}.—=e k
a tudiz (vzhledem k VIII, 1, 7 a VI, 1, 10)
& oze ;
a) ek - e £ = ;—T =2 Cos%:— 2costl= 2cos%
18) , R
_L_ — it _1 s
b eF— et == =28in % = — 2isin £~ = 2isin 47

%) Nikdy tedy nebudeme uvaiovati souéasné o elementech x, y
resp. x*, y* v poloze, jejiz znazorndni je déno obrazem 2. Toto omezeni,
zd4nlivé libovolné je zpisobeno nedokonalosti euklidovského
obrazu hyperbolického ititvaru. Uvidime pozdé&ji, Ze na pFiklad pro
pbytosti“, nadan€é schopnosti méfiti hyperbolicky, tolo omezeni vi-
bec neexistuje, nebof takové ,bytosti‘ nemohou prekrociti abso-
lutni elementy!
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Zvratnou operaci ziskame z téchto rovnic vzhledem k 15)

A
18) a) lad (:.y) — arc Cos _2:-—_1_1 — arcCos V/zf"-;w — fare cos ,::m’l.w
p(xy) . A—1 g P
= arc Sin —=arc Sin |/ L 2Y —/2x/yy __
b) * 2V Joolyy
— iavesin Yo —fesfry

¥ foafyy

Z této rovnice je zre]mo, ze mira je definovéana jen
pro elementy x, y, pro ndZ fu¥0 a fy $0. V prlpade, Ze
na pr. fs =0, budeme Fikati, Ze mira elementd je neko-
necéné velikd.%) Tim jsme definovali miru pro kazdé dva
redlné elementy.

§ 4. Elementy nevlastni.

Uvazujme euklidovskou pfimku, t. j. pfimku v geo-
metrii euklidovské. Oznaéme pismenem x =L yzdalenost
bodu x na této pfimce od bodu zdkladniho o soufadnicich
0:1. Kaidy bod x na pfimce jest uréen pomérem sou-

1. X , < gs . .

fadnic YI- Vzdalenost m dvou boda x, y je ddna znadmym
2

vzorcem

Yo _ X

Ya Xy

m—=

Mezi vSemi body na primce existuje jeden o soufad-
nicich v poméru x,:x,=1:0. Jest charakterisovan tim, Ze
jeho vzdalenost od libovolného bodu y téze primky jest
nekonecéné velka.

Tomuto bodu Fikdme ,bod nevlastni (abychom se vy-
hnuli pojmenovédni ,bod v nekoneénu“). Na euklidovské
pFimce jest jediny realny bod nevlastni. Prakticky, m é-
Fenim euklidovskym, ho nemiZeme nikdy do-

ta) Obeend, vyraz % je definovdn jen pro hodnoty a$0. Je-li
a=20, fikime, Ze % je nekonednd velké, coZ znadéime symbolickon

.o 1
rovoicf — = o0,
a
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sdhnouti. Rikdme, %e ,tihrnnd délka“ euklidovské pFimky,
(t. j. horni hranice funkce m) je nekoneéné velika.®®) V eukli-
dovském svazku primek je tomu jinak. JiZ z ndzoru je
vidno, Ze neexistuje (realna) primka svazku, ktera by s libo-
volnou pfimkou téhoZz svazku svirala dhel nekoneéné ve-
liky. Ve svazku primek neexistuji tedy redlné primky
Jnevlastni®

Jest nasnadé zavésti pojem elementu nevlastniho i do
geometrie hyperbolického ttvaru. Definujeme jej takto:

Nevlastni element v itvaru hyperbolickém
urc¢uje s libovolnym jinym elementem téhoZ
titvaru miru nekoneéné velkou. — Podobné nazveme
ypuhrnnou délkou“ hyperbolického utvaru horni hranici
funkce u. Z definice nevlastnich elementi je zfejmo, Ze
bytost, ktera by byla naddna schopnosti mériti hyper-
bolicky (jako my jsme nadani schopnosti mériti pouze
euklidovsky), nedosdhla by nikdy timto zpisobem
nevlastnich elementd. (Byly by pro ni vidy v ,nekoneénu®.)

V nasledujicich fadcich dokdZeme tyto dvé véty:

Absolutni elementy hyperbolického tdtvaru
jsou jeho elementy nevlastni.

Jen absolutni elementy hyperbolického
dtvaru jsou jeho elementy nevlastni.

Abychom dokazali prvou vétu, stanovime miru elementu
obecného x a absolutniho £. PouZijme k tomu vzorce 18a).
Hodnota dvojpoméru 1 jest v daném pripadé bud rovna nule
nebo nekonecné velka. V obou pfipadech obdrZime podle 18a)

2005#:&, *&t0)
a tudiZz (podle VIII, 1,8) v obou ptipadech
@ =, (kF0).

Tim je dokazina prvni véta. K dikazu druhé véty
uzijeme tychZ vzorct. Je zfejmo, Ze (]ﬁ.——}— V?) =oo ten-
krit a jen tenkrate, kdyZ 1 =0, nebo 1= ~. Dvojpomér 1
miZe vSak nabyti této hodnoty, jen kdyZ jeden z elementd,

jichZ miru ustanovujeme, splyva s elementem absolutnim.

°) Pfesnéji: horni hranice funkce m neexistuje a my proto ¥ikdme,
Ze ,lihrnnd délka“ je nekonecné velka.
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Mié-li tudiZ mira dvou elementi byti nekonecné velka, je
nutuo, aby alespoit jeden z téchto elementi byl elementem
absolutnim. Tim jsme dokézali i vétu druhou.

Poznimka: Je zfejmo, Ze zde nikterak nerozhodovala volba
urditého elementu absolutniho. Vysledky ziskané plati jak pro ele-
ment &, tak pro element &

Stejuym pocétem, ktery prenechdvdm étendfi, dokdzali bychom, Ze
mira absolutnich elementi £, &’ jest nekonednd velkd. Ostatné to plyne
i z vyvodid piedchéazejicich, — Jaky je disledek vét priavé dokdzamych ?
Pro bytost, nadanou schopnosti méfiti je n hyperbolicky, by absolutni
elementy byly nedostupné. Nikdy praktickym méfenim by jich ne-
dosdhla. Nemohla by je tudiZ ani pfekrociti. Omezeni, o némZ byla
Fe¢ v pozndmce pod &arou °), bylo by ji proto nesrozamitelné. My jsme
toto omezeni uéinili jen proto, Ze zobrazujeme hyperbolicky utvar
na modelu euklidovském. Proto je dileZito vidy si uvédomiti,
Ze nesmime né&jaké vlasinosti hyperbolického dtvaru odvozovati z na-
zoru na jeho model euklidovsky.

Interpretujme nyni utvar zkoumany jednou jako Fadu
bodovou na piimce, po druhé jako svazek primek bodem.
Vysledky ziskané v téchto odstavcich mazeme vysloviti
vetami: '

Hyperbolickda pfimka ma dva realné body
nevlastni.

Hyperbolicka vzdédlenost libovolného bodu
od kazdého z bodu nevlastnich je nekonecné
velka.

Uhrnna délka hyperbolické primky je také
nekoneéné velka.

Podobné pro svazek pfimek:

Hyperbolicky svazek pfimek méa dvé redlné
pfimky nevlastni

Hyperbolicky tdhel libovolné primky svazku
s kazdou z téchto nevlastnich pfimek je ne-
koneéné velky.

Uhel obou pFfimek nevlastnich je rovnéz ne-
konecné velky.

§ 5. Geometricky vyznam konstanty k.

Konstanta & ma zajimavy geometricky vyznam. Stano-
vime jej dvahami diferencidlnimi. P¥i tom omezime se na
studium hyperbolické primky.

Zavedme do odvozenych vzorci misto souradnic homo-
gennich x;:x, bodu x soufadnici nehomogenni tak, Ze po-
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loZime x, = 1. PiSme pak kratceji misto x; pfimo x. Rovnici
absolutnich bodu pFedpoklddejme v tvaru (VII, 6, 29%

— k4 8=0
Rovnice 13) pro nehomogenni soufadnice jsou tvaru

a) foo=x*—FK?
13/) b) foy=xy— &
o) ly=y'—k

Dosadime-li tyto vyrazy do rovnice 17), ziskdme pro
vzdélenost bodi x, y

me X g =V — R — P — K ()
—_— g —
2 " xy -k —Vay— &y — (A — k) — k)

B —
=£log xy— kB +k(x—y)

2 xy— kA —hkx—y)’
nebo v jiném tvaru
k (x—R)Y(y+ k) k[ x—k y—k]
9 ="logo—FTH _ —
® o m=gle cThe—n 2 CxTr TR

Ale vyraz na pravé strané této rovnice je mozno psati
T

Y
kKRdx . dx N dx
&F:F-*Skuq==5
y

kde povaZujeme x za proménny bod,

Y za pevny bod. Je
tedy hyperbolickd vzdalenost bodu x od y dina vzorcem
z Y
19)) Sdmzs dxxz
y z ! 3

) Skutedné plati

kidx k? x—
TRy

k
) T Tk —+ const.
a tudiz

kdx _( dx —i[l x—k _\ y—k
Sﬂ—ﬂ*¥_£—2°%wk_%wﬁ]
z
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a pro bod x nekoneéné blizky bodu y
—dx
xa
1-%

19”) dm =

. Zménime-li orientaci ,smeru na euklidovském modelu
hyperbolické pfimky (t. j. plseme -li —x misto x a obrdcené&)
a ponechame orientaci smérd primky hyperbolické, obdr-
Zime

dx
x?
I=%"

20) dm =

Tento vzorec uréuje diferencidl vzdalenosti na hyper-

bolické primce. Diferencial vzdalenosti na pfimce euklidovské
2

je dx. Diferencidly dm a dx li3i se od sebe faktorem 1 — —';:7
Cim je % mensi, tim méné se tento faktor liSi od jednotky
a tim mén§ se tedy oba diferencidly lisi. Je-li % hodné

malé, miZeme hofeni rovnici uvésti na tvar

dm=dx(1+19),
kde 7 je velmi malé Ccislo, které je tim mensi, éim mensi je
k Kdyz = —-0 (¢ti: kdyzZ se ?— bliZi nule), pak i » — 0,

coZ vy]adru]eme tak, Ze piSeme

lim dm = dx

rEa

(Cti: limita dm, p¥i %—»O je rovna dx.) Diferencidly dm
a dx se tedy lisi v tomto pripadé jen o veli¢inu 7dx.
V prvnim pfiblizeni (t. j. pfi zanedbdni této veli¢iny) jsou
tedy oba diferencidly stejné. Ale %—»0 jen v okoli bodu
x =20, které je velmi malé vzhledem ke konstanté k. Za
takovy bod vsak miZeme povaZovati kazdy bod na modelu
hyperbolické ptimky, volime-li vhodné systém soufadny.
Proto muzeme fici:

V okoli obecného bodu hyperbolické pFrimky,
které je dostatecne malé vzhledem ke konstanté %,
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je hyperbolicky diferencidl vzdalenosti v prvém
pribliZeni roven euklidovskému diferencidlu
vzdalenosti.

Méfime-li na euklidovské ptimce, ¢ini to dojem, jako
bychom méfili na hyperbolické pfimce vzdilenosti velmi

. s X « v 2 . . .
malé, pro néz "y — 0. Proto nékdy rikdme, Ze euklidovska

geometrie na piimce je diferencialni geometrii hyper-
bolické geometrie na pfimce.?)

NezZ pristoupime k dalsimu paragrafu, v§imneme si jesté
jedné véci. Oznadéme ¢ nevlastni bod euklidovského modelu
hyperbolické ptimky, jejiZ absolutni body spliiuji rovnici

&£ —h=0.

Z této rovnice je zfejmo, Ze pro hyperbolickou primku
H, jejiz euklidovské znazornéni obsahuje bod {, je vyraz
2

1— 5 <0, kdeito pro hyperbolickou piimku H', jeji

2
euklidovské znazornéni { neobsahuje, je 1 — % > 0. Proto

musi dle 20’) pro dx >0 byti na H dm <0 ana H dm > 0.
Vidime tedy, Ze kladny smér na euklidovském modelu miiZe
byti znazornénim kladného sméru na H’, pak ale nutné
musi na [ znizornovati smér zaporny. To je ostatné zfejmo
i bez poétu. Nebot smér na H, uréeny sledem &'& je zna-
zornén na euklidovském modelu smérem &'(¢&, kdezto tyZ
sled &'& uréuje na H' smér, ktery na euklidovském modelu
je znazornén sledem &'&¢.

O jinych uvahéch diferencidlnich pojedname v kapitole V.

§ 6. Zakladni konstrukce.t)

) Hyperbolicky utvar znazornujeme itvarem euklidov-
skym. NemiiZeme v3ak konstruktivné Fesiti metrické ulohy
hyperbolické geometrie metodami euklidovskymi. Je moZno

. e) Cini to dojem, jakoby mé&feni euklidovské ddvalo nidm vysledky
(Cisla) aktudlné ,nekoneénd“ malé vzhledem k mé&feni hyperbolic-
kému. Zajimavé je, Ze o zavedeni aktudlné nekonednd malych &isel
pokouseli se — byt i na zcela jiném podkladé — i filosofové (Naforp).

5) Znalost tohoto paragrafu neni nutna pro pochopeni vykladd
v dal8ich odstaveich. Zde pfedpokl4ddm znalost zdkladnich konstrukei
syntetické projektivni geometrie.
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viak pouZivati jinych metod, jak v nasledujicich Fadcich
ukaZeme. RozfeSime metodou projektivni tyto zakladni
1lohy : ‘
Danou délku pfenésti do daného bodu.
Danou délku rozpaliti.

A) BudteZz na obraze 3 body &, & znazornénim bodi
absolutnich. :

Obr. 3.

Vzdilenost bodi x a y pfeneseme z bodu x do bodu
'x nasledujici tivahou: Mizeme vidy ptedpokladati, Ze bod
‘x vznikl pohybem z bodu x, ovSem pohybem hyperbo-
lickym, ktery jest jednomocnou transformaci projektivni,
jeZ reprodukuje body absolutni. Jsou-li hyperbolické vzdale-
nosti jednak bodi x, y, jednak bodu 'x, 'y stejné co do smérun
i velikosti, 1ze dsecku xy pfevésti pohybem do tdsecky 'x 'y.
Jezto dle predpokladu xy ='x'y, musi i pfislusné dvojpoméry
se rovnati:

(xy&d) = ('x'ytt’)

Tato rovnice vSak definuje projektivnost bodovych Fad
xy &é....a'x'y & &, kde ¢, & jsou body samo-
druzné. Tohoto poznatku pouzijeme pfi stanoveni bodu ‘y,
jsou-li body &, &, x, y, 'x dany. Na obraze 3 zvolena po-
mocna kruznice tak, aby pfimka &£ byla priavé direkéni
pfimkou projektivnich svazku paprska s (x, gy, & &....)
as(x, 'y, & &....) Daldi konstrukce (¢arkovana) je ziejma
z obrazku.
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Zminky zasluhuje ptipad, kdy y ='x. (Na obraze kon-
strukce provedena teékované pro bod "x=y.) Pak ovSem
"x''y = xy co do sméru i velikosti. Z toho plyne, Ze bod "x
je pulicim bodem tusecky x"y. Dle této konstrukce roz-
pilime tedy snadno usedku x’’y, jak je provedeno na obr. 3
(teckované). Tim jsme zdroven rozfesili tlohy:

Dany idhel x@ prenésti do polohy ’xg’\y.

Dany thel rozpuliti.

Nebot je zfejmo, Ze muZeme svazek s (x, y, & &....)
interpretovati jako euklidovsky model hyperbolického svazku
o absolutnich ptimkich s&, s¢/. — Tim jsme skongéili ivahy

o hyperbolickém ttvaru jednorozmérném a obrétime se nyni
k jednorozmérnému utvaru eliptickému.

Elipticky dtvar jednorozmérny.
§ 7. Vzorce zakladni.

1. Volba konstanty.

Studium eliptického tGtvaru jednorozmeérného jevi for-
malni podobnost se studiem hyperbolického tdtvaru a nékteré
zndmé vysledky budeme moci s malou zménou opsati. Proto
se omezime na strucnéj$i zminky. V eliptickém 1itvaru jsou
absolutni elementy imaginérni a f2 —f,.f, <0. (Viz § 2,
konec.) V tom pFipadé jest dvojpomer 1 = (xyt£’) imaginarni,
podle 15) obecné tvara
a—+ bi

b= a— bi

(a, b Cisla redlna, nikoli soudasné obé rovna nule) a tudiz,
piSeme-li jej
. A=r(cos @ I sin¢) (= A + Bi),
jest modul

r=Va" B | =1
(VIII, 2, 14.) Proto jest obecny tvar pro log 4 ddn vyrazem
(VII, 2, 15) ’

log 1 =1i(¢ + 2xm).

Této rovnice pouZijeme, abychom rozhodli o volbé
konstanty ¢ ve vzorci 16) pro miru dvou elementid. Pro
konstantu ¢ jsme zavedli oznaceni

c=k+ ki (B>0, k*>0)
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Podle poslednich dvou rovnic a podle rovnice 16)
ziskdme pro u-
L4 ki
n= —?(¢+2xﬂ)+?(¢+2xﬂ)-

Z toho je zfejmo, Ze checeme-li, aby log 4 dvou realnych
elementi byl redlny, musime voliti £=0, t. j. c=ki. Je
tedy vzorec pro miru dvou elementd eliptického utvaru
21) =2l 10gi=— % (5 +2um),

a mira p veliéinou mnohoznaénou. Zndme-li jednu jeji hod-
notu, obdrzime ostatni priétenim k'xz. Nazveme ,mérou”
jen hlavni hodnotu (pro » =0)

217) = % e (VI 2).

Kdy mé u ve vzorci 21’) nejvétsi moZnou hodnotu? Tu
musi ¢ = —rn. Hlavni hodnota této funkce je tedy
22) ez = K.

Tato hodnota predstavuje ihrnnou miru eliptic-
kého tdtvaru. Nebot ze vzorce 21') plyne, Ze nemiZeme
zvoliti (redlné) elementy tak, aby jejich mira byla vétSi nez
|k'n|. Ziskané vysledky miZeme shrnouti v poucky:

Mira dvou redlnych elementu v eliptickém
dtvaru je vidy realna.

Elipticky tdtvar ma dhrnnou miru koneénou,
rovnou &'z

Zvlastni zminky zasluhuji pfimky v eliptickém svazku,
pro néZz je A— —1 a které jsou tudiz harmonicky sdru-
Zené vzhledem k pfimkam absolutnim (VIII, 5). V tom
ptipadé musi byti ¢ = = = Hlavni hodnota funkce M dvou
takovych ptrimek je tedy

+ k'z

M= =

=+
JeZto pro & =1 je pravé M= Tn, jmenujeme takové
dvé primky, Fidice se analogii euklidovské geometrie,
pfimkami kolmymi (kolmicemi).
2. Zakladni vzorce. Z rovnice
i R og foy + VB — Fas




plynou vztahy (VIII, 1)

£
8) ekl‘ ZVTD
—
b) e '—-—V—T’
24) ut ot
— 0 + = A41 u
cge ¥te K =—V—l:«=2 cos 7,
i X
— % 2 i—1 2 1
[ ¥ o_ =2 gin X — _ in -
d) e —e —VT—,smk,__ 2lsmk,
Zpétnou operaci ziskdme
A
a) y(x,y) — arc cos —t — are cos tw ,
k 2y Vit
2 Vil =T
A— —_—
b) %: are sin ?i 1 are sin —z=lw “lay
g V' Fealyy

Té&chto vzorci budeme pozdéji hojné pouzivati. Ceho viak
nyni si vS§imneme, jest jejich ndpadnd podobnost se vzorei
pro thel dvou primek ve svazku euklidovském. Uka-
Zeme, Ze neni zdsadniho rozdilu mezi svazkem eukli-
dovskym a eliptickym. Euklidovsky pohyb ve
svazku byl definovan jako projektivni transformace, ktera
reprodukuje primky isotropické o rovnici
2) E4E2=0

Uhel euklidovsky, invariant vzhledem k této transfor-
maci, byl definovan vzorcem Laguerreovym (Ill, 1, 4). Na-
proti tomu elipticky pohyb ve svazku jest projektivni trans-
formaci, ktera reprodukuje dvé imaginarni, sdruzené pfimky
o rovnici
7) Iuélt+2906 8+ 9.52=0

Uhel elipticky, invariant vzhledem k této transformaci,
byl definovan vzorcem 23). Definice u obou svazki jsou
tedy zdsadné stejné, rozdil jest viak v tom, Ze absolutni
elementy jsou jinak dany. My vSak vime, Ze kvadratickou
formu 7') moZno vidy prevésti (vhodnou volbou systému
soufadného) na kanonicky tvar 2') (VIII, 6, odst. 2). MuZeme
tedy vidy predpokladati absolutni primky eliptického utvaru
dané rovnici 2'). Pak vzorce obou geometrii lisi se jen za-
vedenim konstanty k’. V geometrii euklidovské je totiZ
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k'=1, jak je vidno ze vzorce Laguerreova. Tento vysledek
pro ]eho dulezitost vyslovime vétou:

Je-li v eliptickém svazku primek A =1 a
jsou-1i absolutni primky ptimkami isotropic-
kymi, pak tento svazek je euklidovskym svaz-
kem.

Je tedy euklidovsky svazek primek zviastnim pFipadem
svazku eliptického. Jest otdzka, zda i pro eliptickou ptimku
najdeme podobnou interpretaci pomoci néjakého idtvaru
euklidovského. Thned jest zrejmo, Ze to euklidovska piimka
nemiZe byti, nebot na té pohyb reprodukuje jediny bod,
kdeZto na eliptické primce se reprodukuji dva body. Exi-
stuje v8ak vztah mezi geomelrii euklidovskou na Kruznici
a eliptickou pfimkou. Ten odvodime v odstavci nasledujicim.

§ 8. Elipticka pfimka.

1. Soutadnice Weierstrassovy. Necht soufadnice ab-
solutnich bodd na eliptické pi'imce vyhovuji rovnici

ReSenim této rovnice obdrz1me soufadnice dvou ima-
ginarnich (sdruZenych) bodi. Pro soufadnice x,, X; kazdého
]meho bodu eliptické primky musi tedy byti soucet étvercii
x; + x; rozdilny od nuly. Omezime-li se jen na body redlné,
usi tento soudet Gtvercd byti vétsi nez nula. Pak mi-
Zeme vidy vhodnou volbou koeficientu umernostl doséah-

nouti, aby
27) xtxr=1

Souradnice x;, x;, které vyhovuji rovnici 27) nazyvaji
se soutadnice Weierstrassovy. Jsou-li x;, x, takové sou-
fadnice, nemiiZeme vibec vyrazy ox;, ox; (¢ & + 1)za Weier-
strassovy soufadnice bodu povaZovati, nebot nevyhovuji
rovnici 27). Z toho plyne, Ze v soufadnicich Weierstrasso-
vijch neni bod uréen pomérem gouradnic. Téchto sou-
Fadnic pouzZijeme ke stanoveni nékterych zajimavych vztahi
mezi eliptickou primkou a euklidovskou kruznici (t. j. kruz-
nici v euklidovské roviné). Z rovnice 26) pro soutradnice
absolutnich bodi snadno odvodime

fm‘__lv fy‘y: 1, fz‘!/:xlyl+x2y2'
Rovnice 24¢) pro vzdalenost dvou bodi se zjednoduSi, na
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28) €os — 57— = X,Y, + XY |

m (xy)
kl

V této rovnici jest vyraz na levé strané invariantem
vzhledem k eliptickému pohybu, jak jsme jiZ d¥ive dovodili.
Musi tedy i vyraz na pravé strané byti vzhledem k tomuto
pohybu invariantni. MiZeme proto vhodnou volbou bodu x, i
ziskati srnadno interpretaci soufadnic Weierstrassovijch
z rovnice 28). Necht pocéateéni bod na eliptické piimce jest
x =" o soufadnicich %, =0, °%, = 1. Dosazenim  téchto
hodnot do 28) ziskame

m (°xy)
Y; — cos 'k—,q

29)

a vzhledem ke 27) (a VII, 1, 3)

1]
30) yi= + sin 250 i

Tim jsme ziskali interpretaci soufadnic y,, y, bodu y.
V dalSim odstavei pouZijeme téchto soufadnic k dvaham
diferencidlnim, které nam osvétli souvislost euklidovské
kruzZnice a eliptické ptrimky.

2. Diferencidl vzddlenosti. Uvaiujme dva body
nekonecné blizké x a y o soufadnicich

X, y,-:xj—i—dxj-}—%d‘xj-{-...., (j=1,2

Vzdalenost téchto bodt dm ziskame ze vzorce 28) dosa-
zenim soutadnic téchto bodu

=X + Xy, =(x + x3) + (x,dx, + x,dx;) +
+ % (x, @, + x,dx)) + .. ..

cos

m
287) ¥

Vyrazy na pravé strané této rovnice obdrzime téz dife-
rencovanim rovnice 27)

xdx, + x,dx, =0 x,d'x, + x,dix, = — (dx} + dx:)

Nyni dosadime tyto hodnoty do rovnice 28’) a zdroven
rozvineme cos v Fadu (dle VIII, 1, 2):
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dm 1 (dm\?*, 1 (dm)} 1 .
cosT=1—?(—k—,)+F(—F—)—=l—?(dx;+dx:)+..

Z této rovnice obdrZime v prvém ptibliZeni

(dm

2
g ) = dx? + dx?

31)

Vime, Ze v euklidovské roviné, v pravouhlych soufad-
nicich x,, x; je ¢étverec diferencialu vzdéalenosti dan pravé
vyrazem dx; -+ dx: a rovnice 27) je rovnici kruZnice o polo-

méru 1. Podle toho muZeme vyraz —lifminterpretovati jako

diferencial vzddlenosti dvou bodid na kruZnici o poloméru
1 a tudiZ dm jako diferencidl vzdalenosti na kruZnici o polo-
méru &’. Proto plati v okoli zkoumaného bodu véta:

Eliptickou geometrii na pfimce miiZeme in-
terpretovati jako geometrii na euklidovské
kruznici o poloméru %'

Timto zpusobem ozfejmi se pékteré pozoatky o elip-
tické primce, které jsou na prvy pohled tak prekvapujici:
Na priklad tvrzeni, Ze elipticka primka neni nekonecna.

Mohla by se vyskytnouti ndmitka, pro¢ zavadime vibec
pojem eliptické primky, kdyZ jeji geometrie dd se inter-
pretovati geowetrii na kruznici? Nepfispivime timto zpi-
sobem jen ke zbyteénému mateni pojmi? Na tuto namitku
musime odpovédeti ziporné. Nebot z véty, kterou jsme shora
uvedli, neplyne jeSté, Ze obé geometrie jsou pro cely
utvar identické.?*) Ze tomu tak skutec¢né neni, plyne z jedno-
duché tvahy o pravé uvedeném piikladé: Uhrnna délka
kruznice o poloméru k' jest 2=k, kdeZzto dhrnna délka
primky eliptické jest nk'! Jisté tedy nemiZeme v celém
rozsahu identifikovati oba ttvary! Pro¢ tomu tak neni a kde
spoéiva rozdil, ukdZeme v paragrafu nasledujicim.

§ 9. Eliptickd pfimka. (Pokradovani.)

1. Centralni primét kruZnice. V tomto odstavci
vyjdeme od kruZnice a ukdZeme, jak jesté jinym zpiisobem

8a) To znamen4, Ze dosud nevime, zda viechny véty, vyjadrujici
vlastnosti celé euklidovské kruZaice, miZeme interpretovati souhlasnd
v geometrii celé eliptické pfimky.
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muzeme dospéti k interpretaci eliptické geometrie. Necht
kruZnice na obr. 4 je ddna rovnici v pravoihlych sou-
fadnicich ¥ 7
x? —I—E"‘ — A,
Teénu v bodé b povaZujme za model eliptické ptimky.
Promitnéme body kruZnice na tuto pfimku ze stfedu kruz-
nice. (Tomuto druhu projekce Fikdme projekce centralni.)

2,

.. —

(RO A

Obr. 4.

Je-li bézna soufadnice bodu (méfena od bodu ) na pFimce
x, pak souvislost soufadnic X, J, x je dina umérou

g:x=~F:x,
odkudZ pomoci rovnice kruinice odvodime
;
Ve + 22

_—_x_—.
Ver
Diferenciaci téchto rovnic ziskame
— dx — ., xdx
— o pn____C* — rg___X*4xX
G=xlwron =T G a
Oblouk kruZnice ma &tverec diferencialu

do* = di - djgp = k1 05
(klz + x2)? ’

I=xk y=x1 4

z ¢ehoZ (zvolime-li odmocninu zapornou)
do — —dx

.
32) 1+7§?
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K vyrazu na pravé strané bychom vsak dospéli po-
stupem uvedenym v § 5 pro hyperbolicky utvar, kdyz
bychom dosadili misto & vsSude i%.°) Skuteéné vysledny
vzorec 19’') touto substituci se zméni na

—dx
xt
e

dm =

20) —T+

Porovnanim vysledku 32) a 20’) ziskame
33) do=dm.

Tento vysledek vyslovime vétou:

Interpretaci eliptické geometrie na pfimce
(o niZ byla feé¢ v paragrafu predchazejicim) ziskdme cen-
tralni projekei kruznice.

Poznédmka: Integraci rovnice 33) ziskime

m = ¢ + const .,

Poéitdme-li oblouk kruZnice i vzdalenost na eliptické

piimce od bodu dotyéného &, je const = 0. Uhel piislusny

oblouku ¢ budiZz a. Pak mozno z posledni rovnice vyjadriti
eliptickou vzdalenost vztahem

m=~Fka=o.

z je oblouk kruZnice, pocditany od bodu b,

2

/
roven kz—” a délka eliptické prfimky na eukl. modelu od

bodu b ,napravo“ je

Pro a=

’

- €1
2
eliptické ptimky je k£'n. To je ve shodé s rovnici 22). Vzhle-
dem k souvislosti geometrie eliptické ptimky a kruZnice byli
bychom vsak océekavali 2k'n, nebot i obvod kruznice zkou-
mané je 2 k'n. Vysvétleni tohoto rozporu podame v pristim

odstavei.

. Z toho plyne, Ze uhrnna délka

2. Elipticka primka a svazek primek. Geometrii
fady bodové na kruznici o stfedu s miiZzeme interpretovati
jako geometrii svazku paprski (polopfimek opatfenych
smeéry), ptitadime-li kaidému bodu & kruinice paprsek,
kterym od s dospéjeme do b. Prifazeni to jest jedno-

%) Opomijime zde tento postup, jeZto formdln& jest iplné stejny.
Doporuéuji viak ctendfi, by jej provedl sdm.
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jednoznaéné. Jednomu bodu kruZnice odpovida jeden a jen
jeden paprsek svazku a obracené. Horni mez uhlu ve svazku
paprski je 2z a prislusny oblouk kruznice je 2 2'n. MiZeme
interpretovati v celém rozsahu geometrii na eliptické primce
jako geometrii svazku paprska? Jisté Ze nikoliv. To plyne
jednak z ridznosti vzorci pro horni meze uhlu ve svazku
a vzdalenosti na eliptické pfimce, jednak z toho, Ze jed-
nomu bodu eliptické pfimky odpovidaji dva
paprsky svazku (svirajici uhel #n). Tim je vysvétlen
i rozpor, 0o kterém jsme se zminili v odstavei predchéze-
jicim, nebot ten byl vlastné zpisoben tim, Ze jsme porov-
navali eliptickou pfimku a svazek paprskai.

Zbavime-li kazidy paprsek svazku orientace, ziskdme
svazek pfimek. Jedné pfimce svazku odpovidaji na kruz-
nici dva body, ale na eliptické pfrimce jen jeden bod.
Obricené jed nomu bodu eliptické primky odpovidd jedna
primka. Horni mez thlu ve svazku pfimek je = a ptislu$na
délka eliptické pfimky je k7. Z toho plyne:

Geometrii na eliptické pfimce miZeme v ce-

lém rozsahu interpretovati jako geometrii
svazku pFimek.

Uvedeme alespon jeden disledek této interpretace:
Nasleduji-li t¥i pfimky svazku A, B, C v tomto pofadku,
muiZeme vidy od piimky 4 dospeti k pfimece C, aniz pte-
jdeme ptfes pfimku B. (Ve svazku orientovanych
primek je to nemoiné, jak se étenaf muzZe presvéddéiti) Apli-
kujeme-li tento poznatek na eliptickou pfimku, mazeme Fici:

Jsou-li na eliptické primce tfi body a, b, ¢
v tomto pofddku, miazeme vidy od bodu a do-
spéti do bodu ¢, aniZ bychom ptreSli bod b.%)
(Ctenaf muze se snadno presvédéiti, Zze u pfimky hyper-
bolické tomu tak neni.)

V nésledujicim odstavei odvodime nékteré dusledky
porovnani kruznice (resp. svazku paprsku) a eliptické pfimky.

3. Elipticka pfimka a svazek paprsku. Promit-
néme kruZnici (obr. 5) svazkem paprski na jed[_1_1>1 jeil tenu.
Néjakému bodu a, na kruZnici odpovida tedy bod a na pfimece,
ktera je euklidovskym modelem eliptické primky.

93) Pfesné&jBi, ale zdporné znéni této poucky jest: ,Na eliptické
piimce neplati véta: ,Jsou-li dany IFi body (na pfimce), je z mich
jeden a jen jeden mezi obéma zbyvajicimi‘“
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Zavedme nyni oznaceni ,orientovany bod“ pro body
na primce, které jsou opatfeny smérem promitaciho paprsku

Smér ten znaéme S§ipkou a pfFislu$ny bod rovnéz (a, b c)
Sméfuji-li Sipky na obraze nahoru, Tikdme, Ze bod ]est
orientovan kladné, coZ vyznacime polohou Sipky u pismene

tak, Ze tato sméfuje napravo (a, b, ¢,...). V opaf_n:é_m pri-
padé mluvime o bodech zaporné orientovanych, e, £, ..

L,_N'\C':'b o N
g % r‘f d
<+ —
g d
KF ?\‘

Obr. 5.

Po¢néme promitati kruzZnici na pfimku pravé v libo-
—
volném bode _a,. Bod a jest kladné orientovdn. Rovnéz

tak body  a ¢. Dalgim postupem v tomto sméru obdrZime
bod d, ktery na tomto modelu nemé orientace. Bod na-

sledujici e jest v3ak jiZ orientovan zaporné. Doldeme tedy
k bodu a s opaénou orientaci po ]ednom obéhnuti pfimky.

Dalsi projekce v témze sméru skytd bod /, rovnéz zaporné
orientovany. Poté pfijdeme k bodu g, ktery na tomto

modelu nemda orientace. Nasledujici bod h jest vSak jiz

opét kladné orientovan. Koneéné dospéjeme do bodu a
s pivodni kladnou orientaci.

Z tohoto postupu jest ziejmo, Ze musime obéhnouti
eliptickou piimku dvakrate, abychom se dostali do téhoz
bodu s tou? orientaci. P tom viak jsme obéhli kruzZnici
jen jednou. Tim je také vysvetleno, pro¢ thrnna délka
prlmky eliptické je. prave poloviéni obvedu prlsluéne
kruZnice. KdyZ totiZ obéhneme jednou pfimku, na pfi-
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sludné kruznici obéhneme jen pul obvodu. — Vysledek mu-
Zeme shrnouti ve véty:

Rozdil mezi eliptickou pfimkou a pfislusnou
kruinici spociva v tom,Ze pfimku musime obéh-
nouti dvakrdte, abychom dospéli k bodu s touz
orientaci, kdezto kruZnici obéhneme pfitom jen
jednou. V souvislosti s tim musi ihrnna délka
eliptické pfimky byti pravé paloviéni obvodu
ptislusné kruznice.

V poslednich dvou paragrafech jsme ukazali, jak moZno
uvésti v souvislost eliptickou pfimku a euklidovskou kruZnici.
Tato souvislost snad ozrejmi vysledky paragrafu nasledup-
ciho o bodech nevlastnich. Pri tom opet budeme uvaZovati
svazek pirimek i fadu bodi soudasné.

§ 10. Elementy nevlastni.

Podle vyvodi predchézejicich paragrafd mozZno oceka-
vati, Ze elipticky ttvar nema redlnych elementd nevlastnich,
to jest, Ze neexistuji redlné elementy, které by s jinym libo-
volnym elementem urcéovaly miru, jeZz je nekonecné vel-
kou. Ocekavame tak proto, Ze ihrnna mira eliptického
ttvaru jest koneéna. Tim vSak neni Fefeno, Ze neexistuji
ani imaginarné elementy nevlastni. V nasledujicich fadcich
dokéazeme skutecué jejich jsoucnost. Odvodime totiZ tyto véty:

V eliptickém tdtvaru neexistuji redlné ele-
menty nevlastni.

Absolutni elementy eliptického titvaru jsou
jeho elementy nevlastni.

Jen absolutni elementy eliptického itvaru
jsou jeho elementy nevlastni.

K dikazu viech t¥i veét staéi aplikovati rovnici 25a)

X /.
LEY) _ o ¢ oS ——2—,

¥ Vicly
Podle predpokladu je v eliptickém ttvaru pro kazdé dva

/:ll

redlné elementy f7, —f,, f, 0, z éehoZ plyne .2 __ 1,

> 1.

Nikdy tedy nemtZe pro redlné elementy byti V—

zﬂ’!IJ
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Tim je dokdzdna véta prva. DokaZeme nyni soucasné
druhou a tieti vétu.

Ma-li byti jeden z elementi x, y nevlastnim, musi podle
této rovnice byti

fuofyy =0,
t. j. fu =0, nebo fyy =0.

V tom ptipadé nemize vSak byti pro x & y soucasné
foy =0. (Zcela snadny dikaz prenechavdm pili étenafové.)
To znamena, Ze pripad m = oc muZe nastati, to jest, Ze
existuji body nevlastni a jejich soufadnice 7, :7, splhuji
rovnici

/71'1 =0.

Této rovnici vSak vyhovuji j e n elementy absolutni. Tim
jsou vBechny tfi véty dokdzany. %) V piipadé svazku pfimek
jsme tento vysledek jiz znali, nebot euklidovsky svazek
jest v podstaté eliptickym svazkem a ve svazku euklidov-
ském jsou nevlastni primky primkami isotropickymi. Ale
ani na pfimce tento vysledek nepfekvapuje, zndme-li jeji
souvislost s euklidovskou kruZnici. Tato ma totiZz pravé dva
nevlastni body, isotropické body své roviny.

Nyni téZ mizeme doplniti vétu predposledniho odstavece
minulého paragrafu o tfech bodech eliptické pfimky:

Jsou-li na eliptické pfimce dany tfi body
a, b, c v tomto potadku, mizZzeme vidy dospéti od
bodu a k bodu ¢

I. bez prejiti bodu b a
IIl. bez pFejiti nevlastnich elementu.

Takto vyslovena véta zasadné odlisuje pfimku elip-
tickou nejen od ptimky hyperbolické, ale i od pfimky eukli-
dovské.

Tim jsme v hlavnich rysech vycerpali teorii eliptického
utvaru a prejdeme ke studiu ttvaru parabolického.

Pozndmka: V ittvaru hyperbolickém uvddéli jsme nékteré
konstrukce. TotéZ bychom mobli uéiniti i zde. Obé& uvahy jsou viak

principielnd stejné a étenat je miZe tedy provésti sam, kdyZ si uv8domi,
Ze zde samodruZné elementy jsou imagindrné sdruZené.

) Téhoz postupu mohli jsme ov8em pouZiti i pfi tivaze o ne-
vlastnich elementech hyperbolického iitvaru.
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Jednorozmeérny tdtvar parabolicky.
§ 11. Uprava zakladniho vzorce.

1. Pfedbéiny vypodéet. Jednorozmérny titvar para-
bolicky jest charakterisovdn tim, Ze jeho elementy absolutni
splyvaji v jediny redlny element. V tom pripadé je viak dvoj-
pomé&r A = (E£xy) roven jedné a tudiZ vzorec 16) pro kaZdé
dva elementy xa ya pro kazdou od nuly rdznou konstantu ¢
skyta podle (VIL, 2, 13)

u = éxxnl (= celé é&fslo)
resp. pro x =0 =0

Tato definovand mira nevyhovuje ovSem poZadavkiim,
které klademe na iihel, resp. vzdilenost. Proto musime bud
jako miru definovati jinou funkei, nebo vzorec 16) tak
pretvofiti, aby shora zminénym poZadavkim vyhovoval.
Ucinime toto druhé.

Budeme pokladati utvar parabolicky za mezny pripad
utvaru hyperbolického (kdyz se absolutni elementy nekonecéné
malo li§i). Odvodime nejdrive rozvoj funkce log 1 pro tento
hyperbolicky ttvar a pak limitnim pochodem dospéjeme
ke vzorci pro utvar parabolicky.

MiZeme zvoliti soustavu soufadnou tak, Ze souFadnice
absolutnich elementu hyperbolického iitvaru jsou dany

rovnicemi

I
34) g—:=o g—:,= ,

kde 6+ 0 jest libovolné éislo. Tim je jejich poloha v utvaru
stanovena. Dvojpomér 1, ktery urcuji tyto dva elementy
s libovolnymi elementy x=ux,:x% a y=y,:1,, je dan
vzorcem (VIII, 5, 25)

i &l W& x pa—yd _ 1—yd

B [ylEl] x&1 7 X,—xd 1—x0

Omezime pfechodné obecnost svych uvah predpokla-
dem, Ze souradnice elementi, jichz miru hleddme, spliuji
podminky

p81<1, [x8]<1, —1<dGx—pA+xé+xst. )21,

abychom mohli rozvinouti v fady wvyrazy —1_1—“5 resp.

log 4. Podminky ty jsou potud omezenim obecnosti, pokud
predpokladéme 0 libovolné, rozdilné od nuly. Za pfed-

V. Hlavaty: Uvod do neeuklidovské geometrie. 6 69



pokladu, (ktery pozdéji skuteéné uéinime) Ze o — 0, jsou
zminéné podminky splnény pro kazdé dva obecné po-
loZené elementy x, y. '

Posledni zlomek vpravo miZeme rozvésti v fadu. Tak
obdrZime

1— 1—yd =1 —yd) (14 xd +x224..),

1—xd
nebo po Gpravé
A=14d(@x—y)[1+xd+ x4 ...].
Pro vyraz log (1 + v) plati vSak rozvoj

SR T A _ -
gL+ =y—bt %, (—1<y=1)
a tudiz _
logh=d(@x—y)[1 +xdFx2+.,]—
—%d"‘(x—-y)’[1+xd+x262+...]’—...',

nebo po tdpraveé
2
35) log 2= 4 (x—p) [t + 37 e+ 9) + 57 C. )+ -]

Nevypisujeme koeficienti u vy3sich mocnin J, nebof
jich nebudeme potitebovati.

Mira dvou elementid hyperbolického ttvaru je dana
vzorcem ,uz%log 2. Zvolme kzle, kde / je libovolnd,
od nuly ruzné konstanta. Ziskame tak z rovnice 35)

%) e =1G—p+S @)+ 00+

Cim je 6 menSi, tim méné se lis§i u od I (x—y) za
pFedpokladu, Ze ani x, ani y nesplyva s nékterym z bodi
absolutnich. Je-li koneéné 6 tak malé, Ze d —0, miZeme pro
miru hyperbolického ititvaru psati

36) lim s (xg) = L(x — ) = L F19a],
>0 X2 Y
Ale kdyz 6 —0, prechazi hyperbolicky titvar v itvar
parabolicky, v némZ elementy ¢ &' splyvaji. Je tedy nasnadé
otazka, nemiiZeme-li vyraz u pri 6 —0 povazZovati za ne-
koneéné malo odlisny od hledané miry parabolického utvaru.
Aby tomu tak bylo, musela by lim x

3—>0
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a) spliovati podminky, kladené na miru, a
b) byti invariantem projektivnich transformaci, které re-
produkuji dva splyvajici body absolutni (a znaci parabolicky
pohyb). '
UkaZeme nejprve, Ze Jling u spliuje poZadavek sub a).
Skuteéné
alilfoy xy) +Jl_i_t_:3u W)=Ullx—pP+wy—2))=&—2){= ;Eoll (x2)
dligloﬂ(xy)=l(x—-y)=— l(y—x)=—dlig})u(yx)4=0,(x+y)

lim g (xx) = (x—x) =0
—0

DokaZeme nyni, Ze }in}) u spliuje i poZadavek sub b).

K tomu cili pfetvofime ponékud vzorec 36) tim, Ze vhodné
uréime konstantu Z

2. Volba konstanty L Konstantu / uréime tak, Ze
zvolime dva libovolné elementy j=j,:f;, p=p:ps, JimZ
pfisoudime miru 1, t. j.

. . 1=I1{—p),
z Cehoz .
36[ l= Jﬂpl
) P
Dosazenim této hodnoty do rovnice 36) ziskdme
: _ [y pads
1 = %1 ¥l PaJy
6-1-?0” o) IAEND
nebo vzhledem k 34)
: _ [yax ] Uaéid [pa &4
37 1 =
) T TN A[ERA TR AR

Tento vyraz jest invariantem vzhledem k projektivni
grupé a tim spiSe tedy k jeji podgrupé, kterd urcéuje para-
bolicky pohyb itvaru.!!) Samoziejmé vyhovuje i podminkam,
odvozenym pro vyraz 36).

1) Pro kaZdy determinant tvaru I;‘ _Z 'I plati transformace aZna konst.
292
faktor

:xl :y. I — | X, a, + x4, yant+ya,| I X I a, ay
X2 Y2 Xy @y 1 X, Qp Y@+ Y ay, X3 Yz || @2 Qg
Ve vyraze 37) se determinanty 'Zl;::: pravd krati. Je tedy rovnice
12y

37) skutetné vzhledem k projektivmi grupé transformaci invariantni.
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Skutecné tedydling 4 hovi podminkam, kladenym na miru

parabolického itvaru. Proto definitoricky zavedeme
pojem miry parabolického ttvaru vétou:

Limitu miry hyperbolického dtvaru, ktery
se nekoneéné malo li8i od utvaru parabolic-
kého, nazveme mérou titvaru parabolického.

Pro tuto miru zavedeme opét oznacdeni u. Je tedy mira
parabolického udtvaru ddna vzorcem

[yax][s28:) [Pa €]
INALERNIPAD

379 u(xy) =

Jest samoziejmé, Ze v tomto vyraze vyskytuje se jen
jeden absolutni element, nebot podle predpokladu splyvaji
oba v jeden. — Vzorec 36) upomind na vzorec pro vzda-
lenost dvou bodii na primce euklidovské. Neni to vysledek
prekvapujici. Vidyt euklidovsky pohyb na pfimce je také
definovan pomoci projektivni grupy transformaci, které re-
produkuji jediny bod (t. zv. bod 1ibéZny, nevlastni) dané
primky. Je zde tedy tpln4a analogie s pohybem parabolickym.
Osvétlime tuto analogii jeSté tak, Ze uréitym zptisobem pre-
tvofime vzorec 37’).

3. Jiny tvar vzorce 37). Ku pretvofeni vzorce
pouZijeme identity
[x gl [Py 2] =[xy pal [y, &) — [x, &) [y, Al
Dosazenim této identity do vzorce 37") obdrZime

[x, p2] [£, /2] [ynpz] (YA
(x, &) [ J] [yl | [Pllz]

Tvar séitanci na pravé strané této rovmice je nam
zndm. Jsou to vyrazy pro dvojpoméry bodu (p & xj), resp.
(p&yj). Podle toho muzeme tedy psati

38) p(xy)={@ExH)—@EYD.

v (xy) =

Tim jsme miru dvou elementu vyjadfili rozdilem dvou
dvojpoméri. Vhodnou volbou elementu j, p prevedeme iej
na jednoduss$i tvar. Je-li totiz p elementem podatecnim
(pr =0, py), element j elementem jednotkovym (j: Jo=1)
a element absolutni o soufadnicich &;, & =0, je
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x.ong.1

Y — _ txpd X
PN = TR 0T~ Fapafy
x,0 [|p,1
a tudiz
g XU
uxy) =+ X v

Jde-li o pfimku a je-li bod absolutni zobrazen na modelu

euklidovském bodem nevlastnim, miZeme x = % a y=%

2 2

poklddati prave za euklidovské vzdalenosti od bodu poéatec-

niho. Pak je vzdalenost dvou bodii na euklidovském modelu
i na parabolické pTimce

pp=—+x—y
'Vyslovné muZeme formulovati tento poznatek vétou:

Zvolime-li euklidovské zobrazeni parabo-
lické pfimky tak, Ze absolutni bod parabolické
primky splyvd s nevlastnim bodem pfimky eu-
klidovské, pak parabolicka primka jest ptfimo
pfimkou euklidovskou.

K témuz vysledku museli bychom ovsem dospéti i jinou
cestou. Mohli bychom totiZz vyjiti od definice pohybu a uka-
zati, Ze v tomto zvlastnim pripadé je pohyb parabolicky
shodny s euklidovskym pohybem na ptimce (s t. zv. trans-
laci). Doporuéuji tento zpusob pili ¢tenafove.’?) — Z vyvodii
predchazejicich jest zfejmo, Ze element absolutni parabolic-
kého itvaru je jeho elementem nevlastnim. DokadZeme
to vSak vyslovné v odstavei nasledujicim.

4. Elementy nevlastni. Element nevlastni v para-
bolickém dtvaru jest opét definovan tim, Ze s llbovolnym
jinym elementem téhoZ dtvaru uréuje miru nekonecéné velkou.
DokiZeme o ném véty:

Nevlastnim elementem parabolického ttvaru
je jeho element absolutni.

Jen absolutni element parabolického iitvaru
je jeho elementem nevlastnim,

12) Nejdfive se vyjadfi, Ze bod absolutni ¢ se reprodukuje traps-
formaci 1). Poté nutno brati v \vahu, Ze vzdalenost bodi j, p je pravé
rovna jedné pf¥i kaZdé transformaci.
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Obé véty plynou ihned ze vzorce 37’). DokaZeme nejprve
vétu druhou. Ma-li totiZ mira dvou elementd byti vétsi nez
kazdé libovolné ¢islo, musi jmenovatel v 37’) se rovnati nule.
Ze t¥i determinanti tohoto jmenovatele muZe se anulovati
bud [£; x;] nebo [&; y.). (Determinant [p,j;] se nemizZe anu-
lovati podle predpokladu, vyjadfeného rovnici 36'). Anulo-
vénim jednoho z prvych dvou determinanti obdrzime

=5 _

El—i:x’v nebo E—- §,=y1 =y.

& x

Z toho plyne, Ze bud element x nebo element y splyva
8 elementem £ Tim je dokazdna druha véta. — Dikaz
prvé véty necini zvlastnich potizi. Citatel zlomku v 37)
je vidy koneény, od nuly rizny. Je tedy anulovani jednoho
z determinantd [£; xg], {51 Y:] ve jmenovateli nejen nutnou,
ale i postacujici podminkou, aby u bylo nekoneéné velké.
Ale toto anulovani nastane jen tenkrate, je-li x =2¢&, neb
y=¢, jak jsme nahoFe ukazali. Tak jsme dokézali i prvou
vétu.

Vice se geometrii jednorozmérného itvaru zabyvati
nebudeme. Poznatki zde ziskanych upotfebime v dalSich
kapitolach, kde budeme studovati ittvary dvojrozmérné.
Napted vsak jiZ upozornuji, Ze se budeme zabyvati pouze
rovinou a nikoliv téZ (dvojmocnym) svazkem rovin, danym
bodem prochazejicich. Omezeni to nedéje se z diivodi teore-
tickych, nybrZ jen z ohledu na étenare, kterému asi ve
velké vétSiné geometrie v roviné jest bliz§i neZ geometrie
takového svazku. Ostatné je mozno véty ziskané pii jakési
opatrnosti vidy prenésti na teorii tohoto svazku.
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