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HYPERBOLICKA ROVINA.

Kapitola IV.

UVAHY ZAKLADNI.

§ 1. Formulace problému.

V poslednim paragrafu druhé kapitoly naznaéili jsme
obecné svij ikol pfi studiu neeuklidovské geometrie v ro-
ving. V tfeti kapitole, v paragrafu druhém jsme pFesné
definovali 1ikol neeuklidovské geometrie jednorozmérného
ditvaru. TymzZ zpisobem definujeme 1kol neeuklidovské
geometrie v roviné. PFi tom ov8em musime obor pusob-
nosti rozsifiti na obor ternarni, t. j. uvazovati zasadné
vyrazy ve tfech proménnych, kdeito dfive jsme se omezo-
vali jen na obor bindrni (pro dvé proménné. Viz téz VIII,
6). Misto projektivni transformace dvou proménnych budeme
uvaZovati projektivni transformace tfi proménnych (VIII, 4).
Takova transformace zavisi na osmi koeficientech.

Podkladem naSich tdvah bude tedy projektivni
osmimocna grupa (VIII, 5) transformaci. — V této
grupé obsaZena je trojmocna projektivni grupa, ktera re-
produkuje libovolnou kuzZeloseéku (jednoduchou.’) VIII, 7).

Nasim ukolem bude studovati invarianty vzhledem k této
trojmocné grupé, ktera je podgrupou osmimocné grupy
projektivni.

Podle toho, jakého druhu je kuZelosecka, zda reaina,
¢i imagindrni, rozezndviame geometrii hyperbolickou resp.

) Je-li ona kuZelosetka sloZens, pak grupa projektivnich trans-
formaci ji reprodukujicich jest obecné é&tyFmocnd, jak jsme vidéli na
pfikladé pobybu euklidovského (11, 1). Tam totiZ isotropické body pfed-
stavuji prdvé takovou sloZemou kuZeloseCku. Pfes to v8ak pohyb je
vyjddten trojmocnou grupou (II, 1, konec).
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eliptickou (I, 4, konec, kde uvaZovan téZ pfipad geometrie
parabolické pro kuZelosecku sloZenou).
Budeme se prozatim zabyvati jen geometrii hyperbo-
lickou, kdy tedy kuzZelosecka se reprodukujici je realna.
Ukol geometrie hyperbolické v roviné miiZeme po této
pripravé definovati presné takto:

Hyperbolickd geometrie v roviné zabyva se
studiem invariantd vzhledem ke trojmocné
grupé projektivnich transformaci

o'xy=a,x +a,x+ a,x,
1) 0=y X, + apx, + a; x; (a”: ?OBSL reélng,
Q% =ay X+ ay,x, + a, x, Li=1,23),

které reprodukuji jednoduchou, redlnou ku-
zelosecku

2 [=guElr T+ 0l + 90+ 209065+ 9685+ 905 6) =0.

Této kuZeloseéce budeme Fikati absolutni kuzelo-
seCka. Nékdy se téZ oznacuje jako kuZelosecka Cay-
leyova, nebot Cayley prvy ji pouzil k ivaham podobnym.
Roviné, ve které budeme studovati geometrii hyperbolickou,
kratce budeme Fikati rovina hyperbolicka.!*)

V ttvaru jednorozmérném Slo bud o body na pfimce,
neb o piimky svazku. V roviné nutno vSak uvaZovati
souéasné body a pfimky. Jezto pfimka jest uréena dvéma
body, jisté bychom ke studiu invariantnich vlastnosti priinek
vystadili s definici problému, jak jsme ji pravé uvedli. Casto
v3ak je vyhodné takové invarianty vyjadriti pfimo v sou-
fadnicich t. zv. pfimkovych (VIII, 3, 18). Proto budeme
definovati zvlasté kol geometrie hyperbolické vzhledem
ke studiu pfimek.

Na udaném misté kap. VIII dovodili jsme zpiisob trans-
formace soufadnic primkovych rovnicemi 23) a nebudeme
jei tedy znova odvozovati. Rovnéz tak odvodili jsme v § 6
téZe kapitoly priinkovou rovnici kuzelosecky, je-li bodova
jeji rovnice dana. MuZeme ihned téchto poznatkiu pouZiti
k definici neeuklidovského studia ptimek v roviné:

1a) Ve gvych Ciselné teoretickych tivahdch zavaddi Minkovski pojem
télesa, nikde konkdvniho. Priisekem tohoto t8lesa s obecnou rovinou,
uréenou tfemi body uvnitF tlesa, ziskdme ovdl, nikde konkdvni. Hil-
bert ukdzal, %e takovy ovédl miZe zastupovati Cayleyovu kuZeloseéku
v geometrii, obdobné geometrii hyperbolické.
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Hyperbolicka geometrie v roviné zabyva se
téZ studiem invariantda vzhledem ke trojmocné
grupé projektivnich transformaci

"IX|=A||X1+A12XJ+A13X3

1,) Z’I’X1=A21X1+A:2X2+Azaxm
o0'Xy=A, X, + A4 X, + Ay X,

které reprodukuji kuzeloseéku 2), jejiz pFim-
kova rovnice jest

Ju9ugdn ‘::ll

2y Fo.=(9uIndnl= G 5 4 G -Ea’_ Gy 53"_'4—_2( w5 5+
- == 931932933 '3.1 F G E 5+ G EE) =0
z 55

Podle téchto definic budeme postupovati v nésledujicich
paragrafech.

Poznamka: Jsou-li 2,y dva body v roving, pfimka
je spojujici ma soutadnice (VIII, 3, 18)
3) o X, =[mz), 0X,=[ysz] é X, =y 2zl

Ale pfimkové soufadnice miZeme za uréitych predpo-
kladid definovat i jinak. Budiz

x4+ x4+ exl; =0 (t=+1)

rovnice néjaké jednoduché kuZelosecky v roviné, ktera se
grupou projektivnich transformaci reprodukuje. Rovnice po-
lary k bodu u (u; : u,: ug) vzhledem k této kuzelosedce jest

X u, +x,uy, -+ ex;u; =0.
Jezto vsak rovnici obecné piimky je vidy mozno psati
x,a+x,b+ex,c=0 (a, b, c const),
plyne z pfirovnani obou rovnic
4) . ou, =a, ou,=2b, ouU;=C.

JeZito pomér a: b : ¢ urduje jednoznacéné pFimku, miZeme
disla a, b, ¢ povaZovati za pfimkové soufadnice pfimky. Jsou
to tedy zaroven bodové soutadnice jejiho pélu.

VyjadFime-li rovnici pfimky pomoci soufadnic, defino-
vanych rovnici 3), ziskame (VIII, 3, 16)

X XitxX+xX,=0.

Jsou tedy oba druhy soufadnic vazdny rovnicemi
a:b:e=X,:X,:¢X,.
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Pokud se tyce uZivani jednotlivyech druhii téchto sou-
fadnic, smluvime se na tom, Ze neni-li vyslovné jinak podo-
téeno, budeme uzZivati soufadnic definovanych rovnicemi 3).

§ 2. Zakladni metrické vztahy,

1. Vzddlenost dvou bodud. Vzddlenost dvou bodi
v roviné hyperbolické definujeme podobnym zpisobem, jako
jsme definovali miru dvou elementu v hyperbolickém dtvaru.
Spojime dva body dané x, y pfimkou, ktera protne abso-
lutni kuZeloseéku v bodech &, &', Stanovime poté dvojpomér
(§& xy) a jeho logaritmus, nasobeny néjakou vhodné vo-
lenou konstantou, prohldsime za vzddlenost bodd x a y.
Nazveme-li body &, & absolutnimi body dané primky, je
tim i formalné tento postup identifikovan s postupem, kterym
jsme v (IIl, 2, odst. 3) odvodili miru dvou elementd. Proto
jiZ nebudeme znova dokazovati, Ze takto definovand mira
vyhovuje podminkam, které predepisujeme vzdalenosti. (Tyz
odstavec.)

Postup nahote vyliéeny provedeme analyticky takto:

Souradnice kazdého bodu z na pFimce mozno vyjadriti
linedrné soutadnicemi dvou jejich bodua:
5) ozy=ax,+al, 0Z, =, X, + 43 Y1, 02y =a, X3+ a; Y

Totéz plati ovSem i o bodech absolutnich (prisecicich
spojnice x y s absolutni kuZeloseckou):
o =ax,+ ay, obhh=a X, taly,, of&5=0,x+ay,.
Koeficienty a;, a, uréime opét z podminky, Ze bod &
leZzi na absolutni kuZeloseéce. ObdrZime tak
6) agl/m+2ala2/zy+angyy=01
kde .
fre =G X+ Gaa X2+ g3y X + 2 (X, Xs+ g X X3+ gn X X3) )
Ty =9ubtaup:+ guds+2@ut 2+ gut ¥+ gu b 1)
f;py =guXiht+guatht+guXsys + gy +x0)+
+ G X Y3+ X y,) + G (X2 73 4 X3 1)

v x a fls el v
Kazdému poméru ;j odpovida néjaky bod na ptimce x y.
?) fzo =0 2naéi, Ze bod x leZi na absolutni kuZelosedce, podobné

fyy =0 znali bod y na této kuZeloselce, '/;.,y=0 jest rovnici poldrné

sdruzenych bodi vzhledem ke kuZelosecce absolutni. (Bodem x musi
prochézeti polira bodu y vzhledem k této kuZeloseéce a naopak.)
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Specielné pro bod
x obdrZime z rovnic 5)

a,ia;=1:0, pro bod
y obdrZime z rovnic 5)
a,ta,=0:1, pro bod
& obdrZime z rovnice 6)
a o It Ve pro bod
ay fm
& obdriime z rovnice 6)
o Ty =V —luly
A T.e '

Takovym zpisobem jsou tyto étyFi body na pfimce x y
uréeny pravé pomérem dvou iudaji a muZeme tudiZ vypo-
et pro logaritmus dvojpoméru (¢ & x y) (ktery opét budeme
znaciti 1) uspofadati tak, jako v (III, 2, odst. 3). .

Ziskdme pro log A rovnici

Foy + Vi —Fas by
fzy - V—f_z_ytl;;ﬂ

Vzdalenost dvou bodii x a y definujeme pak obdobné
jako ve zminéné kapitole vzorcem

oy + VI —Foa fy
fzv - V_fp;_ fa:a; I;;

kde obecné ¢ =k + k'i (R, k' reédlné).

Pti volbé konstanty ¢ nutno v8ak postupovati s opatr-
nosti. Body absolutni mohou totiZ v hyperbolické roviné na
redlné primce byti bud

a) redlné rizné, protina-li pfimka absolutni kuZelosecku

(f:y - f” /:'I!l > 0)’

b) imagindrni rizné, neprotina-li’) pfimka absolutni ku-

Zelose¢ku (f2, — fu fiy < 0),

%) Presn&ji fikdme, Ze kaZ?d4 redlnd pfimka protind kuZeloseikn
a to bud ve dvou riznych bodech redlnych, nebo ve dvou bodech ima-
gindrnich sdruZenych, nebo koneéné ve dvou splyvajicich redlnych bo-

dech. Jako piiklad imaginirné sdruZenych bodi na redlné kuZelose&ce
stiijteZ zde priseéiky primky x; =0 s redlnou kuZelosetkou

X2+ x,2—x,2=0.
Jejich soufadnice jsou 1:7:0 resp. 1:—1i:0.

logi=1log

7 m(xy)=%logl=%10g y (€§0)
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¢) realné splyvajici, je-li pfimka tecnou kuZelosecky abso-

lutni (f2y — fos fry = 0).

Podle toho rozezniviame v roviné hyperbolické t¥i
druhy piimek: a) hyperbolické, b) eliptické, ¢) parabolické.

V predchazejici kapitole jsme ukazali, Ze pro kazdy
z téchto _Ppripada Je nutno_voliti konstantu ¢ jinak, ma-li
byti splnén samozfeimy poZadavek, Ze vzdalenost dvou re-
alnych bodu je vidy realna. Jiz z toho je ziejmo, Ze volba
konstanty ¢ vyZaduje hlubsiho rozboru. Odvodime ji z po-
zadavku, které_sice nejsou loglckou nutnosti, ale pro
nazor jsou témeét samoziejmé. Tyto poZadavky jsou:

1. Vzdalenost riznych realnych bodi je vidy redlna,
od nuly riuzna.

2. Na primce moZno volné pohybovati bodem.

RozepiSeme posledni vzorec pro m(xy), pfi éemZ se

omezime jen na hlavni hodnoty. Obdrzime tak pro pfimku
hyperbolickou (VIII, 2)

f
k_;’“logl A=>0

m=tiogltl—Eat L wiogr|+em, 1<0,

pro primku eliptickou
' hi—k
2

a konecné pro pfimku parabolickou
m=0.

Z techto vzorcl jest ihned zfejmo, Ze nemiZeme voliti
souasné k= 0, £’ = 0, nebot pak by pro pfimku hyperbo-
lickou a eliptickou nebyla splnéna prvni podminka a to
i v tom ptipadé, omezili-li bychom se na obor jen uvnitf,
nebo jen vné obrazu absolutni kuzelosecky. Zkusme tedy
zvoliti jedno z ¢Cisel &, &’ rovno nule.

Pro ptimku eliptickou jsou oba poZadavky splnény,
Jjen kdyZ volime & = 0, t. j. c=F'l. Pri této volbé konstanty
neni vSak jisté splnena prvni podminka pro pfimku hyper-
bolickou. Nesmime tedy voliti ¢ = &'i. Volime-li vSak ¢ =&,
jsou pro hyperbollckou primku podminky 1., 2. splneny jen
tenkrate, omezime-li se na studium dvojic bodu, jichZobra-
Zy nejsou oddelovany obrazy bodd absolutnich.
To znamena, Ze hotejSi podminky jsou splnény pro kaZdou
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piimku hyperbolickou, omezime-li se na studium té dasti
roviny, jejiZz obraz je bud vné, nebo uvnitf¥ obrazu ab-
solutni kuZeloseCky. Avsak v té ¢asti roviny, jejiz obraz
je vné obrazu absolutni kuZelosecky, nalézaji se primky
eliptické a parabolické, pro néZz hotfejsi podminky za pred-
pokladu c==#% ne]sou splneny Nesmime tudiz tuto ¢ast
uvaZovati. V té &asti roviny, jejiZ obraz jest uvnit¥ obrazu
absolutni kuZelosecky, neexistuji - ‘eliptické a parabolické
pfimky a tudiZ za predpokladu ¢=£% jsou pro vzdale-
nost hotejSi podminky vidy splnény. Tento diile-
zity vysledek formulujeme takio: Podminkam 1. a 2. je
vidy vyhovéno,omezime-lise na tu éast roviny,
jejiz obraz jest uvnitf obrazu absolutnl kuzelo-
secky a pfedpokladame-li c=*%

Dosazenim této hodnoty & do vzorce pro m(xy) obdr-
Zime definitivni rovnici pro vzddlenost dvou bodu:

k k fzy + Vf;y_fmfyy
7 =—1 =1 ——
g) m(xy) = 5 log 4= 5 log for VTl

Interpretaci a pretvoreni tohoto vzorce provedeme
pozdéji. Nyni vSak se obriatime ke studiu vzorce pro tihel
dvou pfimek v roviné.

2. Uhel dvou pFimek. Necht v hyperbolické roviné
jsou ddny dvé primky X, Y o soufadnmicich X;, X;, X;;
Y, Yz, Y;. Jejich uhel stanovime obdobnym zplsobem,
jakym jsme v pfedchazejicim odstavci stanovili vzddlenost
dvou bodi. Tam jsme na spojnici xy stanovili priiseéné body
s absolutni kuZelosefkou, zde priseéikem obou prlmek ve-
deme teény k absolutni kuZeloseéce. Nazveme je = a Z'.
Tim jsme ve svazku prlmek ktery prochazi bodem (XY),
stanovili pfimky, které jsme dfive nazvali pfimky abso-
lutni. Odvozeni dhlu dvou pfimek déje se prave tymz
zpiisobem jako v kapitole predchazejici. Pritom ovSem pred-
pokladame kuZeloseéku absolutni danou ve tvaru p¥im-
kovém 2'. (Komu by pfece toto stanoveni uhlu zdalo se
obtiznym, ten miZe aplikovati krok za krokem postup od-
stavce predchazejlclhog) Ziskame tak vzorec pro thel M(XY)

c c Fxy+ ) Fxy— FxxFyy
8§ MEN)=—logd=-5log v+ .
Fyxy— | Fxy— FxxFyy
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Zde je C libovolnd, od nuly rizna konstanta, obecné

tvaru
C= K+ K,

pii éemz K a K’ jsou éisla redlna a 4 dvojpomér pFimek
zZ 2 X, Y, tj A= (EZ’XY). Bliz§i stanoveni konstanty C
neskyta obtizi. Vime totiZ jiZ z predchdazejiciho odstavce,
Ze se musime omeziti na studium bodia, jichZ znizornéni
jest uvnitl obrazu absolutni kuZeloseéky. Z takového bodu
miZeme v8ak vésti jen teCny imagindrné sdruZené. Jsme
tedy vedeni v hyperbolické rovine jen ke svazkim eliptic-
kym. Pritakovych svazcich je v§ak nutno voliti konstantu C
ryze imagindrni C= K'i (K=0). V prvnim odstavci sedmého
paragrafu kapitoly IIl jsme dokazali, Ze horni hranice pro M
jest (aZ na nasobky — k'~n) pravé

M, . =Kn?%)

Uéinime jeSté jeden pFedpoklad, ktery omezi volbu
konstanty K’. Budeme totiZz poZadovati, aby ihrnnd hod-
nota udhlu dvou pFimek byla pravé, jako v geometrii
euklidovské, rovna =.

Z posledniho vzorce je zfejmo, Ze musime voliti
K’'=1, ma-li tomuto poZadavku byti vyhovéno. Tim jsme
vedeni k definitivnimu tvaru vzorce pro tihel dvou pfimek

Fyy+VFyy—Fxx Fyy
Fyy—VFyy— FxxFyy

8)

M(XY)= % log

3. Jiny tvar vzorci zdkladnich. Pravé tak, jako
jsme odvozovali vzorce 18), 24), 25) v predchazejici kapi-
tole, miZeme obdobné vzorce stanoviti i zde. Nebudeme
jiz provéadéti vypocdet podrobné a podidme jen vysledky.
Zéakladni vzorec pro vzdalenost dvou bodi mozZno téz psati

) (xy) =k Cos fay ik arc cos Sy
a) m(xy) = k arc Cos ———— = ikare cos ———,
) Vel Veela
2 __ / —
b) m(xy)= karcSin v_—f”y Tl ki arc sin V Jerl =Ty .
fa:zfyy azlyy

4) Na uvedeném mistd jsme uzivali pondkud jiného oznaeni pro
konstantu, coZz snad ¢tendfe nebude myliti.
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Pro ihel dvou primek obdriime ze vzorce 8')

Fxy
aj) M(XY)=arccos ——————
V FxxFyy '
10 QO —
b) M (XY) = aresin L M
: FexFyy

Tyto vzorce nam velice prospéji v pozdéj§im poétu
a proto je zde vyslovné uvadime.

§ 3. Interpretace zdkladnich vzoreci.

Interpretace zakladnich vzorcii je ndm vlastné jiZ
zndma z kapitoly predchéazejici. Nebudeme ji proto znova
odvozovati, nybrZ omezime se na struéné poznamky. Tak
v prvé fadé vidime,. Ze v hyperbolické roviné podle naSi
dmluvy prichazeji v dvahu jen primky hyperbolické a svazky
jen eliptické. To znamena:

V hyperbolické roviné métfime vzdalenosti
hyperbolicky, ale ihly elipticky.

Tento vysledek ovSem neni novy, ale je dobfe uvésti
jej pravé timto zplusobem, nebot takto je ziejma jedna
z nejcharakteristictéjSich vlastnosti hyperbolické roviny:
jejil metrickd nedudlnost?)

Vzdalenosti dvouz bodi neodpovida totiz dudlné dhel
dvou ptimek, které jsou projektivné dualné k oném bodim.®)

Z prvé casti véty nahofe vyslovené miZeme odvoditi
mnoho vyznaénych vlastnosti hyperbolické roviny, uvédo-
mime-li si vysledky ziskané v pfedchazejici kapitole pfi
studiu hyperbolické pfimky. V prvé radé je to zavedeni bodi
nevlastnich. Na kazdé hyperbolické ptimce existuji dva
redlné body nevlastni. Dokéazali jsme, Ze jsou to praveé abso-
lutni body dané pfimky. Vzddlenost dvou bodid, z nichz

%) Euklidovska rovina je také metricky nedudlni. Vzdilenosti mé-
fime parabolicky, dhly elipticky.

% To bylo jednim z divodd, pro ktery néktefi matematikové za-
vrhovali moZnost domnénky, Ze roviny v naSem prostoru jsou hyper-
bolické, neb euklidovské (t. j. Ze n43 prostor je hyperbolicky, neb
euklidovsky). Poukazovali na to, Ze v pfirodé jeden tkaz plyne z dru-
hého a tudiZ je mélo pravdépodobno, ze by takové roviny se dvéma
riznymi metrikami (pro body a pfimky) se v pfirodé vyskytovaly.
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alespon jeden je nevlastni, je nekoneéné velkd. P¥i odvo-
zovani vzorce pro vzddlenost dvou bodid v roviné hyper-
bolické jsme za body absolutni pokladali prusecxky primky
s absolutni kuZeloseékou. To platilo o kazdé pfimce a proto
miZeme Fici:

Body kuZelosedky absolutni, a jen tyto, jsou
neviastnimi body hyperbolické roviny. Jsou
vidyrealné. Vzdalenost libovolného bodu, ktery
neni nevlastni, od néjakého bodu absolutni ku-
Zelosecky je nekoneéné velka.

Z toho plyne, Ze dvojrozmérna bytost, nadana schop-
nosti méFiti vzdalenosti jen hyperbolicky, nikdy by boda
absolutnich nedosdhla a tudiZ ani nemohla pfestoupiti. Tim
naSe omezeni na obor na téie strané absolutni kuzelosecky
jest i logicky a noeticky sankcionovano, nebot se stano-
viska takové bytosti existuje jen jeden obor roviny vzhle-
dem k absolutni kuzZeloseéce. Omezili jsme se vS8ak na obor
uvnit¥ absolutni kuieloseék‘y. Je tudiZ jen logickou kon-
sekvenci, kdyZ slovem ,bod“ oznaéime jen takovy, jehoZ
obraz jest uvnitf obrazu absolutni kuZelosecky. Podobné
slovem ,pfimka“ budeme rozuméti jen tu jeji ¢ast, ktera
se zndzornuje uvnitf obrazu absolutni kuielosecky. Bude-
me-li pres to nuceni mluviti 0 bodech, jichz zobrazeni je
vné obrazu absolutni kuZelosecky, budeme uzZivati oznadeni
,bod idealni“.

Podobné budeme mluviti o é&astech pfimky, jichZi zo-
brazeni je vné obrazu absolutni kuZelosecky, jako o ,idealni
casti primky“. Dle toho primky eliptické budou pro néas
Hidedlni®. Rovnéz tak primky parabolické, s vyjimkou
jednoho (vlastné dvou splyvajicich) bodu teéného.

Uéinime jesté jednu imluvu razu vice formalniho. Mohli
jsme ji uciniti sice jiZ drive, ale pristoupime k ni teprve
nyni, kdyZ je moZno predpokladati, Ze ¢tendf jiZ dokonale
rozeznidvd mezi neeuklidovskym itvarem a jeho eukli-
dovskym modelem. Pfi vykladu nebudeme nazvy nahote
zavedené ddvati do uvozovek. To jsme udinili jen proto,
aby vice vynikly. Uvozovky si reservujeme pro tutvary na
modelu. Tak obrazem bodu je ,bod“. podobné obrazem
piimky je ,pfimka“. Uvozovkami tedy zdiraziujeme, Ze
mluvime o obraze utvaru, nikoliv pfimo o ném. To, ]ak
pozdéji pozniame, velice zjednodu$i prostfedky vyrazové.
— Obratme se nyni ke studiu pfimek v rovineé.
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§ 4. Dvé pFimky.

Vysledky predchazejicich odstaveil neposkytovaly vlastné
vice, neZ jsme znali jiZ z kapitoly predchozi. V tomto para-
grafu odvodime nékteré poznatky, jeZ budou pro nés zcela
nové, K tomu cili vSimnéme si obrazu 1, kde jsou vyzna-
éeny rizné polohy dvou pfimek. Primky X, Y7) se proti-
naji ve skutecném bodé mimo kuZelosecku absolutni, primky
X, Z (nebo Y, Z) se protinaji na absolutni kuZelosecce,
konecné piimky Z, T se neprotinaji. Je tfeba vSimnouti
si zvlasté kazdé z téchto tfi poloh dvou piimek, coZ udi-
nime v ndsledujicich Fadcich.

Obr. 1.

Primky X, Y, které se protinaji ve skuteéném bodé
mimo absolutni kuZelosecku, nazyvdme ridznobéziky.
Jejich 1hel®) méfime podle 8. Je vidy redlny, jak jsme
dovodili na pFislusnych mistech pfi studiu eliptického svazku
(I, 7, odst. 1). Nejvétsi uhel dvou takovych pFimek je

") Podle timluvy v pfedchézejicim § minime tim pfimky, které jsou
znézornény ,pfimkami® X, Y.

%) Uhlem dvou pfimek nazyvdme opdt hlavni hodnotu logaritmu
ve vzorei 8.

V. Hlavaty: Uvod do neeuklidovské geometrie. 7 85



roven = (IV, 2, odst. 2). Zvlastni zminky zasluhuji pFimky,
T

které sviraji tihel ;2—, t. zv. pfimky kolmé. Tu musi podle
8) byti

] Fyy+VFyxy— FxxFyy n

M(X =L1 XY il S S £ S B

N =g e Fxy—VFyy—FxxFyy = 2

Z této rovnice plyne (podle VIII, 1, 3)
F y ~— FxxF R
xyt M =eim=cosni-_ isinn=-—1,

Fyy—VF%y —FxxFyy
to jest Fgy=0.

S podobnou rovnici (pro soufadnice bodové) jsme se jiz
setkali (III, 2, odst. 3, poznamka 4) a dovodili (podle VIII, 6,
odst. 1), Ze znaci elementy harmonicky sdruZené k elemen-
tdm absolutnim. Podle poznamky 2 v této kapitole vime, Ze
foy =0 je rovnici bodi poldrné sdruzZenych vzhledem
k absolutni kuZeloseéce. Primkam, které vyhovuji rovnici
Fxy=0, tikdme také pfimky poldarné sdruZené. Jejich
obrazy maji tu vlastnost, Ze ,pfimka“ X prochdzi ,poélem*
,primky“ Y a obracené. MiuZeme tedy Fici:

Dvé kolmé riznobézky (kolmice) jsou po-
lairné sdruZieny vzhledem k absolutni kuzZelo-
secéce.’?)

Nékdy se takovym pfimkam fika téZ harmonicky sdru-
Zené (II1, 7, odst. 1). Na obraze 1 jsou to pravé ,pfimky“ X, Y.

Zname-li jiZz definici kolmych ptimek, miZeme snadno
odvoditi vétu: Dveé riiznobéZky nemaji spoleéné
kolmice. Takovd kolmice by musela prochazeti pély obou
pfimek. Tyto pdly jsou vsak idedlni, vidy tak poloZeny, Ze
i jejich spojnice je idedlni a tudiZ pro nas neexistuje.
(,Prisedik“ riiznobéZzek je totiz uvnitt ,absolutni kuZelo-
seCky“. Spolecnd ,kolmice“ obou riznobézZek je jeho poldrou
ata tedy protind ,absolutni kuZeloseGku“ v bodech imaginar-
nich a tudiz je vné ,abs. kuZelosecky*“.)

Obratme se nyni ke studiu pfimek, které se protinaji
na absolutni kuZelosecce. (Na pf. X, Z, nebo ¥, Z)) V tomto

%) Pfipomeiime si obdobnou v&tu z eunklidovské geometrie: ,Dvé
pfimky kolmé jsou polirnd (harmonicky) sdruZeny k pfimkdm iso-
-tﬁ)lpickjr;l“. Ctenaf si tuto vétu snadno odvodi ze vzorce Laguerreova.
{1, 1, 4.
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pripadé absolutni pfimky se ztotoZiuji v jedinou, totiZ te¢nu
k absolutni kuZeloseéce. V kapitole III, 2, odst. 3 ad ¢) jsme
vSak dovodili, Ze rovnice (nyni v soufadnicich pfrimko-
vych) Fxz — Fxx Fzz = 0 ma za nasledek splyvani elementit
absolutnich. TotéZ vSak plati i obracene, takZie v tomto
pripadé je podle 8’)

. F ., .
M(XZ)=—; log =22 =2

F_xz =?log 1=0.

Uhel pfimek, které se protinaji na absolutni kuZelosecce,
je roven 0. Primky, jeZ se protinaji na absolutni kuZelo-
seCce, nazyvame rovnobéZné (rovnobézZky) zcela podle
analogie rovnobéZek euklidovskych. Z obrazku pfimo plyne
dulezZita véta o rovnobézkach:

Z libovolného bodu mozZno k dané ptimce
vésti dv€ a jen dv€ rovnobézky.

Tak moZno na pf. z bodu b vésti dvé rovnobézky
X a Y k pfimce Z. (Obr. 1.) To znamend, Ze ke kaZdému
z obou moinych sméri na primce Z nalezi jen jedna
primka (bud X, nebo Y). (V literatufe se mluvi téZ o polo-
pfimkach (X, Y), k dané pfimce (Z) rovnobézinych.) Tato
moZnost do jisté miry sama charakterisuje geometrii hyper-
bolickou. Lobacevsky, tviirce hyperbolické geometrie, ucinil
ji jednim ze zdkladnich pozadavkii své geometrie, nahradiv
il V. postulat Euklidiiv. O dvou rovnobézkiach je mozZno
dokazati, Ze nemaji spoleéné kolmice. Takova kolmice by
musila prochédzeti poly obou rovnobéZek a je tudiZ idealni.
(Je to ovSem ,teéna“ absolutni kuZelosecky.) NejvySe bychom
snad mohli Fici, Ze maji spolecny smér kolmy (znazornény
smérem ,teény“ k ,absolutni kuZeloseéce® v jejich spoleéném
»praseciku“). Ale c¢tendf se sim snadno presvédci, Ze tento
smér svird s pFisludnymi rovnobéikami 1hly neurdité.
Kdybychom pfes to chtéli pojem spoleéného kolmého sméru
dvou rovnobeézek zachovati, musili bychom definitoricky
zavésti hodnotu dhlu pfimky a smeru te¢ného k absolutni
kuzeloseéce v jejim bodé absolutnim. To by vSak mélo
pravé tak malo geometrického opravnéni, jako kdybychom
zavadéli v euklidovské geometrii pojem uhlu pfimky vlastni
a nevlastni a tudiz tak neucinime.

Treti pripad, kdy dvé primky se neprotinaji, neni méné
zajimavy neZz pripad pPedchazejici. Pfimky, které se ne-
protinaji, budeme nazyvati mimobézné (mimobéziky).*?)

92) Poincaré je nazyvd rovnobézky.
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Jsou to na priklad Z a 7. Zodpovézme nejdiive otazku, jaky
thel sviraji mimobézky ? Opakujme krok za krokem postup,
jakym ziskame thel! ,PF¥imky“ Z a T prodlouZime ai do
spoledného ,prisefiku“, z néhoz vedeme ,tecny*“ k ,absolutni
kuzelosecce“. Tyto ,tecny“ jsou vidy realné, ptislusny dvoj-
pomeér tedy také, a to vzdy kladny, a tudiZ jeho logaritmus je
taktéZ realny. Podle vzorce 8) obdrzime hodnotu ihlu

. , . i . < v Ay 1. .
nasobenim tohoto logaritmu -, coZ v naSem pripadé dava

vysledek imaginarni: 2
Uhel dvou mimobé&Zek je vidy imaginarni.

O takovych mimobéikach Z, T muZeme dokazati, Ze
maji spoleénou kolmici. ,Kolmice“ K musi totiZ prochazeti
Spoly* ,primek* Z, T, t. j. byti polarou ,priseciku®
»pFimek® Z, T vzhledem k ,absolutni kuZelosecce“. Jezto
tento ,prusecik je vné ,absolutni kuZeloseCky®, je tim
zaruéeno, Ze ,kolmice protina ,absolutni kuZelosedku*
v redlnych ,bodech“. My ov8em neuvazujeme jeji idedlni
cast.

(Existence spole¢né kolmice dvou mimobéZek vysvétluje
také jejich ,jiny, ponékud nezvykly ndzev nadrovno-
bézky.)

Sezndmiv8e se takto s riiznymi polohami dvou pfimek,
muZeme vyslovné formulovati vétu (obr. 1):

Bodem s uvnitf néjakého thlu dvou razno-
béiek (X, Y) neborovnobéiek (Z,X) miZeme vidy
vésti mimobéZiku alespon k jednomu z ramen
. dhlu.

Pozd&ji uvidime, Ze tato zdanlivé jednoduchd véta byla
priinou nezdari pfi ,dukazech’ V. postulitu Euklidova.
V nasledujicim paragrafu nékteré tyto pokusy uvedeme
a vytkneme jejich chyby.

§ 5. Né&které pokusy o dikaz V. postulitu Euklidova.

Pokusy, o nichi se v tomto paragrafu zminime, spo-
Givaji vétSinou na pfedpokladech, které bud nejsou logicky
nutné, nebo jsou pfimo rovnocenné s V. postulitem. MiZeme
zhruba Fici, Ze jejich autofi dokazali to, co predpokladali,
kdyZ z téchto predpokladi chtéli dokazati onen postulat.
Vétdinou a priori popirali (byt i nevédomky) moZnost
hyperbolické geometrie.
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Posidonius (v prvém stoleti pred Kristem) upotfebil
k dikazu této definice rovnobézek!%): Dvé pfimky jsou
rovnobéZné, maji-li stejné vzdalenosti. PFi tom
predpokladal, Ze vzdalenosti se méFi na spoleénych kolmicich.
My jsme vSak o pfimkéch rovnobéZnych dokazali, Ze v hyper-
bolické roviné vibec spoleéné kolmice nemaji. Ostatné
pozdéji (V, 1, odst. 3) dokdZeme, Ze geometrickym mistem
bodi, stejné od dané primky vzdalenych, neni pFimka.
Tento autor tedy jisté ze svych uvah vyluéoval — ne-
védomky — hyperbolickou geometrii.

Ptolemaios (v druhém stoleti po Kr.) chtél dokazati
V. postulat nasledujicim pochodem (obr. 1): PFedpokla-
dame-li, Ze uhly aq, g, tvofené rovnobéZkami Z, Y a pfickou P,
jsou dohromady vétsi nez uhel 180° a - g > 2R, musi byti
téZ o' + p' > 2R. Z tobo plyne a+ 8 + o' + §' > 4R. Pfed-
pokladem a-+ g-X R dospéjeme tymZ pochodem k ne-
rovininé a + g + o' 4+ B’ < 4R. Jeito viak plati rovnice

AR=(a+ad)+ B+ =a+p+a+8,

je nutno pFedpoklddati a« + 8= 2R. Z této rovnice snadno
plyne dikaz V. postulatu. Chyba spoéivala v tom, Ze pfed-
poklddal a=p’, = B, coZ neni logicky nutné. Skuteéné
v roviné hyperbolické je a=+p, o’ +4.1)

Proclus (v patém stol. po Kr.) dokazal V. postulat vétou:
Protina-li pfimka P jednu ze dvou rovnobézZek
Z a X, musi nutné protinati i druhou. Jisté tedy
i tento matematik vylucoval — nevédomky — mozZnost
hyperbolické geometrie, jak nas pouéi pchled na obrazec.

Saccheri (1667—1733) postupoval asi timto zpisobem:
Predpokladal ctyfihelnik s tfemi pravymi Ghly a chtél do-
kazati, Ze ¢tvrty ihel jest rovnéz pravy. (Z existence ¢tvrtého
uhlu pravého plyne V. postuldt.) Dokaézal, Ze tento thel

1) D’Alembert v ,Encyclopédie Méthodique Mathématique®, sv. II,
str. 519, ve ¢lanku ,Paralléles“ piSe: ,La définition et les propriétés de
la ligne droite, ainsi que des lignes paralléles sont I’écueil et pour ainsi
dire le scandale des éléments de Géométrie.“ ,Definice a vlastnosti
piimky, jakoZ i rovnobdZek jsou uskalim a takika ostudou zikladi
geometrie.“ Citovdno podle Bonola-Liebmann: ,Die nichteuklidische Geo-
metrie®, str. 54. (V tomto paragrafu je této knihy hojné pouZito.)

11y Ov3em, Ze i na modelu euklidovském jsou tyto nerovnice obecnd
splndny, méFime-li je euklidovsky. Z euklidovské velikosti 1ihld, které
nemaji spoleiny vrchol a jedno rameno, nesmime v8ak usuzovati na
pomér jejich hyperbolickych velikosti!
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nemiiZe byti vétsi nez 90°'%) Chtél rovnéz dokazati, Ze
nemiZe byti mensi nez 90°. To se mu vSak matematicky
nepodafilo. Naopak sestrojil prvé zaklady hyperbolické
geometrie. JeZto vSak chtél dokazati V. postulat, zavrhl
z divodi logickych hypotésu o ostrém thlu. Pfi odvozo-
vani dasledka z této hypotésy dospél totiz k vysledkum,
které odporuji podle jeho ndzoru prirozenosti pfimky. Tento
italsky mnich byl snad prvy, ktery logicky vybudoval za-
klady geometrie hyperbolické. Tragické je, Ze vlivem
tradice a ndzoru je sam zavrhl.

Legendre (1752—1833) podal dikaz V. postulatu, opiraje
se o vétu: Bodem s uvniti dhlu pfimek Y a X
mozZnovidyvéstiriznobéZku kobémaramenium.
Na jiném misté se mu podaFilo dokazati, Ze v pFipadé
geometrie hyperbolické (podle nasi terminologie) musel by
dhel byti zavisly na délce ramen. Tato zavislost (v hyper-
bolické geometrii zcela spravnd, jak pozdéji dovodime) zdila
se Legendreovi byti protismyslnd a proto zavrhl moZnost
geometrie hyperbolické. :

Saccheri byl prvy, ktery si byl védom, Ze se mu ne-
podatilo matematicky dokazati, Ze geometrie hyperbolické
je nemozna. Zminili jsme se o divodech, které ho pfimély
k tomu, aby neuznal jeji logické opravnéni. Nebyly to
divody matematické a tudiZ zaujeti kladného stanoviska
k této geometrii bylo jen otdzkou casu. Skuteéné pozdéji
muozi, ktefi pocali pracovati s imyslem dokézati V. postulat,
musili sloZiti zbrané a casto priznati moinost geometrie
hyperbolické.?) )

Mohlo by se fFici, Ze v dobé Gaussove (1777—1855) vie
bylo pripraveno k objevu a zdivodnéni hyperbolické geo-
metrie. Dosud v§ak nebyly pfesné definovany rovnobézky.
To uéinil Gauss takto (obr. 1): Neprotinaji-li se dvé
primky Y, Z (v koneénu), ale kazda pfimka bodem b
na Y mezi K, (ktera je riznobézZna se Z, ale ni-
koliv nutné kolma k Z) a Y protina Z pak tyto
pfimky jsou rovnobéziné. (Gauss mél zfejmé na mysli

12) Dnes vime, Ze se mu to podafilo proto, Ze pfedpoklddal pfimku
nekoneénou, ¢imZ predem byla vylou€ena geometrie eliptickd. Formulace,
kterou poddvame, neni presné Saccheriho, ale v&cné je stéjnd.

13) O geomelrii eliptickou se pfed Riemannem nikdy nejednalo.
Z kritiki dikazd V, postuldtu uvedu zde alespoi jedno jméno, Kluegelovo
(1739—1812), ktery po dikladné kritice stavajicich dikazd dovodil jejich
nesprivné zaloZeni a priSel k domnénce, ze dvé mimobéZiky mohou
divergovati.
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rovnobéZnost jen v jednom sméru.) Tato definice je platna
pro geometrii euklidovskou a hyperbolickou. Nutno v3ak
napfed dokézati, Ze neni zavisla na poloze bodu b, coZ
Gauss skuteéné ulinil. Na této definici konstruoval pak
zaklady hyperbolické geometrie. Nepokracoval viak v této
prdci, nebot 1832 seznamil se s praci J. Bolyaie o ,absolutni
geometrii. (Bolyai nazyva tak souhrn poucek geometrickych,
které plati pro geometrii hyperbolickou i euklidovskou.*)

V novéjSi dobé Hilbert formuloval postulit o rovno-
béZkach pro hyperbolickou geometrii a nahradil tak V. po-
stul4t. geometrie euklidovské. Tento postulat zni (obr. 1):

Je-li Z libovolna primka a b libovolny bod
mimo Z, pak mozZno jim vZdy vésti dve (polo)-
primky (soumérné podle kolmice K), které ne-
spadaji v jednu a Z (v koneénu) neprotinaji,
kdeZto kazdd (polo)pfimka v uhlu ¢ bodem b
vedend ji protina.

Tak jsme se dostali struénymi poznamkami az do doby
historické. PrileZitostné se znovu vritime k témto dvaham.
Nyni vsak budeme pokracovati ve studiu hyperbolické
roviny.

§ 6. Uhel rovnobé&Znosti.

V pfedchazejicim paragrafu jsme ukazali, Ze dvé rovno-
bézky nemaiji spoleéné kolmice. To znamend, Ze pfimka K
(obr. 1), kterd je kolma na pFimku Z, neni jisté kolma na
primku X || Z. Uhel pfimek K a X nazyvame dhlem rovno-
béZinosti rovnobézek ZX. Jeho hodnotu muZeme snadno
vypocitati z obecného vzorce 8'). Vypocet se v3ak velmi
zjednodusi, volime-li ,piimky“ zkoumané ve zvlastni po-
loze vzhledem k ,absolutni kuZelosedce“. Tim iivaha ne-
stane se méné obecnou, ale jeji vysledky obdrZime s mensi
namahou. Tak na obraze 2 zvolena za jednu z rovnobézek
JpFimka“ zakladniho trojihelnika X=0"0"’, za druhou
rovnobézku ,primka“ P. Kolmice k X budiz taktéz ,pFimka“
zakladniho trojihelnika ¥ —o0’0""’. — Mame vypoditati iihel ».
K tomu pouZijeme vzorce 10b).

MizZeme pfedpokladati, Ze ,absolutni kuZelosecka“ jest
dana rovnici v kanonickém tvaru (VIII, 6, odst. 3)

fo=8t 5 —5=0
") Zazminku stoji, Ze gbttingsky kolega Gaussdv, Thibaut, pfedna3el
dikaz V. postulétu, ktery jesté ve XX.stoletibyl jako takovy reprodukovdn!
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Z této rovnice je zfejmo, Ze ,bod“ ¢ ma souFadnice
bud 0:1:1, nebo 0:1:—1. Budeme pFfedpokladati, Ze jeho
soufadnice jsou prdveé 0:1:1. Teénovou rovnici ,absolutni
kuZelosecky“ odvodime podle rovnice 2') (viz téZ VIII, 6, 28") :

—Foe=—E}—23+ E,=0.

99(100)

[

FA
K

Obr. 2.

Abychom mohli vypo¢itati ihel y podle 106), potfebujeme
znati primkové soufadnice pfimek P a Y. Primka P pro-
chazi body b (by, 0, bg) a ¢ (0, 1, 1) a tudiZ jeji rovnice
je (podle VIII, 3, 17)

Xy Xy Xy

b0 by | =—byx,— bx,+ bx,=0.
011
Z toho odvozujeme, Ze jeji pfimkové soufadnice jsou
v poméru P,: Pp: Py=—bg:— b, :b,. Podobné odvodime

pfimkové soufadnice pfimky Y, Y,:Y,: Y;=0:1:0. Do-
sazenim téchto soufadnic do vyrazi Fyp, Fy,, Fp, obdriime

f'PP:baz’ pr—:—bl, FYY:]"
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Ze vzorce 10b), aplikovaného na nas piipad, plyne

.|/ FerFyy—Fpy _ Vo3 —bt
sin y == FPP Fyy =+ D, *

Tak jsme vypocitali thel y. Vzorec ten v3ak dd se
snadno upraviti, ,zavedeme-li do poctu vzdalenost bodu
x=0" a b. PouZijeme k tomu vzorce 9a). Dosadime-li sou-
fadnice téchto dvou bodu do vyrazu f,,, f, fis, ziskdéme

fu=_11 ,zb=_b.’ll fbb=b¥—b§'
Ze vzorce 9a), aplikovaného pro nas pripad, plyne
mab) S —b
k Vil  V03—07

Porovnanim této rovmnice. s rovnici pro sin y obdrzime
dulezZitou formuli

Cos

| 1
=4
sin y 4 Cos m gb) 15)

11)

Z této relace odvodime nékteré diusledky. Tak jest
ihned zfejmo, Ze

tihel rovnobéinosti zavisi na délce ramene,
t. j. na vyrazu m(x, b), a to tak, Ze

pFi klesajici délce ramene stoupa velikost
ihlu.

Timto zpisobem miZeme

kazdé useéce prifaditi dhel a obrédcené
kaidému dhlu pfifaditi jistou isecku.

Z toho divodu se nékdy (podle Lobacevského) uiiva

pro thel, ptislusny délce m, oznaéeni I7 (m). V tomto ozna-
éeni je vzorec 11) ve tvaru

| 1 ‘
sin [I (m) =— -
Cos™

k|

13) V dal3im budeme uvaZovati jen znameni horni, t. j. jen thel y
a nikoliv 2R + .

11
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m

Rozvineme-li Cos v fadu (VIII, 1, 6), ziskdme z rov-

nice 11') k
1
sin IT(m) =
(m: k)? (m: k)*
1+ 91 =+ 4l +....
. 2 . '
Kdyi 20— 0, jost lim (1-+ (m:k)® | (m:Ry 4
i 21 4]
k
a tudiz
lim sin /7 (m) =1.
T—»O
Z toho soudime, Ze lim II (m) = %— a proto:

T—»O

Pro kaZidou tseéku m, ktera je dostateéné
mald vzhledem ke & je v prvém pFibliZeni thel
T
2 .
V euklidovské roviné je pro kaZdou isecku m thel

II(m) roven konstantnimu dhlu

rovnobéinosti%. Vzbuzuje to dojem, jako bychom v pfi-

padé euklidovské roviny uvaZovali hyperbolickou
rovinu, jejiz konstanta % je dostatecné velka vzhledem ke
kazdé tsecce m této roviny. Proto nékdy rikame, Ze eukli-
dovskd geometrie jest vlastné. diferencialni geometrii geo-
metrie hyperbolické. (Srovnej III, 5, konee.)

Zavislost Ghlu na délce ramene byla jiZ zndma pted
Lobacevskym. Tak na priklad Legendre k tomu vysledku
priSel a pravé proto neuznaval mozZnost hyperbolické geo-
metrie. (Viz predchazejici paragraf.) Lambert (1728—1777)
na zakladé tohoto faktu, ktery mu byl zndm, dospél az
k presvédceni, Ze existuje absolutni jednotka délky
a tedy i absolutni méFeni. To zdilo se mu vsak proti-
smysinym a proto tak jako Legendre zastaval nazor, Ze
hyperbolickd geometrie jest nemoZna.

Pozndmka. Lobadevskyj nejen Ze véfil v moZnost hyperbolické
geometrie (v prostoru), ale cht&l i praktickym pokusem stanoviti kon-
stantu 2. Byl si v&dom toho, Ze, existuje-li skutein& prostor jako hy-
perbolicky, musi nutné jeho konstanta k byti tak velkd vzhledem k zem-
skym rozmérim, Ze pFi zemskych mé&fenich miZeme uZivati euklidovské
geometrie, aniZ bychom se dopustili znatelné chyby. Proto chtél
konstantu tu zjistiti méfenim astronomickym. K tomu cili uvaZoval
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pravothly trojuhelnik, jehoZ odvdsny byly tvofeny polom&rem drihy
zemské r a vzdilenesti Siria od Zemé&. Aplikaci vzorce 11’) na tento
trojibelnik dospél k nerovnind

T" < 0:000006012.

Tato nerovnina vedla ho k pfesvédceni, Ze konstanta % jest i pro
takovéto astronomickd méFeni pfili§ velik4, nebot dle uvedeného vzorce
jest alespofi 166.320 primé&ri zemské drahy. Z toho usuzoval, Ze pro
praktické ifely moZno povaZovati & vzhledem k méFfenym délkdm za
nekone®né veliké, neboli, Ze pro praktickd mé&Feni plati geometrie
euklidovsk4.

§ 7. TH a vice pFimek.

1. Trojihelnik. Z vyvodi pfedchazejicich paragrafi
mozno odvoditi nékteré zajimavé véty. VSimnéme si na pf.
trojihelniku v hyperbolické roviné. MiiZeme sestrojiti troj-
dhelnik, jehoZ tdhly (vnitini) jsou vesmés rozdilné od nuly.
To neni nic zvlaStniho a proto se u takovych trojihelniki
nebudeme zdrZovati. MiZeme vSak sestrojiti trojibelnik,
jehoz jeden, dva, nebo vS3echny 1ihly jsou rovny nule.
Takovym trojuhelnikim fikdme jednou, dvakrat, trikrat
asymptotické. Na obraze 3 jest abc jednou, abc’ dvakrit,
ab’c’ dokonce trikrat asymptoticky. JiZ z toho je ziejmo,
Ze v hyperbolické geometrii neplati obecné znama véta
o souctu dhla v trojihelniku.') DokaZeme pozdéji, Ze ne-
plati vibec.

Podobné mozZno ukazati, Ze neexistuji trojihelniky, jichz
dva thly jsou pravé. Maji-li totiz dvé ,strany“ byti na tfeti
kolmé, jsou nutné mimobézné (sviraji tihel imagindrni, viz
IV, 4). Takovym ,trojihelnikem“ jest na obr. 3 trojihel-
nik edf.

2. CtyFuhelnik. S historického hlediska jest zajimavy
étyFihelnik, jehoZ t¥i vnitini wuhly jsou pravé. Takovy étyr-
uthelnik slouzil pfi dikazech V. postulatu Euklidova. (Vlastné
jiZ u Saccheriho. Lambert, Legendre a jini uZivaji pfimo
tohoto étyfihelnika.) Postup takovych dikazi byl asi né-
sledujici: Zbyvajici dhel je bud mens&i neZ pravy (t. zv.
hypotésa thlu ostrého), nebo jest pravy (hypotésa ihlu
pravého), nebo . konecné je vétsi neZ pravy (hypot. tupého
uhlu). Je-li platna hypotésa pravého uhlu, je mozno z ni
dokazati V. postulat. Snahou dokazovateldi bylo tudiz doka-
zati, Ze obé zbyvajici hypotésy nejsou pripustné. O hypo-

19) Soudet vnitfnich Ghli v trojihelniku jest 180.“
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tése uhlu tupého to skuteéné dokazali.!’) O hypotése tGhlu
ostrého se jim to vétdinou nepodarilo matematicky. SpiSe
objevili néjakou poucku z hyperbolické geometrie, ktera se
jim zdala logicky nemoZna a proto hypotésu ostrého tihlu
neuzndvali. Zbyvala jim ovSem nyni hypotésa tihlu pravého,
z niZ plyne V. postulit.

Pouhy pohled na obr. 3 nds poudi, Ze uhel 6 v ¢étyf-
dbelniku, jehoZ t¥i thly a, 8, 7 jsou pravé, je menSi neZ
pravy. Je totiZ jednak 6’ >4, jednak &’'==90° a tudiZ

J < 90°.V%e)

e,

Obr. 3.

Ct{w{vi‘ﬁhelm’k ten je v poloze zcela obecné. Z tohoto
poznatku plyne, Ze

hypotésa ostréhe uhlu vede ke geometrii
hyperbolické.!s)

Zdaélo by se na prvy pohled, Ze z hypotésy ostrého 1ihlu
plyne ihned véta: ,Soucet uhli v trojihelniku je mensi
nez 180°.“ UhlopFiéna, spojujici vrcholy thla B, 4, rozdéluje
¢tyfuhelnik na dva trojihelniky, v nichZz soucet ihlu je
menSi nez 360° To je sice spravné, ale neni mozno z toho
usuzovati, Ze v kazidém z téchto trojuhelniki je soucet
mensi nez 180°. DokdZeme tuto vétu aZ v kapitole nasledu-
jici prostfedky jednodussimi (V, 5, resp. V, 6).

17y JeZto pfedpoklddali, e pfimka je nekoneéna.

7a) Pfesny dikaz toholo tvrzeni, ktery je velmi snadny, pfene-
chavdam pili étendFova.

%) Tim neni oviem Feleno, Ze tato hypotésa vede jen ke geo-
metrii hyperbolické! Takové tvrzeni by bylo krajné neopatrné.
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§ 8. Zakladni konstrukce.

1. PfendSeni délek. Jak se prena3eji délky na téZe
pfimce hyperbolické, ukézali jsme jiZ v kapitole III, § 6,
a nebudeme tedy tuto konstrukei znovu opakovati. Zato
rozieSime 1lohu (obr. 4.):

UseCku ab pienésti s pfimky P na primku
*P. Tato tloha je velmi jednoduchd. Vime, Ze tsecky ab,
*q*b jsou jen tenkrite stejné, kdyZ dvojpomeéry (££'ab),
(*£*&'*a*b) isou stejné

(§&'ab) = (*&*E*a*b).

Obr. 4.

Tato rovnice vdak prdvé charakterisuie projektivni
pribuznost dvou fad bodovych P (&, &, a, b,..), *P (*&, *&/, *aq,
*b,..). Abychom si tilohu usnadnili, predpoklddejme nejdfive,
ze ,bod“ a je tak poloZen na P, Ze ,paprsky* &%, £'*¢) a*a
se protinaji v jednom ,bodé&“. Pak zminéné Fady jsou per-
spektivné projektivni a spojnice kazidych dvou
si odpovidajicich bodiu prochazi ,prisefikem“ paprski &*&,
&'*¢', Odpovidajici ,bod“ *b na* P k ,bodu“ & na P podle toho
snadno najdeme. Pak jest skuteéné ab=*a*b. — Je-li
bod a na P libovolré poloZen, posuneme tsecku ab podle
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(Ill, 6) do polohy, o niZ jsme privé mluvili a provedeme
naznacenou konstrukei. Tak jsme rozresili tlohu: Usecku
ab prenésti s pfimky P do libovolné polohy
na pifimce *P,

2. 0tadeni a prenaseni ihla. Uhel ,pfimek“
P a Q miieme otaceti takovym zpiisobem, Ze na ,pfimce*
Pq, ktera je ,polarou“ vrcholu ihlu, providime pohyb elip-
ticky. Konstrukce ta je v zdkladé stejna’s konstrukei uve-
denou pro pfimku hyperbolickou (III, 6), ma vsak tu nevy-
hodu, Ze operuje s elementy imaginarnimi. Proto v nésle-
dujicich odstaveich podame konstrukei jinou. Jiz zde vsak
miZeme upozorniti, Ze rozreSenim piredloZené lohy ziskame
téZ snadno feSeni ulohy obecnéjsi, totiz pfenaseni uhlu.

Obr. 5.

JeZto vSak i tato konstrukce ma nevyhodu stejnou, jako
konstrukce diive uvedend, roziesime tuto dlohu jinak.

3. Konstrukce dhlu rovnobézinosti II(m)=y
k dané isecce m=xb" a obracené. RozifeSme nejdiive
tilohu: K danému. tihlu rovnobéZnosti y, nalézti
pF¥isluSnou tseéku xby, 2 (obr. 5). Povaiujeme-li ,pfimku®
xby,2 za ,kolmici® k ,rovnobéZce“ s druhym ,ramenem®
daného ihlu, je zFejmo, Ze ona ,rovnobézika“ Pi,2 musi pro-
chazeti ,polem“ ptimky xby,2. ,PFimky“ P;,2 a xpi,2 se pro-
tinaji v ,bodé“ by,2, ktery s ,bodem* x uréuje hledanou tisecku.
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Je zFejmo, Ze jsme mohli tutéZ konstrukei provadetl s thlem
3. Dospéli bychom tak do bodu b3 4. Plati obecnd

bs,4x=x01, 2

Roztesili jsme tim tedy zarovei dlohu: Danou ,isec¢ku®
by, 2 b3,4 Tozpuliti. Nebof staéi ,body“ bi,2, bs « spojiti
s ,polem* pFimky“ by, 2834+ a poté k ,pFimkam“ Py ,, Ps 4
vésti ,rovnobézky*, které se protinaji. (Skuteéna konstrukce
je tato: Body by,2, bs,4+ vedeme kolmice k pfimce b1,2bs,4,
nacez primky, protinajici se v koneénu a rovnobézné s P1 2
a P34, uréuji svym prt’lsecnkem x pilici bod)

Nyni snadno rozfesime ilohu: K dané tusecce xbs,2
stanoviti dhel rovnobéinosti y. Spojime ,,pél
»1iseCky“ xby,2 s ,podem* by,2 ,pFimkou® Py 2. Druhé ,rameno*
hledaného uhlu je rovnobszino s P2, Ziskime viak dvé
,,rovnobéiky“ s touto primkou, takZe pro absolutni hod-
noty uhla y,, y, plati

1= 7a.

Tim jsme tedy rozfesili ilobu: Dany thel y=y +
rozpuliti. ,Ramena® tohoto ihlu protinaji totiz »absolutni
kuzeloseéku® v bodech, jichZ spOJemm ziskdme P, 2, P,

HPrisecik® téchto ,,prlmek“ je 1,polem hledané ,osy“ ahlu
xb1 2. (Kdybychom praseéné ,body* ,,prlmek Py 2, P; 4 spojili
druhym zpuisobem — zde neznacenym — dospell bychom
k ,ose“ idhlu vedlejsiho ke y.)

Zname-li konstruktivni souvislost ﬁseéky a uhluy, snadno
preneseme tihel na dané rameno. Staéi sestrojiti k danému
tllu pFislusnou usecku, tuto prenésti na dané rameno podle
prveho odstavce tohoto paragrafu, nacez k této usecce pFe-
nesené sestrojime 1ihel podle metod prave naznacené. Tento
iihel jest dhlem hledanym. Pozorny ctenaf najde podle tohoto
nidvodu sam konstrukei, kterou muZe oticeti dany uhel. —
Skuteéné pri téchto konstrukcich nepouZivime elementil
imaginarnich.

Pozniamka: ,Absolutni kuZeloseéku“ jsme zndzoriiovali stile
elipsou. Neni to viak nutné. Jejim obrazem by mohla byti i hyperbola,

resp. parabola. Zvolili jsme tento zpilsob znizorndni, jeito je nejpfi-
stupnejsi.

V kapitole nasledupcn naviZeme na vysledky zikladni,
ziskané v této kapitole a budeme studovati pohyb v hyper-
bolické roviné. Poté provedeme nékteré tivahy z analytické
geometrie a trigonometrie.
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