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I. Obecné zisady poctu pravdépodobnosti.

1. Definice pravdépodobnosti. — Kostku, jejiZz stény jsou
oznadeny ¢isly od 1 do 6,'hodime z vét§i vzdalenosti na vodo-
rovnou rovinu a pozorujeme, které &islo padne.

Pted jednotlivym hodem nemiiZeme pfedvidati, které
¢islo v tom hodu vyide. Qpakujeme-li v8ak pokus mnohokrit,
objevi se v celkovém vysledku uritd pravidelnost. Hodime-li
kostkou na p¥. 6000krat, shledame, Ze pFibliZné 1000krat
padne Cislo 1, pFfiblizné 1000krat Cislo 2 atd., ovSem za pfed-
pokladu, Ze kostka je pFesné pracovdna a Ze je homogenni.
Kdyby dfevéna kostka méla pobliZ jedné stény kovovou
vloZku, padala by na tuto sténu castéji a zminéna prav1delnost
by se tim porusila.

PovaZujeme pravidelnost, jevici se ve statistice velké
fady pokusii (v na§em pfipadé: hazime-li kostkou, vyjde urgité
Cislo pfiblizn& tolikrat, kolik obniSi Sestina z celkového poctu
pokusti), za diisledek urdité pravidelnosti v podminkach pokusu
(kostka je pravidelna, takZe Zidna jeji sténa nema vyznac-
nych vlastnosti, ani pokud se tyfe vztahii ryze geometric-
kych, ani pokud se tyCe rozdéleni hmoty).

Miru pravdépodobnosti pl‘isoudime pak néjakému zievu

nastat| ]dk()ZtO vysledky zamysleneho pokusu, a m pocet
viech t&€ch mezi nimi, které vedou k oCekavanému ZJeVI.l (»pti-

pady pFiznivé<), Je pravdépodobnost p Zjevil uifcéna vzorcem
m
mo 1
p= 5. (1)

Pravdépodobnost zjevu vypoéteme, délime-li pocet pii-
padii pFiznivych poctem vsech pFipadii moZnych.



Reseni kazdé iilohy o pravdépodobnosti, . pokud pocet
v§ech mozZnych pfipadia je koneény, pfedpoklida tedy, Ze

1. ustanovime, které pfipady povaZujeme za moZné a Ze

2. spocitame vSechny pfipady pfiznivé.

Hodime-li jednou kostkou, je pravdépodobnost p, Ze vyjde

2 w2

urc¢ité &islo (na pf. jedna), rovna- Ve, nebot n—=6 m=1.

Hodime-li dvéma kostkami, je pravdépodobr.ost p, Ze
vyjde soucet osni, rovna /s, nebot n = 36,"m = 5. Pocet viech
mozZnych pfipadii (= 36), odliSujeme zde od po¢tu viech moz-
nych soucti (= 11), ktervch 1ze dvéma kostkami dociliti.
Pravdépodobnosti rizaych souétfi nejsou stejné.

Krajni pfipady pravdépodobnosti jsou: nemoZnost (m =0,
tedy p=20) a jistota (m=n, tedy p=1). Vidy plati, Ze

0<p<l

Pravdépodobnost ¢, Ze uvaZovany zjev nenastane, jest

v g==—="1—p. ~

Shora uvedena definice (1) pravdépodobnosti pfihliZi jen
k jedné strince nahodnych zjeviy totiZ k podminkam pokusu
(v pfipadé kostky: je dano, Ze pol‘(‘us musi miti jeden ze Sesti
moZnych vysledkit a Ze jen jeden z nich je pfiznivy oéekéva-
nému zjevu); proto nazyvd se nékdy pravdépodobnost takto
definovand pravdépodobnosti a priori na rozdil od tak zv.
pravdépodobnosti a posteriori, kterdZto je dina druhou
strankou ndaliodnych zjevil, totiZ pravidelnosti jevici se ve sta-
tistice veliké fady pokusil.

2. Pravdépodobnost tihrnnd. — BudiZ n pocet viech viibec
mozZnych pfipadh, které mohou nastati jakoZto vysledek da-
ného pokusu. Rozdé&lme pak pfipady, ieZ jsou danému zjevu
pfiznivy, v k£ skupin: v prvni skupiné bude mi pf¥ipadid, ve
druhé m: ptipadii... v k-té m, piipadn; polet vSech pfipadi
pFiznivych jest =,y ik

Pravdépodobnost, Ze pokus povede k pfipadu obsaZenému
v prvé skupinég, jest

— M
=
pravdépodobnost, Ze pokus povede k pfipadu obsaZenému ve
druhé skupinég, jest m
3
P:= T, atd.
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Pravdépodobnost, Ze zjev viibec nastane, je
m __ m+m+...+mk
e ——— e 1]

n n .
aneb p=pi+p+...+pm. )]
p nazyvi se pravdépodobnosti iihrnnoun a2 mame vétu: Jsou-li
PP, .- Pr pravdépodobnosti zjevit navzdjem se vylucujicich,

takzZe jen jeden z nich se miuzZe v daném pokuse uskutecniti,
jest pravdépodobnost, Ze jeden z nich se uskuatecni, rovna
souctu pr+ p:+ ...+ pr .

3. Pravdépodobnost sloZerd. — a) BudiZ m poCet vSech pfi-
padi, které viibec mohou sc vyskytnouti jakoZto vysledky da-
ného pokusu, m: pak pocet téch, které jsou uvaZovanému zjevu
ay pfiznivy. Pravdépodobnost m, Ze zjev nastane, je ddana

vzorcem m,
Phh=—.
mn

Oznalme pisineny mes, n: a p: obdobné wveliCiny pfi né-
jakém pokuse, jenZ se kond za jinych pcdminek a jenZz miZe
vésti ke zjevu «e. Pravdépodobnost, Ze nastane zjev @, jest

_m,.
p= N

Pfedpokldadejme, Ze mezi obéma zjevy neni Zadné pfi-
¢inné souvislosti. PoloZme si otdzku: Jak vel'ka jest pravdé-
podobnost p, Ze pokus prvniho druhu bude pfizniv zjevu ar-
a Ze zarovein pokus druliého druhu bude pfizniv,zjevu a=?
Pocet vSech moZnych pfipadd jest min:, nebof kaidy z m
mozZnych vysledki, které miiZe dati pokus prvého druhu, da se
kombinovati s kazdym z ne pfipadn, jeZ se mohou vyskytnouti
pfi pokuse druhého druhu. Pocet pfiznivych pripadi jest mime
z podobného diavodu, Je tedy

_ min,,
p= n n,
&ili P = Py Ds. 3

Pravdépodobnest p uréena vzorcem (1) nazyvd se slo-
Zenou; uZivajice tohoto nazvu, vyjaddiime vzorec vétou: Je-li
p1 pravdépodobnost néjakého zjevu a pe pravdépodobnost
zjevu jincha, ktery jest-na prvém nezdvisly, jest p1 p: pravde-
podobnost, Ze nastanou oba zjevy.

b) Rovnice (3) d4 se zobecniti takto: je-li ddno £ zjevd,
mezi nimiZ neni pficinné souvislosti, a jsou-li pravdépodobnosti
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téch zjevit ps, pz2...px, jest pravdépodobnost p, Ze viech k
zjevit vyskytne se pospolu, ddna vzorcem

P=p1Pe...Dk . 3)

4. Matematickd nudéje a stfedni hodnota. — BudiZ x: hod-
nota, které nabude proménnd veli¢ina x, zdafi-li se urdity po-
kus; a budiZ p pravdépodobnost, Ze pokus ten se zdafi. Je-li
N veliké ¢&islo, bude v Ffadé N_pokusti pfiblizné Np zdafilych;
soucet vSech hodnot veliCiny x, jeZ odpovidaji zdafilym poku-
sum, je tedy pfiblizné NMpxi. Z toho pFipadd na jediny pokus
primé&rna (stfedni) hodnota px:;, kterou nazyvame matema-
tickon nadéji vcli¢iny x pro jeden pokus; Npx: je pak mate-
maticka nadéje pro N pokusi.

Pfedpoklddejme nyni obecnéji, Ze proménna veliina x
nabyva jedné z n hodnot

Xyy Xay o o o Xn

a ozmacme pFislusSné pravdépodobnosti, se kterymi té neb oné
hodnoty miZe nabyt', pismeny

P1, Pe...Pn;
plati rovnice mtp+... el
a matematickd nadéje velidiny x je dana vzorcem
mxi+pexe~+...+PnXn. @

Matematickd nadéje proménné veliciny X se vypocte, nd-
sobime-li kazdou hodnotu, které x myiZe nabyti, pravdépodob-
nosti, Ze té hodnoty rlabude, a secteme-li vSechny souciny tak
utvorené. ' ' :

Misto nazvu »matematicka nadéje veli€iny x« uZivime téz
nazvii »pravdépodobni hodnota« nebo »stfedni hodnota« veli-
¢iny x. K objasnéni tohoto posledniho nazvu vyjdéme od
vzorce X1+ x4 ...+ xn

X =
n y

kterym se stanovi x jakoZto aritmet'cky stfed n hodnot xi,
X2...Xn Poditajice takto stfed, pfisuzujeme viem veliCinam
Xx stejnou vahu. Kdybychom vsak z jakychkoli divodi pfisou-
dili kazdé veli¢iné xx jinou vdhu Sk, byla by stfedni hodnota &

definovina vzorcem
- __ slx‘+SQX9+. «» S0 Xn .

S;+s.+...+sn
Pro S1==S:=—...=S, pfechazi { v x.,
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Zavedme do poltu Cisla px (mérna vaham Sk :

Sk
TR R --=pk, k=12,...n);
S;+8+...48n P ( )

patrné jest pr+p+...4+pa=1
a vzorec pro & dd se psati takto:
E=pixy+pexa+... 4+ pPnXn.

Stfedni hodnota & velidiny x neni tedy mic jiného neZ jeji
matemat’ckd nadéje; vihy jednotlivych hodnot X; jsou imérny
prislu§nym pravdépodobnostem.

5. Pravdépodobnost riznych vysledkii v Fadé opakova-
nych pokusti. — BudiZ p pravdépodobnost, Ze urdity zjev se do-
stavi jakoZto vysledek .né&jakého pokusu, 1 —p pak pravdé-
podobnost, Ze zjev ten se nedostavi. Pokus, v némZ nastane
prvni pfipad, nazveme zdaFenym; nastane-li druhy pfipad,
kude pokus nezdafeny.

Koname pokus cclkem n-krit za stejnych podminek a kla-
deme si otdzku: jak velikd je pravddpodobnost Pm, Ze v Fadé
n pokusit bude m zdafenych a n—m nezdafenych?

Ocislujme nejprve vsech n pokusi poradovymi ¢&isly 1,
2,...n a vytknéme urcitych m z téchto Cisel jakoZto pofadovi
Cisla pokusn, které se maji zdafiti; ostatnich n —m Cisel bude
pak ndleZeti pokusiim, které se nemaji zdafiti. Pravdépodob-
nost, Ze zdafené a nczdafené pokusy vyskytnou se pravé
vtomto pfecdepsaném potadi, jest

pm(l —pyr—m,
Aviak v otazce shora poloZené nepfihliZime k pofadi, ve
kterém se zdaFené resp. nezdafené pokusy maji vyskytnouti,
nybrZ jen k tihrnnému jich poctu. Proto musime ndsobiti islo
pravé odvozené poltem permutaci z n prvki s opakovinim
(v kaZzdé permutaci je celkem n prvka, z nich m je stejnych,
zbyvajici prvky pak, v dhrnném podétu n—m, jsou rovnéZ
mezi sebou stejny). Hledand pravdépodobnost jest
n!
Pn= —_ """ _____pm(] —pyn—m,
= (n—m)!p (1—p)

PoloZme si otizku. jak voliti ¢islo m (jsou-li n a p dana),
aby pravdépodobnost Pn méla co nejvétsi hodnotu?

Je-li Pm nejvétsi ¢len v posloupnost! kladnych Cisel

Py, Py, Pz:--‘-P"v
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jest ‘ .

Pn 1—p m-|l1 Pm—1_1—p m
Pm+1~  p 'n—m>1’ Pm — p 'n—m—|—1<l
a tedy np+p -1 <m<ip-4p.

Hiedané cislo m je tak sevieno do dvou mezi, jichZ roz-
dil=1. Je-li ¢islo n dosti veliké, miZcme vynechati p —1
neto p vedle np, a mame pfiblizné hodnoty

np resp. n(l—p)
pro pocCct zdafenych resp. nczdafenych pokusi za pfed-
pokladu, Ze Pa dosahuje maximalni hodnoty. Ze v§ech vysledkri,
které se mohou vyskytnouti, vykondme-li pokus n krdt*) md
nejvétsi pravdeépodobnost ten, ve kterém pocet podarenych po-
kusti md se k poctu nepodarenych jako p se md ku 1 — p.

6. PFribliznd hodnota pravdépodobnosti Pn. — a) Budiz m
veliké cislo celé. Podle Stirlirgovy formule**) di se m! vy-
jadfiti pfiblizné¢ vyrazem

' V2aemmm+k;

pomér tolioto vyrazu ku m! ma za limitu jednotku, roste-li m-
do nekonecna. * '

Pfedpoklddejme nyni, Ze Cisla n a m, vyskytujici se ve
vzorci pro Py v odst. 5., jsou velmi velika, zavedme do pocétu
tichyvlku I rovnici h=m-—up

a uZijme Stirlingovy formule. Neni-li & vét§i neZ | n a pova-
Zujeme-li pomér h :n za nekoneéné smalou veli¢inu, obdrZime
pfribliznou hodnotu P vyrazu Py :
1 Lo R
P= L SUL IR S 2np(l—p) -
}2xnp(1--p)
P je pravdépodobnost, Ze v fadé n pokusi vyskytnc se
np + k zdafenych: pravdépodobnost, Ze pocet zdafenych po-
kusii bude obsaZzen v mezich np + hy aZ np + hs, jest

1 i he

iy et = ~ 2n p (‘l';__p) .
|2anp( - €

P (’?n h,) =

h=h,

*) Rezumi se, Ze rfiznéd mozné vysledky srovndvame jen co do
poétu podafenych pokusi, bez chledu na pofadf, ve kterém se st¥i-
daji podafené pokusy s nepodafenymi.

*%) Viz J. A. Serret Integralrechnung. 2. Aufl. (Leipzig
1899), p. 164; K. Pefr Polet integralni (Praha 1915), p. 408.
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b) Exponencidlni funkce klesd s A velmi pomalu, je-li n
veliké; proto miZeme soucet nahraditi intexralem:
ll% h2
I e 27P(1—=p) gp

h,

1

PR =) 3 np—p

t

on= 2 ]}_”m;
Ve 4

pfedchozi vzorec miiZzeme pak psati takto:

PoloZme

h'_) h,
Py =16 . w~~)~4@(, )
PP\ Y 2npa—p /T 2\ I 20p(—p)
Uvahy obsaZzené v odst. 5. a 6. shrneme vétou: BudiZ p
pravdépodobnost, Ze néjaky pokus se zdafi, n pocet pokusi,
m skutecny poéet pokustt zdarenych, np pravdgpodobny pocet
pokusi zdarenych a h iichylka:
h=m—np.

Pfedpokldddme, Ze n je ¢islo velmi veliké a Ze h neni
Vétsi nez I'n Pak pravdépodobnost P (hi, h:), Ze tichylka h
jest obsaZena v mezich Iy a hs, jest ur¢ena priblizné vzorcem
5).

Prabéh funkce O (f) objasni se touto tabulkou:

t 0] t o @
000 0000 0000 120 09103140 .
« 020 02227025 .. 1-50 0:9661052..
040 04283922, 200 . 09953223, .
050 05204999.. 300 09999779..
100 0-842 7008 . . 400 0°99999998459. .
7. Srovndni s vysledky pokusii. — Je-li n veliké &islo, vy-
skytne se v fad€é n pokusii p¥iblizné
np 6)

zdafenych (srv. odst. 1.), je-li p pravdépodobnost, Ze pokus
se zdafi. '
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UZiime nyni této véty pro pfipad, Ze koname veliky podet
s serii po n pokusech. V kaZdé jednotlivé serii je pravdépodob-
nost P (h, h2), Ze tchylka k bude obsaZena v mezich A1 a hs,
uréena vzorcem (5). Bude tedy pfibliZzné celkem

s R hy
(=) e
2 [ V2ap(T—p) V2np (T—p) ™
serif, v nichZ tuchylka skutedného podtu zdafenych pokusi od
np bude obsaZena v mezich ki a h. PoloZime-li hy = — h., ob-
drZzime (jeZto € je funkce licha)
h
_ R @ (—,—1—)
S\ Vanpa—n 72

jakoZto ptibliZny pocet scrii, ve kterych bude uchylka k &i-
selné mensi neZ h.

Platnost vzora (6), (7) a (7a) d4 se potvrditi® pokusy;
nutno oviem znati hodnotu pravdépodobnosti p. Potvrzeni
vzorce (6) je pomérné snadné. Zevrubnéj$i potvrzeni vzorce
(7) nebo (7a) vyZaduje vétstho poctu pokusi, nebof n i s mu-
seji byti velika cisla.

Poznamenejme, Ze tivahs® obsaZené v odst. 5. a 6., jimiZ
isou vzorce (6), (7) a (7a) odiavodnény, pfedpokladaji platnost
zdkladnich vét o pravdépodobnosti thrnné (odst. 2.) a o
pravdépodobnosti sloZzené (odst. 3.): jsou vSak nezavisly na
definici pravdépodobnost, vyjadfené rovnici (1). UZiti onéch
vzorcl neni tudiZ omezeno jen na ty tlohy, ve kterych defi-
nujeme pravdépodobnost jakozZto pomér pocCtu pfipadiu pfizni-
vych k pocétu pfipadii moZnych; vzorce ty plati pro kaZzdou
definici ptavdépodobnosti, kterd se srovnava s principy
o pravdépodobnosti ihrnné a o pravdépodobnosti sloZené. Sem
patfi tak zv. pravdépodobnosti geometrické, o kterych bude
v tomto spise pojednino.

8. Prehled iuloh o geometrickych pravdépodobnostech.
Pojem geometrické pravdépodobnosti vyskytuje se po prvé
v Buffonové iiloze o jehle:*) na vodorovné roviné jsou naryso-
viny rovnobéZky ve stejnych vzdalenostech; hodime-li na ro-
vinu jehlu, jak velka je pravdépodobnost, Ze jehla protne né-
kterou z rovnobéZek? Vykoname-li veliky pocet pokust, ndava
pomér, ve kterém je podet zdafenych pokusi k dhrnnému

*‘) Butfon: Essai d'arithmétique morale (Supplément
a I'Histoire naturelle, vol. IV., p. 84; 1777).
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poctu viech pokust, pfibliZnou hodnotu hledané pravdépodob-
nosti. Av$ak pfimy vypocet této pravdépodobnosti na zdkladé
podminek pokusu nemiZe vychdzeti bezprostfedné z definice
(1). Nebof pocet viech moZnych pfipadfi je nekone¢né veliky,
rovnéZ tak podet piipadi pfiznivych. Podobné je tomu v ji-
nych tilohach, kde hledame pravdépodobnost, Ze néjaky ititvar
vyhovuje urCitym geometrickym podminkdm. Prvnim krokem
k teSeni tilohy jest ustanoviti miru pro mnoZstvi viech ptipadii
moZnych jakoZ i pro mnoZstvi v§ech pfipadit pfiznivych.

Viimnéme si nejjednodussi tvlohy o geometrické pravdé-
podobnosti; na usecce AB jsou zvoleny dva body C a D. Vy-
podisti pravdépodobnost, Ze ' bod M, zvoleny uvnitf tiseCky AB,
lezi uvnitt dsecky CD. Piedpoklddeime, Ze neni Zadného dii-
vodu, pro¢ bychom ocekivali, Ze bod M se spiSe octne v né-
které Casti tiseCky AB neZ v jiné; pak bude hledand pravdé-
podobnost umérna délce usecky CD, a pravime, Ze hustota
pravdépodobnosti*) je konstantni podél celé tiseCky AB. Kdy-
bychom vSak z jakychkoli davodi pfedpokladali, Ze v nékte-
rych &astech tiseCky AB miiZe se bod M spiSe vyskytnouti, neZ
v jinych, nebyla by hustota pravdépodobnosti v§ude stejna.**)
Podobné miizeme rozliSovati i v jinych tdlohach, b&Zi-li na pf.
o pravdépodobnost, Ze pfimky, roviny atd. vyhovuji urditym
podminkam.

V kap. II, III. a 1V. jednd se vyhradné o pfipadech, kdy
hustota pravdépodobnosti je konstantni. V kap. V. jsou pro-
briny neékteré pfipady, ve kterych se vypocet pravdépodob-
nosti di snadno kontrolovati pokusy. V kap. VI. koneéné za-
byvim se specidlnimi tlohami, ve kterych hustota pravdé-
podobnosti neni konstantni.

II. Zakladni definice a obecné véty o geometrickych pravdé-
podobnostech.

9. Bod na primce. — a) BudiZ dana iiseCka AB a volme bod
M nékde uvnitf této tseCky nebo na jejim kraji. MnoZstvi
vSech pfipadi, jeZ mohou nastati (mnoZstvi vSech bodu, leZi-
mnozZstvi vSech bodu, leZicich na dané tiseéce, md za miru
délku této risecky. Zvolme nyni na AB dva body C a D. Mérou

*} T. i. pravdépodobnost vypoitena pro pripad, Ze délka tisecky

CD je rovna jednotce.
**) Srv. téZ odst. 14.
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