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poctu viech pokust, pfibliZnou hodnotu hledané pravdépodob-
nosti. Av$ak pfimy vypocet této pravdépodobnosti na zdkladé
podminek pokusu nemiZe vychdzeti bezprostfedné z definice
(1). Nebof pocet viech moZnych pfipadfi je nekone¢né veliky,
rovnéZ tak podet piipadi pfiznivych. Podobné je tomu v ji-
nych tilohach, kde hledame pravdépodobnost, Ze néjaky ititvar
vyhovuje urCitym geometrickym podminkdm. Prvnim krokem
k teSeni tilohy jest ustanoviti miru pro mnoZstvi viech ptipadii
moZnych jakoZ i pro mnoZstvi v§ech pfipadit pfiznivych.

Viimnéme si nejjednodussi tvlohy o geometrické pravdé-
podobnosti; na usecce AB jsou zvoleny dva body C a D. Vy-
podisti pravdépodobnost, Ze ' bod M, zvoleny uvnitf tiseCky AB,
lezi uvnitt dsecky CD. Piedpoklddeime, Ze neni Zadného dii-
vodu, pro¢ bychom ocekivali, Ze bod M se spiSe octne v né-
které Casti tiseCky AB neZ v jiné; pak bude hledand pravdé-
podobnost umérna délce usecky CD, a pravime, Ze hustota
pravdépodobnosti*) je konstantni podél celé tiseCky AB. Kdy-
bychom vSak z jakychkoli davodi pfedpokladali, Ze v nékte-
rych &astech tiseCky AB miiZe se bod M spiSe vyskytnouti, neZ
v jinych, nebyla by hustota pravdépodobnosti v§ude stejna.**)
Podobné miizeme rozliSovati i v jinych tdlohach, b&Zi-li na pf.
o pravdépodobnost, Ze pfimky, roviny atd. vyhovuji urditym
podminkam.

V kap. II, III. a 1V. jednd se vyhradné o pfipadech, kdy
hustota pravdépodobnosti je konstantni. V kap. V. jsou pro-
briny neékteré pfipady, ve kterych se vypocet pravdépodob-
nosti di snadno kontrolovati pokusy. V kap. VI. koneéné za-
byvim se specidlnimi tlohami, ve kterych hustota pravdé-
podobnosti neni konstantni.

II. Zakladni definice a obecné véty o geometrickych pravdé-
podobnostech.

9. Bod na primce. — a) BudiZ dana iiseCka AB a volme bod
M nékde uvnitf této tseCky nebo na jejim kraji. MnoZstvi
vSech pfipadi, jeZ mohou nastati (mnoZstvi vSech bodu, leZi-
mnozZstvi vSech bodu, leZicich na dané tiseéce, md za miru
délku této risecky. Zvolme nyni na AB dva body C a D. Mérou

*} T. i. pravdépodobnost vypoitena pro pripad, Ze délka tisecky

CD je rovna jednotce.
**) Srv. téZ odst. 14.
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‘mnoZstvi viech bodt, které leZi na CD, jest délka CD. Pravdé.
podobnost p, Ze bod M, voleny na tisecce AB, lezi zdroveri na
CD, definujeme vzorcem

It

®

pP=—
AB
Tato definice je zcela obdobnd definici (1); na misto &isla
n nastupuje zde mira AB pro_mnoZstvi vSech moZnych pfi-
padil a na misto &isla m mira CD pro mnoZstvi v§ech prlpadu
pfiznivych.
b) Predchozi definice pravdépodobnosti p zaklada se na
tom, Ze povaZujeme délku tisedky za miru pro mnozstv1 vSech
bodii, na tiseCce leZicich.

Volme na pfimce pevny bod O za pocdiatek soufadnic a
oznaéme pismeny Xxi: resp. Xz tseCky dvou bodit A a B. Za
mirw pro mnoZstvi vSech bodid, tvoficich tiseCku AB, pova-
Zujme obecnéji vyraz

! vy f (x1, x0).

Funkce f da se urditi, uinime-li o ni tyto dva pfedpoklady:

1. Hodnota funkce f, jeZ udava diiru vseCky AB, nezévisi
na poloze bodu O (pfedpoklad o invarianci vadi
zméné& soufadnic).

2. LeZi-li bod C na tisedce AB, rovné se jeji mira souctu
mér, které naleZeji obéma Castem Jenm AC a CB, tedy (je-li
xi<x<

LX) e ) =7 O 1) - f (5 1),
kteraZto rovnice vyjadfuje pfedpoklad o seditdani
mér,

Zavedme nové soufadnice x1 a x2 bodiit A a B rovnicemi

y=x"14a Xe=x214a,
kde ¢ znamena libovolnou konstantu. Podie prvniho pfed-
pok]adu jest (0, X'e) =1 (xy, X2).

Jinymi slovy: hodnota miry f se neméni, zvétSime-li x:
i X2 o tutéZ konstantu. f je tudiZ funkci rozdilu obou promén-
nych, takZe lze psati
f(xi, x2) =F (x2— x1).
Nalezi-li pak bodu C tisetka x», mdme podle druhého pied-

DOkladu F(x’ — xi) = F(x._, - xa).+ F (xﬂ - X])
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aneb, zavedeme-li do poltu délky
L X=Xy — Xy, Yy=2X2— X3

tisecek AC a CB, [ (x+y)=F(x)+F Q).

Kazda kladna funkce F (x), vyhovujici této rovnici, da se
vyjadFiti formuli*) F)—k.x

kde % je konstanta. Mira tiseky ma se k mife jiné useCky
jako se maji jejich délky; tak dochazime k definici pravdé-
podobnosti p shora podané.

¢) Vzorce (8) uZivame téZ k vypoctu pravdépodobnosti, Ze
bod lezi v &asti CD oblouku AB né&jaké k¥ivky, povaZujice
délku oblouku za miru pro mnoZstvi vSech bodii na oblouku
tom leZicich.

Podobné béfeme iihel za miru vSech polopaprskil, které
uvnitf toho thlu z jeho vrcholu vychizeji. Odtud definice:
Pravdépodobnost, Ze polopaprsek, vedeny v roviné danym bo-
dem O, leZi v daném thlu a, jehoZ vrcholem jest O, rovnd se
bomeru a:2m. Ba)

10. Bod v roviné nebo v prostoru. — a) Za miru pro mnoz-
stvi bodi, které vyplriuji urcity obor A v roviné, povaZujeme
plosny obsah P tohoto oboru. BudiZ A: &ast oboru A, Pi jeji
plo3ny obsah a volme bod M uvnitf oboru A. Pravdépodobnost
D, Ze bod M, voleny v oboru A, leZi v urcité jeho édsti A, jest
urcena vzorcem P,

P=7p- ()]

Pro ptipad, Ze béZi o bod M, voleny v uréité Cdsti pro-
storu, zavidime definice obdobné pfedchozim: Objem V troj-
rozmérného oboru A povaZujeme za miru pro mnozZstvi v§ech
bodi, obsazenych v A. Pravdépodobnost, Ze bod M, zvoleny
v oboru A, leZi v urcité jeho Cdsti A, jeZ md objem Vi jest
uréena vzorcem V. -

b) Vzorce (9) a (9') resp. definice mér pro obory A a A
dan se odvodm z predpokladu o invarianci miry vi{i¢i trans-

*) G Darboux Sur le probléme fondamental de la
geo)metrle projective (Mathem Annalen, Bd. XVII. p. 55—61;
1870
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formaci soufadnic (viz podobnou dvahu v odst. 9.). Miru pro
trojrozmérny obor odvodime takto: PovaZujme integral

JA—mf(x y,2)dxdy dz,

kde f je funkce (zatim neurcena) obycCejnych pravotihlych sou-
Fadnic x, ¥y a 2,2 miru oboru A. Tato definice vyhovuje pfed-
pokladu o se&itani mér (srv. odst, 9.), nebof sklada- 11 se obor
A ze dvou Casti, A: a Ae, plati
.,A +.’A:—jA
Zbyva uréiti funkci f (x, y, 2) tak, aby integral /4 nemé&nil
svého tvaru p¥i libovolné transformaci pravothlych soufadnic
X, ¥, z. Z transformacénich vzorci
x=x,+ax' + by’ + c2’,
y=yotax’ +b‘y’ +c’z‘,
\ Z_Z.,-f-a"X +bl u t .
kde a, b,...c” jsou elementy ortogonalmho determinantu,
plyne, Ze
Ja = ({{ fix,+ax' + by + ¢z, Yogk-+s 2o+ .. ) dx dy' d2;
/Y

A’ znadi obor pfifadé&ny oboru A uvaZovanou transformaci.
Prva formule pro /4 ma vici proménnym x, v, z obecné jiny
tvar neZ druhéd vici proménnym x, ¥, z. Zadame-li, aby oba
tvary byly totoZné, musime vziti

f(x, vy, z2) = const.

Mira je tudiZ umérnd objemu; 2z toho vyplyva formule
(9). Pro ptipad oboru dvojrozmérného provede se pfisluini
tivaha zcela podobné.

¢) Vzorec (9) definuje téZ pravdépodobnost, Ze bod M,
zvoleny na kfivé ploSe o obsahu P, leZi v urcité jeji Cdsti
o plosném obsahu Pi. .

11. PFimka v roviné. — a) Pfimka budiZ uréena soufadni-
cemi ¢ a ¢ tak, Ze v bodovych pravoiihlych soufadnicich ma

rovnici xcosq-|-ysing —qg=0.

V dal§im budeme se zabyvati hlavné dvojrozmér-
ny m i mnoZstvimi pfimek. Takové mnoZstvi definuje se na pf.
nerovnosti F(q,9) <0.

M .
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uddvd miru daného dvojrozmérného mnozZstvi M pfFimek. Pomér
dg dg:\\ dqdy. ,
IR an

uddvd pravdépodobnost, Ze pFimka (q, ), zvolend v M, je
zdroverni obsaZena v My (je-li Mi édsti mnoZstvi M).

b) Tyto definice daji se odtvodniti poZadavkem invari-
ance vici transformacim soufadnic x, y, 2z, podobné jako de-
finice (9). Pfedpokladejme, Ze mira daného mnoZstvi M pfi-
mek da se vyjadfiti integralem tvaru

{§ f1a, ) dg dy.
M

Tato definice vyhovuje poZadavku o s¢itdni mér (srv. odst.
9. a 10.); funkce f ustanovi se poZadavkem invariance takto:
DokaZme nejprve, Ze pfi kaZzdé transformaci soufadnic, ktera
ptifaduje’ pfimce (¢, ) nové soufadnice (¢, '), jest funk&ni
determinant D (¢,q) _ .

Dy’ 9q) ’
Pfi translaci jest
x=x'+a y=y-+b,
kde a a b isou konstanty. Piivodni rovnice pfimky pfejde v
x'cos P+ y'sing — (g —acos ¢ — bsin¢g)=0.

PiSeme-li tuto novou rovnici ve tvaru

x‘cosqg'+y'sing’—q' =0,

jest ¢s=gq', ¢g=¢q'+acosqg’'+ bsing’
a tedy D,q) _,
D (%, 9 ’

P¥i rotaci je rovnéz funkéni_ determinant =1, nebof
¢e=¢ +a a=q.
PonévadZ pak nejobecné&jsi transformace sklada se z trans-
laci a rotaci postupné provedenych, jest jeji funk&ni deter-

minant (rovny soudinu z determinanti, pfisiu§nych ¢asteEnym
transformacim) roven jedné. Proto transformuje se nas inte-

gral v j;f @, ¢) dg’ dg,

kde M’ znaci obor odvozeny z M danou transformaci. Funkce
i (g, ¢), povaZujeme-li ji za funkci proménnych ¢ a @', zavisi
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obecn& na téchto proménnych jinak neZ na ¢ a ¢; ma-li byti
z4vislost stejnd pro viechny soustavy soufadnic (x, ),
resp. (g, @), musi byti f= corlst. Tak dochdzime k definici
miry, z niZ plyne definice pravdépodobnosti (11).*)

e) Uvedené definice miry 'a pravd&podobnosti nedaji se
bezprostfedné aplikovati na jednorozmérnd mnoZstvi
ptimek, na pf. na mnoZstvi polopaprski, vypliujicich dany
ihel a. Za miru tohoto mnoZstvi povaZujeme tihel a a pravdé-
podobnost, Ze polopaprsek, jenZ vrcholem toho tihlu prochdzi,
je v ném obsaZen, béfeme jeho pomér k plnému 1ihlu (odst. 9¢).

12. PFimka v prostoru. — a) Pfimka v prostoru mé&jz
v pravoiihlych soufadnicich x, y, z rovnice

x—=az-4p, y=bz+a:
jest urena Ctyfmi veli€inami a, b, p, . Omezime-li tyto veli-
¢iny urditymi podminkami (na pf. nerovnostmi), obdrZime
Ctyfrozmérné mnozZstvi M pfimek; jen o takovychio
mnbZstvich budeme dale jednati. Integrdl

ST a5 a2

uddvd miru daného ctyrrozmern'eho‘ mnozZstvi pFimek. Je-li M
cast mnoZstvi M, uddvd pomér

da db dp dg ‘da db dp dgq
ffff AFatoy’ fff/ AFa -+ a3
nravdepodobnost Ze pFimka (a, b p, q), zvolend v M, ndlezi
zdroven do Mi. Geometricky vyznam miry odvodime takto:

Pfimka P (a, b, p, ) ma smérové cosinusy
a b . 1

o= e b= - - / = )

Vi +ai4 b0 yizere | Vitete
P a q jsou soufadnice bodu, ve kterém se P protind s rovinou
Oxy. Oznalme znaky dp a dq nekone&n& malé pririistky veli-
¢in p a q. Ty pfimky, které jsou s P rovnobézny a jichZ sou-
Fadnice p a ¢ jsou obsaZeny v intervalech (p, p + dp), resp.
(g, ¢ + dq), vypliiuji nekone€né tzky hranol H, jenZ protina
rovinu Oxy v rovnobéZniku o plo§ném obsahu dp dq; kolmy
priifez tohoto hranolu ma plo$ny obsah

dp d
aQ=1dpdq= V:—l—paz:. b

*) Srv. H. Poincaré: Calcul des Probabilités, 2e édl-
tion, No:72. -

»
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UvaZujme nyni o téch pfimkach, které obdrZime, zménice
¢ a b nekonec¢né malo, takZe nabudou hodnot, obsaZenych v in-
tervalech (¢, @ + da) resp. (b, b+ db). Vedeme-li ke kazdé
takové pfimce rovnobéZku stfedem pomocné koule o polomé&ru
=1, vymezi pfimky tak sestrojené Cast jejiho povrchu, kterd
meéfi télesny iithel onémi pfimkami vyplnény; jeho velikost jest

do =

_dadﬂ'_i da db
! }(1+a=—|—b’)%.
Element integralu (11) je tedy
dadbdpdg _
a+a+b%:
rovnd se souCinu z kolmého pritfezu hranolu H a télesného
uhlu dQ. '

Tato geometrickd interpretace ukazuje, Ze vzorec (12),
udavajici miru uvaZovaného p¥imkového mnoZstvi, nezméni
svého tvaru, provedeme-li libovolnou transformaci pravoithlych
soufadnic. DokdZeme, Ze naopak podminkou neproménnosti
viiéi transformacim pravoihlych soufadnic jest formule (12)
urcena. Pfedpokladejme, Ze mérou uvaZovaného pfimkového
mnozstvi jest vyraz

m=ffjff(a,b,p,q).dadbdpdq

vztaZzeny k pfisluSnému oboru; po transformaci soustavy

Oxyz na soustavu O'x'y’z
x=Ax" + By’ +CzZ -+ x,,
y=Ax + By +Cz + y,
z=A”x'—|—B”y'—|—C”Z’+Zo. B
obdrZime na misto pavodnich rovnic pfimky P rovnice nové,
které se daji upraviti na tvar :
xX=dz+q, y=bvz+q.
Vypoéet funkEniho determinantu
D (a, b, p, q)
D(a',V',p',q)
usnadni se touto tivahou: Nekone&né& tizky hranol H, jenZ byl

v soustavé Oxyz definovan pfirastky da, db, d,p a qd, ie v nové
soustavé O'x'y’z) definovan pfiristky da/, db’, dp” a dq’; ve-

dQ dQ;
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liciny dQ a dQ neméni se transformaci soufadnic, takZe plafi

JIff defeds = [ff o

Z toho vyplyva, Ze

D(a,b,pq _ 71+a=+b=)2
D(a b‘p q) l+alz‘+b"

a tedy . .
m :,/[_Iff(a' b,p,q)dadbdpdq =

~[[ff @m0 (T w o

PozZadavek, aby v nové soustavé byla mira m vyJadrenJ
stejnou formuli jako dfive, dava rovnici

§ m= fjfff(a’, b, p', q") da' db’ dp’ dg’.

Srovndme-li s vyrazem pfedeslym, dostivime podminku
fa,b,pq _ (148 b

F@ b, 0, q) — (Fai b
ponévadZ pak veli€iny a, b, ¢, ¥ mohou byti voleny zcela
libovoln€ a nezavisle jedna na druhé, musi byti
.k
f(a. b.P,q)— (l __l_ag_*_b',')z ’

kde % znaé&i konstantu. Dosadime-li £ (1 4+ a2+ b%)-2 na misto
f do pivodniho vzorce pro hledanou miru, obdrZime prave
formuli (12), aZ na konstantni faktor £; pro vypocet pravdé-
podobnosti (13) nemi hodnota veli¢iny k& Zidného vyznamu.

13. Rovina v prostoru. — a) BudiZ dana rovina R rovnici
L ]
ux+vy+wz+1=0;

velidiny ¥, v, w nazveme jejimi soufadnicemi. V' dal$im bu-
deme se zabyvati toliko trojrozmérnymi mnoZstvimi
rovin; soufadnice rovin, jeZ takovému mnoZstvi naleZi, vy-
hovuji uréitym nerovnostem.

Integrdl
fff (u’duf:_:wwa)a (14)



uddvd miru trojrozmérného mnozstvi E rovin. Pomér

[bﬂ (u’f iriww)" ff (u’f: AT ijw) {13

uddvd pravdépodobnost, Ze rovina (u, v, w) zvolend v E je
2drovern obsaZena v Ei, je-li E: ¢dsti mnoZstvi E.

Integraly, jeZ se vyskytuji ve formulich (14) a (15), upra-
vime tak, aby byl zjevny jejich geometricky vyznam. BudiZ
¥ ihel, ktery svird normala sestrojena k roviné R s osou Oz,
@ tihel mezi primétem této normaly do roviny Oxy a mezi
osou Ox, p pak vzdilenost roviny R od pocatku soufadnic.
Plati vztahy

sin ¥ cos q ' sin ¥ sin ¢ cos
U=—"- - - , V= — ’ w=— -,
P P p
R S D@v,w) _ sini
@ e 4wy TP D@ g p) ~ p
takZe na vzorec (14) pro miru nabyva tvaru
[ f j sin 9 d9 dg dp. (14)

Normaile pfisuzujeme vZdy urcity smysl a p Citame od
polatku soufadnic v tom smyslu kladné. Jeli dw element
jednotkové koule, v némzZ je jeji povrch profat poloméry ve-
denymi rovnob&Zné k normdaldm rovin odpovidajicich hod-
notam 1thlii 9 a ¢ v intervalech (9,9 +d¥3) resp. (¢, ¢ + do),

jest do = sinJ dd dy ;

vzorec (14°) pro miru lze psati tudiZ také takto:

f f f do dp. (14*)

Z tohoto vyrazu plyne, Ze mira ma tvar invariantni p¥i
libovolné transformaci pravoiihlych soufadnic. Uvahou, ktera
ie zcela obdobnd tivaze shora provedené o mife mnoZstvi
pfimkovych, da se dokazati, Ze ze vSech formuli tvaru

[ff 1@ 0.0 dvardp

jediné formule (14), v niz
f@, ¢q,p) =sin i,
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jest invariantni va¢i libovolné soustavé pravoidhlych sou-
fadnic.”)

14. O vyznamu invariantnich definici miry a pravdépo-
dobnosti. — V pfedchozich odstavcich uvedli jsme vzorce pro
miru mnoZstvi bodovych, pfimkovych a rovinovych. Viechny
tyto formule, jakoZ i pfislu§né formule pro pravdépodobnosti,
jsou invariantni vii&i libovolné transformaci pravoihlych sou-
Fadnic. BudiZ na pf. A trojrozmérny obor o objemu V v oby-
cejném bodovém prostoru a B obor, ktery je s A shodny. Po-
dle odst. 10a maji oba tyto obory tutéZ miru, rovnou objemu
V. Obor B vznikda z A pfemisténim; mira néjakého bodového
mnozZstvi je tedy invariantni viiéi libovolnému pfemisténi.

Pravdépodobnost, Ze bod zvoleny uvnitf uréitého oboru
leZi v nékteré jeho Casti o objemu 1cms3, nazveme hustotou
pravdépodobnosti. Podle definice uvedené v odst. 10. je hu-
stota‘ pravdépodobnosti viude stejna.

Podobné iivahy plati i o definicich miry a pravdépodob-
nosti, podanych v odst. 11. —13. KaZzdé mnoZstvi pfimek nebo
rovin mi uréitou miru, kterd se nemé&ni, pfemisti-li se ono-
mnozZstvi libovolnym zpiisobem (hus¢ota pravd&podobnosti je
v3ude stejnd). _

V dal3ich odstavcich této kapitoly pojedname o nékterych
obecnych vétach. PFi tom pfFidrZime se vSude zde, jakoZ i
v kap. IIL., IV. a V., definici podanych v odst. 9.—13.

15. Mira mnoZstvi, jehoZ prvkem. je skupina nékolika bodii.
— Je dano n uzavfenych ploch Si, Se,...Su» bez singularnich
bodii. BudiZ Dy vnitfek plochy Sk Vi objem oboru Dx a
Xk, Yk, 2k, pravoithlé soufadnice bodu Ax zvoleného uvnitf Dk

Pfedpokladejme nejprve, Ze plocha Si leZi vidy vné Sk
jsoudi i a B dva rfizné indexy. MnoZstvi, jehoZ prvkem je
skupina n bodd A, As,...An ma miru

j=ff...fdx1 dys dz: dx, dy, dzs ... dxn dyn den ;

integral je 3nndsobny, integruje se vzhledem k (x1, y1, 121)

ptes-obor Dy, vzhledem k (xz, y2, 22) pies obor-D: atd. Integral

J je proto roven soudinu n objema Vi : .t
J=V,. V... Va.

‘) Stran dikazit o invarianci, podanych v odst. 12. a 13, viz
prici G. Pélya: Uber geometrische Wahrscheinlichkeiten (Sltzungs-
bericht der kais. Ak. der Wiss. 726, p. 819—328; Wien, 1917).
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Pfedpoklidejme nyni, Ze plochy Si, S2...S. maji jakou-
koli vzajemnou polohu; dva nebo vice gborit Dy mohou miti
spole¢né &asti. V tomto pfipadé€ rozdélime kazdy obor D«
v uréity pocet ¢astednych oborit 0« Okr, Oim. .. (CdsteEné obory
s jednimn, dvéma, tfemi ... indexy) podle nasledujiciho pravidla:
Jx je souhrn téch Casti oboru D, které neobsahuji bodi A:,
je-li i index jiny neZ k; 0 je souhrn &asti spoleCnych oboriim
Dx a D, takZe v Ok neni bodii A, je-li i index jiny neZ k
nebo neZ I; 0xm je souhrn '&asti spoleénych oborfim Dy, D; a
Dp, takZe Jum neobsahuje bodd A; je-li i index jiny neZ k,
nebo neZ I, nebo neZ m, atd. Volme skupinu G, sloZenou z n
bodid A, Az. .. Ap. Kazdému pdru bodd, jenZ jest obsaZen v G
a jenZ leZi v nékterém &asteéném oboru Jx o dvou indexech,
pfifadime koeficient 2; je-li v G celkem r takovych pari, pfi-
Fadime skuping G koeficient 2" . Podobné& pfifadime kaZdé tro-
jici bodd, jeZ jest obsaZena v G a leZi v nékterém cZasteéném
oboru 0xm se tfemi indexy, koeficient 3!; je-li v G celkem s
takovych trojic, pfifadime skupind G koeficient (3!)5, atd. Tak
prifadi se skuping G koeficient a tvaru

a=2h.@3Ys...

a mira pro mnoZstvi, ijehoZ prvkem je skupina G, sloZend z n
bodii As, Az...A,, bude vyjadiena integrilem

jj . f (11 dx, dy, dz, dx, dys dz, . .. dXn dyn dzn ;  (15)

integra¢ni obor je definovan pravé tak jako pro hofejsi in-
tegral J.

. Tak na pf., je-li n=23 a splyvaji-li plochy Si, S, Ss s da-
nou plochou S, jejiZ vnitfek ma objem V, jest a =6 pro kaZzdou
trojici :bodd ' Ai, Az, As, takZe mira mnoZstvi, jehoZ prvkem je
trojice tfi bodil volenych uvnitf S, je vyjiadfena formuli

v
Zde oviem povaZujeme kaZdou trojici bodii za dokonale
urcenou, jsou-li znamy polohy v8ech tfi bodii; bodim ve sku-
piné nepfisuzujeme zvlastniho pofadi. Vytkneme-li vSak body
v uréitém pofadi, obdrZime z kaZdé skupiny tf{ geometrickych
bodii celkem 3est skupin, které se 1i3{ jedna od druhé jen riiz-
nym pofadim bodii; mérou mnoZstvi, jehoZ prvkem je tako-

vato skupina; tfi bodi, jest Vs

Poznamenejme, Ze zcela stejnym postupem se pocitd
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mira mnoZstvi, jehoZ prvkem je skupina pfimek, rovin atd.
Tak na pf. uZijeme-li oznadeni zavedeného v odst. 12. a 13.,
ic mira mnoZstvi, jehoZ prvkem je skupina sloZena z pfimky
a z roviny, definovdna integrilem sedmindsobnym

[[-..[ a0 dQ dodp;
integrace vztahuje s¢ ke vSem parim pfimka-rovina, tvofi-
cim dané mnoZstvi. Viz rozmanité pfiklady v kap. IIl. a 1V.
16. Vypoéet stfednich hodnot, — BudiZ dana veliina
U(xn Yi> 21 Xov Y2, 25y < « - Xn, Yn, Zn, )r

jejiz hodnota zavisi na poloze bodil A1, As, ... An; uZivime
oznaCeni zavedeného v odst. 15.

Stfedni hodnota m (U) veli¢iny U bude ddna vzorcem
f[[ff dx, dy, dz, dx, dy. dz, . . . dxn dyn dzn
mUy= " - [T e e e (16)
ff/ ) dx, dy, dz, dx, dy, dz, . . . dxn dyn dzn

opét jest D¢ integraénim oborem vudi proménnym X, Vi, Zx.
Ve specidlnim pfipadé, kdy vSechny obory D splyvaiji
v jedno s danym oborem D, jest

«=n!
/ ' .

a vzorec pro stfedni hodnotu nabud_e tvaru

[[ . [ U dx, dy, dz, dx, dy, dz, . .. dxn dyn dzn

mU)="+ - R = (16):

je-li V objem oboru D. Tak na pf. miiZe byti U objem pro-
ménného ttvaru, jenZ jest uréen skupinou n bodi volenych
uvnitt D; formule (16") uddva stfedni hodnotu objemu.

Pro n=1 obdriime

ffo:xdydz

jakoZto stfedni hodnotu funkce U tfi proménnych v daném
trojrozmérném oboru o objemu V. _

Vypoéty stiednich hodnot, jez se vztahuji k poloham
pfimek nebo rovin, provedou se podobné. Viz pFiklady v kap.
HI. a IV. .

mU) =
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17. Pravidla o vypocétu pravdépodobnosti. — a) Budiz D
trojrozmérny obor, 4 jeho ¢dst a A bod voleny uvnitf D.
Pravdépodobnost p, Ze bod A naléza sc uvnitf 4, je defino-

vina vzorcem V

kde V jest objem oboru D, Vi pak objem oboru 4. UZivajice
této definice, dokaZeme platnost vét o dhrnné a sloZené
pravdépodobnosti.

b) Uhrnna pravdépodobnost BudiZ opét V ob-
jem oboru D, a V1 objem.&asti D1 tohoto oboru, V' objem jiného
oboru D', jenZ nema s D spoleéného bodu, a V: objem &asti
D: oboru D’. Volme uvnitt D bod A a uvnitf D’ bod B.

Méerou mnozZsvi, jehoZz prvkem je bodovy par AB, jest
soudin VV’. Mnoistvi parfi AB takovych, Ze A se naléza
uvnitf D1, B pak kdekoli v D', ma miru ViV, MnoZstvi par
AB takovych, Ze B se nalézi uvnitf D., A pak kdekoliv v D
ma miru V2V. Ozname nyni pravdépodobnost, Ze A jest
uvnitf Vi, pismenem pi, pravdépodobnost, Ze B jest uvnitf
V., pismenem p:, pravdépodobnost, Ze bud A jest uvnitf Vi
aneb B uvnitf Vs, pismenem p.

Podle definice (17) jest

AN A AN AR AT
h=—yp =v: =y =y P=  yp
a tedy p=pi+p. (18)

D1 a pz jsou pravdépodobnosti dvou pfipadi vzajemné se
vylucujicich; pravdépodobnost iihrnna p, Ze nastane bud jeden
nebo druhy pfipad, rovna se soudtu pi + pz (srv. odst. 2.).

Tento princip snadno se rozsifi na pfipady, kdy secitime
vétsi poCet pravdépodobnosti nebo kdy integrujeme pravdé-
podobnosti nekoneéné malé.

¢) SloZend pravdépodobnost. UZivajice ozna-
¢eni pravé zavedeného, pociteime pravdépodobnost, Ze bod
A jest uvnitf D1 a bod B soudasné& uvnitt D:. MnoZstvi pfizni-
vych pfipadit ma miru V1V, takZe hledana pravd&podobnost
P vyjidfi se vzorcem P ViV,

- vy -
Je tedy P =p, ps; (19)

P je pravdépodobnost sloZend (srv. odst. 3.). —
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Na zédkladé definici dfive podanych (viz odst. 9.—I3. a
odst. 15.) miZeme vypod&isti miru libovolného mnoZstvi, jehoZ
prvkem jest urlitym zpiisobem stanovena skupina bod#, pEi-
mek a rovin. Mira je vidy vyjddfena integrilem mnoho-
nasobnym?: je-li M: mira oboru »pfipadii pFiznivych« a M mira
oboru vSech pfipadi moZnych, jest kaZzdia pravdspodobnost
p, Ze skupina bodiu, pfimek a rovin, vyhovuje urcitym pod-
minkam, vyjadfena formuli tvaru

P = M H
formule (17) je specidlnim pfipadem této formule obecn&;jsi.

Generalisace formuli (18) a (19) pro ulohy o pfimkach a
o rovindch je na snadé. Rozmanité aplikace pojmi miry a
pravdépodobnosti ve sloZitéjsich pfipadech jsou uvedeny v kap.
Il a IV.

B8. Dvé véty o stFednich hodnotdch. — a) BudiZ U objem
proménného télesa f, jehoZ tvar, velikost a poloha zavisi na
n bodech Ai, A,,...An; tyto body mohou byti voleny jakkoliv
uvnitf daného trojrozmérného oboru D. Je-li B bod voleny
uvnitf D, pravdépodobnost p, Ze B s& naléza uvnité t&lesa f,
je ddna vzorcem

p=" @0
="y
kde m (U) zna&i stfedni hodnotu objemu U a V objem
oboru D.*) . '

K dikazu poznamenejme piedev§im, Ze — uZijeme-li
oznaleni zavedeného v odst. 15. — pravdépodobnost, Ze bod
Ar se naléza uvnitf nekonedné malého pravoiihlého rovno-
b&Znosténu Px o rozmérech dxx, dyr, dzx, rovna se

dxk dyx dzx
V .

Tedy podie odst. 17¢ pravdépodobnost sloZend, Ze A: jest
uvnitf prvniho rovnobé&Znosténu, soucasné A: uvnitf druhého,
As uvnitf tfetiho atd. pro As, As,...An, rovna se

dx, dy, dz, dx, dv, dzs . .. dxn dyn dzn
pl = e e e e VH - Tt T T
Maji-li body Ai, A, ..An urcité polohy uvnitf D, pravdé-

*) Viz Czuber: Geometrische Wahrscheinlichkei-
ten und Mittelwerthe (Leipzig 1884) No. 175.
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podobnost, Ze B se naléza uvnitt 7, jest rovna

Uy, yi, 20 X9 Vsy 2y - - - Xn, Yn, Zn)
Pa - V

Zménme nyni nekonecné madlo polohy jednotlivych bodil
Ay, As,...A; tak, Ze kazdy z nich bude se nalézati uvnitf pFi-
slusného rovnobéZnosténu P, SloZend pravd&podobnost, Ze
kazdy bod Ax jest uvnitt Px a Ze B je zaroveti uvnitf f, rovna
se vyrazu

U (x1, 1, 245 X3y Vay Zas - - - Xn, Yn, Zn) dx,, dy, . . . dzn
PP = - Vn*’_l’_"l*'*" - .
Hledanou pravdépodobnost p vypocteme (viz odst. 17b),
integrujice napsany vyraz podle vSech soufadnic xi, y1,...Z2n.
Vychazi

yn -V

Zcela podobné by se pocitalo se stfednimi hodnotami a
s pravdépodobnostmi, jeZ zaviseji na poloze pFimek nebo
rovin. ,

b) BudiZ U velidina, jejiZ hodnota zavisi na poloze n bodii
Ai, As...A, uvnitf oboru D o objemu V; m nechf znadi jeji
stfedni hodnotu. ZvétSme obor D nekonelné malo, takZe zvét-
Seny otor IV bude miti objem V 4 dV. Pfedpokladime, Ze D
nachazi se uvnitf oboru D’. BudiZ pak m + dm stfedni hod-
nota veli¢iny U, poéitand za pfcedpokladu, Ze v8ech n bodit Ak
leZi uvnitf D', a m: jeji stfedni hodnota, politand za p¥Fed-
pokladu, Ze jediny z n bodit Ax leZi v oboru (D'— D) o objemu
dV, kdeZto ostatnich n—1 se naléza v D. Plati vzorec

Vdm =n (m;— m) dV. (21j
Ditkaz: Podle definice stfedni hodnoty jest '

A

m—=

P=‘1,]/[ Udtidy,...dm _ m(U)

Vn
a . / Udt, dt, . ..dt '
L dt, ... din
I A
= (V4 dvyn '

kde je pro kritkost polozeno dfx == dxi dyx dzx. Nasobme celou
rovnici jmenovatelem pravé strany, podrime na levo toliko
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Clen kone¢né veliky a ¢leny nekonedné malé pwnfho stupné
a délme pak po obou stranich veliGinou V?; tak obdrZime

vztah
[ Udt di,...dn

. mn » D_'___”' e
m - dm + Vv dV = Vi
RozloZme kaZdy integracéni obor D’ v D a D”, takZe
D”"=D" —D.

Pak lze psati (vynechivame integrovanou funkci)
D'y bbb D DO D oD D

Vzhledem k tomu, Ze integracni obor D” .ma nekonecné
maly objem 4V, podrZime jen prvé dva Cleny na pravé strané
posledni rovnice. Dosadime-li pak do hofejSiho vztahu a po-
znamename Ii, Ze

H Udt,dt,...dn

V"—ldV o

[l

obdrzime * n m
m 4 dm + —————-dV—m+ 't av,

z CehoZ bezprostfedné vyplyvd rovnice (21).

Véta pravé dokizana da se vyjadfiti téZ uZitim pojmu
-pravdépodobnosti: Je-li p pravdépadobnost, Ze n bodid Ag, vo-
lenych uvnitf D, vyhovuje danym podminkdm; je-li pak
p +dp taz pravdépodobnost pro obor D’ o objemu V +dV- a
konecné p: taZ pravdépodobnost pro pripad, Ze jediny z bodi
" Ag leZi uvnitf oboru D’ — D, kdeZto ostatnich n — 1 leZi uvnitf

oboru D, plati*) Vdp—n (py — p) dV. (21

Ulohy 1—24.

1. Na tsecce, Jenz délka =1, jsou zvoleny dva body. Jak velka
ie pravdépcdobnost, Ze jejich vzdalenost ie mendi nez q, je-li a <1?
[p—2a—a2; viz Borel Le Hasard, p. 76—80, Borel Eléments
de la théorie des probabilités, 3¢ éd, p. 89—93.]

*) Viz M. W. Crofton: Probability (Encyclopaedia Bri-
tannica, 9th edition). R. Deltheil: Sur la théorie des probabi-
lités géométriques (Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouse, 3e série, t. XI., 1919)..

»
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. 2. Dv& osoby umluvi si, Ze se dostavi na unlité misto b&hem
uréitého ¢asového intervalu od 1==0 do t =1 a Ze ten, kdo pfijde
prvni, poCkd na druhého po dobu a, naCe? odejde. Predpoklidime,
Ze uvnitf onoho intervalu je v kaZdém okamZiku pravdépodobnost
pfichodu stejnd, a to pro jednu osobu jak pro druhou. Jak velkd je
pravdépodobnost p, Ze se setkaji? [Polet moZnych pfipadii mé&fime
plochou &tverce o stran& =1, polet pfipadit pfiznivych plochou, slo-
Zenou ze dvou lichob&Znikii. Uloha je v podstaté totoZna s ulohou 1.
Vychazi p—=2a¢—a?. Viz A. Pdnek: Re$en{ Laurentovy
ilohy z po&tupravdé&podobnosti (Casopis pro péstovani
m. a f., XX., 1891, p. 94—97).] :

3. Zvolime-li na cbvodé daného kruhu tfi body, jak velikd je
pravdépodobnost p, Ze trojihelnik jimi stanoveny jest ostrotihly?
lp =1/, viz A. Pdnek: Problém z geometrické pravdé@&-
podobnosti (Casopis pro péstov. m. a f. XX., 1891, p. 148—150)].

4, UseCka AB je rozd&lena na tfi éisti dvéma libovoln& vyte-
myni body P a Q. Jak, velikd jest pravdépodobnost, Ze lze sestroiiti
trojahelnik ze tFi use3ek takto vzniklych? [p=—1/; viz Poincaré
Calcul des probabilités, p. 123, Markoff, Wahrscheinlich-
keitsrechnung, Leipzig, 1912, § 29. Czuber, Die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf
Fehlerausgleichung etc. 3. Aufl. Leipzig. Bd. 1. p. 13.]

5. Vypcdisti pravdépodobnost p, Ze ze tFi iisedek, je-li kaZda
}(ratﬂ nez ]uréité dana délka, dd se sestrojiti tupoihly trojdhelnik
p=+m—1il.

6. V mezikruzi o polomérech r a r + ¢ jsou vytéeny dva body.
Jak velka je pravd&podcbnost p, 7e iseCka jimi omezena neprotina
vnitfni kruzZnici?

’
[p B 27(0 -+ r.)’\arc ?os atr 27 ]
aQar+ a) al 2ar+a

7. Strany obdélnika jsou mensi nezZ 1, jinﬁ-k v§ak libovolng vy-
téeny. Jak velka je pravdépodobnost p, Ze ihlopficka je mensi nez
jedma? [p= 1; viz Whitworth: Choice and chance, 3th edi-
ticn, Cambridge 1878, p. 213.]

8. Stfedni vzdalenost dvou bodfi, jeZ jsou zvoleny na tselce
o délce a, jest 1 a.

9. Dva body M a M’ jsou zvoleny uvnitf Gtverce o strané a.
Stiedni hodnota (matematickd nadé&je) Ctverce vzdalenosti MM’ jest

aaaa .
[ [ f [ [x = x* + (y — y'¥] dx dy dx’ dy’

0000 at

i =5

Obecné& p,lati véta: stfedni hodnota &tverce vzdalenosti MM,
jsou-li M a M’ dva body uvnitf libovolného obrazce, rovna se polo-
méru setrvadnosti toho obrazce vzhledem k jeho t8Zisti (viz Czuber:
Geometrische Wahrscheinlichkeiten, p. 216—217). -
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10. Zvolme uvnitf daného polygonu, jenZ je opsan kruZmici K,
bod a opiSme kolem tohoto bodu kruh, ienZ je cely obsaZen uvnitf
polygonu. Stfedni. hodnota plo§ného obsahu takového kruhu rovna se
jedné deseting kruhu K. [Viz Czuber, tamtéz, p. 219.]

11. Obdobnd stfednf hodnota jako v iiloze 10., je-1) din kruh na
misté polygonu, rovni se opé&t desitin€ daného kruhu.

12. Vypotlisti pravdé€podobnost P, e vzddlenost dvou bodii, zvo-
lenych uvnitf kruhu o polomé&rm R, je men3f neZ a.

p @ T 20 R —a)—RR ta)sinacosa
= : e

kde 2Rsing=a. Viz Borel, Bulletin de la Société mathém. de.
France, t. 46, p. 105; 1918; Deltheil, Annales de la Faculté des Sci-
ences de Toulouse, 3e série, t. 11, p. 1; 1919. — Srv. téZ s obdobnou
iilohou 18.]

13. Dva body M a M’ jsou zvoleny na povrchu koule. Jak velika
je pravd&podobnost p, Ze krat${ oblouk hlavni kruZnice, spoiunjici M
s M, je men¥{ nez o? p=sin"}a
viz ‘rozbor v knize Borel: Le Hasard, p. 86—91 nebo Borel, E1¢é-
ments, 3e édition, p. 96—100.]

14. Dv& koule o poloméru r dotykaji se v jednom bodé zevné
jedna drubé. Na povrchu jedné zvolime bod P, na povrchu druhé
pak bod Q. Jak veliki je pravdépodobnhost, Ze vzdilenost RQ ie
mensi neZ 2r? [p—=13/35; viz Czuber, Geom. Wahrscheinlich-
keiten, p. 70—72.]

15. T¥i body A, B, C isou zvoleny na povrchu koule. Jak velikd
je stfedni hodnota plo3ného obsahu sférického trojihelnika ABC?
[Rovma se osmin& kulového povrchu; viz Czuber, tamté?, p. 217.]

16. Na povrchu koule zvolime tfi body jakoZto vrcholy siéric-
kého trojiihelnfka. Pravd&podobnost, Ze v3echny fihly trojdhelnika
jsou ostré, jest rovna 1

27

17. Vytkn&me libovoln& &tyfi body na povrchu koule; pravdé-
podobnost, Ze viechny &tyFi jsou na jedné polokouli, rovna se /. [Viz
Czuber, tamtéz, p. 217—218.}

18: Vypo&isti pravdépodobnost P, Ze vzdilenost dvou bodi, zvo-
lenych uvnitf koule o polom&ru R je mens${ neZ a.

a? 9 a* at
— o T .
R? 16 R* 32R
viz Czuber, tamté?, p. 69—70; Borel-Deltheil, Probabilités,
Erteurs (Pars, 1923), p. 81—83. — Srv. té% s tlohou 12.]

.19'. Jak velkd je pravd&podobnost p, Ze délka tétivy v. kruZnici
o polom&ru R jest obsaZena mezi ¢ a b (¢ <b)?

-

P =
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[Je-li sm&r t&tivy ddn, jest

P—-ZR[WR’—G-—WR‘—b’],
- viz Borel-Deltheil, tamtéZ, p. 77, Borel, Eléments...3e édition,
p. 107—109].

20. Vodorovna rovina je rozdélena dvéma Ffadami pfimek ve
&tvercovou sif; strana &tverce budiZ a. Hodime-li na rovinu kruhovy
kotou¢ o pcloméru r (2r < a), jak veliki je pravdépodobnost p, Ze
kotou® padne cely dovnitf nékterého &tverce?

. (a _ r)l
=",
viz zajimavé uvahy o této tloze v knize Fréchet-Halbwachs, Le

calcul des probabilités a la portée de tous
Paris, 1924, p. 72—76].

21. Na vodorovnow rovinu, na niZ je nazyvana sit shodnych
rovnostrannych trojihelnikii o strané @, je vrZena nekoneéné tenka

jehla o délce I. Pravd&podobnost, Ze jehla se octne celd uvnitf jed-
noho trojihelnfka, jest

L2 )

Toa a

)

[Viz Markoff, 1. c., § 32.]

22, Dany kruh ]e rozd&len primérem ve dvé polovmy Vypodisti
pravdZpodobnost p, Ze p¥imka, kterd protina prvou polovinu, protina
téZ druhou. 4
viz Czuber, 1. c., p. 129].

23. Nékdo uinf po rovné cest&€ n krokii steiné dlouhych bud
vpfed nebo do zadu; pfisuzujeme-li pfi kaZzdém kroku obéma moz-
nym smérim stejnou pravd&podobnost, je pravd&podcbnost, Ze mna
konec bude o k krokii vzdilen od pﬁvodniho stanovi$t&, rovna

(€ BT
Srv. s tlohou 24. R (n - b

24, N&kdo vyide z bodu O, ide rovné& v libovolném smé&ru a urazl
drihu /,; pak se otoCi o libovolny iihel a zase urazi pfimocarou drahu
I, atd. Vykona-1) celkem n takovychto pfimoarych pohybi, iak ve-
likd j% pravdépodobnost, Ze jeho vzdilenost od bodu O bude mensi
neZ r?

[Jsou-li Jo a Ji Besselovy funkce indexu 0 a 1, jest
- .
Pr=r [J0) )y a0 S ). Jo (n 3) dx.
[}

Viz Lord Rayleigh: On the problem of random vibra-
tions. (Philosophical Magazine 6 series. vol. XXXVIIL 1919,
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p. 321—347., Scientific Papers, vol. V1., p. 604—626); Lord Rayleigh:
The theory of Sound, 29¢ edition, London 1894, vol. I., p. 39—4l.
Srv. téZ M. v. Smoluchowski: Abhandlungen iiber die
Brownsche Bewegung (Ostwads Klassiker, Nr. 207.)

Je-li p velmi veliké a lh =1l: =...In = 1, jest pfibliZn&

e
Ph=1—e™ a].

III. Konvexni kfivky v roviné.

19. PFimky protinajici konvexni kfivku. — a) Budiz k
,uzaviena konvexni*) kfivka; volme pocatek O soufadnic
uvnitf k. Je-li @ thel, ktery svird vnéjsi normadla s osou Ox,
bude vzdalenost teény od pocatku uritou funkci ithlu ¢, kterou
oznacime Hg). Tato funkce je kladnj, Jednozna(.na a perio-
dickd s periodou 2n. KaZzda pfimka -

xcos ¥+ ysing —g=0
prot}najici kfivku C vyhovuje podmince
g—f(@=20;

znameni rovnosti plati jen pro pfipad, Ze pfimka se dotyka
kfivky k. Mérou vSech jejich seden je podle odst. 11. vyraz

2z
m=jqudf/ =fqdr/=/f(rr)d</,
) 0
ktery miiZeme psati téZ ve tvaru
2
m=3[1f ) +7+ D dr.
0

Vyraz v zavorce udava vzdalenost dvou teden kolmych
k normile urené iihlem ¢; tuto délku miZeme povaZovati za
polovinu primé&tu celého obvodu kfivky do normaly (rozumi
se, Ze pocitame jen s absolutnimi hodnotami jednotlivych ele-
mentii obvodu resp. jejich priméti). Oznadme Fedeny primét
pismenem A; obdrZime

= a}-O[A dy.

‘) Ktivku nazyvame konvexni, le-Jl profata kazZdou pFimkou
nejivyse ve dvou bodech.
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