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UZijeme-li oznaleni zavedeného v 1l. 36., mame ptFibliZné

C*+CoP+.. - +Ca®=3 T n RO

.VI. Poincaréova metoda libovolnych funkci.

37. Poincaréova metoda. Problém rulety.*) — a) Pfihléd-
neme-li bliZe k podminkam, za kterych pokusné zjiSfujeme
néjakou geometrickou pravdépodobnost, seznime casto, ne-li
vZdycky, Ze nelze povaZovati viechny pfipady, které se ja-
koZto vysledek uvaZovaného pokusu mohou vyskytnouti, za
stejné pravdépodobné. Proto nelze také bez dalsiho rozboru
tilohy pocitati hledanou pravdépodobnost jednoduchym srov-
navanim pfipadd pfiznivych se vS§emi pfipady viibec moZnymi.
Objasnéme to na pfikladé rulety. Kolem geometrické osy ko-
touCe rozdéleného na 2n stejné velikych vysedi, jeZ jsou stfi-
davé cervené a cerné, otaci se jchla; v poCateCnim okamZiku
udé|ime ji ndrazem urcitou ihlovou rychlost, takZe jehla
obéhne nékolikrate dokola, aZ se vlivem tfeni, odporu vzduchu
atd. zastavi bud u vysece Cervené nebo u vysece éerné. Jak
velikd je pravdépodobnost, Ze vyide Cervend?

UvaZme nejprve, Ze ke konci mohybu, kdyZ uZ je kine-
ticka energie jehly nepatrnd, stadi docela mald ptekazka (na
pE. zrnko prachu), kterd zplisobi, Ze se jehla zastavi u urdité
vyseCe. | kdyZ je ruleta dokonale pracovdna, nemiiZeme
tvrditi, Ze pravdépodobnost zastaviti se u uréité vysece je pro
vSechny vyseCe naprosto stejnd; pfi tom ani nepfihliZime
k okolnosti, Ze také individualita hricova, jevici se ve zvlast-
nim stfididni pocCateCnich rychlosti, které hric jehle udéluje,
miiZe zde miti uréity vliv. Poincaré ukézal v8ak, Ze jest jeden
zvlastni dtivod, pro ktery miiZeme povaZovati pravdépodob-
nost, Ze jehla se zastavi u Cervené vysele, za rovnou 1/,
aspoii pokud pocet vyseci je velmi veliky.

Piedstavme si, Ze na zacatku kaZdého pokusu postavime
jehlu do urcité polohy a Ze ji pak udélime tak velikou po&a-
teéni rychlost, aby se otoila neiméné padesatkrate dokola:
pocatedni rychlost budiZ v8ak v takovych mezich, Ze se jehla
v kaZzdém pokusu zastavi po méné nez 100 obézich. Oznaéme
pismenem 1 thcel, o ktery se jehla-fihrnem otoli neZ se za-

*) H. Poincaré: Calcul des Probabilités, 2e édition,
chap. VIII. F. Borel: Elements de la théorie des proba-
bilités, 3e édition, chap. VIII

-
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stavi. Je tedy vidy 5022 <+ < 100.2x. O pravdépodobnosti,
7¢ se jehla zastavi po opsani uhlu obsaZeného v mezich ¢ az
¢ + d9, budeme pFedpokladati, Ze je rovna vyrazu

kde ¢ znadi spojitou funkci proménné . Patrné jest
+oo

f p(Ndi=1,

—00o

ponévadZ integrdl vyjadfujec pravdépodobnost, Ze jehla se
vitbec nékde zastavi. Eunkce ¢ () (vhustota pravdépodob-
nosti«) rovna se nule, je-li ¥ mensi ncZ 50.27 nebo vétsi nez
100 . 2x.

Znazornéme funkci y = ¢ (#) graficky a sestrojme na ose
0% viecky body a; odpovidajici tém hodnotdm uhlu &, p¥i
kterych se jehla zastavi prdvé na rozhrani Cervené a erné
vysede. Tak obdrZime na ose O fadu stejné dlouhych inter-
valii, které odpovidaji stiidaveé barvé Cervené a Cerné. VztyCme
v téch bodech pofadnice a vyCarkujme vSechny plochy,
které jsou nad intervaly odpovidaiicimi Cervené barvé. Ozna-
¢ime-li tyto intervaly a1 @z, @sas, ... Q24— @2, bude pravde-
podobnost, Ze vyjde Cervena barva, rovna vyrazu

T2k
p= i fq) QXU

dap—1

t. j. souttu vycéarkovanych ploch. Poincaré dokdzal, Ze soudet
p vycéirkovanych ploch bliZi se jedné poloviné (celd plocha
omezena kfivkou = 1) jakoZto limitni hodnot&, roste-li pocet
n Cervenych vyseéi do nekoneéna a je-li funkce ¢ (#) takova,
Ze jeji derivace je men${ neZ urCita konstanta, necht # ma
hodnotu jakoukoli. V odst. 38 bude podrobné vyloZen diikaz
obdobné véty pro pfipad funkce tfi promé&nnych; proto neuvi-
dim nyni diikazu Poincaréovy véty a poznamenavam jen toto:
Je-li n velmi veliké Cislo, jsou intervaly aias, azas... velmi
malé a je zfejmo, Ze obsah vycCarkované plochy nad ai a: lisi
se jen velmi malo od obsahu nevy&irkované plochy nad azas
atd. Z toho divodu je dhrnny obsah ploch vy&arkovanych
*téméF roven obsahu ploch nevy&arkovanych.
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Je-li tedy vyseéi velmi mnoho, je hledand pravdépodob-
nost velmi blizka jedné poloving, nezdivisle na tom, jaka je
funkce @ (9). Touto funkci zavadi se vlastné do podtu to, co
vyplyva z malych nedokonalosti v konstrukci rulety nebo z in-
dividuality hracovy a &im se zpiuisobuje, Ze lze olekavati za-
staveni kotouce spiSe v né&kterych -polohdch neZ v jinvch.
MiiZeme téZ Fici, Z¢ funkce ¢ méti hustotu pravdépodobnosti.
Ackoli jsme uginili jen mélo pfedpokladii o funkci ¢ (), takZe
ji 1ze voliti dosti libovolné, pFfece z poétu vypadla; v koneéném
vysledku se nevyskytuie.

38. Zobecnéni Poiricaréovy metody. — V odst. 39. je po-
dano nové FeSeni Buifonovy tlohy o jehle; feSeni to zaklada
se na zobecnéni Poincaréovy metody, které nyni vyloZim.

a) BudiZ A souvisly trojrozmérny obor poloZeny v ko-
neéné vzdalenosti. Pismenem A oznadime zidrovei jeho objem,
jenZ v obycCeinych pravoihlych soufadnicich bude dan inte-

grilem
fff dx dy dz.
A

Budiz dile « (x, y, z) funkcefi proménnych, kterd ije
jednoznacna a ma spojité derivace prvniho fadu, pokud bod
(x, v, z) jest v oboru A; mimo to pfedpokiadame, %e v oboru

A vsude plati
<K ’a—'f( <K |
oy .

g
kde K je konstanta.

dx
Rozd&lme nyni obor A v m stejinych elementiarnich oboril.
KaZdy elementarni obor necht je souvisly; jeho objem jest

< K,

29
0z

£ = ?
Rozdéleni budiZ provedeno tak, aby vzdalenost dvou bodu,
obsaZenych v témZe eclementarnim oboru nebyla nikdy delsi
neZ urcita délka .

Rozdélme kone&né kaZdy elementarni obor ve dvé Casti
(z nichZ kaZda miZe byti sloZena z vice mensich dilfl, jeZ leZi
oddélené jedny od druhych); objem prvé &asti, kterou na-
zveme bilou, jest Ze, objem druhé &asti, kterou nazveme,
cernou, jest (1-— A)e. Pomér 2 blle Casti k celému objemu DFi-

-
.
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slusného elementarniho oboru budiz konstantni; je to Cislo,
obsaZené mezi 0 a 1, které nezavisi ani na uvaZovaném ele-
mentarnim oboru, ani na Cisle m.

Oznacme pak pismeny J a Ji nasledujici integraly:

J=fffq’(x;y,l)dxdyd2, . j‘:f‘/j‘}’(x:}’xz)dXdydz
A A

Integraénim oborem prvého integralu je cely piuvodni obor
A; A, jest obor sloZeny ze vSech bilych ¢dsti, uvnitf A obsa-
Zenych.

Hodnota integralu Ji zavisi na c1sle m. Roste-li m do ne-
konecna, a konvergule li zaroven ! k nule, miame

lim J, =/]. (43)
m=aoo
DokaZme tuto vétu. Ditkaz zaloZime na rovnici
9 ¢ ¢
dp = (—"’) ax+ (——”) v+ (—P) 2, 44)
dx/, dy/, 02/s
kde .
Adp=@(x+dx,y+dy,z+4z) — ¢ (x,y, 2)
a kde ‘

(o G5 G2,

jsou hodnoty prvnich derivaci funkce ¢ ve tfech bodech (&, %i,
&) (i=1, 2, 3), jichZ soufadnice vyhovuji podminkam

xZESx+dax, y<wEy-+ay, z2;Sz4-4z

BudiZ nyni 6 libovolny elementarni obor. Uvnitf & jest
urdity bod (x, y, z), ve kterém funkce ¢ nabyva nejvétsi hod-
noty M a pak bod (x+ 4dx, y + Ay, z + 4z), kde @ nabyva
nejimensi hodnoty M’. Plati

idx <1, 4y <1, gz £1
a rovnice (44) ukazuje, Ze
_ M—M=_4p<3LK. (45)
Ta Cast integralu J, kterad se vztahuje k uvaZovanému ele-

mentarnimu oboru J, ndsobena dinitelem /, jest men$i neZ Me;
ta Cast integralu Ji, ktera se vztahuje k bilému dilu oboru o,
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jest v&tsi nez AM’e. Odedtéme obé& Casti; rozdil'je Casti troj-
nasobného integralu i/ — J1 a je mensi neZ

M—M)ei<31iKe= 3—";:“ .
Trojndsobny integrdl 4/ —Ju sklidd se z m takovych
cdsti, tedy iJ—Ji: < 3L KA. (46)

Veli¢ina | konverguje k nule, roste-li m do nekonecna;
z toho plyne spravnost vzorce (43). )

Obdobny vzorec dal by se odvoditi stejnym postupem
pro funkci ¢ libovolnéhoe poltu nezivisle proménnych. Je-li
jen jedna nezavisle proménna veliCina a poloZime-li 1 =1/,
diva vzorec (43) Poincaréovu vétu, uvedenou v pfededlém od-
stavci. '

b) Vratme se k funkci @ (x, ¥, z) t¥i proménnych a pfed-
poklddejme, #e ¢ nezavisi na z. Tfeti &len na pravé strané
rovnice (44) rovna se pak nule, takZe na misto nerovnosti (45)
budeme miti nerovnost M—M <2IK

To plati i v pfipadég, Ze p'erqlince

Az} <1
neni vyhovéno; v tomto ptipadé nastoupi na misto (46) ne-
rovnost if —Ju < 20i KA.

Z toho plyne disledek, Ze véta (43) plati pro funkci ¢,
ktera nezavisi na hodnoté prom&nné z, i v tom p¥ipadg, Ze
rozméry elementarnich oboril, méfené rovnobéiné k ose Oz,
nemaji nulu za limitu, kdyZ m roste do nekoneéna.

39. Nové Feseni iilohy o jehle. — Ptuvodni Buffonovo fe-
Seni tlohy o jehle (viz odst. 196 a 35) zakladi se v podstaté
na téchto dvou pfedpokladech:

I. Pravdépodobnost, Ze stfed jehly dopadne na misto, jeZ
se nalézad uvnitf ¢asti roviny o ploSném obsahu ¢, jest imérna
jeiimu ploSnému obsahu ¢ a nezavisi na jeji poloze ani na jejim
tvaru,

II. Pravdépodobnost, Ze ithel w, Ktery osa dopadnuvsi
jehly svird s pevnou pfimkou vodorovné roviny, jest obsaZen
v mezich w1 a we, jest imérna rozdilu w2 —ws.

Avsak. neni mozZno vymysliti takové uspofddani pokusu,
aby podmince I bylo vyhovéno. UvaZujme na p¥iklad o nasle-
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dujicich podminkach: RovnobéZky jsou narysovany na desce
stolu, jeZ ma tvar Ctverce. Na zaliatku kaZzdého pokusu umi-
stime jehlu ve stfedu desky stolu a to tak, Ze osa jehly je
svisla, nadeZ udélime jehle urditou rychlost ve sméru svislém
vzhiiru. Jehla ovSem neni v polateéni poloze naprosto pfesné
svisld, rovné&Z ndraz, kterym se uvadi v pohyb, méni
se co do sméru i co do velikosti od pokusu k pokusu, tfeba-
Ze v nepatrnych mezich. Proto dopada jehla v rznych po-
kusech na rfiznd mista stolu. Ale odchylky v pocateénich pod-
minkach nesmé&ji byti pfilis vel'ké, ponévadZ jehla nema pad-
nouti mimo stil. Pfedpgklidejme tedy, Ze je malo pravdé-
podobno, Ze jehla dopadnc blizko kraje stolu. BudiZ p: pravdé-
podobnost, Ze stfed jehly bude uvnitf urcitého Ctverce, jehoZ
strana mé¥i 1 ¢m a jenZ je narysovan pobliZze stfedu stolu:
budiZ pak p. obdobna pravdépodobunost pro stejné veliky Gtve-
rec, narysovany poblize kraje stolu. Patrné bude pi1 > ps:
z toho vyplyvi, Ze pfedpokladu I neni vyhovéno.

Chceme-li tedy pocitati pravdépodobnost, Ze stfed jehly
dopadne uvnitf né&jaké dané &dsti stolni desky (roviny xy),
musime nahraditi pfedpoklad I pfedpokiadem obecné&j§im. Pfi-
pustime, Ze tato pravdépo/dobnost jest imérna integralu

/ftp(x..V)dXdy;

integrace vztahuje se k uvaZované &asti roviny xy. Funkce
@ (x, ¥) neni dana; shledame v3ak, Ze za uréitych podminek
vypadne z poltu, takZe se nebude vyskytovati v koneném
vysledku.

U¢inime tyto dva pfedpoklady:

I’. Hodime jehlu vidy tak, aby jeji stfed dopadl dovnitf
&tverce C ve vodorovné roviné. Jeden vrchol &tverce volime
za pocCitek 0 pravoiihlych soufadnic a strany v ném se sbi-
hajici za osy 0x a 0y. Vrcholy &tverce C maji soufadnice

0, 0), (s, 0), (s, s), (0, 5).

Strana s Ctverce rovnd se celistvému ndsobku vzdalenosti

2a dvou sousednich rovnobéZek
S — 2na.
RovnobézZné pfimky na &tverci narysované
y=0,y=2aq, y—4a,.. y—=2na

deéli jei v n shodnych obdélnikii; kaZdy z nich mi rozméry
2na a 2a.
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Pravdépodobnost, 7e stfed jehly dopadne dovnitf uzaviené
kfivky, narysované v roviné xy (uvnitt C), jest rovna zlomku

[[oepaar

6/:/‘:;) (x,7) dxﬁy
U

integrace v Citateli vztahuje se k vnitfku dané kfivky.
Funkce o (x, ¥) ma spojité parcidlni derivace 1. Fidu a
plati pro kazdy bod uvnitf C

kde K znaci konstantu.

II'. Pravdépodobnost, Ze thel o, ktery osa dopadnuvsi
jefrly svira s pevnou pfimkou roviny Oxy, jest obsaZen v me-
zich w1 a we, jest imérni rozdilu w: — ws.

Vychazejice z uvedenych dvou ptedpokladii, obdrZzime pro
pravdépodobnost p’, Ze jehla pr8tne né&kterou rovnobézku,

vzorec
fffq) (x,y) dx dy do
= A . '
ity . (46)
fff«p (x,y) dx dy do

Integral ve jmenovateli vztahuje se k oboru A vSech pfi-
pad@ moZnych. Stfed (x, y) jehly miZe byti kdekoliv uvniti
&tverce C o strané s = 2na; osa jehly miiZe svirati s osou Ox
libovolny thel w v intervalu (0, 2a), aviak z divodi soumnér-
nosti postali uvaZovati jen tihly ostré, obsaZzené ve Ctvrtiné
(0, /2 n) pFedeslého intervalu (pfi vypoltu pfipadi pfiznivych
utinime oviem podobnou redukci). Obor A je tedy definovan
nerovnostmi

0<x<2na o<y<2na, o<m<%.

Integraéni obor A: integralu v Citateli je tvofen body (x,
¥y, w), které odpovidaji pfipadim pfiznivym (jehla protina
nékterou rovnob&iku). Soufadnice.x stfedu jehly muZe miti
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jakoukoli hodnotu v mezich (o, 2na): soufadnice ¥y musi se
li§iti od soufadnice 2va¢, ma-li nastati prisek s »-tou rovno-
béZkou, nejvySe o b; ponévadZ pak z diavodi soumérnosti
uvaZujeme jen o uhlech w, obsaZenych v intervalu (o, /2 z),
mame podminky

0<x<2na 2valy<2va+tb, o<o)<arccosy—b2"q

(r=01,2...n—1,

pro pfipad, Ze pofadnice y je vé&tsi neZ pofadnice protaté
rovnobéZky, a podobné podminky

o< x<2na 2ra-b<y<2ra o< o< arc cos-zia—b:Jf

(r=12,...n)

pro pfipad, Ze pofadnice: y jest mendi neZ pofadnice profaté
rovnobézky.

Pfedstavme si (x, vy, ) ijakoZto obycejné pravoiihlé
soufadnice bodu v prostoru a sledujme tvary oborii A a Ai.
Obor A je pravoihly rovnobézZnostén, jehoZ zikladnou je
¢tverec C a jehoZ vyS$ka rovna se /2 n. Rozdélme obor A v n®
elementdrnich oborit jednak rovinami, které jsou kolmé k ro-
viné Gtverce C a prochazeji kazda jednou z danych rovno-
bézek y=2pa(y=1,2,...n—1),

jcdnak rovinami kolmymi k pfcdes§lym:
x=2yaly=12,...n—1).
KazZdy elementimi obor ma tedy za zikladnu Ctverec

o strané 2a a vySku rovnou <4 . Rozdélme dale tyto elemen-
tarni obory vilcovymi plochami

y—2va

) = arc cos ° - b (v=0,1...n—-1)
a
2va—y
) = arc cos T (r=12,...n),

jichZ hrany jsou rovnobéziné s Ox. Tak se rozdéli kazdy ele-
mentarni obor na dvé &asti. Jedna, kterou nazveme bilou, je
tvofena body (x, y, ») znazorfiunjicimi pFipady, kdy jehla
protind jednu ze dvou sousednich rovnobéZek; druhi, kterou
nazveme Cernou, je tvofena zbytkem oboru.



Obor A: je pravé utvofen souborem vech® &asti bilvch.

Pravdépodobnost p, udana Buffonovym vzorcem (42'), je
rovna poméru A: : A; nezavisi na n.

Vzorec (46) ukazuje vsak, Ze pravdépodobnost p’ zavisi
na poc¢tu n rovnobéZek. .

UzZijme nyni véty dokizané v odst. 38. PonévadZ funkce
¢ nezavisi na proménné w, pfichazi v tvahu poznamka uci-
néna v odst. 38b. UZijeme-li znalek zavedenych v odst. 38,
jest : 26,

0 =X, n=m, — =
Ta

Roste-li n do nekoneéna a zmenSuje-li se ¢ zaroven tak, Ze

ani S=2na ani b : ¢ se nemeéni, pfechazi vzorec (46) v
. . 2b
hl:;n p= " 47)

Nechceme-li méniti piivodni pfedpoklady na$i tdlohy, ne-
budeme zvétsovati n do nekonecna; pravé strana rovnice (47),
totozna s Buffonovym vzorcem, udiva pak, je-li » dosti ve-
liké, pfibliznou hodnotu hledané pravdépodobnosti. Vysledek
vyjadtime takto: Za pFedpokladu I' a IT', a je-li poc¢et n rovno-
bézek narysovanych uvniti étverge C velmi veliky, uddvd
vyraz 2b:naa pFibliznou hodnotu pravdépodobnosti, Ze jehla
protne nékterou rovnobézku.

PonévadZ tedy prava strana vzorce (47) udava hledanou
pravdépodobnost jen pfibliZné, nemiiZeme tvrditi, Ze by
pomé&r m’: ', plynouci z pokusii (viz pozndmku o experimen-
talnim urceni &isla = v odst. 35.)° vyiadfoval ji tim pFesné&iji,
¢im je pocet n’ pokusi vét$i (pismenem n’ znadime idhrnny
poCet pokusii, pismenem m’ pak polet pfipadi, ve kterych
jehla protne nékterou rovnob&zku). Jakmile pFipustime, Ze
funkce ¢ neni konstantni v celém &tverci C, nemiiZeme oce-
kavati, Ze by se z vysledku pokusii dala odvoditi hodnota
&isla 7 tim pfesnéji, ¢im vétsi by bylo n'.*)

*) Vysledky uvedené v odst. 38. a 39. uvefejnil isem v praci
nadepsané Nové fedeni Buffonovy tilohy o jehle (Roz-
pravy Ceské Akademie II. Tf. R. 26., & 13( 1917). Pozdé&ji uvefejnil
jsem francouzské zpracovani: Sur une nouvelle solution
du probléme de 'aiguille (Bulletin des sciences mathéma-
tiques, 2e série, t. 44, p. 1261367 1920). Pan M. Fréchet doplnil
moje tvahy v Clinku Remarque sur les probabilités
continues (Bull. des sc. math., 2e série, t. 45, p. 87—88; 1921).
Viz téZ knihu: Fréchet-Halbwachs: Le calcul des probabi-
lités 4 la portée de tous (Paris, 1924; p. 43).
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Kdyby ¢« bylo konstantni, mohli bychom ve vzorci (46)
zlomek na pravé strané kratiti, takZe pravdépodobnost p’
stala by se totoZnou s pravdépodobnosti p, definovanou vzor-
cem (42).

_40. Valivy pohyb koule po vodorovné _roviné. — Na po-
vrchu koule o poloméru a je dan sféricky obrazec S, omezeny
uzavienou kfivkou bez dvojného bodu. Kouli poloZime na
vodorovnou rovinu o tak, Ze z poCatku se ji dotyka v bodé
O:. Pak udélime kouli vodorovny naraz, takZe se vali po ro-
viné a zastavi se posléze vlivem tfeni v urcCité konecné po-
loze; budiz T1 koneény- bod dotyku s rovinou. Jest urciti
pravdépodobnost, Ze bod T: (jakoZto bod kulového povrchu)
lezi uvnitf obrazce S, za téchto pfedpokladii:

a) Pocditecni poloha koule vii¢i roviné « jest pfedepsana.

b) Koule vali se po roviné bez klouzani a pocCateCni jeji
rychlost nepfekrofi urc¢ité meze, takZe stfed koule opiSe
tisecku ne delsi neZ 2zna (koule otoli se nejvySe n-krat kolem
vodorovného priaméru). Smér dseCky mitZe byti jakykoli
(oviem vodorovny); n ie veliké kladné &islo celé.

¢) Hledana pravdépodobnost p da se vyjadfiti vzorcem

f/ F (0) o do ag
o

T [froaa “
1

zde znaci ¢ a ¢ polarni soufadnice v roviné a s poélem v bod@
O1; ododq jest element plo§ného obsahu; F (o) je kladna funkce,
jeiiz derivace je men$i neZ urCitd konstanta K. Funkce ta
méfi hustotu pravdépodobnosti; vytkneme-li v poloze uréené
polarnimi soufadnicemi ¢ a ¢ element roviny, je pravdépo-
dobnost, Ze bod T naléza se uvnitf toho elementu, (imérna
jeho plosnému obsahu, koeficient imémosti zavisi v$ak toliko
na o a nikoli na ¢. Pismeno P oznacuje obor pfipadfi p¥izni-
vych, t. j. ¢ast roviny a utvofenou viemi body M, ve kterych
miZe nastati- dotyk koule s rovinou takovy, Ze bod dotyku
(na kouli) lezi uvnitf obrazce S. II zna&i vnitfek kruhu opsa-
ného v roviné a kolem bodu O: polomérem 2ana.

Poznamenejme, Ze kazdy bod M: roviny o odpovida je-
diné ur€ité poloze koule; abychom kouli do té polohy pFivedli,
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je nutno valiti ji z pfedepsané pocatecni polohy tak, aby jeii
bod dotyku s rovinou opsal iuseCku OiMi.

RozfeSme tlohu ve specialnim pfipadg, Ze S je pravidelny
sféricky cCtyfihelnik, jehoZ wvrcholy jsou zdrovei vrcholy
krychle do koule vepsané. Sestrojme na kouli oblouky hlav-
nich kruznic nad kazdou hranou vepsané krychle. Tak rozd&l
se cely povrch koule v Sest pravidelnych sférickych &tyfihel-
nikit o vmitinich thlech 3a. Pravdépodobnosti, Ze T: leZi
uvnit¥ prvého, druhého...Sestého Ctyfuhelnika, oznatime po

Fade pI1, pi1, pri, piv, pv, pvi,

Vypocet provedeme pro dvé pocateCni polohy koule.
Prvni pfipad.—Budte A, B, C, D, E, F, G, H vrcholy ve-
psané krychle a pfedpokladejme, Ze v pocdtecni poloze jsou
stény ABCD a EFGH vodorovné a hrany AE, BF, CG a DH
svislé. Sférické <&tyfuhelniky ABCD, ABFE, BCGF, CDHG,
DAEH a EFGH oznacime po fadé I, II,...VL

Piedpoklddejme, Ze v pocCiteéni poloze dotykd se koule
roviny a v bodé Oy, jenZ splyvi se stfedem O C&tyfihelnika 1.
Necht sc koule vali tak, Ze v kone¢né poloze dotyka se roviny
a bodem A; budiZ A: polé'ﬁa pFislu§ného bodu dotyku v a. Ob-
dobné je definovan bod B: atd.

Piimku O:A: volime za polarni osu.

KdyZ se koule vali, bod dotyku opisuje pfimku d, procha-
zejici bedem Oi; geometrické misto téch bodd kulového po-
vrchu, které postupné stivaji se body dotyku s rovinou a, je
hlavni kruZnice &, jejiZ rovina nechf svira tihel ¢ s diagonalnf
rovinou ACGE krychle v pocateéni poloze. KruZnice k& pro-
chizi bodem O’ protilehlym k O a protinA oblouky AB,
EF, BH a DC v bodech, které po fad& oznadime pismeny M,
N Pa Q.

Ve sférickém trojiihelniku O1MA jest v pociteéni poloze
koule

/\ w A '
O/AM="7, AOM=¢g, sin(G A=) 2, cos @a)=|!.
3 3 3

Strana Om: r
bude tedy urena rovnicemi
7\ a . 4 1
cos (OIMA)=— c?s @ cos 3 + sin ¢ sin 3 V3
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N
a sin r : sin (0; A) = sin =L : sin (0, MA);
3 .

R ¥ A
sin r = \/3 +sin 3y (49)

KdyZ se koule vali po d, body M, N, P, Q stanou se po-
stupné body dotyku koule s rovinou a to v mistech Mj, M, Py,
O1, M., ...atd. Uhel mezi d a mezi pfimkou 0.4: je roven
«. Obecné je

O\ Mn=[2(n—1) 7+1]a, O\Nn=[Cn—1)7—1]a

O, Ph=[2n—1) 7-}r]a, O, Qr=0Crnr—r)a

(n=1,23.-.-- ),
pfi ¢emZ r jest ostry iihel uréeny formuli (49).

Otaci-li se pfimka d v roviné « kolem Oi, opisuji body
My, Ny, .. .M., ... k¥ivky, kterymi se rovina o dé€li v neko-
necné mnoho kfivoCarych &tyfihelniki. Oznacime je Cisly I,
1,.... Ctyfuhelniky oznadené v roviné ¢&islem I, budou
obsahovati body [ takové, Ze, dotyka-li se koule roviny v L,
splyva urdity bod L sférického ¢tyfihelnikals L
atd. Ctyfihelnik AiB:1CiD1 je konvexni, ctyfihelnik A2B2C2D:
ie dvojnisobné souvisly a p.

Pravdépodobnosti p1, pir, . .. poditaji se podle vzorce (48).
Podle pfedpokladu jest koneény bod dotyku T: v kaZdém pf¥i-
padé uvnitt kruhu IZ opsaného polomérem 2nza kolem Ox.
Plosny obsah toho kruhu je -

IHH=4713na.

z nich odvodime, Ze

Pismeno P ve formuli (48) zna&i souhrn rovinnych &tytihel-
nikid I nebo II..., podle toho, poditdme-li ps &i pr; ... Funkce
F rovna se nule vné kruhu I7.

Pocitejme nejprve pravdépodobnosti pr, pr,... za pfed-
pokladu, Ze Flo)=1;
pak teprve pfejdeme k pfipadu obecnému.

BudiZ tedy F = 1. Pravdépodobnost p; bude rovna poméru
P
o
kde P znali thrnny plo$ny obsah v3ech rovinnych &tyfihel-
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nikit I. Abychom tento pomér vy&islili, rozdélme I soustfed-
nymi kruZnicemi o polomérech

2n7a,4a, 67a,...2(n—1)7a
a o stfedu O, v n dila, ‘jichZ plo§né obsahy oznadime pismeny

Uy 1y, Uy o I'n;

patmé jest . _
m=aa'l2ma)y—@2m—1ap]=43* 2m—1)a*
T je kruh o poloméru 2n¢; I'm (m > 1) je mezikru#i o polo-
mérech 2 (m — 1) na a 2maa. Tu &ast mezikruZi I'm, ktera je
tvofena ctyFihelniky I, nazveme Cn; je to obor skladajici se
ze dvou dvojndsobné souvislych ¢4sti. Kraje prvni ¢asti maji
v polarnich soufadnicich rovnice

o=2(m—1)xa o=2m—Naa+tra
a kraje druhé ¢asti rovnice
o=2maa—ra, p=2mxa;

snadno vypoéteme, Ze plosny obsah oboru Ca je
cm——-81(2m— 1) ala?

s
= S rdg. (509

n

P¥ibliZnd hodnota tohoto integralu jest 1:319...
Hodnota poméru

kde

—Cm ,2!

[ T2

jeZ nezavisi na m, rovna se pfibliZné 0267 . . Hledana pravdé-
podobnost je tedy

P _C+C+...4+Cn_ .
PI= [ =7 Y lt. . § Tp=+=02T...

Abychom ustanovili pvs, oznadme pismenem C’'m ploSny
obsah ¢ésti roviny omezené kfivkami

o=02m—1)ra—raao=2m—N)va+tra.
Vychézi C'm=8@m—1) xla*=Cm,
27 .
pvi=pr= _, =0267 .
Souget pi —[«ﬁn 4. . pwr
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je roven jednotce, tedy
P 4pur+piv+pv=1—20r=10466...
a, jezto tyto Ctyfi pravdépodobnosti jsou stejny
: 1 I _ 14
Pll= p", :pr: py pna 4 -_.’!_’_0114'

Piejdéme nyni k obecnému pfipadu, kdy hustota pravdé-
podobnosti jest imérna funkci F () priivodie ¢. Pravdépodob-
nost p; bude vyjadfena vzorcem (48), kterému dame tvar

A= s
1= g
kde

§'= fF(Q)Q do dg, S= ffF(Q)gdyqu.
P ‘ 1

PoloZzme dale
S‘m=ffF(g)gdgd(p, Sm=ffF(9)9d0d¢
o Im

a ozname pismeny M a u« nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce
F uvnitt I'm. Jeito Cpn = Alm, plati
Sp>inly i8Sy < AMIy
a tedy J Sm—S'm < i (M—p) I'm.
. Nap'iéme tuto nerovnost pro m=12,...n a pozname-
neime, Ze M—n<2xak.
Soucet viech ploch I'm je roven II, takZe
18—8<2araK I, (51)
kde II = 4a%n%a?. Z toho plyne, Ze formule

limpr =lim ¢ =7,

n=qu n=cc
plati v téchto dvou pfipadech: ‘1. Konverguje-li prava strana
nerovnosti (51) k nule, nebo 2. je-li prava strana nerovnosti
(51) dile mensi neZ urcita Konstanta a rostou-li soucasné S.
a S’ do nekonetna. Prvni pfipad bude pfibliZné uskutecnén,
bude-li polomé r koule g velmi maly nebo bude-li konstanta K
velmi mald. Vysledek shrneme takto: PFedpoklddejine, Ze

83 .



v poédteéni poloze dotykd se koule roviny v bodé Oi, jens
splyvd se stfedem O siérického ¢tyFihelnika I; konverguje-li
druhd strana nerovnosti (51) k nule, nebo je-li stdle mensi nez
urcitd konstanta, kdezto S a S’ rostou do nekonecna, bliZi se
pravdépodobnosti p; a pvi meznim hodnotdm

lim p;=lim pw=2/2

n=x n—=x T
a ostatni hodnotdm
J

lim pir = lim pyyr = lim pyv = lim py = 1_ 5
n=x n=x 4 a

n=x n=axx
kde J jest integrdl ustanoveny vzorci (50) a (49).

Druhy pfipad. — Pfedpoklidejme nyni, Ze bod do-
tvku koule s rovinou a splyva v pocateéni poloze s vrcholem
A vepsané krychle. Vypocet pravdépodobnostipsn pu,... pro-
vede'se podobné jako v pfipadé pfedeslém a dojde se k témto
vysledkiim. PoloZme

2

sinrl = —————
5 — sin (;;-:.-+2 .r)

Fi 4

3

I'= f r'de;

o

hodnotu 1ihlu r’ je stanoviti jakoZto funkci proménné ¢ tak,
M A
aby v intervalu ( 0, ‘g‘)'stéle rostla, a aby se redukovala na

o . ; T , , .
2, kdyZ @ rovnéd se . Da se dokazati, Ze

Libovolna funkce F(p) (hustota pravd&podobnosti) zavede se
jako dfive.

Je-li pocdtecrii poloha koule takovd, Ze se dotykd roviny
a-ve vrcholu A vepsané krychle, a pFipustime-li jinak tytéz
pFedpoklady jako dFive, jest % spolecnd limitni hodnota
v§ech pravdépodobnosti p1, pu,....pvi pro pripad, Ze n roste
do nekonecna. — g
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Je zFejmo, Ze tato uloha je zcela obdobna tilohdm o ru-
let& a o jehle, jeZ byly feSeny v pfedchozich odstavcich. Poin-
caréova metoda: zavésti libovolnou funkci jakoZto hustotu
pravdépodobnosti tak, Ze hledana pravdépodobnost ma hod-
notu na té funkci nezavislou, kdyZ urcéity parametr n roste do
nekonecna, je velmi obecnd. Da se ji uZiti vSude, kde béZi
0 pohyb télesa, jehoZ kone¢né poloha ma vyhovéti danym pod-
minkidm. S tohoto stanoviska patfi iloha: vypodisti pravdé-
podobnost, Ze pfi hodu kostkou vyijde urdité Cislo, mezi tdlohy
o geometrickych pravdépodobnostech. Vypocet pravdépodob-
nosti uzZitim Poincaréovy metody jest oviem mmnohem obtiZ-
néjsi v tomto pfipadé neZ ve shora FfeSené uloze o kouli, po-
névadZ je téZko vziti v pocet pohyb, ktery kostka vykona, neZ
se ustdli v kone&né poloze.*)

.

*)" Srv. autorovo pojednini Sur la méthode des fonc-
tions arbitraires dans le Calcul des probabilités,
jeZ bude uvefejinéno v Acta Mathematica.
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