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IV. CYKLOGRAFICKE KOULE

Koule v euklidovském prostoru je plocha druhého stupné, jez
prochazi absolutni kuZeloseékou v roving nevlastni danou v pravo-
uhlych homogennich soufadnicich rovnicemi

22+ yr4+22=0, t=0.

Podobné nazyvejme cyklografickou kouli plochu druhého stupné,
jez jde zéakladni kuZelose¢kou C danou rovnicemi

22+ yr—22=0, t=0.
Rovnice plochy ma tedy tvar
(x— a4 (y — b — (z —cff = £ 7
nebo
24yt — 22— 20— 2by 4 2024+ d =0, (d=a*4b®—c*F ).

Jest to rotaéni hyperboloid s osou kolmou k primétné =, jedno-
dilny neb dvoudilny. Stfed je S(a, b, ¢), polomér hrdlové kruZnice
v roviné z = ¢ jest 7 neb ri. Nazyvame jej polomérem cyklografické
koule.

4,1. Cyklografické koule se stFedem v pramétn& z. Prostudujme
nejprve piipad, kdy stfed koule je v pramétné. Volme jej za pocitek O
soustavy soufadnic. Plocha ma pak rovnici

(H) xt + y* — 22 = r® (neb — 2.

Bud P(§, 1, ) bod této plochy. Jemu odpovidd v = kruZnice
Pl=@x -2+ y—n:=08 (E=8+7n—1);
mocnost stfedu O k tomuto kruhu jest konstantni a rovna r3(= £ 4
+ 7 — {?). Sekou tedy kruznice [P] kolmo stopu cyklografické koule.

Cylklograficky obraz rovnoosého hyperboloidu se stfedem v m a osou
kolmou k m (cyklografické koule) je trs kruinic (1, 8), které sekou kolmo
jeho hrdlovou kruZnics.
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Je-1i hyperboloid dvoudilny, stopni kruznice imaginirni o polo-
meéru ri, pak soustfedna kruznice k' o poloméru r, jiz pouzivame
ke konstrukeim, jest redlnou kruznici trsu protata ve dvou diametralné
lezicich bodech, éili jest ji pulena (1, 7).

Vrcholy uvazovaného hyperboloidu rozumime jeho prusediky
s osou plochy. Je-li stopa realna kruznice o poloméru r, jsou vrcholy
na ose ve vzdalenosti + ri od stfedu. Je-li stopa imaginarna, jsou
vrcholy realné ve vzdalenosti 4 r.

Velmi snadno jsou patrny véty:

Trs kruinic obsahuje nekoneéné mnoho (o0?) svazku. Kazda rovina
kolma ku z seée cyklografickou kouli se sttedem v = v rovnoosé hyper-
bole, jiz patfi svazek obsaZeny v trsu.

Doé kruZnice trsu uréuji svazek obsafenyj v trsu.

TFi body v prostoru ur¢uji jedinou cyklografickou kouli se stfedem
v z. V roviné 7 kruZnice urcuji trs; kruznice kolma ke viem trem je
hrdlovéa kruznice cyklografické koule.

Zvlastni pripad trsu je souhrn kruznic, které jdou jednim bodem;
hyperboloid pieSel zde v cyklograficky kuZel. Jiny zvlastni pfipad
jsou kruZnice se stfedem na pfimce.

Dvé cyvklografické koule o sttedu v pramétné = maji mimo kuzelo-
ku =z a kolmé k roviné obou os, v cyklografické projekei tedy dva trsy
maji spolecny svazek, t. j. souhrn kruznic kolmych ke dvéma stopnim
kruznicim. Stiedy jejich jsou na chordile stopnich kruZnic.

4,2. Ulohy o kolmosti cyklt a kruZnic. Uloha. Sestrojte cykl, kteryj sece
kolmo krunice [A), [B) a paprsek p v ihlu ¢ = 30°.

Rozbor. Body, kterym pfislusf Zddané cykly nalézaji se na cyklo-
grafickych koulich s hrdlovymi kruznicemi[A4], [ B] a v roviné x se stopou
p. Prvé dvé plochy maji spole¢nou rovnoosou hyperbolu v roviné p
kolmé ku n. « sefe p v pFimce ¢. Jedna se tedy o pruseéiky piimky
s rovnoosou hyperbolou.

Sestrojent je v obr. 27. [A] bud redlnd, [B] imaginarni a zastoupena
realnou kruznici b o stiedu B, . g, je chordala obou kruZnic a sestrojena
jest dle (1,7) : BJ\L | A,B,, z L vedena teéna LI1ku[A] a rozptlena
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bodem 2, Pak 28 | A,L. Bodem S jde g, | A,B, . p sece oba hyper-
boloidy v hyperbole &. Vrcholy U, V jsou prusetiky vertikaly vztyéené
v bodé S s jednim neb druhy'm hyvperboloidem. Abychom je sestrojili,
pouZijme promitaci roviny piimky AB. Ta se¢e prvni hyperboloid
v hyperbole s osou I II. Tedy kéta bodu U(V) rovna se délce tetny
vedené z S ke kruZnici [4] (1.9) a rovna se také SL. Sklopme rovinu p

Obr. 27.

kolem g, = x;; do 1. Vrcholy U,V ptijdou do UV, a tim je uréena
hyperbola h,. Dile je uréena odchylka y roviny x. Jest cotgy = cosp =
= §V3 Sestrojeni praseénice g(g,) je patrno z obrazku. Abychom
uréili pruseéiky ¢, s hy, pouZijme kolineace (1,9). Stied kolineace bud
V,, osa te¢na ¢ hyperboly v bod¢ U,. Hyperbole &, odpovida v kolineaci
kruznice k, nad primérem U,V,, o, je GbéZinice. g, se¢e ¢ v bodé 3,
rovnobézka s ¢, stfedem V', sede tibéznici v bodé @, . 3Q, == g, odpovida
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v kolineaci piimce ¢, a se¢e kruZnici #, v bodech X,Y,. Jim nazpét
odpovidaji body X,, Y,, z nichZ jsou odvozeny X,Y,. Nalezené cykly
se protnou v U,, V, (3,2).

Cvifent 4,2,1. Sestrojte cykl, ktery sede kolmo kruZnici (4] a dotykd se
paprski p, q

Obr, 28

4,2,2. Sestrojte kruZnici o daném polomé&ru, kterd sede kolmo kruZnici [A]
a pali kru¥nici [B].

4,2,3. Sestrojte cykl, ktery sede kruZnici [4] v diametraln& protilehlych
bodech a paprsky p, ¢ v thlech s danymi kosiny (na pf. 3, §).

4,2,4. Dany jsou cykly (4), (B), (C). Sestrojte cykl, ktery a) sede (4)
kolmo a dotyka se (B) a (C'), b) ptli (4), kolmo sede (B) a dotyké se (C).

4,3. Cyklografické koule v obecné poloze. Rovnoosy rotaéni hyper-
boloid s osou kolmou ku primétné n a stfedem mimo primétnu
(obr. 28) jest dan rovnici

22+ y*— (2 —c)? = a%



a je reidlné neb ryze imaginarné a hyperboloid pak jednodilny nebo
dvoudilny.

Soufadnice stiedu S jsou (0, 0, ¢), polomér hrdlové kruZnice a.
Stopni kruZnice [K] jest dana rovnicemi

2=0, 224+ y2=1% kde r= V(Iz—}—c?.
Obrazem stfedu S je cykl (S) o poloméru ¢, fikejme mu stFedovy cykl.

Cyklicky obraz bodu P(&, 5, ) na uvazované plose jest cykl (P)
na kruZznici

(=& +@—nF=2
Pro bod P plati

o — (= of = ay
leva strana této rovnice jest vSak ¢tverec spolecné teény ¢ (1,6) cykli
(S) a (P), a tedy t? = a®

Cyklicky obraz cyklografické koule v obecné poloze jest kongruence
cykli, jez_od stfedového cyklu (S) maji konstantni te¢novou vzddlenost
rovnou, poloméru hrdlové krufnice.

Jiny vyznam této kongruence dostaneme, vyjadiime-li kosinus
uhlu stopni kruznice [K] o stfedu O a poloméru » s kruznici [P], jeZ
odpovida obecné poloZenému bodu cyklografické koule. Bud 0_151 =,
thel kruznic ¢, pak jest (1,5)

v2 =12 + {2 — 2rlcosg.
Dosadme za v? a 72, dostaneme
84+ 92— 02— ¢ — a4 2ricosp = 0.
Uvazime-li, ze P lezi na cyklografické kouli, mame
B — 2o — a4 2e =0,
odkud

€
rCOSp = €, COSP = —.
r

Veli¢ina ¢ m4é urcité znaménko; jestlize orientujeme také stopni
kruZnici, Fikejme pak stopni cykl, ma i r uréité znaménko a vidime:
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UvaZovand kongruence je souhrn cykli, které stopni cykl (K) sekou
v 1thlu, jehoz kosinus je konstanini a roven %, kde ¢ je polomér stredového,

r polomér stopniho cyklu. Je tedy tato kongruence isogondlni kongruence
se zakladnim cyklem (K).

e

a”
i/
(K) (S) — o M, \ ,1)5 E/

P
(P,

Obr. 29.

Cyklograficka koule je uréena stiedem S a polomérem @ hrdlové
kruznice (polomérem cyklografické koule) anebo cyklem (S) a stopnim
cyklem (K), coZ se pro udely konstruktivni nejlépe hodi. Probefme
rizné piipady tohoto uréeni.

a) Stopni eykl (K) je realny a vné sttedového cyklu (S) (obr. 29).
Cyklografickd koule je jednodflny hyperboloid. Druhd primétna je
volena osou cyklografické koule, sestrojeno S, a asymptoty merididnu.
Ve sklopeni lezi koncové body C,, D, reilné osy na kruznici [K] dle
vztahu 72 = a® + ¢2. Obrys v pudorysné je kruznice s polomérem a.
Bod P, v primétné je pudorysem dvou boda na cyklografické kouli,
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bodi P a P’; prvnim jdou pfimky m, n, druhym m’, n’. V obraze jevi
se jako teény obrysové kruZnice, takie m, = m,’, n, = n,’. Vertikalni
roviny (mm’), (nn’) jsou teéné roviny v bodech 7', T hrdlové kruznice.
Povrchové piimky maji ovsem odchylku piadorysnou 45°. Bodu P
na hofejsi poloviné patii cykl (P), ktery jde stopniky M, N piimek
m, n; bodu P’ na dolej3i poloviné patii cykl (P’) jdouci body M’, N'.

Obr. 29a, b.

Teénova vzdalenost cyklu (S) od jednoho nebo druhého cyklu jest
v obraze silnéji vyznadena. RovnéZ tak vyznaden thel ¢ cyklu (K)
s prvym neb druhym cyklem.

Pohybuje-li se bod P po povrice m, opiSe cykl (P) parabolicky
svazek. V8echny se v bodé M dotykaji teny MR cyklu (S). Tato
tecna je cykl zvrhly patiici bodu nevlastnimu pfimky m. Teéné paprsky
cyklu (S) patif také uvaZované kongruenci cykli a jsou obrazy ne-
vlastnich bodi cyklogr. koule.

b) [K] je realné a uvniti (S) (obr. 29a). Volme druhou pramétnu
jako difve. Jednd se o sestrojeni merididnu z asymptot a jednoho bodu.
Z rovnice a® = ¢ — 1% je patrno sestrojenf tsetky a. Hrdlovéa kruZnice
ma polomér ai, cyklograficka koule je dvoudilny hyperboloid. Te¢nova
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vzdalenost je imaginarni ai; pro thel ¢ mame cosp = % > 1, tedy

ithel je také imaginarni (1,3). Cykl kongruence lezi uvniti cyklu (S)
i (K) nebo je objima, pokud polomér je rizny od nuly.

Je-li » = 0, pfejde [K] v bod, cosp roste do nekonecna, thel ¢
je neurdity, teénova vzdalenost cyklu kongruence od cyklu (S) jest ai.

¢) [K] jest imaginarni (obr. 29b). Jeji zastupkyni jest redlna
kruznice K’ o poloméru r. Pfi téze volbé druhé primétny jako v pri-
padech piedeslych jest rovnice merididnu (z — ¢)? — 2% = a?® a hovi
mu bod (- ri, 0,0), tedy ¢® + 72 = a?, z &ehoz ihned plyne konstrukce
délky a. Hyperboloid je dvoudilny, teénova vzdalenost od cyklu
(S) imaginarni ai (a¢ kruZnice mohou mit spoleéné realné vnéjsi teény),

. , . vy s sl C
kosinus thlu ¢ je rovnéz imaginarni —.
ri

4,4. Body spoleéné dv&ma neb tfem cykl. koulim. Dvé cyklografické
koule H, L o stfedech 4, B maji obecné mimo zdkladni kuzelosecku C
v nevlastni roviné spole¢nou jesté cyklografickou kruznici r v roviné g.
Obé kuzelosedky se sekou v nevlastnich bodech U, V na pruse¢nici
roviny g s rovinou nevlastni. V téchto bodech se obé plochy dotykaji
a te¢né roviny spoleéné jsou soucasné teénymi rovinami obou asympto-
tickych kuzZeli a sekou se tedy ve spojnici stfedi AB obou ploch.
Primky UV, AB jsou reciproké polary obou ploch. Priseéna kuzelo-
secka r ma tedy stfed na AB. Jeji rovina ¢ ma za stopu na primétné z
chordalu stopnich kruznic [H], [L], jeZz spojuje jejich spoleéné body,
a je rovnobéina s rovinou p’, ve které leZi priiseéna kfivka asympto-
tickych kuzeli. Ostatné vime, Ze obé tyto roviny jsou rovnobéiny
s polarni rovinou pfimky AB k jednomu i druhému kuzelu (3,3).

T¥i eyklografické koule H, L, M maji mimo C jen dva body obecné
v koneénu spoleéné. Nebot na pi. prvé dvé maji spoleénou cyklografic-
kou kruznici, kterd s tfeti plochou md4 mimo dva body v nevlastni
roviné na C jeité dva dalsf X, ¥ v koneénu, jez soutasné lezi na viech
tfech plochach. P¥imkou X Y jdou roviny viech tif kuZeloseéek spoleé-
nych vidy dvéma z ploch H, L, M.

Uloha |. Linedrni fada cyklic je ddna dvéma cykly (A), (B).
Sestrojte cykl této fady, a) kteryj od daného cyklu (M) md tecnovou vzddlenost
a, b) kteryj seée cykl (K) v whlu g(cosp = 3).
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a) Rozbor. Linearni fadé cykli patii v prostoru pfimka AB.
Kongruenci cykla, které maji od cyklu (M) teénovou vzdalenost a,
patii cyklograficka koule o stfedu M. Stopni kruznice [K] m4 polomér
r= ]/a,2 + ¢, kde ¢ = z,. Hledané cykly odpovidaji prisetikim
piimky A B s touto cykl. kouli.

Obr. 30.

Sestrojent je v obr. 30. Polomér r kruinice [K] sestrojen jak
z obrazku patrno. Abychom sestrojili pruse¢iky piimky AB s cykl.
koulf, volme promitaci rovinu této piimky za druhou pramétnu
a otoéme kol x;,, = 4,B;, do pramétny. Tato rovina sefe cykl. kouli
v rovnoosé hyperbole. Stfed p ]e na kolmici spusténé z bodu M k roviné

hyperboly, hlavni osa CD = (] D je urdena prusetiky s hrdlovou
kruZnici o sttedu M a poloméru a. Ted jest uréiti priseéiky pimky
A,B, s hyperbolou. To provedeno uzitim kolineace hyperboly s kruZnici
nad pramérem C,D, (1,9). C, je stfed kolineace, teéna v D, je osa koli-
neace. Piimce 4,B, odpovida ptimka 72, jez dava priaseéiky X,, Y.
Z nich odvozeno X,, Y, a kone¢né X,, Y,.

b) Rozbor. Piislusna cyklograficka koule méa stopni cykl (K)
spoloméremr. PolomérstredovéhocykluvychaziZe vztahuc=rcosp=3r.
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Sestrojeni pfenechivame ¢étenafi.

Uloha 2. Dédna je cyklografickd koule K stopni krunici [K] a stfedo-
vgm cyklem (A), podobné druhd L stopni kruZnici [L] a stfedovym cyklem
(B). Sestrojiti jest priseénou cyklografickou krufnici.

Obr. 31.

Sestrojeni vyplyva z vykladu odstavce pfredchoziho (obr. 31).
Bud prisedna kiivka r, jeji rovina g, ¢’ rovina s ni rovnobézna, ve které
lezi spolednd kiivka kuzeli A(A), B(B). Volme promitaci rovinu
primky 4 B za druhou primétnu a sdruzme s prvou. Znamym zplisobem
vychdzi g,’ . p? je chorddla kruznic [K], [L], @, je rovnobéZno s p,’.
Rovina bodem A rovnobéina s ¢ (polarni rov. pfimky AB ke kuZelu)
sece cykl (4) v bodech 1, 2. A1, A2 jsou rovnobéiny s asymptotami
kfivky r. Koncové body realné osy P, @ jsou priseéiky g, s merididnem
plochy K lezicim v druhé primétné, jenZ je uréen stfedem A, a realnou
osou 3, 4, a sestrojeny zplisobem znimym (@, neni v obrazu oznaéeno).

Poznimky. Pudorys r, jest geom. mistem stfedu vSech cykly, které
od cykla (A4), (B) maji konstantni teénové vzdalenosti rovné polo-
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mérim hrdlovych kruZnic. Jsou-li stopni kruZnice orientovany, sekou
je cykly uvedené fady v uhlech s konstantnimi kosiny.

Priseéna kiivka r je elipsa, hyperbola nebo parabola dle toho,
jsou-li body dotyku obou cykl. kouli U,V imaginarné, reilné nebo

Obr. 32.

splyvajici ¢ili spojnice stfedd A B uvnitf obou asymptotickych kuZeli,
vné anebo dotykaji-li se podél celé piimky.
Uloha 3. Sestrojte pruseliky t# cyklografickych kouli K,L, M.
Stopnt krufnice budte [K], [L], [M], stfedové cykly (4), (B), (C).
Rozbor. Dle piedchéazejiciho vykladu jsou spoletné body X,Y
na pfimee s, ve které se sekou tfi roviny obsahujici pruseénou kuzelo-
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secku vZdy dvou a dvou z danych ploch, oznaéme je oz, 0gar, Opu-
Ale na pf. gy, je rovnobéino s polarni rovinou pfimky AB ke kuZelu
A(A), oy je rovnobézno s polarni rovinou ptimky AC k témuz kuzeli,
tedy s je rovnobéino s polarou roviny (4ABC) ke kuZelu 4(4). Odtud
plyne velmi jednoduch4 konstrukce.

Sestrojeni je provedeno v obr. 32. S je bod stejnych mocnosti
kruznic [K], [L], [M], o je osa podobnosti cyklu (4), (B), (C) é¢ili
stopa roviny (ABC), N jeji p6l ke kruznici [4], AN tedy poldrni
piimka roviny (ABC) ke kuzelu 4(4). Pfimka s jde bodem § rovno-
béiné s AN. Koneéné jsou sestrojeny prisediky X, ¥ pfimky s s cykl.
koulf L.

Uloha 4. Jsou ddny cykly (K), (L), (M). Sestrojte cykl, ktery sefe prvy
v thlu @,, druhg v ihlu @, a tfets v hlu g;. (Volme cosp, = ¢, cosp,= —3,
cosp; = §). .

Hledané cykly jsou spoleéné tfem isogondlnim kongruencim
uréenym danymi cykly a pfisludnymi kosiny. Jim jsou v prostoru
pritadény t¥i cyklografické koule K, L, M, jez maji spoleé¢né dva body;
tém odpovidaji hledané cykly.

Sestrojeni prenechavame &tenafi.

Poloméry cyklu stfedovych éili kéty stfedt cykl. kouli plynou
ze znamého vzorce: a = ricosp, = &r,, b = rcosp, = — §r,, ¢ =
= r,c08@y = 375. Cykl (4) je tedy stejnosmérny s (K), (B) opacného
smyslu s (L) a (C) téhoz smyslu jako (M). Déle nutno sestrojiti bod §
stejnych mocnosti kruznic [K], [L], [M] a osu podobnosti cykla
(A4), (B), (C). Dalsi konstrukce jako v pfedeslé tuloze.

Cvilent 4,4,1. Dan jest cykl (K) a paprsek p a na ném bod P. Sestrojte
cykl, ktery sede cykl (K) v uhlu + 30° a dotyké se paprsku p v bod& P.

4,4,2. Dany jsou paprsky a, b a cykl (M). Sestrojte cykl, ktery sede a, b
v uhlech s danymi kosiny (na pf. , — }) a mimo to a) mé od cyklu (M) danou
teénovou vzdélenost (na pf. ai), b) sefe cykl (M) v uhlu s danym kosinem
(na pi. 2).

4,4,3. Sestrojte cykl, ktery sede tti cykly v uhlech s danymi kosiny (na pi.
Vg, — 1, 3). Volte néktery cykl imagindrni nebo néktery kosinus imaginérni
(na pt. }i).

4,4,4. Sestrojte cykl, ktery a) mé od eyklu (4) teénovou vzdalenost a, od
cyklu (B) ted. vzdalenost b a puli kruZnici [C], b) dotykd se cykla (4), (B)
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-a sefe cykl (C) v daném uhlu, ¢) puali kruZnici [4]. seée kolmo kruZnici [B] a seée
cykl (C) v daném dhlu.

4,4,5. Dany jsou cykly (4), (B). Co tvoii cykly, jeZ maji od obou stejné
teCnové vzdalenosti? [Ndvod: Dvé cyklografické koule o stejném poloméru
hrdlové kruZnice maji rovnice

(F—of + (@ — B ——yP— £ =0, (=12,

kde «;, f;, v; jsou soufadnice stfedu. Odeétenim dostaneme rovnici roviny g
spoletné kuZelosetky
2x(xy — o) + 2y(f — Bo) — 220y — ¥2) + P — 2% ... =0

Tato je nezdvisld na ¢ a leZi v ni i spoleénd kfivka obou cyklografickych
kuZelu A(A), B(B). Jde tedy pulicim bodem usedky AB a poldrou nevlastniho
bodu primky AB k zakladni kuZeloseéce C. Hledané cykly tvoii tedy cyklické
pole. Nalezena rovina g (zobecnéni roviny symetrie dvou bodi) je geom. mistem
stiedu cyklografické koule, ktera jde body 4, B.

4,4,6. Co tvofi cykly, které majf od tif eykla stejné teénové vzdalenosti?

4,4,7. Sestrojte cykl, ktery ma od &tyf cyklt rovné tednové vzdalenosti.
PrisluSny bod v prostoru je stfed cyklografické koule, jez jde danymi &tyimi
body. (Srovnej ulohu: ¢tyfmi body sestrojiti jest kouli).

4,4,8. Sestrojte cykl, ktery mé stejné tecnové vzdalenosti od cykla (A4)
a (B), pravé tak od cykla (C) a (D) a od (E) a (F) (Viz cvideni 4, 4,5).

4,5. Svazek cyklografickych kouli. Budte dany dvé cyklografické
koule v obecné poloze

H=(@—a)l+ (y — bl — (z — ¢)* —m? =0,
K=@—a+ (y — b — (z — ) —n*=0;

stopni kruinice budte [H], [K], stfedy Sy, S;. Jimi je uréen svazek
ploch H + AK = 0, kde 4 probfha vSechny hodnoty od — oo do + co.
Basis svazku jsou dvé kuZelosedky, zdkladni kuZelosecka C v roviné
nevlastni a priseéna cyklografickd kruZnice r ploch H, K v roviné p.
Obecna plocha svazku je opét cyklograficka koule. Jeji stfed jest

S, a +Aay b+ b, ¢ + Acs),
NT+27 1+72° 1+12

(1)

stopa na prumétné (z = 0)

@ — a2+ (y — b)) —cf —m?+

b AHE — @ + (g — bt — ¢ — n¥] = 0, @)
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Stfedy cyklografickych kouli svazku vypliiuji pfimku s(= AB),
cyklické obrazy stfedic vypliuji linedrni Ffadw cykli. Stopni kruinice
tvori svazek. Bod pfimky s je stfedem jedné plochy svazku, kruZnice
svazku je stopou také jen jedné plochy svazku. Mezi plochami svazku
jsou dva cyklografické kuzZele (pokud r neni parabola) a jedna plocha
rozpadld ve dvojinu rovin, t. j. ¢ a rovinu nevlastni (A = — 1). Jedna
plocha svazku ma stfed S v prumétné xn; S je stopa primky s.

Cyklograficka kruznice » uréuje svazek cyklografickych kouli.

Z téchto prostorovych vztaht vyplyva cyklografickou projekef
fada vét pro geometrii cykli v roviné. Orientujme stopni kruZnice
a mluvme o stopnich cyklech. Plofe H odpovida kongruence cyklu,
které sekou stopni cykl (H) v konstantnim ahlu ¢,(4-), plofe K od-
povida kongruence cykli, které sekou (K) v konstantnim tdhlu ¢,,
kiivee r patii tedy fada cyklud, jez sekou (H) v uhlu ¢, a souc¢asné (K)
v uhlu ¢, Ale kiivkou r jde svazek cyklografickych kouli a je-li L
jedna z nich, pak ji v primétné = odpovid4a kongruence, jeZ obsahuje
ifadu r a jejiz cykly sekou stopni cykl (L) v konstantnim uhlu ¢,. Tedy:

Cykly, které sekou dva dané cykly (H), (K) v konstantnich thlech
@1 Pp, Sekow lLibovolny cykl svazkw jimi urdeného tuké v konstantnim
whlu @,.

Mame-li na mysli teénové vzdalenosti, lze Fici:

Cylkly, které maji od cykla (Sp), (5y) teCnové vzddlenosti konstantni
(m, n), maji konstantni tecnovou vzddlenost od kafdého cyklu linedrni
fady jimi uréené.

Plose svazku cykl. kouli se stfedem S v = patii trs cykld kolmych
ke stopni kruZnici, tedy:

Cykly, které sekou (H), (K) v konstantnich shlech @,, @y, sekou kolmo
jednu kruZnici svazkuw; jeji stfed je stfedem podobnosti cykli (Sy), (Sk)-
(Viz 3,2, poznidmka).

Ve svazku ploch H . K jsou dva kuzele a jedna dvojice rovin
(zahrnujicf rovinu nevlastni), tedy:

Cykly, které sekow cykly (H), (K) v konstantnich ihlech @, @,,
dotyjkaji se dvou cykli svazku a sekou také chorddlu v konstantnim
ahlu.
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Uvedené dva cykly jsou spoleéné Fadé stiedovych a svazku
stopnich cykli.

Jinak lze uvedené véty shrnouti takto:

Cykly, které se dotykaji dvou cykli (M), (N), jsou profaty kaZdym
cyklem svazku v konstantnim 4hlu a jsou kolmo protaty kruinici tohoto
svazku, jeZ md stied ve stfedu podobnosti danyjch cykli.

Tato kruZnice sluje potenéni ¢ili Steinerova kruznice svazku (3,2).

Stfed podobnosti cykli S, Sz o polomérech ¢, c, nesplyva
obecné se stfedem podobnosti stopnich kruZnic, jeZ maji poloméry
Ve + m2, VeZ + m?. Podminka, aby oba stfedy splynuly, jest

€ 1 Cy == ch + m?: ch + m?, neb dle (4,3)rzcosg, : ricos@, = rgy 17,
t. ). cosp; = cosg,.

Cykly protinajici cykly (H), (K) v témz uhlu ¢ sekou kolmo
potenéni (Steinerovu) kruznici svazku (H) . (K). Také obracené cykly
kolmé k této kruznici sekou cykly (H), (K) v thlech o stejném kosinu.
Piseme-li v rovnici (1)

€, = TyCOSp, C, = ryCosp, m = rysing, n = rysing,
dostaneme

H=@—a)p+ (y — b)) —22—ry + 2ryzsing = 0,

K=(x—a,)2+ (y — b2 — 22 —r% + 2ry zsinp = 0.
Pii proménném ¢ mame dva projektivni svazky cyklografickych kouli.
Vylouéenim veli¢iny sing dostavame rovnici

rg —ryK =0,
jez patii cyklografické kouli svazku H . K a ma stied
a,’g — ayrg  byrg — borm 0
rg —rg rg —rg

ve stfedu podobnosti cykla (H), (K).

Cykly, které sekou dva dané v dhlu o téms kosinu, tvofi trs. Jeho
zakladni kruZnice je potenéni krunice danych cykli.

Ted muZeme zodpovédéti otazku, co tvori cykly, jez sekou tii
dané eykly (H), (K), (L) v uhlech o témZ kosinu. Cykly, které sekou
cykly (H), (K) v Ghlu o témz kosinu, tvofj trs a jemu v prostoru patii
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cyklogr. koule M, se stiedem ve stfedu podobnosti S, obou cyklu.
Stopa jeji je potenéni kruinice p,, (obr. 33). Podobné k cyklim
(H), (L) patii cyklogr. koule M, se stifedem S§,, a potenénf kruznici p,,
jako stopou. Plochy M,,, M, sekou se v hyperbole %, jez lezi v roviné
kolmé k primétné a mé osu v primétné. Ji odpovida svazek kruZnic,
jez sekou vSechny tii cykly v dhlech s tymiZz kosiny. Hyperbolou %
jde zfejms i tieti hyperboloid M, se stfedem S, a hrdlovou kruznici p,.
Mime tedy vétu:

Obr. 33.

Potenéni kruznice i, Pisy Desy je5 pFislust po dvou dangm trem
cyklim, tvofi svazek. Cykly, které sekou dané t#i cykly v vihlech s tymiz
kosiny, tvofi svazek s nim dopliikovy (se stfedy na h,).

Mezi témito cykly jsou také soumistné cykly na kruznici, jez sede
viechny tii kolmo, a také cykly, které se viech t¥i dotykaji. Je tedy
znovu potvrzena véta, Ze tii cykld se dotykaji dva cykly, jez s ortogo-
nalnf kruznici tvoii svazek, jehoZ chorddlou je osa podobnosti danych
cyklu (3,3).
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4,6. Trs cyklografickych kouli. Budte dany tfi cyklografické koule
H, K, L o stiedech Sg, Sg, S, rovnicemi
x—a)+y—02—(z—c¢c)r—m;=0, i=1,23).
Piseme-li jejich rovnice zkricené H = 0, K = 0, L = 0, jest rovnice
jedné koule trsu
H -+ iKY uL =0,
kde 4, ;¢ nabyvaji libovolnych hodnot. Stfed této plochy jest

x_al—{—laq—i-‘ua} ,,_bii';"!)?+/'lb3 ~*9!+Zcz+luc;,
14 A4pu Y= l+A+pn 1+A+4+p

a vyplni tedy rovinu o, jejiz stopa je osou cyklického pole daného cykly
(Sy), (Sg), (8,). Stopni kruznice [H], [K], [L] dané rovnicemi

(@—alP+@y—>bP—c—m=0 (=1,273y

o =

tvori trs

[H] + AIK] + L] = 0
a jsou viechny kolmé k téze kruznici, jejiz stfed je bod stejné mocnosti
kruznie [H], [K], [L] (1,8).

Vechny plochy trsu jdow dvéma body X, Y, jez 'jsou spolené tiem
danyym plochdm.

Bod roviny o je stfedem jedné plochy trsu; opisuje-li bod pfimku
v roviné o, opisuje pfislusnd plocha svazek a jeji stopa opisuje svazek
kruznic. Bodim na stopé p° patii svazek cyklografickych kouli, jez
viechny jdou rovnoosou hyperbolou % lezici v roviné kolmé k pra-
métné n se stfedem a jednou osou v m. Piislusné véty v cyklické
projekei zni:

Jsou-li ddany cykly (H), (K), (L), pak existuji dva cykly (X), (¥),
je£ je sekou v dangch ihlech ¢,, ¢,, @y. Potom viak kaidy cykl trsu
(H . K. L) sebe cykly (X), (Y) v temZ sthlu ¢,.

Jinak také:

Jsou-li diny cykly (Sy), (Sk). (8y), existuji dva cykly (X), (Y),
jeZ maji od nmich predepsané tenové vzddlenosti. Potom véak kaZdy cykl
cyklického pole (Sy . Sk . 8,) md od obow tutéf tecnovou veddlenost.
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Body na p° jsou stfedy cyklografickych kouli, které tvori svazek
a prochédzeji hyperbolou A, jez ovsem také jde body X, Y. Kfivce A
patii svazek kruznic obsahujici kruznice [X], [Y]; stopy uvaZovanych
cyklografickych kouli se stfedy na p° tvofi svazek kruznic doplikovy
s prvym se stfednou p°. Tedy:

Cykly (X), (Y) maji stopu p° za chorddlu. _

Jako zvlastni pfipad dostaneme: Jsou-li H, K, L cyklografické
kuzele, (X), (Y) tedy cykly, které se dotykaji eykla (H), (K), (L), pak
se tyto cykly sekou na ose podobnosti cyklt (H), (K), (L).

Cvileni 4,6,1. Dany jsou cykly (A4), (B) a jimi fada cykla, jeZ sete
(4) v uhlu @ (cos, = {), (B) v hlu gy(cosp, = %). Sestrojte kruZnici kolmou
ke vBem cyklum fady a oba cykly, jez se dotykaji vSech cykla fady.

14,6,2. Reste Apollonitiv problém uZitim potenénich kruZnic. (Ndvod:
Potencni kruZnice p,,, Py, Pys tvoli svazek a hledané cykly patfi dopliikovému
svazku).

[_4,6,3. Sestrojte cykl, ktery seée cykly (A), (B), (C) ve stejném tuhlu, cykl
(D) v tihlu daném (cosp = # nebo 2).

4,6,4. Dokaite: Cykly, které sekou dva cykly (4), (B) v uhlech ¢, ¢,
pro néz plati coseg, : cosp, = konst., tvofi trs a zakladni jeho kruZnice patii
svazku (4), (B). Dle toho fe§te ulohu: Dany jsou &tyfi cykly; sestrojte cykl,
ktery je sede v uhlech, pro néz plati cosp, : cosg, : cosp; : cosp, = 2:3:4:5.

4,6,5. Dokazte: Cykly, které maji od cykla (4), (B) tetnové vzdalenosti
a, b s podminkou a? — b? == k2, vytvoii cyklické pole. Osa jeho je chordala kruZ-
nice [B] a kruznice equitangencidlni s [4] ve vzdélenosti k.

4,6,6. Isogonalni kongruence je déna &tyimi cykly. Sestrojte zakladni
kruZnici. t. j. kruZnici, jeZ vSechny CtyFi sefe ve stejnych tihlech. (Prostorové
a planimetrické reSeni!)

4,6,7. Jaké je geom. misto bodu dotyku dvou kruZnie, které se dotykaji
navzajem a dotykaji se soufasn& kruZnic [4], [B]. (Ndavod: Orientujte dané
kruznice a uvaZujte i dotyk nevlastni).
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