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9. LOGICKY KALKUL

V predeslé kapitole jsme Fekli, Ze jsou dvé metody
dikazu bezespornosti: bud (1) pfimo dokaZeme, Ze
mezi dusledky axiomi se nevyskytuji odporujici si vy-
roky anebo (2) postupujeme nepFimo, totiz interpretu-
jeme axiomy v néjakém oboru, ktery povaZujeme za
bezesporny. Prvni metodou, jez ma pro ziklady mate-
matiky nesmlrny vyznam, se budeme struc¢né zabyvat
v této zavéreéné kapitole.

KdyZz chceme postupovat touto metodou, pak vzni-
kaji dvé otazky. Za prvé musime, jak jsme jiz Fekli
v odst. 85, ,,poFidit katalog” vSech moZnych disledki
axiomi; neni jasné, jakym zpusobem to muZeme pro-
vést. Za druhe, kdyz dokaZeme bezespomost pak tim
dokazeme zarovei, Ze logickd dedukce nemuze vést ke
sporu. Avsak pfi tomto dikazu samém pouZivimée le
Jakehom druhu logické dedukce, takZe je nebezpeéi, Ze
pouzijeme pii dukazu bezespornosti toho, co teprve
mame dokazat. Proto musime stanovit pr"edem, jakych
vét a usudkovych schemat budeme pouzivat pfi du-
kazu bezespornosti, a u téchto vét a usudkovych sche-
mat musime povaZovat bezespornost za evidentni.

Nez promluvime o téchto problémech, odpovime
jeSté na jednu otézku, kterou by si zde mohl polozit
¢tenal. Rekli jsme jiz, proé musime dokazovat beze-
spornost axiomut. Na prvni pohled se vSak zda docela
samozr"ejmé, %e logické odvozovani samo o sobé ne-
mizZe vést ke sporu. Ve skuteénosti to viibec nenf samo-
zreJme, jak ukazuji na pnklad antinomie theorie mno-
Zin (viz odst. 6'5). Tam jsme se neopirali o Zadné axio-
my, nybrz uzivali jen obvyklych logickych obrata.
Ukazalo se vSak, Ze jistdi — na prvni pohled zcela ko-
rektni — definice vedla nakonec ke sporu.’'Z toho jsou
zirejmé dvé okolnosti: za prvé, nékteré logické obraty
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(pfedev§im nékteré druhy definic) nejsou piipustné;
za druhé, bezespornost logického odvozovani nenisamo-
zfejma, jakmile, obrazné Feeno, se setkavame s nééim
nekoneénym (s nekoneénymi mnoZinami atd.).

Obratime se nyni k prvni z nasich otdzek. Jde o na-
sledujici tikol: podat vyéerpavajici prehled vSech moz-
nych typt vyrokii a vSech druhu logického odvozeni.
Je jasné, Ze jednou z nejvétSich piekazek, které tomu
stoji v cesté, je to, ze formulujeme vyroky v obvyklé
slovni Feéi. Rada vyrazi obvyklé Feéi muZe totiZ mit
podle okolnosti rizny vyznam a kromé toho pfi logic-
kyeh Gvahach, v nichZ uzivame slov obvyklé Feci, ne-
mame nikdy Gplnou jistotu, Ze jsme nepouzili nevédom-
ky néjaké ,,samoziejmé” véty, kterou jsme vSak ne-
zafadili mezi axiomy.

Tyto okolnosti vedou k tomu, Ze zavadime misto
obvyklé Feéi ,,fe¢” symbolickou ¢ili t. zv, logicky kal-
kul. S ukazkami takové symboliky se ¢tenar jiz setkal
v prvnich tfech kapitolach. Toto zavedeni symboliky
je prvnim krokem pii vybudovani logického kalkulu.
Dalsi krok spociva v tom, Ze stanovime ryze formalné,
c¢emu budeme Fikat vyrok. Nebudeme totiz viibec dbat
vyznamu naSich symbold, nybrz Fekneme: sled znacek
nazyvame vyrokem, kdyZ se skladi ze znaéek toho a
toho druhu v tom a tom pofadi. Kone¢né formalisu-
jeme také asudky (odvozeni). Rekneme totiZ, Ze vy-
rok (t. j. skupinu znacek uréitého tvaru) A nazyvime
bezprostfednim dusledkem vyroku B, C, ..., K, kdyz
vyroky A, B, C, . . ., K se skladaji ze znaéek toho a toho
druhu v tom a tom poradi.

Tim dostavame t. zv. logicky kalkul, ¢ili logickou Feé.
Opakujeme nyni jeSté jednou, co je to vlastné logicky
kalkul. Mame zde pfedevSim uréité znaéky. V naSem
pfipadé jsou to pismena a cislice; mohly by to vSak
byt jakékoli jiné znacky, na priklad zvuky (mluvena
Fe€). Pro tyto znadky jsou dana uréita ,pravidla hry”,
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je totiz Feceno: 1. Jake skupiny znaéek nazyvame ,vy-
roky"”, 2. kdy nazyvame ,,vyrok” t. J. skupinu znadek,
,,dﬁsledkem jinych ,vyrokt”, t. j. skupin znaéek,
3. které ,vyroky” prohlisime pfedem za ,,Spravné”.
Pripadny vyznam znaéek je zde zcela vedlejsi; logicky
kalkul studujeme tak, jako by Slo o jakousi hru se
znackami,

Jaky vyznam ma zavedeni loglckeho kalkulu pro stu-
dium zakladi matematiky? To jsme vlastné jiz fekli
a nyni to pouze opakujeme. Zavedeni logického kal-
kulu umoZiiuje snadny piehled vSech mozZnych druhi
vyrokt a vSech disledkd danych vyroki. Tim, Ze po-
jimame logicky kalkul jako ,hru” s pevnymi pravidly,
dosahneme toho, Ze nAim nemiiZe nepozorované vklouz-
nout do dikazi zidny zamléeny pfedpoklad nebo ne-
piipustny typ odvozeni pfipadné nekorektni definice;
kratce feceno, jsme zde — na rozdil od obvyklé feéi —
nuceni k naprosté jasnosti. Z téchto divodd je teprve
po zavedeni logického kalkulu moZny bezvadny dukaz
bezespornosti a jinych podobnych vlastnosti. OvSsem je
vidy problémem, do jaké miry lze vyjadfit v takovém
kalkulu obvykly obsah matematiky. -

Nez budeme postupovat dale, musime zase odpové-
dét na jednu otazku, kterou si asi poloZil étenaF sam.
Je jen jeden logicky kalkul, nebo jsou moZné riuzné
logické kalkuly? Odpavéd je vlastné samoziejma. Jsou
moZné nejruznéjsi logické kalkuly. JiZ volba symboliky
je véci konvence. To vSak je vedlejsi; dilezité je to, ze
miZeme riznym zpusobem stanovit ,pravidla hry”
a tim dostaneme ruzné logické kalkuly. Tak dejme
tomu, Ze chceme vypracovat logicky kalkul, odpovida-
jici intuicionistickym tendencim (viz str. 25). Dostane-
me jej z obvyklého logického kalkulu (srovn.odst.3'5)
tak, Ze pozménime ,pravidla hry” nasledujicim zpi-
sobem: Vyrok tvaru ,,co (2) P(z) < (32x) oo P(x)”
neprohlasime pfedem za sprivny. To odpovidé
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obsahové tomu, Ze nepovaZujeme piedem za ekviva-
lentni existenéni vyrok a negaci obecné platnosti opa-
ku — a to je pravé intuicionistické stanovisko. Mize-
me vSak také zasihnout do ,pravidel hry”, ktera ur-
¢uji tvar vyroku a nepovaZovat skupinu znaéek
oo () P (x)” vubec za vyrok. To pak odpovida ex-
trémnimu intuicionistickému stanovisku, podle kterého
nema negace obecného vyroku wiibec smysl, pokud ne-
miZeme skuteéné udat prvek, ktery nemé uvaZovanou
vlastnost.

Mame zde priklady rtznych logickych kalkuli. Lze
sestrojit nejruznéjsi takové priklady, nebot kazdou
,»hru” se znafkami lze povaZovat za kalkul. Skuteény
vyznam mi takovy kalkul ovSem jen tehdy, jestliZe pfi
vhodné interpretaci Je ve shodé se zkuSenosti (a s ob-
vyklou logikou) aspon pokud jde o vyroky o nazor-
nych vlastnostech koneénych skupin predmétd, t. j.
o nazornou elementarni aritmetiku, Jinak, na pfiklad
pokud jde o pojem existence (vmatematickém smyslu),
o tsudkova schemata atd., mohou se logické kalkuly
navzijem znaéné liSit, jak jsme ostatné jiZ vidéli na
prikladech.

Vracime se k nasemu thematu. Dilkaz bezespornosti
daného systému axiomid (a tim souCasné dikaz beze-
spornosti logického odvozovani) provadime tak, Ze do-
kaZeme bezespornost vhodné vybudovaného logického
kalkulu, do néhoZ jsou zaFazeny tyto axiomy. Pri tom-
to dikaze se jiz vilbec nemusime zabyvat vyznamem
axiomi nebo logickych termint a operaci. Dokazujeme
vlastné jen toto: vychazime-li z uréitych seskupeni zna-
éek a prechazime-li k jinym podle uréitych ,pravidel
hry”, pak nedospéjeme nikdy k seskupeni znaéek (t. j.
k ,,vyroku”) téch a téch vlastnosti — totiz k vyroku
tvaru ,,A voo A”. Bezespornost kalkulu a jiné podobné
vlastnosti jsou pak nazornymi vlastnostmi skupin zna-
éek a tedy vlastné zaleZitosti kombinatoriky koneénych

7™ 99



skupin pfedmétiu. P studiu téchto vlastnosti uzivame
pouze tak zvanych finitnich vét a udsudku, totiz vét,
které se tykaji nazornych vlastnosti koneénych sku-
pin pfedmétid, jeZ tedy mliZeme v zdsadé nazorné
verifikovat; v tomto postupu spoéiva prave.tak
zvana finitni metoda. Finitni véty pfi tom povaZujeme
za zaklad matematiky i logiky a jejich bezespornost
povazujeme za zarucenou pravé tim, Ze kazda takova
véta pFipousti nazornou verifikaci na konecénych sku-
pinach predmeéti.

_ Finitni jsou pfedevsim individualni véty elementarni
aritmetiky jako ,,1 +1=2", ,3 4+ 5 =5 4 3",
w2 .32 % 52 Obecné véty jako ,m +n—=—mn + m"
a ,,pro libovolna pfirozena m, n jest 2 m2 + n2” jsou
rovnéz finitni, nebot miZeme udat obecné platny
nazorny predpis, podle kterého lze tyto véty
verifikovat pro libovolna m, n. — NemiZeme v3ak zda-
leka’ pcvaZovat kaZdou obecnou vétu aritmetiky za
finitni. Tak kdyz je dan uréity predpis ¢, podle které-
ho je kazdému pFirozenému éislu n prifazeno uréité
pFirozené éislo ¢(n), pak nemiiZeme ihned nézorné
verifikovat anebo vyvratit na pfiklad tvrzeni ,,pro
libovolné n je ¢(n) == 3”. Toto tvrzeni ma raz mate-
matického problému, ktery mtliZe, ale nemusi
byti rozhodnut nazornym zpisobem — totiz bud tak,
Ze udame obecné platny nazorny predpis, podle které-
ho 1ze toto tvrzeni verifikovat pro libovolné n, anebo
tak, Ze udame predpis, podle kterého lze najit uréité n,
pro néz je ¢ (n) = 3. Pouze tehdy, kdyZ je takové roz-
hodnuti mozZné, miiZeme povaZovat tvrzeni ,pro libo-
volné n je ¢(n) #+ 3” za finitni,

Pojem finitni véty neni, jak si étenaf vSiml, pFesné
stanoven, takZe je moZzné pojimat jej rdznym zphso-
bem. PFi studiu zakladi matematiky a hlavné problé-
mu bezespornosti na zakladé finitni metody musime
tedy jednak zvolit vhodny logicky kalkul, v némz by se
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dalo vyjadfit co nejvice z obvyklého obsahu matema-
tiky, jednak vhodné vymezit pojem finitni véty a finit-
niho tsudku. Velmi jemnymi a obtiZznymi otazkami,
které s tim souvisi a jeZ nejsou jeSté zdaleka defini-
tivné rozieseny, se zde ovSem nemiiZeme zabyvat. —
Zavérem uvedeme jenom odpovédi na dvé takové otaz-
ky (jez ovSem zde formulujeme velmi nepfesné).

1. Lze provést pro néktery dostatecné obsazny lo-
gicky kalkul (v némZ by se dala na priklad vyjadfit
podstatna ¢ast obsahu obvyklé aritmetiky) diikaz beze-
spornosti finitni metodou?

Odpovéd': A no, kdyz finitni metodu pojimame dosti
Siroce.

2, Lze v néjakém (rozumi se, bezesporném) logic-
kém kalkulu vyjadiit cely obvykly obsah aritmetiky?

Odpovéd': Je dokazano, Ze to neni moZné. At je
dan jakykoli logicky kalkul, v némZ lze vyjadiovat
aritmetické véty, vzdy lze najit aritmetickou vétuy,
ktera je obsahové spravna, aviak v danem logickém
kalkulu se neda dokazat.
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