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PREDMET MATEMATIKY

A) Predmét matematiky je pedminén programovymi
ulohami. .

Abychom poznali, do jaké miry se projevuji prak-
tické dlohy, kladené matematice v pokroku této védy,
promluvime si o dvou udobich, klasickém a potom no-
vodobém, jez jsou v tomto sméru velmi pouéna. Pripo-
miname vyslovné, Ze nejde o historické zhodnoceni
vSeho, co je pro udana obdobi vyznacne ale o jisté po--
hledy, jeZ maji pro nas v dalSim svij vyznam.

Starovéka matematika, na ptiklad geometrie egypt-
ska i geometrie Feckych matematiki doby pfed Eukli-
dem, éerpala mnoho z praktickych potfeb. Predméty,
jimiZ se zabyvala, byly z pievazné vétSiny nejen mysli-
telné, ale, co je dilezité, také predstavitelné; byly na-
zorné povahy. Neni také divu. Ulohy vznikly z tako-
vych podnétl, jako promé&Fovani pozemkil, staveb, jed-
noduchych ornamentii k tiéelim ozdobnym a pod. Jde
vzdy o vySetifovani vztahu tsedek, kruhovych obloukd,
jednoduchych kfivek, jeZ lze kresliti. Jakkoli sloZité
jsou geometrické Gvahy, lze je vidy konstrukei pode-
priti — lépe Fefeno — konstrukei na misté Fesiti.
Uvahy Ize tedy pohodlné pfehlédnouti, ponechame-li si
k tomu dostatek éasu. Obvykle nejde neZ o ftoneén)" po-
et pfedméti, jeZ jsou ve hie, a v disledku toho také
o koneény pocet vztahil, jeZ se mezi elementy Glohy na-
leznou, protoZe také myslenkovych operaci, jimZ jsou
pfedméty i vztahy podrobeny, je také koneény podet.
Tim jsou také nové predméty finitné konstituovény.
Pokud se antickd matematika zabyvala ilohami, v nichZ
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pfichazi nekoneény pocet operaci, pak to byvaji tlohy
takové, kde cely souhrn tohoto nekoneéného mnozstvi
operaci lze jednim pohledem piehlédnouti. Piikladem
pro takovou ulohu je dikaz nesouméfitelnosti strany
étverce a jeho uhlopFicky, kde jisty obrat se monotonné
opakuje, nebo uloha aproximacni, jakou bylo vyjadieni
délky kruhového oblouku délkou obvodu vepsanych i
opsanych mnohouhelniki, vypocet obsahu parabolické
usefe a j. Monotonni opakovani jistého konstruktiv-
niho obratu umoziiuje pravé ono piehlédnuti celého po-
stupu jednim pohledem. Ulohy, kde se nelze obejiti bez
nekoneéného poétu operaci, vznikly vsak az pozdéji, kdy
jiz byly zaklady geometrie dostatedné pevné. Cim se
v3ak vyvinulo matematické mysleni, jez vySlo od uréi-
tého praktického proméfovani? Tam totiz také v pod-
staté Slo o usedky, uhly, pruseéiky, které viak mély vy-
znam jen pro tu dlohu a nic vice. Po vykonani méFické
prace ztracely tyto opory Gvahy vyznam. Matematické
mysleni Slo dale. Také pfed nim leZely pivodné kon-
krétni obrazce. Jde o to, co zbude, oprosti-li se mysleni
od ndhodnych znakii, jeZ pravé ten a ten obrazec ma.
Je jasno, Ze barva, empiricka nepfesnost, urcita, zvlast-
ni volba obrazce, jeho velikost, fakt, Ze thel je tak a tak
ostry, nesmi rusit obecné zdvéry. Matematik musi miti
schopnost, neviimati si téchto nahodnych zakd. Co
vSak zbyva? Zbyvaji vztahy mezi elementy obrazce.
V psychologickych uvahach o matematické abstrakei
byl jiz vicekrate uéinén pokus, vyloZiti ideilni pfed-
méty matematické jako abstrakeci z materielnich nebo
néjak idealisované predstavovanych predméti aZ k ¢is-
tému pojmu. Psychologicky postup nepostrada zajima-
vosti pro vyklad genese takovych pojmi, ale pro ma-
tematiku nema valného uZitku, protozZe, at je abstrakce
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provadéna jakkoli daleko, nelze se nikdy odvratiti od
nazerného podkladu. Tento nazorny podklad je ne-
sporné mocnou vzpruhou pro matematickou fantasii,
ale postrada logické presnosti, jiZ mohou vyjadfiti jen
vztahy. N )

Vratime-li se ku geometrickému obrazci, tedy to, co
zistane zachovano vidy, at je obrazec dobie nebo Spat-
né nakreslen (neumeéle) -predstavovan jasné nebo méné
jasné, jsout vziahy mez useékami, oblouky, body, plo-
chami. Pro matematicky rozbor je zavainé: pfimky se
protinaji v ostrém uhlu, pfimky se protinaji pod pra-
vym thlem, na této vseéce leZi tfi z hledanych bodd,
kruznice je touto pfimkou protata ve dvou bodech. Tyto
vztahy jsou nééim neproménnym, nééim, co dany ob-
razec vzdy dostateéné uréuje. Vztahy také zistavaji za-
chovany™V jakékoli poloze a neméni se ani nizornym
pohybem.

Ciselné zakonitosti byly v této prvni dobé vétsinou in-
terpretoviny geometricky, t. j. podle useéek a ploch.
V tom sméru postaéi si vzpomenouti na véty Euklidovy
nebo na vétu Pythagorovu (jez vlastné patfi do theorie
kvadratickych forem, jak jsme pied nedivnem vidéli
na indickych formulich pro FeSeni pythagorovské rov-
nice.). Zlomky byly chipany jako pomeéry, také vétsi-
nou v geometrickém pojeti.

Neméné podnétnou sluzbu prokazala matematice fy-
sika. Tak jako praktické tlohy méfické vedly k usou-
stavéni poznatkid geometrickych a k vybudovani védec-
ké soustavy, tak také ulohy, jeZ kladla matematice fy-
sika, vedly nejen k obohaceni, ale pfimo k vytvofeni
zcela novych method velké nosnosti, jeZ charakterisuji
dneSni matematiku.

Promluvime si tu v nejhrubsich rysech o fysikalnim
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programu Galileiho, jenZ privé moderni matematice
dal nejvétsi impulsy. V této dobé se stivid matematika
pomocnou védou pro universilni, vie objimajici védu o
vnéjSim svété, o tom svété, ktery ma objektivni, viemi
ovéFitelné zikonitosti. S timto presvédéenim, jeZ bylo’
podkladem pro novodoby prirodovédecky néazor, se po-
¢al Galileiho program uskuteéiiovati a vyvoj dal mu za
pravdu. Galileiho programje v celku znam: fysikalni
zkouméni m4 vyjiti ze zkuSenosti (jeho studie kyvu, val-
ného padu) a pokusiti se o matematickou formulaci fy-
sikalni zkuSenosti.

Proti starovéku a stfedovéku jde o novy, radikalné
novy program. Jde o vystavbu objektivniho fysikalniho
svéta, jenZ ma byti tak poznan, aby slouzil cilim lidské
prace. Svét kvalit, ktery nelze objektivné méfiti, musi
byti pfeveden na kvantity, jeZ je moZno vyjadfiti pFifa-
zenymi éisly. To6n, barva, teplota, to vSe musi byti redu-
kovano na éisla. Vysledky jsou znamy. Ton je charak-
terisovan svoji vyskou, danou poétem kmitt za vtefinu,
jeho zabarveni, tedy vyloZena kvalita, je uréena spolu-
znénim syrchnich téni. Intensitu ténu, také kvalitu,
1ze také é&iselné vyjadFiti a uvésti do vztahu k energii
kmitajiciho télesa a prostfedi. Barva, kterou se domni-
vame vidéti mimo sebe né€kde v prostoru, je vyjadiena
pFisludnou délkou elektromagnetické viny, jeZz zasahuje
nadi sitnici a v nas teprve budi dojem barvy; objek--
tivné existuje.pro fysika, i kdyZ je barvoslepy; vlnu za-
chyti vZdy, aspofi fotograficky. Teplotu, také typickou
kvalitu, lze uvésti znimym zplisobem v souvislost s ob-
jemovymi zmé&nami plyni. ‘

Program, jehoz vysledky, dnes béZné, jsme si tu let-
mo pfipomnéli, nemél v dobé Galileiho skoro Zadné ma-
tematické prostiedky, kterych si jeho uskuteénéni vy-



Zadovalo. Povaha tohoto programu to byla, jeZ pfinu-
tila matematiku k vytvofeni celjch novych odvétvi,
chtéla-li své povinnosti jako pomocna véda uéiniti za-
dost. To je patrno na pFikladu: fysikalni télesa mohou
miti jakykoli pfedstavitelny tvar, drahy, jez probihaji
body takového télesa v prostoru, mohou byti jakékoli
nazoru pristupné kfivky.*) Pro pojeti tak obecné bylo
antickou geometrii pFfipraveno velmi malo. Kromé néko-
lika zvlastnich kfivek, ploch a téles, nebylo patrno, jak
vyjadfiti geometricky obecné&jsi Gtvary. Odtud jde pak’
prima cesta k analytické geometrii prostoru i v jeji di-
ferencialni formé. Aritmetika, jeZ se tu pFipojuje ke
Galileiho programu zcela soufadné, neomezuje se od
této doby na vyjadfovani éiselnych vztahtl mezi kon-
krétnimi éisly, nybrz hleda za pomoci symbolického vy-
jadFovani znackami cestu k zachyceni zakonitosti obec-
nych. Fysikalni vyjidfeni zakona musi mluviti ve vzta-
zich obecnych, ne s uréitou hmotou, polohou a asem.

Je to zejména zcela novy rys, jenz se dostava do uvah,
podnicenych Galileiho programem, a to Gvahy s neko®
nec¢nem. To po€ina stale vice pronikati, at jiz jde o ava-
hy ,,v malém"”, tykajici se spojitosti, nebo uvahy o ve-
liécinach rostoucich nad vSechny meze. I toto vse leZelo
v programu Galileiho, v programu jeho konstrukce své-
ta: zvladnuti mikrosvéta i kosmu jako celku. Tento ce-
lek se tehdy ztotoziioval s Euklidovskym trojrozmér-
nym prostorem. Uvahy o nekoneéné malém, jak se teh-
dy Fikalo, potfebovalo prohloubené studium spojitosti.

¥) Matematika znd také kiivky, jeZ lezi tfeba v euklidovské
rovinég, a jeZ si pfedstaviti nelze, na pf. kfivky, odpovidajici funk-
cim, jez nemaji nikde derivaci (Bolzanfv pfiklad, uvedeny v Di-
ferencislnim poétu prof. Petra), nebo tfeba znim4 kfivka Pe-
anova,
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Na druhé strané tfeba formulace zakladnich zikoni
mechaniky, jez byla ddsledkem nauky Kopernikovy si
vynutila vyslovné uZiti pfedmétu ,,nekoneéné vzdale-
ného”. Pod takovym pfedmétem rozumime konstrukei,
jejiz opravnéni vysvitalo v klasické mechanice z tako-
'véto Gvahy: mysleme si hmotné téleso v pohybu, Zmé-
nime-li nepatrné polohy a stavy téles, velmi vzdalenych
od tohoto télesa v pohybu, bude jeho pohyb ovlivnén
uvedenou zménou tim méné, éim jsou télesa vzdale-
‘néj&i. Budou-li ,,nekoneéné vzdalena”, nezméni se po-
hyb naSeho télesa viibec. Pravé tak: hmotné téleso se-
trva v rovnomérném piimocarém pchybu, je-li ,neko-
necné vzdaleno” od ostatnich hmotnych téles. Zcela po-
dobné bylo zavedeno téleso nekoneéné vzdilené v Gvaze
o elektrickém potencialu nabitého vodi¢e. Euklidovsky
prostor se hodil pro takovéto ivahy a teprve mnohem
pozdéji, vlivem geometrie Riemannovy se podalo upous-
téti od zavedeni ,,nekonecné vzdalenych” hmot a pocal
se soustavné zkoumati prostor finitné ohraniceny. (K
této véci srovn, Painlévé, Les axiomes de la mécanique,
ve sbirce Les Maitres de la pensée scientifique, str. 45
a nasl., zejména str. 54 a nasl.)

Strmy rozvoj matematiky, jenz vysSel ze Sirokého pFi-
rodovédeckého programu Galileiho, ved! k jejimu zklou-
beni a doplnéni a také ke stoupajici abstrakei. V této
posledni fazi, v niz je matematika v dneSni dobé, vraci
matematika ¢éasto sluzby, jez ji fysika kdysi prokazala,
a stava se pofadajicim nastrojem v dvahach o kosmu
jako celku i v Gvahach o dneSnim mikrosvété. Velka
myslenka Galileiho se zménila: z pavodniho soufad-
ného spojeni pokusu a vyjadfeni zakonitosti se stiva
namnoze abstraktni spekulace, jeZ se dodateéné pokusy
OVEr,
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Toto vie je dobfe miti na mysli, neZ se obratime k o-
becné ivaze o povaze matematického pFedmétu. Pie-
vaZni vétSina vSeho pokroku v matematice je podmi-
néna impulsy, jez lezi mimo vlastni technickou oblast
matematiky. Invence matematikova byla vzdy podni-
cena Ulohami, jeZ ji kladla praxe a jen mensi ¢ast je vy-
sledkem uloh, kladenych v oboru samém. V této okol-
nosti tkvi také psychologické a sociologické piredpokla-
dy védecké prosperity matematiky.

B) Konstruovatelnost a bezespornost.

Vidéli jsme v pfedchozim, Ze nazorné predstavy byly
mocnym inspiraénim zdrojem pro matematiky. Na-
zorné predstavy piinaSeji sebou mnohé vlastnosti, jez
ma miti pfedmét matematikovych tvah: shrnuji v na-
zorné jednotnosti mnoho sloZek a tvoFi celky. Nazorné
vztahy mezi naziranymi piedstavami vybizi k pojmo-
vému rozboru a tim k nalezeni exaktnich relaci, jeZ ne-
zaviseji na nazoru a jeZ viZou matematické piedméty.
Tim, Ze vybéfeme nizorné celky, poutime Fadu vlast-
nosti a vztahG k jednomu predmétu, svazujeme je a
pfedmétem centralisujeme pod jednotici hledisko. Ta-
kovym vybérem pfedmétu, pFi kterém spolutéinkuje
mnoho'zietell, jako barvy, tvary, vyznam piedmétu pro
Zivot — dcsahujeme pofadku ve svém pfrehledu vnéj-
§iho svéta, klasifikujeme, oddélujeme, s ¢eskym filoso-
fem Vorovkou mluveno: uplatiiujeme princip diskonti-
nuity mysleni, O pfedmétech svého nazoru, které jsme
tak vybrali z chaosu dojmil, miZeme pronaseti vypo-
védi. A témito vypovédmi jsme posunuli pavodni na-
zorny predmét do oblasti mysleni.

Predmét mysleni je vie, o éem miZeme pronaseti né-

31



jaké vypovédi — o éem lze usuzovati. Tedy také ma-
tematicky pfedmét je toho druhu. OvSem, vypovédi
a usudky, jez o piedmétu ‘pronasime, jsou také pied-
méty naSeho mysleni, protoZe i o nich muZeme pro-
niseti jiné vyroky a tvofiti jiné (sudky. Takova re-
dukce, pfevidéni jednéch usudki na druhé, nemiiZe byti
bez konce. Je tedy patrno, Ze budeme musit vyjit, jak
si pozdéji podrobnéji ukaZzeme, od nékterych vyroka a
usudki, které vezmeme za zakladni. Tim dostaneme pro
soustavu uvah o predmétech pevnou zikladnu, od niz
se vSechny fivahy rozvijeji.

Predmét saim jinym zplasobem vymeziti nelze, je tu ob-
dobna situace, jakou najdeme i u jinych zakladnich po-
jmi. Podobni nesniz je, uvaZujeme-li o pravdivosti
nebo nepravdivosti néjakého vyroku, Piredevsim je ji-
sto, Ze ¢ takové vlastnosti vyroku nelze usuzovati isolo-
vané. Vyrok vidy musime uvésti do vztahu se v3emi
vyroky jinymi, s nimiz souvisi a hledime jeho prav-
divost nebo nepravdivost vzhledem k celé siti vyrokd,
s nimiZ souvisi, Ale i tu musi nékde redukce kondcit a
musi tedy existovati vyroky, jez dalsi redukei v tomto
systému nepfipoustéji a jeZz pavaZujeme za zikladni.
Nemaji snad povahu absolutnich neménnych pravd,
nybrz opor pro vystavbu soustavy, kterou ma ten vé-
decky obor za svij cil. Se zplisobem tohoto mysleni se
v dal§im seznamime. _

Nutnym pfedpokladem, abychom mohli z nepfehled-
ného proudu svého védomi odlouédit pfedmét a myslit
viibec ,,pr"et/imétné”, je naSe schopnost, popsané a vy-
souzené o predmétu podrZeti: tim je zarudeno, Ze ten’
predmét je stile identicky sam se sebou. Plati-li jinak
pro nas zivot znamé Heraklitovo réeni, Ze nikdy dva-
krate nevstoupime do téZe Feky, plati pro myslené pied-

82



méty matematiky, Ze jsou samy s sebou identické a
v- éase neménné. Vlastnost nasSeho duSevniho Zivota,
uplatniti tuto identitu v mysleni a tim umozniti pfed-
métné mysleni, patii k nejpodivuhodnéjsim vlastno-
stem mySleni, Jinak by lidské mySleni nebylo nez ra-
dou reakei na prostfedi, v némZ se nahodou organis-
mus vyskytl, h

Matematické pfedméty, aspoii mnohé, lze, jak se Fi-
ka, konstruovati, PoZzadavku konstruovatelnosti velmi
dobfe vyhovovala anticki matematika. Konstruovatel-
nost neni minéna jako idealisované provadéni skuteé-
nych konstruktivnich tkontd (kruZitkem a pravitkem),
ale jako vytvofeni nového predmétu takovym postupem,
jak jsme si popsali pii Gvaze o nékterych rysech an-
tické matematiky. Vyjdeme-li od néjakych zakladnich
predméth a vztahu, o jejichZz vznik se zatim nestarame,
dojdeme bud koneénym, nebo nekoneénym, ale pak
v podstaté naziratelnym pocétem krokt k predmétim
novym, Pravé tak k novym vztahim.

Cela zalezitost je jednoducha, pokud nejde o soubory
predméti, jez nejsou koneéné. V tGvahich o takovych
souborech se totiz uziva k zaruéeni existence néjakého
matematického predmétu jesté jiného zpiscbu tivahy,
ktery byl v nedavné dobé silné kritisovan. Uvedeme si
priklad: méjme néjaky soubor veliin, jistym zptisobem
definovanych. Soubor ten necht neni kone¢ny. Takovy
soubor lze usporidati a dejme tomu, Ze veliéiny sou-
boru nevzristaji nad vSechny meze. Pak musi byti mo-
Zno, soubor néjak se shora ohraniciti, t. j. musf byti né-
jaka veliGina, kterou jisté zadna veli¢ina souboru ne-
piekrodi. Uvaha, jeZ ma existenci takové velidiny zaru-
diti, vede se Casto tak: dejme tomu, Ze by takova veli-
C¢ina nebyla. Pak je moZno ukazati, Ze pro definované
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veli¢iny souboru plyne z tohoto predpokladu spor, né-
jaky absurdni dusledek. Ten vSak neni moZzny — proto
hranice existuje,

Tato methoda dikazu, povaZovana béiné za exlsten-
¢ni Qukaz pro hledany predmét, nestaéi matematikim,
ktefi véii pouze konstruktivnim diikaziim, at jde o sou-
bory jakékoliv. Dokéazati methedou sporu existenci hle-
daného predmétu, pFipousti jen pfi scuborech konec-
nych, kde je mozno ziskat pighled pfimym vyjmenova-
nim eventualit. Pro tyto pfipady byva methoda sporu
vSak jen kratSi cestou, nez kterou poskytne konstruk-
tivni methoda i se stanovenim Zidaného piedmétu.

Stanovisko, jez zada konstruktivni zaruku pro exis-
tenci matematického pfedmétu, zastivi matematicka
Skola intuicionisticka. Ti necht€ji pouze védét, Ze néjaka
veli¢ina existuje, cbecné, Ze néjaky predmét existuje,
nybrz chtéji onu veli¢inu také znat alespon s dostaéu-
jici pfesnosti a pfedmét si sestrojiti. V ¢em spoéiva ne-
diavéra intuicionisti k methodé sporu? Methoda sporu
tzce souvisi s logickym principem o vyloucené treti
moznosti. ProtoZe se budeme v dal$im zevrubné zaby-
vati logickym mechanismem matematiky, sta¢i na tom-
to misté jenom vée naznabiti. BéZné usuzovani o néja-
kém predmété vypada asi tak: bud tento pfedmét je,
ma uréité vlastnosti, nebo neni. TFeti moZnosti neni.
Tomuto druhu tisudku, jakkoli samoziejmé vypada, ne-
véFi intuicionisté a uva,dejl prlklady nerozhodnutych
problémi, jdou dokonce tak daleko, Ze pFipoustéji pro-
blémy trvale nerozhodnutelné, u nichZ nelze tak lehce
fici: budto je, nebo neni — nic jiného neni mozné.

Proti intiucionistické $kole, jejiZz kritick4 ¢innost pfi-
nesla matematice cenné vysledky, stoji Skola matema-
tickych 1:;}9@9\11 ktefi se spokoji existenci pfedmétu,
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zaruéeného pouhou bezespornosti. Matematicky pied-
mét existuje, jestlize jeho vlastnosti a vztahy k ostat-
nim predmétim téZe védecké soustavy nejsou s nimi
ve sporu.

Co se v3ak stane, neni-li pfedmét jednoduchy, béZ-li
o slozZité vahy v theorii nekoneénych mnozin? Vztahy
predmétu ke druhym nemusi byti nijak pfehledné, ne-
musi byti ani jednoduse pojmenovatelné a koneéné zce-
la jisté mnoZstvi vztaht i vlastnosti roste nad viechny
meze. Jak tam zarucime, Ze z Zadné vlastnosti ani vzta-
hu neplyne spor? Tyto otazky jsou jiz pfedmétem lo-
giky a dvah o deduktivnich systémech viibec a nahléd-
neme do jejich Feseni za nedlouho.

Jedno je jiz jasné. Existenci matematického pied-
métu lze chapati dvojim riznym zpisobem — bud'to jej
konstruujeme, nebo zajistime jeho bezespornost. V prv-
nim pfipadé mame pfedmét jaksi hmatatelné v mysli,
v druhém piipadé tento pfedmét vlastné ani nepozna-
me, protoZe zkoumame jen diisledky z jeho vlastnosti a
vztahi. Lze ovSem zcela pFipadné Fici: zname-li vztahy
a vlastnosti pfedmétu, jeZ zkoumame se stanoviska be-
zespornosti, zname ten pfedmét sim. Uvedli jsrte v8ak
pfed nedavnem typicky pfiklad tvahy, kterou by se
méla zaruéiti existence jisté hranice. Disledky z jeji
existence nejsou ve sporu s piredpoklady a prece tu hra-
nici ¢iselné viilbec nemusime znati. )

V uvedeném rozstépeni niazorli na matematickou exi-
stenci je patrny odraz dvou moznych svétovych nazoru.
Intuicionista ma silné vyvinuté pragmatické rysy, v
kazdém piipadé je lidsky se svym poctivym pFiznanim,
Ze mozZni existuji i v matematice zisadné nefeSitelné
problémy. MozZni, Ze zavrhuje z jistého puristického
ostychu i pfedméty, jeZ jsou, a jeZ dosud neni schopen
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konstruovati. Stoupenci matematického logicismu . ne-
spokoji se konstruovanymi matematickymi pFedméty
jako intuicionisté. Pro né prosté predméty, bezespor-
nosti zajisténé, existuji, jako by piedem p¥ipraveny a
staci je, v jejich smyslu, pouze odkryvati jako neznamé
zemeé, ‘ '
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