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V. GEOMETRICKA SOFISMATA
A PARADOXA

I o téchto zdludnostech plati, co bylo Fedeno o podobnych
problémech v Aritmetickych hrich a zibavich (odst. 14).
Jsou zalofena na nedplném nebo nesprdvném pouZiti
sprivnych vé&t, nesprivnost ,,dtkazu‘ byvd ukryvdna bud
zdlouhavosti postupu nebo riznymi zbyteénymi oklikami.
Celkem viak lze Fici, Ze geometrickd sofismata jsou nesnad-
néjsi neZ aritmeticka, ddle Ze nelze pfesné rozliditi tyto oba
druhy od sebe.

a) Bod se pohybuje a m vpfed, potom a m vzad, am
vpied, a m vzad atd. Kde jest po takovych = pohybech?
Je-li n sudé, jest ve svém vychodisti, je-li » liché, jest na
kone&né stanici své drahy. Pro¢ nelze uvaZovati takto:
Celkov4 drédha jest déna vyrazem ¢ —a +a—a +a—
—a+..=a—(@—a+a—a-+...). Rostei n usta-
viéné a oznadime-li levou stranu této rovnice z, jest z = a —
—x a odsud z = }a. Vysvétleni jest nasnadé: Abychom
mohli né&jakou velitinu oznaliti algebraickym vyrazem,
musf pisludnd hodnota skutedné existovati a to uréité,
jednoznaéné, a tomu v nasem pripadé tak nenf, jelikoZ levi
strana této rovnice nabyvéd jednou hodnoty 0, po druhé a.
Této tloze podobn4d jest tato: Karel a Pavel jsou dva neroz-
luéni pfételé; na vychdzku do parkdi, z nichZz jest jeden
po levé a druhy po pravé strané teky tekoucf jejich bydlis-
tém, chodi jen vyludné spolu. Jednou poéitaji, kolikrite
piedli jiz most: zjisti, Ze éislo udavajici pfechod pfes most
jest u jednoho sudé, u druhého liché; jak jest to mozno, kdyz
jindy neZ na vzdjemnou ndvitévu nechodi pfes most? Jed-
noduse: Pfdtelé nebydli na téZe strané Feky, ten, jenZ napo-
¢éetl lichy polet pfechoddi, jest pravé ndvitévou u druhého.

b) Nad danou usedkou o délce a jako nad pfeponou se-
strojme rovnoramenny pravothly trojuhelnik, soudet jeho
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ramen jest al'2. Rozdslme tuto tisetku na dvd stejnd &dsti
a nad kaZfdou z nich opét sestrojme rovnoramenny pravo-
dhly trojuhelnik; souet ramen téchto dvou trojihelniki,
jest 2 3a V2 = al/2. (Obr. 39.)

K témuz vysledku dojdeme, roz-
délime-li dsetku na 3,4, ...n diled
a konstrukei opakujeme. A nyni
pozor, chei stylisaci étendfe oddliti.
Nechdme-li n ustaviénd vzrastati,
lomend &ira uréend rameny pravo-

Obr. 39. thlych rovnoramennych trojihel-

niki, stile majic délku al’2. posléze

splyne s dsedkou, o niZ jsme pfedpoklédali, Ze mé délku a. Jest
tedy al2=a, liV2=1,2=1 atd. Chyba ve vykladé jest
tato: Stdle uvaZujeme délky riznych lomenych &ar a to
stejnd velké al/2, pojednou viak opustime obsah svych dvah
a tdZeme se, jaky tvar md mezni dtvar a jakou polohu
zaujimd. Mezni dtvar neni usefkou, nybri kfivkou (lépe
fefeno zase lomenou &arou), jez v kaZdém i sebe menSim
intervalu m4 jisty podet oscilacf. Takovychto paradox lze
vymysleti vice; jak se na pf. naje ivaha zméni, nahradime.li
ramena pravothlého trojihelnika polokrufnicf? Rozdélte
dtverec na n-krite » mensich stejnych &tverch a do kazdého
Ea;"; soutet ploch vSech t&chto
kruZnic pro kaZdé = jest roven }na?. ZvétSuje-li se » ustavid-
né&, pfejdou kruznice v pouhé body vypliujici plochu ¢tverce
daného, jak by se zdalo pfi povrchni iivaze. Jak zni toto
paradoxon, ziidime-li nad kafdym krouikem o poloméru

2 polokouli a hleddme-li soudet povrchi té&chto polokouli?
2n

V prostoru: Rozd8lte krychli na »® mensich krychlitek
a do ka?dé vepiste kouli o poloméru -2%; ktery jest obsah

vepilte kruZnici o poloméru
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téchto malych kouli, roste-li » nad ka¥*dou mez? Pfejdou
v obsah krychle?

¢} Definujme t&%i8t& bez ohledu na jeho mechanicky
vyznam jako priseéik téZnic, jeZ definujeme jako spojnice
vrcholi daného trojihelnfka s pllicim bodem protéjsf strany.
K villi jednoduchosti uvaZujme trojihelnik rovnoramenny
o vrcholech (0;0), (P; a), (P; — ¢»)- Rovnice t&%nic pak jsou

3¢z —py —2pgn =0, y=0, 3.z + py—2pgr =0
a protinaji se v bodd (}2p;0), jehoZ soufadnice vibec
nez4visf na g,. Necht nyni g, kladnymi hodnotami se blizi
k nule, jak jest jen moZno; téZisté trojihelnikid stdle uzdich
a uZzdich jsou v témZ bodé; posléze trojihelniky piejdou
ve vysku spoleénou viem trojuhelnikiim, jejiz t&Zisté — jeli-
koZ jest to tiselka — jest prdvé v poloving, kdeito tato
tGvaha umistuje t8%i8td do dvou tfetin vyiky, poéditaje
od bodu (0; 0). Jak vysvétlime tento rozpor? Velmi jednoduse:
puvodni konstrukce téZi§té pozbyvad vyznamu pro ¢, =
a rovnéz analyticky vypotet nelze v tomto pfipad® provésti;
fedfme-li totiz spoledné rovmice prvnich dvou téZnic, obdr-
#fme dosazenim z druhé do prvni 3¢,z — 2pg, = 0 a tuto
rovnici nelze za pfedpokladu g, = 0 kratiti.

Ale i jednoduchou vvahou logickou lze tento spor vy-
svétliti. Pojem jest uréen svymi znaky, a jednim ze znaki
jest i forma, jakou jsou znaky spojeny. Z pojmi ,,cesta“
a ,mésto”“ lze s pomoci pfredloZzek ,na‘ a ,do*, které
piedstavuji formu spojeni obou pojmd, sloZiti dva pojmy:
»cesta do mésta” a ,,mésto na cestd’. Tyto pojmy jisté
nejsou ekvivalentni priavé tak, jako jimi nemusi byti
(a v naSem pfipadé také skutednd nejsou) ,,mezni poloha
teZiste a ,,t8ZiSté mezni polohy.

Pfi mechanickém pojeti t&Zisté jest véc jestd sloZitjsf:
zmenSuje-li se ustaviéné zdkladna trojihelnika a tim i jeho
plocha, jest nutno feci, co se d&je s hmotou piivodnfho
trojihelnika hmotného, zdaZ a jak se koncentruje & dokonce
nemizi-li zdroven s plochou trojdihelnika. Jinak nem4 tloha
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viibec smyslu. Velmi jednoduchy jest pfedpoklad, kdy se
zmensujici se plochou hmota se v tsetkdch rovnob&inych
s piidici obéma sméry koncentruje do bodi leZicich na vysce.
Snadn4 ivaha vede k tomu, Ze t8%i3té takto vzniklé hmotné
tselky s hmotou rostouci pfimo umérné se vzdilenostf
od bodu (0; 0) jest v bodé (42p; 0).

d) Nejstar3im z geometrickych sofismat (vedle Achila
zdvodiciho se Zelvou, viz Ar. hry a zdbavy, odst 14) jest rota
Aristotelis, kolo Aristotelovo. Na své sprivné rozfeSeni
dekalo dva tisice let a podal je a% Galileo Galilei hned v prv-
nich kapitolich svych proslulych Discorsi (Rozmluvy),
v nich% Salviati, Sagredo a Simplicio rozmlouvaji o riznych
mechanickych otdzkéch (némecky pfeklad viz Ostwald’s
Klassiker, XI., str. 20 a n.). Aristoteles uvaZuje dva kruhy
pevnd spojené o polomérech r, R, r < R. KdyZ véts{ kruh se
odvali po pfimce aZ se ji znovu dotkne timtéz bodem, vzdélil
ge tento bod od svého plvodniho mista o 2zR. Mens{ kruh
s nfm pevnd spojeny se odvalil rovné% jen jednou, vykonal
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tedy drahu 277. Pon&vadZ oba body jsou op&t na téZe kolmici
k pfimce, musi byti 2nr = 2xnR, ¢ili r = R, to jest: viechny
kruhy maji tyZ polomér. (Obr. 40.)

@Galileo Galilei uvaiuje nejprve dva pevné spojené Sesti-
dhelnfky; ototi-li se v&tsi z nich kol bodu B, aZ strana BC
dolehne na danou pfimku, vykondv4 bod J jistou kruhovou
dréhu a to se opakuje pii dalSich otoéenich velkého Sesti-
thelnika. Vrcholy malého Sestiihelnika se tedy téZ posunuji,
tvaha ziistdvé v platnosti i pro osmitdhelnik, desititihelnik ...
a v mezném piipadé i pro
kruh. Odvaluje-li se tedy vétsi

Obr. 41, Obr. 42.

kruh po dané pfimce, tu mensf kruh kromé odvalovéni vyko-
névd jesté daldf pohyb, posunuje se totiz. Pokuste se o vy-
svétleni, kdyZ za zdkladni pohyb volite skuteéné odvalovani
menstho kruhu.

e) Aby &islo uddvalo, zdaZ polet pfedméti jest vét3i nebo
mensi neZ jiny, jest nutno, aby potet uvaZovanych pred-
méti byl konedny. Jinak tato otdzka nemd smyslu; nelze
Fici, Ze by na tseéce o délce 1 cm bylo méné bodd neZ jest
na celém rovniku; v jistém slova smyslu lze Fici, Ze bodd
tu i tam jest stejné; kazdému bodu na rovniku lze pfifaditi
bod na tsedce a naopak a to jednoznaéné.
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Rowvné% nelze porovnivati co do velikosti podet bodi
na dsedce a v uzaviené ploSe, na pf. ve &tverci nebo ve dvou
¢tvercich. Zdanlivé rozpaky z toho plynouci demonstroval
Bolzano na tomto ptikladd. Ctytistejns veliké &tverce o strand
a maji o body, leZici na tsedce 4a, vice neZ &tverec o strand
2a, a¢ obsahy téchto dtvaril jsou stejné. (Obr. 41.)

f) Dle obr. 42 (str. 51) plati o primétech dsedek [, I',1":
lsind =Usind +1"sin 8", lcos ® =1l cos % + 1" cos P}’
a odtud délenim a dalsi dpravou:

Vsind 4 1" sin 9" _ nsind -4 sinH”
Ucos® 4 1"cosd”  mncosd + cosd”’

tgd =

kde n = I’ :I” miiZe nabyvati viech hodnot od nuly do ne-
koneéna. Klademe-li » =0, jest tg# = tgd”, volime-li
n = o0, jest tg ¢ = tg ¥, tedy & = & = ¥#". Vysvétleni jest
nasnadé: V prvnim piipadé jest vliastn& I’ = 0, 1ihel 4 nem4
smyslu a tim ani soustava dvou rovnic, v drubhém pak
" = 0 a nulou nelze déliti.

g) Dosti zavilé jest toto sofisma: Oblouk AB jest t¥ikrdte

tak velky jako oblouk A/’}’, ponévadi jeho polomér jest

tiikrdte vét3i. Profo jest oblouk A’B’ tfetina oblouku, &ili
provedli jsme velmi jednodu3e divno a marné hledanou
trisekei (tFeténi) libovolného uhlu. Abychom mohli porovna-
vati délku oblouku, musf miti stejné poloméry. Uhel A0C=s3,

AC = A'B’ vypodteme takto: Volme si x = 60°; pak rovnice
dvou kruZnic uréujicich bod C jsou 22 + 32 = 9a2, (t— 3a)2 +
+ = a"‘, soufadnice bodu C jsou (}17a; 1al35), takie
37 , 8 = 19° 10’ misto 20°, (Obr. 43.)

h) Zpisobem velmi jednoduchym lze uréiti ohsah plochy
uzaviené kiivkou y =sin*z, osou z a pfimkou z=4n
(obr. 44).

tges =
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Rozd&lme interval (0; }z) na (2»n + 1) stejnych dflcd;
» c 1. n ,
8ifka kaZdého z nich jest 2@n T 1) vySky obdélnigkd
vepsanych (téZ prouzkfi zvanych) jsou
in? 0.~ sin? l.#n sin? 2nm
2@n+1)  2@n+ 1) 22 + 1)
a soudet obsaht téchto prouZki jest
L1 T 2x
S = - .
1= 3@+ 1) (s“‘ st T 3@ D
2n—1 2nn
in?g -~ in?__ ot
T G T T s Gt 1))'
PonévadZ sditanci stejné od koncii vzdileni ddvaji soudet 1,

jest 8, = 3 (2::1:_ 0 Soudet prouzki

+ ...+

={n—

T
4@2n + 1)

opsanych jest pak o posledni prouZek o obsahu —— T @n. + )

vétsi, jest tedy S, = w4+ 1 %Z:_—i. Roste-li = ustaviéng,

bliz{ se S; i S, a tim i hledany obsah !z. Jest tedy tento
obsah aritmetickym stfedem obou pfibliznych hodnot,
aviak nelze to Fici o jednotlivych opsanych a vepsanych
prouZcich a prouzku omezeném obloukem kiivky; ktery
vtvar m4 tuto vlastnost?

=

0 A A
Obr. 43, Obr. 44.




i) V Aritm. hrich a zibavich (odst. 5) byl podin
»dikaz, Ze 64 = 65. Z tychZ dstfizkd jako na uvedeném
misté lze sloZit obrazec 45 majici pouze 63 ploSnych jednotek.
Zjistéte, zdaz body PQRS jsou na pfimce, uZijte postupu

S
3
5

3 8
4 ) R 3
5 S
13

5
Obr. 45.

jako pii diilkazu svrchu uvedeném. Sestrojte pomoci jinych
Fibonacciho &isel podobné obrazce.

k) V nerovnostranném trojthelnfku 4 BC budiZ « nejvétai
tihel. Uhel y nanesme ve vrcholu 4, takie jest BAD = .
Trojihelniky ABC a DBA maji vechny dhly mezi sebou
rovny, proto jsou si podobny a jejich obsahy se maji k sobé
jako &bverce pHsluinych stran: A ABC: A DBA = AC*:
: AD®. Av¥ak oba trojihelnfky maji tou’ vydku, proto
jsou jejich obsahy v poméru zdkladen: A ABC : A DBA =
= BC : BD. Jest tedy AC?: BC = AD?: BD. Znimou vétu
kosinovou lze Hei té% takto: Ctverec strany leZici proti
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ostrému thlu jest roven soudtu dtverch druhych dvou stran
zmenSenému o dvojnasobny obsah obdélnfka vytvofeného
z jedné téchto stran a z prim&tu druhé strany na tuto
stranu.

A
?
_ 2
B D E [
Obr. 46.
Lze tedy psdti:
AB: + BC*—2BC . BE AB + BD*—2BD. BE’
BC . BD
Provedme naznadené déleni, — 2BE se rusi a mdme
AB AB
= 4+ BC = == + BD;
BC + BD +

prevedeme-li BC a BD na druhou stranu, je po dal¥f tipravs:
AB_B0.BD 4B —BC.BD
BC B BD
&itateld té&chto zlomkd jsou rovny, proto se rovnaji i jmeno-

vatelé: BC = BD, to jest tiselka se rovné své d4sti. Ve jest

v potddku, a% na posledni vykon: AB*— BC.BD jest
rovno nule (pro¢?) a nulou nelze kratiti.

1) V obecném trojithelniku ABC s Ghly «, 8, y prodluZme
strany b, ¢ za vrchol A dle obrdzku 47, pak jest dle sinové
véty

gin (f + $&) =

+osm§cx, sm(y-{-}tx)==e$mn1}

S T




takZe sin (8 + &) = sin (y + J«) a dile: f = y. Jest tedy
kazdy trojihelnik rovnoramenny, a ponévadi podobnou
konstrukei a dvahu miZeme provésti i u vrcholu B nebo C,
jest i « = B = y ¢&ili kaZdy trojthelnik jest rovnostranny.
Kde je chyba?

Spravné jest: Plati-li sin ¢ =sin ¢, nemusi byti ¢ =,
miZe téZ byti ¢ = — y. Skutetnd v naSem piipadé jest
B+ ia=n—(y+ }a)

A

(3

b

A E
c A b
a c B
D
Obr. 47. Obr. 48.

m) Pro zaddteénfka svitdnou, ale také i velmi nebezpenou
dokazovacef methodou jest nizor, to jest-opirati se pfi pro-
vddéni diikazu o vlastnosti a vztahy narysovaného obrazce.
Vétu vyidenou v odstavci pfedchozim dokédZeme nyni plani-

metricky (viz obr. 48), kdeZz AO jest osa thlu pti 4, DO pak
osa strany BC, obé se protinaji v bodé 0, jej spojime s vr-

choly 4, B, C a s nho# spustfme kolmice na strany AB a AC.
Tropihel.niky — jak snadno ukdZeme dle zdkladnich vét
o shodnosti trojihelnikii — AFO a AEO, déle trOJﬁhel.m’ky

ODB a ODC jsou shodny, z této shodnosti plyne OF = OE a

OB = 0C, proto jsou shodné i trojihelniky OBF a OCE, sku-
tednd tihel pravy leif proti v&tdf z uvaZovanych stran. Z téchto

déle plyne . AF = AE a FB=EC
vnic AB = A0, t. j. tento trojihelnik




jest rovnoramenny & opa-
kujeme-li cely postup pro
vrchol B, ukdZeme, Ze jest
tento trojihelnik a kazdy
jing rovnostranny. Necht
&tendF si pellivd narysuje
piedepsané vykony a k své-
mu podiveni zjisti, Ze bod
O pfi riznostranném troj-
thelnfku jest mtmo plochu
trojdhelnfka. Nesdetnékrite
nédzor vedl k nesprivnym
disledkim; pfed sedmde-
g4ti lety ohromil Weier-
strass své souéasniky spriv-
‘nym ditkazem, Ze existujf

Obr. 49.

kiivky, jez nemaji nikde teény; oviem byla to geometrickd
interpretace toho Ze spojitd funkce nemusi miti bud v neko-
ne&né mnoha bodech nebo dokonce v Zddném bod& derivaci;
poznatek tento udinil jiZ nékolik desitek let pfed Weterstras-
sem praisky roddk Bernard Bolzano.

n) Jednim z nejkrdsnéjiich paradox jest zmizeni tsetky
pied zraky &tendfovymi. Narysujte si pfesné dle obr. 49

Obr. 50.
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tfindct stejnych tsedek a rozstiihndte papir s timto ndkresem
piesné dle udané tsedky. Posunete-li obéma &istmi ndkresu
dle obr. 49, obdrZite misto tfindcti usedek pouze dvanéct.

Vysvétleni jest nasnad$;

—_—y délka kazdé nové iisetky
jest tfindet dvandctin dsed-

) 4 ky pilivodni. Tyto tsetky
&> lze uspofddati do kruhu

¢ (obr. 50), a toto uspofiddéni

jest zdkladem japonskych

a &inskych obrizki tfindeti

osob, z nich% jedna pfi po-

. otodeni zmizf a pfi zpétném
pohybu se opét objevi.

Obr. 51. o) JiZ piedchozim piikla.-

dem jsme se octli na hrani-

cich optickych klamii, které myln& byvaji pridruZovény ke

geometrickym hrdm, tfeba uzivaji &etnych geometrickych

prvkd. Avsak pfi vysvétleni t&chto klamii jest nutno zndti

téZ fysiologii oka; i omezime se jen na ukézku nékolika nej-

jednodud&ich pikladt. Kterd z tsedek a zdkladen tif troj-

L

[ =

b
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dhelnfki jest nejdelsi, kterd nejkratdi? (VSechny tisetky jsou
stejnd velké). V obr. 52 soustavy rovnobéZek jevi se jako
nerovnobéZky nebo dokonce jako kfivky, a to vlivem proti-
najfcich je paprskd nebo tsedek. V obr. 53 lze pozorovati
dv® rizné krychle, dle toho, ve kterém sméru urdeném 8ip-
kami hledime.

Pl

b b

Obr. 63.
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