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4. UZ1Tt PLOCHY ROTACNIHO
PARABOLOIDU K RESENT
PLANIMETRICKYCH ULOH®%)

JeZto orthogondlnim primétem eliptickych Fezli rovin
8 plochou rota¥niho paraboloidu ne rovinu 7 kolmou k ose
paraboloidu jsou kruZnice?®) a protoZe naopak lze povaZovati
ka%dou kruZnici v zz za prvni primét elipsy, kterd leZi na ta-
kové pevné zvolené plose paraboloidu, poskytuje toto vzd-
jemnd jednoznaéné pfifadéni elips na ploSe a kruinic v
vhodnou pomiicku k feSeni planimetrickych tloh na zdklads
vztahil prostorovych, a to pfedeviim pro kruZnice.

4,1. Snadno lze z tohoto vztahu odvoditi i graficky jedno-
duSe provésti Fedenl obecné Glohy Apolloniovy, t. j. sestrojiti
kruZnice, které se dotykaji t¥{ kruZnic, obecné danych v ro-
vind 7.

Redend. Dané kruZnice ', ¢ = 1, 2, 3, povaZujme za prvnf
priméty elips ‘e, které lezf na ploée libovolné zvoleného ro-
tatniho paraboloidu, jehoZ osa je v3ak kolmé k 7. Pak lze
kazdou dvojici elips % proloiltl dvé plochy kuZelové druhého
stupné. KaZd4 tetnd rovina takové kuZelové plochy sede
plochu paraboloidu obecnd v elipse e, kterd se dotyks obou
elips %, jimiZ plocha kuzZelovd byla prolozena, prvoi primét
elipsy e je pak kruZnice &, kterd se dotyk4 prvnich primétd
obou pouZitych elips fe, t. j. dvou ptisluSnych kruZnic .
Je-li tedy uréena jedna plocha kuZelovs x, proloZend elipsa-
mi na pk. le, %, a jeji vrchol V, a pro elipsy le, % opét jedna,
%' (V'), pak spoleéné teéné roviny ploch x, »' poskytuji svymi
fezy na plose paraboloidu elipsy, které se dotykaji v8ech tii
elips %¢; prvnim primé&tem onéch elips jsou pak kruZnice,

) g, Holubdf: Rozhledy mat.-pirod., XX (1940), str. 11 a n.

32) Viz udebnici Dg VI—VII, str. 131.
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které se dotykajf danych ti{ krufnic ‘% a jsou tedy vysled-
nymi kruZnicemi dlohy Apolloniovy. Spoleéné tedné roviny
ploch kuZelovych %, »’ opravdu existujf, protoZe plochy obsa-
huji spoleénou elipsu l¢; uréime je, sestrojime-li vrcholovou
piimku o =: VV’, pak jeji prisedik @ s rovinou elipsy e a ve-
deme-li z ného tedny k elipse le; tyto te¢ny urduji spolu
s pfimkou o obecné dvé tedné roviny, jez poskytuji vyloZe-
nym zpisobem dvé kruZnice, které se dotykaji danych
kruZnic.

Snadno pozndme, Ze pi{mka o obsahuje také vrchol V~
tieti plochy kuZelové «”, kterd je uréena elipsami 2, %, a %e
urdené spoleéné roviny teéné ploch x, »' dotykaji se nutné
i této treti plochy »”. KdyZ pak je&td pouZijeme daldich,
druhych ploch kuZelovych s vrcholy U, U’, U”, jez uréuji
dvojice elips (le%e), (tee) a (%¢ %), dostaneme celkem &ty¥i
piimky vrcholové 0.28) Ty poskytnou osm vysledki Fedicich
obecnou ilohu Apolloniovu; vysledky mohou byti v sudém
poétu nékdy imagindrni, to podle toho, jsou-li tedny vedené
z prisluinych bodd @ k elipse e redlné nebo imagindrni, &ili
jeou-li redlné nebo imagindrni spoleéné tedné roviny pouzi-
tych ploch kuZelovych.

Provedent. Graficky dlohu provedeme jednoduse, zvoli-
me-li vhodné plochu rotaénfho paraboloidu a vyhodnou po-
lohu druhé, resp. tfet{ primétny (oviem bez rysovéni elips).
V obr. 17 neoznateny pro zjednoduSeni indexy danych
kruZnic ¥ i jejich stfedd *0, které jsou jinak obvyklé pro
prvnd priméty dtvard. ‘

Plochu rotaéniho paraboloidu proloZzme pfimo kruZnici %
a za ohnisko # plochy zvolme pak bod 0. Druhou primétnu
vedme stfednou 1020, takze F, je v bodé 10 a piimka Fdici f,
druhého primétu hlavniho merididnu je teéna kruZnice %,
rovnobéind s 1020. Druhym primétem elipsy % je tedy
usedka, jejiz krajni body 4,, B, jsou na 2. primétu hlavniho

23) Blizsi vysvétleni viz na konci odstavce 4,1.
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merididnu v jeho priisedicich s druhym primé&tem obryso-
vych piimek promitaci plochy valcové elipsy 2, t. j. s ted-
nami a,, resp. by, kruZnice %, kolmymi k 10%0. Staé&i viak
uréiti jen bod A4,, a to podle definice paraboly, Ze pro jeho
privvodide plati T4, = F,4,. Jedna obrysové pHmka plochy

Obr. 17. Obecné uloha Apolloniova — kruZnice jako obrazy rovinnyoh
fezd ne rotanim paraboloidu.

kuZelové x, proloZzené dvojici 'k, %, mé tedy 2. primé&t M,4,,
nebot 2. prim&tem kruZnice 1% jest jeji primér jdouei bodem
M, Na M,A, bude jiz 2. primét V, vrcholu V plochy x.
Prvni jeho primét V) jest jeden stfed podobnosti kruZnic
1k, 2%k (v obr. vnitfni), tak¥e bod V, lze na M,d4, urditi
ordindlou z V; tisetka V,V, jest ovéem soufadnici z bodu V.

37



Podobnd prolozme stiednou *0%0 tfet{ primétnu kolmou
k 7z, mysleme si tiet{ primét elipsy % a sestrojme opé&t jen
bod Cj, jeden krajni bod useéky C,D,, kterd jest 3. primétem
elipsy %. Obdobné jako d¥ive je spojnice NyC, tietim prams-
tem jedné obrysové piimky plochy kutelové x'; bod Vs,
t¥etf primét vrcholu V' této plochy, uréime opét z 1. pri-
métu ¥, ktery je jednim stfedem podobnosti kruZnic 1k, 3%
(v obr. vnéjsim). V iseéce V', V', ziskdvdme op&t soufadnici 2
bodu V’.

A nyni ji% spojnice ¥V’ =0 protne 7, jakoito rovinu
kruZnice spoleéné plochdm x,x’, ve svém stopniku Q. Ten
sestrojime jednoduse tak, %e soufadnici z bodu V’_pfeneseme
od V’; na rovnobéZku timto bodem vedenou s ¥, ¥, do bodu
(V’); spojnice Vo(V’) protind o, jiz v bodé @,. Telny vedené
z @, ke kruZnici 1k stanovi na ni dotykové body T a 2T dvou
vyslednych kruZnic, felicich vilohu Apolloniovu. Stiedy"
téchto kruZnic 1S, 2S sestrojime pak zpiisobem, znémym
z planimetrie: Spojnice 7'V, uréuje na 2 a spojnice 17'V’, na
3 dotykové body s prvou kruZnici vyslednou a podobnd
i spojnice 2T'V,, resp. 2T'V’, dotykové body s druhou kruZnicf
.vyslednou; z nich uZ dostdvdme oba stiedy 1S a 2S.

Z obr. 17 je vidéti, Ze jsou skutednd &tyfi pfimky o, které
spojuji po tfech Sest vrchold ¥V ... a U ... pomocnych ploch
kuZelovych, jak uZ bylo vySe fedeno, nebof prvni priiméty -
bodit V... a U ... jsou sttedy podobnosti danych kruZnic %
a tedy spojnice vidy tf z Sesti stfedli podobnosti ¥, ... a
U, ... jsou ¢tyti osy podobnosti kruZnic ik, o nich? plati v&ta
Mongeova.?4) P¥i sestrOJové.ni dalsich dvojic vyslednych
kruimc dotykovych by se jen opakovala konstrukece prove-
dend v obraze jelté t¥ikrat.

4,2, Jako jsme ke kazdé kruZnici k& v primé&tnd » pfifadili
na nafem paraboloidu jeho elipsu e pomoci promfitaci plochy
valcové této elipsy, tak i kazdé pfimce a v i le#ici odpovidd

%) Viz GV, str. 1186.
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na pa,ra,bolo1du parabola, jejimZ primétem je privd pfHmka
a. Kone¢né i kazdému bodu 4 v odpovidé, vidy jediny bod
plochy a opadn&. Prifadéni je opét i pro tyto utvary vzdjemns
Jednozna.éne a miZeme tedy obdobné jako v odst. 4,1 Fesiti
i zvlastni Glohy Apolloniovy, kdy% nékterou danou kruZnici na-
hradime pfimkou nebo bodem, ziistane-li mezi danymi ttemi
prvky asponi jedna kruZnice. Provedeni takovych tloh jest
jen pozménénim postupu uZitého pii tdloze obecné.

4,3. Jiné uZiti fezd rovin s plochou rotaéniho paraboloidu,
jehoZ osa je kolmé k m, na dlohy planimetrické vyplyne
z afinnfho vztahu mezi elipsou e,, kterd je ndrysem eliptického
fezu na nadf ploSe, a kruZnicf e,, kterd je jeho pidorysem.
Osou afinity je, jak zndmo, obraz ¢, prisednice roviny fezu
8 rovinou totoZnosti.

Tak lze sestrojiti elipsu, danou tfemi body 4, B, C a teé-
nami a,b v bodech A, B, povaZujeme-li ji za nérys elip-
tického fezu na plofe rotaéniho paraboloidu, afinitou s kruz-
nici, . kterdZto iloha se obydejné fesi stfedovou kolineac{
s kruZnici pomocf fezu na ploSe rota¢niho kuZele. (Viz kap. 3,
odst. 3,2, ¢.)

Plochu rotagniho paraboloidu uréfme (obr. 18) hlavnim
merididnem, t. j. parabolou, jdouc{ danymi body A, B a do-
tykajici se v nich danych teden a, b.2%) Hledand elipga. mus{
se totiZ dotykati hlavnfho merididénu ve dvou bodech — af uZ
redlnych (jako v nafem ptipadé) nebo imagindrnich; v ima.-
gindrnich patrné tehdy, kdyZ priseénice roviny fezu s rovi-
nou hlavniho meridi4nu neproting hlavni meridién redlns. —
_Pro naéi dlohu vystadime v obraze s ohniskem F a pfimkou
fidici f hlavniho merididnu, jejichZ sestrojeni je zndmo z vy-
kladt Skolnich a je v obrazci provedeno. Vedeme-li kdekoliv
rovnobéZku s f, miZeme ji povaZovati za pidorys hlavniho
merididnu a na ni uréiti ordindlami Fy; 4, a B, — v obrazci
jsme ji vedli bodem B, takZe B, = B. Abychom uréili piido-

25) Indexy znalfef nérys pro zjednoduleni v obraze vynechéme.
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rys bodu C, ktery lezi na plose, vedme bodem C (vlastné
C,) nérys rovnobézky (oznadime jej ¢) astanovme jeho krajni
bod (C), jako priisedik piimky ¢ s hlavnim merididnem (F, f).
Na plidoryse ¢; rovnobéZzky je pak ordindlou dvojznadné
urden bod C), resp. C"y. KruZnice e,, vedend body 4,, B,, C,,

Obr. 18. Elipsa dané body 4, B, C e tednami a, b v bodech 4, B —
elipsa ndrysem rovinného fezu na rotadnim paraboloidu.

jest pak afinné sdruZena s elipsou e. Osou afinity je pHmka
t = BI. Bod (', by uréil druhou kru?nici, op&t afinné sdru-
¥enou s elipsou e; osou afinity by byla pfimka #', jdouci
op&t samodruZnym bodem B. Dalsf urdeni ehpsy e, t.j. se-
stro;en{ jejiho stfedu S a os, je jiZ zndmé a je provedeno
i v nafem obraze.
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Kdyby dany bod C s prvky A(e), B(b) neurdoval elipsu,
nybrZ hyperbolu, ukdzalo by se to v obraze tak, %e body C, a
(', by vyély imagindrni — ordinéla jdouci bodem C by kruz-
nici ¢, neprotinala redlné. Kdyby konetné oba body C, a (',
splynuly na spojnici 4,B;, pak by bod C néle¥el hlavnimu
merididnu a ten by uréoval parabolu, pfi této zvlditni poloze
dangch prvki jimi stanovenou.

Kdyby byla déna elipsa e dvéma body A4, B, jejich teénami
a, b a dalsi te¢nou ¢, mohli bychom oviem vétou Briancho-
novou sestrojiti dotykovy bod C a fegiti tuto ilohu stejnym
zpisobem. Bylo by viak moZno postupovati pfimo takto:
Proloiime p¥imkou ¢ druhou jeji promftaci rovinu g, stano-
vime snadno pldorys eliptického Fezu r roviny g, a to
kru#nici r,, majfef primér na pidoryse hlavniho meridi-
énu, a pak uréime kruZnici e,, resp. ¢';, kterd prochdzi body
4,, B, a dotyké se r,; elipsa ¢ je pek opét afinné sdruZena
8 e, resp. 8 druhou kruZnicf ¢',.

Uloha 28. Uzitim rotaéniho paraboloidu Feste zvl&tni tlohu Apollo-
niovu (kpB). Viz oznegeni v M. rov. k., str. 15.

Uloha 27. Sestrojte elipsu, je-li ddna dvéma tednami @, b s jejich
body dotyku 4, B a dalif te¥nou. [Podle pfedchézejicfho pokynu.]
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