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1. LINEARNI ZAVISLOST CISELNYCH
SOUSTAV.

Definice 1. Ciselné soustavy v poétu m(>> 1) po n &islech
@pys Cpzy ooy Bpmy (W=1,2,...,m) (1)

nazyvéme linedrné zdvislymi, existuji-li &isla ¢, kterd nejsou
viechna rovna nule tak, Ze plat{ » rovnic

m
Z::,ﬂ,,.,:O;V: 1,2,...,n (2)
P

Je-li moZzno rovnice (2) splniti jenom tim, Ze poloZime
¢ =¢=...=¢, =0, ikime, Ze jsou soustavy (1) na-
vzdjem linedrné nezivislé.

Pfiklady. 1. Soustavy
5 —2, 0, 3
71 69 _4’ 7 (3)
-1, —4, 2, —2
jsou navzdjem lineirné zdvislé. Za &isla c, sta®{ zde wvaziti:
6g=—1lcg=1,¢3=2.
2. Soustavy
8, —2, 3
0, 1, —5 “
jsou linedrné nezdvislé. Z rovnic
8, +0.¢,=0,—2¢;, +1.¢,=0, 3¢, —5¢,=0
totiz nutné vyplyva ¢, = ¢, = 0.
V dalsich dvahdch pozndme, Ze byvd tasto velmi duleZité

rozhodnouti o zévislosti & nezdvislosti pfedloZenych &isel-
nych soustav. Na druhé strané viak neni takovéto rozhod-
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nut{ vidy zcela jednoduché — to nahlédneme ostatnd jiZ
z piipadu soustav uvedenych v prvém pifklads. Zvldsté
tehdy, kdy% jde o veliky podet soustav s mnoha &isly, byla
by tato tloha prakticky vibec nefesitelnd. A priavé v tomto
bodé ndm prokéZe theorie determinanti a matic po prvé
neocenitelnou sluzbu, podévajic spolehlivy a pomérns jedno-
duchy prostfedek, jak o zdvislosti ¢i nezdvislosti soustav
rozhodnouti.

Véta 1. M4-li matice ||la,ll, (1, k =1, 2, ..., m) hodnost A,
Ize v ni nalézti 2 f4dkd navzdjem linedrné nezdvislych.
Vaechny ostatni fddky jsou pak linedrnimi kombinacemi
onéch % navzdjem nezdvislych.

Dikaz. Majice zfetel k definici 1. nahlédneme, Ze jsou-li
soustavy (1) navzdjem linedrné zivislé, lze mezi nimi
jisté nalézti takovou, jez jest linedrni kombinaci vSech
ostatnich (pojem linedrni kombinace byl vysvétlen v po-
zndmce 3, str. 14, &4sti I). V pfipadd zdvislosti soustav jest
totiZz v rovnicich (2) alesponi jeden z koeficienti c,, ¢y, ..., ¢,
rizny od nuly; budiz to na p¥. ¢;. Rovnice (2) 1ze pak psiti
ve tvaru

1,m c
a;, = — z “La

v=12..,mn
w¥i C;

ﬂ'l
z ného je patrno, Ze i-td ze soustav (1) jest linedrnf kombi-
naci ostatnich.

Obracend soustavy (1) jsou linedrné zdvislé, je-li mezi
nimi nékters linedrni kombinaci{ v8ech ostatnich.

Toto majice na paméti, obrdtime se nyni k vlastnimu di-
kazu véty 1. Budeme pfi tom pfedpoklddati, ¥e determinant
h-fadovy, jehoZ riznost od nuly je zarudena hodnosti A dané
matice, je vytvofen z prvnich 4 fddki a z prvnich % sloupct;
toho lze vidycky doséhnouti eventuelni zménou pofadi
fddek a sloupet, t. j. vykonem, ktery neméd na hodnost mati-
ce fddného vlivu. Je tedy
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alll ceey Qpp
Ay =|......... + 0, (5)
Qpyy ooy Tpp
aviak
a1, » Tupy Ay
............. -0 6)
Qpyy -y Cppy Cpi
By1s -y Ciny Ay

pot=k+ 1L 24+2 ...mk=12.,hh+1,.

Platnost prdvé na.psaneho vztahu je pro 4, k> h + l
zFejmd, protoZe na levé strané stoji v tomto pi'ipa,dé h+41-
fadovy determinant matice o hodnosti &, pro k < & pak je
onen vztah také sprdvny, protote jde v téchto ptipadech
o determinant se dvéma sloupci navzdjem stejnymi.

Rozvedeme-li determinant na levé strané nasi rovnice (6)

podle elementd poslednfho sloupce, dostaneme
]
G =— D Ry, k=12,...,m
e=1 Ah

Téchto m rovnic viak vyjadfuje, Ze je i-ty Fddek dané
matice linedrni kombinaci prvnich % jejich ¥ddka. ProtoZe
pak takovéto rovnice plati pro viechna ¢+ => & + 1 & protoZe
prvnich 2 ¥d4dkd dané matice je zcela jistdé navzdjem ne-
zdvislych (jinak by se z nich nedal utvofiti nenulovy deter-
minant 4, — rozvazte si to podrobné pomoci toho, co bylo
predesldno ditkazu véty 1. o vzdjemném vztahu mezi pojmem
linedrnf zdvislosti soustav &iselnych a pojmem linedrni kom-
binace a pak pomoci pozn. 2. a 3. na str. 13 a 14 &4sti I), je
platnost véty 1. dokdzédna.

Tém&E samoziejmy je také opak pridvé dokdzané véty.
Vyslovime jej vétou 2.

Je-li moZzno v matici |ja,l| (5, k=1, 2, ..., m) nalézti A
Fadki line4rné nezdvislych tak, Ze vechny ostatni jsou jejich
linedrnimi kombinacemi, mé tato matice hodnost A.



Dikaz. BudiZ p hodnost matice M; podle véty 11 svazku
I je tato hodnost tdZ, jako u matice M, vzniksi z M vynechd-
nim ondch f4dkd, jeZ nejsou navzijem nezdvislé. Tato ma-
tice je viak h-Fddkové a jeji Fadky jsou podle pfedpokladu
navzdjem nezdvislé, takZe mé (v disledku privé dokdzané
véty 1.) hodnost 4. Je tedy opravdu p = &, jak véta 2. tvrdi.

Vysledky podané vétami 1. a 2. ndm dévaji moZnost roz-
hodnouti zcela obecné otdzku zdvislosti & nezdvislosti sou-
stav (1). P¥sludné kriterium vyslovime vétou.

Véta 3. Nutni a postadujici podminka, aby m soustav (1)
bylo navzijem linedrné nezavislych, je ta, aby matice onéch
soustav méla hodnost privé m.

Na zdkladé viech uvedenych poznatki nahlédneme snadno
spravnost véty dileZité pro uréovdni hodnosti dané matice.
Jest to

véta 4. Je-li néktery h-fadovy determinant dané matice
rizny od nuly, jsou-li vBak rovny nule viechny jeho super-
determinanty % 4 1-fadové, mé matice hodnost k.

Ditkaz. Bez tijmy obecnosti lze opét predpoklidati, Ze
nenulovy determinant je pravé A4, z véty 1. Z faktu, Ze
viechny jeho superdeterminanty (jsou to zase pravé determi-
nanty (6) z v&ty 1.) jsou rovny nule, bylo odvozeno, Ze kaZdy
z poslednich m —k Ffddkd matice je linedrni kombinaci
prvnich » navzdjem nezdvislych Fddkid. Podle véty 2. je
tudiz hodnost matice skutetné » a véta 4. je tim dokdzdna.

Pozndmka. Ve stejném smyslu, jako jsme to uéinili pro
¢iselné soustavy a fadky matic, budeme mluviti také o vzé-
jemné linedrni zdvislosti fad v determinantech. Véty 1., 2.
a 4. se daji bezprostfedné pfenésti na piipad determinantu.

Piklady.

Dva ptiklady byly jiz uvedeny pfi definici linedrni za-
vislosti &iselnych soustav. Je dobfe vdimnouti si jedté jeden-
krite ve svétle novych poznatkd soustav (3). ProtoZe jest
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determinant elementd spoleénych prvnim dvéma fédkim a
prvnim dvéma sloupcim matice urdené soustavami (3)
ruzny od nuly (mé hodnotu 44), mé tato matice hodnost
alesponi 2. Po¢ftdme nyni hodnotu tfifadového determinantu

5 —2, 0
7, 6, —4|.
—1, —4, 2

Odetteme-li prvni fidek od druhého, vidime ihned, Ze
pozménény druhy fidek 2, 8, —4 jest roven poslednimu,
ndsobenému é&fslem — 2, takZe determinant mé nulovou
hodnotu. Zkouméme proto jesté druhy superdeterminant
vySe uvedeného nenulového dvoufadového determinantu;
tento novy superdeterminant se li3f od privé uvaZovaného
pouze tim, Ze jeho posledni sloupec je tvofen &sly 3, 7, — 2.
Stejnym zplisobem jako vySe poznime, Ze m4é i tento de-
terminant hodnotu nulovou, takZe je podle véty 4. hodnost
matice uréené soustavami (3) rovna 2 a soustavy samy podle
véty 3. linedrn& zdvislé a to (na pfiklad) tak, Ze prvé dvé
z nich jsou navzdjem nezdvislé, tfeti pak je jejich linedrni
kombinaci. Existujf tedy &isla y,, y, takovd, Ze plati rovnice

Mt Ta=—1 =29 +6p=—4,

0.y —4y,=2, 3+ Ty, =—2
tfeti z nich p¥imo uddvd hodnotu y, = — } a z druhé pak
vychézi y; = }. Koeficienty c,, ¢,, ¢5, 0 nichz mluvi definice
1., jsou pak gy;, oy, @, Pii ¢emZ je p libovolny od nuly
rizny faktor imérnosti. Volime-li na pf. ¢ = 2, dostdvdme
6g=—1, ¢, =1¢;,=2, tedy tytéZ hodnoty, jez byly
uvedeny vyse.

3. Co znadf linedrni zavislost soustav

a5, Gy, ..., @
11> %12 H lﬂ't (7)
Qg Bogy - gy’

JeZto soustavy jsou linedrné zdvislé, existuji ve smyslu
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definice 1. &sla ¢, ¢, (kterd nejsou obd rovna nule) tak, Ze
plati » rovnic

€10y + €8y = 0,7 =1,2, ..., 7.
Je-li na pf. ¢, + 0, poloZime gc, = — ¢, & dostdvdme
By = 08y, v =1,2, ..., 7. (8)

Znamen4 tedy linedrni zdvislost dvou &fselnych soustav,
%e jejich stejnolehlé &leny jsou navzdjem dmérné.

4. Rozhodnouti otdzku zdvislosti & nezédvislosti soustav

(9)

)

Determinant elementi spolednych prvym dvéma fadkim
a prvym dvéma sloupcim mé hodnotu 7; protoZe pak jest

3,2 4 3,2 4! 1,0, 2!
1,3 1(=3.11,3,1{=3.{0,20{=3.2.
3,3 3 1,11 1, 1,1

1, 2

1 1]=—6

vypodteme jektd étyifadovy superdeterminant determinantu
privé uvaZovaného. Dostdvime

3,2 4,2 1,0, 20 0, —1, 2, 0
1,3, L,4| 4 (0,203 _, 0 203]|_
3,33 3/[=°/|1,1,1,1/=°]o, 01,1
3,3 2 2 1, 1,00 1, 1,00
1,20 —1,2, 0|
=(—3).| 203 =(—3).’ 0,4, 3| =3,
0, 1, Lo, 1,1

takZe je hodnost matice soustav (9) rovna 4 a soustavy jsou
podle véty 3. linedrné nezévislé.
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5. Je-li danych soustav vice, neZ &sel v kazdé z nich (t.
j. m > n), jsou vidycky navzdjem linedrnd zdvislé.

Dikaz. Hodnost matice vytvofené danymi soustavami
miiZe totiZz byti za danych okolnosti nejvyse rovna &slu =,
takZe je vidycky menif neZ m & nikdy tedy nemiiZe byti
eplnéna nutnd a postadujici podminka pro nezdvislost
soustav, jak ji vyjadfuje véta 3.
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