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GvVoD

Pro struéné vyjadfovéni si zavedeme ndzev mnofina.
Timto slovem budeme ozna¥ovat soubor jakychkoli pfed-
méth, které nazyvame proky mnoziny; pfi tom vyslovime po-
#adavek, abychom o ka%dém pfedmé&tu dovedli rozhodnout,
je-li prvkem dané mnoZiny &i neni-li jejim prvkem.

Nés budou zajimat hlavné dva druhy ihnoZin. Jednim
z nich jsou mnoZiny, jejichZ prvky jsou &isla. Druhym z nich
jsou mnoZiny, jejichZ prvky jsou body urdité pfimky. Je @zi-
tedné poditat mezi mnoimy i takové, které neobsa.huqi viibec
Z4dny prvek; takovd mnoZina se nazyvd mnofina prdzdnrd.
Mnozina, kterd m4 aspofi jeden prvek, jmenuje se neprdzdnd.

Méme riizné druhy &isel. Nejjednodussi jsou é&isla pfirozend
(t. j. &sla 1,2, 3, 4, ...); vedle nich jsou jesdtd &isla celd (t. j.
dsla ..., —3,—-2,—1,0,1,2,3,. élala. pi‘irozené, mezi nd
pa.tri), déle Sisla raciondlni (na. pr 3,4, —4% atd,; &sla celd
mezi nd také patii, nebot na pf. 3 = £) a kone¥ns &sla redlnd
(mezi né% patif vBecka &fsla racloné].ni a jestd veliké mmoZstvi
dalsich &isel zvanych irraciondlnt, na pF. 12 7, logh atd.).
V této kniZce se buleme zabyvat vyludné é{sly redlnymi;
fekneme-li slovo ,,&islo’, budeme mit na mysli vidy jen &islo
realné. Budeme-li v3ak nékdy myslit jiny druh &isel, vyslovné
to vidy vytkneme.

S &sly provéddime t. zv. zdkladni poletnt vikony (t. j. s&i-
tdni, od&itdni, ndsobeni a déleni). Jejich theorii se zabyvat
nebudeme; ta spadd do jiného odvétvi matematiky, zvaného
aritmetika. Pravidla, jimiZ se ¥{di zdkladni pofetni vykony
s ¢isly redlnymi, budeme povaZovat za zndmé.

Pri této pi‘ﬂei:tostl si viak pfece fekneme nékolik slov
o déleni. Jeou-li ddna dvé &isla g, b, definujeme podil a : b
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(nékdy mu také Hkéme zlomek -Z- jako takové &islo 2, které

vyhovuje rovnici bz = a. Je-li b &= 0 ($teme b riizné od nuly),
m4 tato rovnice jediné fefeni z = %, které piSeme také ve

tvaru 2 = @ : b. Je-li vBak b = 0 a @ & 0, nem4 tato rovnice
fefeni,.nebot, at volime &islo z jakkoli, vidy je b= = 0.Proto
#4dné &islo z nembiZe vyhovovat rovnici 0 . z = a, v niZ
predpokliddme, %e a =& 0. Je-li tedy b = 0 a a 5 0, neni
mo#no utvofit podil a : b. Kone&nd je-li b = 0 a také a = 0,
pak rovnici bz = a vyhovuje kaZdé &islo z, nebot vidy je
0.z = 0. Proto za podil @ : b, kde a = 0, b = 0, mohli by-
chom poklidat kazdé &islo. Ndm v3ak jde o to, aby kaZdy
podetnf vykon mél vidy jen jeden vysledek. Abychom se
vyhnuli ‘'viem t&mto potiZim, budeme mluvit o podilu
a:bjen tehdy, kdyZ b 5 0. Podil, jehoZ délitelem je
nula, budeme vZdy ze svych ivah disledné vylu-
dovat.

Pozoruhodnid je tato skute¥nost: mnofina viech redlnych
disel a mnoZina vSech bodd na pfimece majf tu vlastnost, Ze
prvky téchto dvou mnoZin moZno navzdjem pfifadit tak, aby

: 8 A € )
-3 2 -1 0 1 2 3 4
Obr. 1

ka%dému redlnému &slu odpovidal urdity a jediny bod ptHm-
ky a také obricené aby kaZdému bodu pi{mky odpovidalo
urdité a jediné redlné &islo. Toto pfifazenf provddime zpra-
vidla tek, %e si zvolime urditou piimku, které ¥ikdme osa
&selnd, a zvolime na ni urdity bod O, ktery nazveme poldtek.
Ten bude zndzortiovat &islo 0. Dile zvolime uritou délkovou
jednotku (tfeba 1 cm) a jeden z obou smysl zvolené ptimky
prohlisime za kladny. Druhy smysl bude zdporny. Kazdé
dislo bude pfifazeno tomu bodu &iselné osy, jehoZ vzddlenost
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od poddtku &ini pravé tolik délkovych jednotek, kolik jedno-
tek m4 to &islo, a to v kladném smyslu, jde-li o éislo kladnsé,
a v zéporném smyslu, jde-li o &islo zéporné. Na obr. 1 jsou
tak zobrazena &isla —3, —2, —1,0,1,2, 3,4 a vedle toho
jsou tam jests body A, B, C, D, které zobrazuji &isla 0,5,
—4,|/2, ». Pondvadz ka?dému ¥slu je takto pFifazen jediny
bod &iselné osy a kaZdému bodu &iselné osy je pfifazeno je-
diné &islo, budeme &asto misto slova ,,8islo‘* uZivat ndzvu
»bod"., '

Osu &iselnou si nejlastdji pfedstavujeme v poloze vodo-
rovné a za jeji kladny smysl volime smér zleva doprava.
Jsou-li ddna dvé &fsla a, b, z nichZ a > b ($teme a jo v&t3{ neZ
b), pak bod, ktery zobrazuje é&islo a, leZ{ ddle vpravo neZ bod,
ktery zobrazuje &islo b. Je-li & << a (b mensi neZ a), leii bod b
vlevo od bodu a. )

Zgkladni pravidla o nerovnostech budeme poklidat za
zndm4. NejdileZitéjsi z nich jsou tato:

Je-lia>b, jetakéa+c>b-+ ¢, at je c jakékoli
dislo.

* Je-lia>bac>0,* jeac>bec; naproti tomu je-li
a>bac<0, je ac < be.

Vime-li, e je bud a > b, nebo a = b, pifeme to a > b
(8teme v&t3{ nebo rovno); vime-li, e bud @ < b, nebo a = b,
pifeme a < b (Steme mensi nebo rovno). Opakem tvrzeni
a > b je tvrzeni ¢ < b, podobnd opakem tvrzenf a < b je
tvrzeni a > b.

Ciselnou mnoZinu nazyvéme omezenou, kdy? existuji ta-
kova dvé dsla k, k, Ze pro kaZdy prvek z této mnoZiny plati
z > h a soudasnd x < k, co psivime zpravidla strudnsji
h < z < k. Neexistuje-li nékteré z &isel %, k, mluvime o inno-
zind neomezené. Na piiklad mnoZina viech zlomki s kladnym

*) Cislo a, pro nd% plati a > 0, nazjva se kladné; &islo a, pro nds
plati ¢ < 0, nazyvé se zdporné. Cislo Onepovaiujeme aniza klad-
né, ani za zA&porné.



titatelem i jmenovatelem, které maji tu vlastnost, Ze jejich-
titatel je menSi neZ jmenovatel, tvofi mnoZinu omezenou;
mnoZina v8ech pFirozenych &sel je neomezena.

JestliZe existuje &islo k& tak, %e pro ka%dy prvek x dané
mnoZiny plat z < k, i{kdme, Ze mnoZina je omezen4 shora.
Existuje-li takové &islo , Ze pro kaidy prvek x mnoZiny
plati z > A, fikdme, Ze mnoZina je omezend zdola. Je
zfejmé, Ze mnoZina je omezend tehdy a jen tehdy, kdyZ je
omezend shora i zdola.

Plati v8ta, kterou dokazovat nebudeme, ale pn]meme ji
za Spravnou:

Je-1i ddna jakdkoli shora omezens mnoZina,
existuje &islo M, které mé tyto vlastnosti

1. Zédny prvek r dané mnoZiny nenf v8tsf nez M,
t.j. vidy jex < M.

2. Zvolime-li libovolné é&islo M, < M, exlstu]e
vidy aspon ]eden prvek £ dané mnoilny, ktery ]a
vétsinez M,, t.j. § > M,.

Cislo M se nazjvé supremum dané mnofiny a je zcela
lThostejné, je-li prvkem dané mnoZiny &i neni-li jejim prvkem.

Podobnsé plati véta:

Je-li déna jakdkoli zdola omezend mnoZins,
existuje &{slom, které md tyto vlastnosti:

1. Zadny prvek z dané mnoZiny neni mensf nez m,
t. j. vidy jez = m.

2. Zvolime- 1i libovolné &islo m, >m, existuje
vidy aspoii jeden prvek £ dané mnoZiny, pro néj%
plati § < m,.

Cislo m se nazyvé infimum dané mnoZiny a je opdt zcela
lhostejné, je-li prvkem dané mnoZiny & neni-li jejim prvkem.

Jako ptiklad uvedeme mnoZinu sklddajici se z prvki .

1,1,4,.3. 4, ..., obecnd %
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Tato mnoZina je omezend shora i zdola a m4 supremum 1,
které k nf pati, a infimum-0, které k nf vSak nepati{, nebot

pro Zidné n neni—:'- = 0. Zvolime-li viak libovolné &slo

m,; > 0, existuji vidy prvky nadf mnoZiny, které jsou mensf

1 1
neZ zvolené &slo m,; jsou to ty zlomky -7 nich? jen > —
1

Nejdast&ji se budeme zabyvat mnoZinami, jejichZ prvky
jsou viecka &isla vyhovujici urditym nerovnostem. Takové
dselné mnoZiny nazyvime intervaly.

Ne ptiklad mno%ina tdch &isel z, kterd soudasnd vyhovujf
nerovnostem 0 << z << 1, tvoi{ interval, ktery budeme ozna-
&ovat (0, 1): Tento interval je na ose &iselné zndzornén sed-
kou, jejiZ krajni body jsou 0 a 1, jeZ se viak k této tisedce
nepoditaji. Takovy interval se jmenuje ofevieny.

Podobnd mnoZina &isel, kterd vyhovuji nerovnostem
0< 2< 1, tvoH interval, ktery budeme oznaovat (0, 1).
Také tento interval je na ose &iselné zndzornén tsetkou,
jejiz krajni body jsou.0 a 1; tyto body se viak tentokrit
k tseéce poditaji. Takovy interval nazyvime uzavreny.

Poditdme-li k intervalu jen jeden
krajni bod, nazyvéme jej polouzavte- 0 1
ny (polootevieny). Pplouzavienymi - —o———o— "))
jsou na piiklad intervaly, jeZ tvoii —— 0D
ta &isla x, kterd vyhovuji nerovno- |
stem 0< <] nebo 0 <z< 1.
Prvy z nich budeme oznagovat (0, 1) —o—e— (OP
a druhy (0, 1). Obr. 2

Na obrizku oviem nemiZeme
znézornit jediny bod, a proto budeme kreslit misto bodd
malé kotoufky. Bude-li takovy kotoudek vyplnén, bude
to znamenat, %e bod do dané mnoZiny patii; bude-li prézd-
ny, bude to znamenat, fe bod do dané mno¥iny nepati.
Podle toho jsou na obr. 2 zndzorndny &tyfi intervaly, o kte-
rych jsme pravé mluvili.

———oa— 01
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Také mnozina viech &isel vétsich nez —1 tvoii (otevieny)
interval, ktery znaéime (—1, 00).(éteme otevieny interval od
—1 do nekoneéna). Tvoif jej viechna z, kterd vyhovuji ne-
rovnosti £ > — 1. Podobnd mnoZina ¢&isel, kterd vyhovuji
vztahu z < 1, tvoi (polouzavieny) interval, ktery oznadime
(—o0, 1>. Tyto intervaly se zobrazuji na &selné ose jako
polopiimky (obr. 3). Budeme je déle nazyvat intervaly ne-

omezenymi. Intervaly, o nichZ

-1 0 jsme mluvili difve, nazyvime
C') 4 _ omezenyma.

Kone¥nd i mnofinu viech

Obr. 3 redlnych &isel viibec poditdme

také mezi intervaly a oznadu-
jeme ji symbolem (—o0, c0). Je to rovné% interval neome-
zeny & je zobrazen celou &selnou osou.

Symboly o0 a —o0, jich¥ jsme pravé uZili, neznaéf oviem
¥4dné &isla, nybrz znadi jen tolik, Ze pHsluiny interval je
v ndkterém sméru neomezeny (t. j. nikde nekondf). Se
symboly co a —co nikdy nebudeme politat, nebotf to
nejsou &isla.

KaZdy otevieny interval, jehoZ (vmti'ninn bodem je bod a,
budeme nazyvat okolim. hodu a (viz obr. 4). Ka.idy polo-
uzavieny interval, jehoZ levym krajnim bodem je bod a

a

Q)
g o :
Obr. 4 Obr. 5

(ktery do toho intervalu pat¥{), nazyvidme pravym okolim
bodu a (obr. 5a) a ka.idy polouzav¥eny interval, jehoZ
pravym krajnim bodem je bed a (ktery do toho intervalu
pat), nazyvame levym okolim bodu a (obr. 5b).

Prinikem dvou mnoZin nazyvime mno¥inu, kters obsa-
huje viecky prvky, je% patii soutasné do obou mnofin, a ¥4dny
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jiny. Priinik dvou intervali tedy obsahije viecka &isla spoleé-
n4 obdma intervalim. Je jasné, Ze prinikem dvou intervald
miiZe byt bud interval, nebo jediné &islo, nebo mnoZina prézd-
n4. Na ptklad prinikem intervalii {0, 2) a (—1, 1) jeinterval
0, 1), jak je vidno z obr. 6a. Podobnd prinikem intervald
(—1, 00) a (— o0, 1) je interval (—1, 1), jak vyplyvé ze znd-

zornéni na obr. 6b. Je zrej-

mé, %e prinikem dvou in-

a)—.Zg\Qv! 4 terva.lﬁ kterd ma.]i spoled.
~11) <0 . ny vnlti'ni bod, je vidy
.~ 0 1 interval.
—o——r——— . -
- = Sjednocenim dvou mno-
(oo ) €100) %¥in nazyvdme mnoZinu, kte-
Obr. 6 ré obsahuje viecky prvky

jedné mnoZiny i viecky
prvky mnoZiny druhé a Z4dny jiny. Sjednocenim dvou inter-
valli miZe tedy byt bud dvojice intervald, nebo jediny inter-,
val. Na piiklad sjednocenfm in-

tervald (0, 2) a (—1, 1) je in- - 0 1 2
terval (—1, 2), ktery obsahuje

vBecka &isla z intervalu (0, 2) 1 02

i vBecka ¢&isla z intervalu (—1, Obr. 7

13, jak je patrno z obr. 7. Sjed-
nocenim levého a pravého okoli bodu a je okoli tohoto bodu
(viz obr. 4 a 5).

Ke ka’dému redlnému &islu a prifazujeme é&islo, které
oznadujeme |a| a nazyvdme absolutni (prostd) hodnota &isla a.
Je definovéna takto:

Je-lia >0, je |a| = a; jelia < 0, je [a| = — a; |0] = 0.
Na ptiklad |3| = 3, |—1,8] = 1,8 atd. MiZeme také Hei:
Je-lia > 0, je |a] = a; je-lia < 0, je |a] = — a.*¥)

~ *) Podminka a > 0 zahrnuje viecka &isla kladn4 a jektd nulu. Tato
&isla, kteréd nejsou zdporné, oznatujeme soubornym nézvem &isla ne-
zdpornd. Podobnd &isla, kters vyhovuji podmince ¢ < 0, nazyvéme
nekladnd.
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Vidy je |a| = 0. Absclutni hodnota je vidy é&islo neza-
porné.

Jsou-li @, b jakdkoli &fsla, je vidy

llaf — 181l < [a 2 8] < la] + B, 0%
mm=wLm,§={%pmb¢a @)

Symbol @ t b v nerovnosti (1) zna& bud a + b, nebo
a — b. Dikaz uvedenych pravidel provedeme nejsnéze tak,
%e vezmeme y uvahu viecky moZné kombinace znamének,
jichZ mohou ¢&isla a, b nabyt, a ukiZeme, Ze napsané vztahy
jsou vZdy splnény. .

Je-lia libovolné &islo a > 0, pak mnoZina vSech
¢isel z, pro n&% plati

a—d8<z<atd, 3)

je totoZnd s mnoZinou v8ech &isel z, kterd spliuji

nerovnost
le — zj < 4. 3"

Dikaz: l.Jellia—d<z<a+tdje—8<z—a<d.
Bud jex —a >0, takie z —a= |z — al, a pak [z — a| <
< 8. Nebo je z — a < 0, tak¥e 2 — @ = — |z — a|, a pak
—d<—|z—a|,t.j [z—a| < é.

2. Obrécend: Je-li |z—a| < 8, je bud z—a >0, t. j.
[ — af =z — a, tak¥e z— a << J (a samozfejmé oviem
také —d<xz—a). Nebo je z—a <0, t. j. |xr—a|=
=—(x—a), takle —(z—a)<$é, t. j. —d<z—0a
(a samozfejmé oviem z — e < §). V obou pifpadech je tedy
—d<zrz—a<d tja—3d8<zr<<a+é

*) Vzorce, které tFeba si pamatovat, jsou oznageni 3fsly na okraji.
Formule, jichZ se v daliim textu dovolévéme, jeZ viak pamatovat
neni tieba, jsou oznadeny pismeny.
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