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4. Erlangensky program

Erlangensky program pfedstavuje vyznamny meznik ve vyvoji geometrie 19. sto-
leti, nebot na dlouhou dobu zasadné ovlivnil zaméteni a dalsi rozvoj matematiky.
Tento nazev dostala slavnéa prednaska Felixe Kleina Vergleichende Betrachtun-
gen tber neuere geometrische Forschungen [Srovnavaci uvahy o novejsich geome-
trickych badanich]. F. Klein jeji text predlozil v i{jnu roku 1872 na univerzité
v Erlangen u prilezitosti svého jmenovani fadnym profesorem. Tato prednaska,
v niz byl vyloZen vyznam pojmu grupa pro klasifikaci riznych geometrii, vysla
také jako samostatna brozura [K2].! Postupné byla prelozena do dalsich jazyki.?

Zivotni osudy F. Kleina jsou podrobné popsany v nékolika publikacich.? P¥ipo-
meneme proto jen zékladni Zivotopisné a bibliografické udaje, které ndm umozni
zatadit Kleinovy préce a vysledky do dobového i odborného kontextu.

4.1 Felix Klein

Felix Klein se narodil 25. dubna 1849 v Diisseldorfu. Absolvoval zde gymnézium
a poté odesel studovat matematiku a fyziku na univerzitu v Bonnu. V roce 1866,
jesté béhem studia, ziskal misto laboratorniho asistenta u Julia Pliickera, ktery
se zabyval teoretickou matematikou a experimentalni fyzikou. Pod jeho vedenim
sepsal disertacni praci Uber die Transformation der allgemeinen Gleichung des
zweiten Grades zwischen Linien-Koordinaten auf eine kanonische Form [O trans-
formaci obecné rovnice druhého stupné v pirimkovych soutfadnicich na kanonicky
tvar|,* za niz roku 1868 ziskal doktort.

Béhem nésledujicich dvou let postupné navstivil slavnéd matematicka praco-
visté v Berling, Pafizi a Gottingen. V roce 1870 zacal v Paffzi spolupracovat
s norskym matematikem Sophusem Lie (1842-1899), s nimZ se seznamil nedlouho
predtim v Berliné. S. Lie se tehdy teprve kratce zabyval matematikou, pravé
on ma vsak nezanedbatelny podil na Kleinovych vysledcich, nebot ho privedl
k myslence propojeni geometrie a teorie grup. Tato idea sehréla velkou roli v Klei-
nové pozdéjsi praci. F. Klein a S. Lie zacali jiz v té dobé& chapat zésadni vyznam

1F. Klein sviij program znovu otiskl v roce 1893 v &asopisu Mathematische Annalen, ktery
v té dobé redigoval; viz Mathematische Annalen 43(1893), 63-100. P¥i té prilezitosti do ptvod-
niho textu dodate¢né pridal nékolik poznamek, s cilem upfesnit nebo doplnit néktera tvrzeni.
Erlangensky program byl déle otistén v [K8|, str. 460-497, a v ¢asopisu The New Mathematical
Intelligencer 0(1977), 22-30.

2 Italsky pieklad: Fano G., Considerazioni comparative su ricerche geometriche recenti, An-
nali di matematica pura ed applicata 17(1890), 307-343; francouzsky pieklad: Padé M. H.,
Considérations comparatives sur les recherches géométriques modernes, Annales scientifiques
de I'Ecole Normale Supérieure 8(1891), 87-102, 173-199; anglicky pieklad: Haskell M. W.,
A comparative review of recent researches in geometry, Bulletin of the New York Mathematical
Society 2(1893), 215-249; polsky pieklad: Dickstein S., Rozwazania pordwnawcze o nowszych
badaniach geometrycznych, Prace matematyczno-fizyczne 6(1895), 27-61. Oficidlni preklad do
Cestiny vSak dosud neni k dispozici.

3 Napt. [To, [Ja], str. 219-230, a [WA], str. 470-481; relevantni informace poskytuje i webova
stranka http://www-history.mes.st-and.ac.uk/~history /Biographies/Klein.html.

4Viz Mathematische Annalen 23(1884), 539-578; téz [K8], str. 5-49.
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teorie grup, a proto si oblast matematiky, ktera je zajimala, ,rozdélili“ na dvé
¢asti; F. Klein se soustfedil na nespojité a S. Lie na spojité grupy. V Pafizi se
F. Klein stykal také s francouzskymi matematiky, zejména s Camillem Jordanem
(1838-1922), profesorem na Ecole Polytechnique, a studoval jejich prace.

V Cervenci 1870 proslovil prusky kanclér Otto von Bismarck (1815-1898) ttoc-
nou te¢ proti francouzské vladé, Francie vyhlasila 19. ¢ervence Prusku valku
a F. Klein se rozhodl Pafiz opustit. Kratce slouzil v armédé jako zdravotnik,
pocatkem roku 1871 se v8ak habilitoval a zacal prednéSet na univerzité v Gottin-
gen. Pravé tehdy uéinil své vyznamné objevy, které se tykaly zejména geometrie.
V roce 1872 byl ve véku pouhych 23 let jmenovan fadnym profesorem filozofické
fakulty univerzity v Erlangen. Pisobil zde v8ak pouze do roku 1875, kdy mu by-
lo nabidnuto vyhodné&jsi misto na Technische Hochschule v Mnichové; prednasel
zde velkému poc¢tu posluchaciti, mezi nimiz bylo i nékolik budoucich vyznamnych
matematiki. V srpnu 1875 se F. Klein ozenil s Annou Hegelovou (1851-1927),
vnuc¢kou vyznamného némeckého filozofa Georga Wilhelma Friedricha Hegela
(1770-1831). Narodily se jim ¢tyfi déti, t¥i dcery a jeden syn. Nejmladsi dcera
Elisabeth po svém otci zdédila nadani, studovala matematiku a fyziku, pozdéji
pfipravila k vydani nékteré Kleinovy prednasky.

Po pétiletém pisobeni na Technische Hochschule presidlil F. Klein do Lip-
ska, kde pracoval v letech 1880 az 1886. Chtél zde vybudovat skolu Riemannovy
geometrie a teorie funkci. Na podzim roku 1882 se v8ak zhroutil a zacal propa-
dat tézkym depresim. Jeho kariéra $pickového tvirciho matematika tim skonéila.
Roku 1886 se vratil na univerzitu v Gottingen (na jeho misto v Lipsku pfisel
S. Lie), kde piisobil az do roku 1913. Spektrum jeho prednasek bylo siroké; pred-
nésel fadu partii matematiky a fyziky, napt. teoretickou mechaniku nebo teorii
potencidlu. V roce 1913 ze zdravotnich davodd univerzitu opustil, b&hem prvni
svétové valky se vénoval soukromé vyuce matematiky. Zemiel 22. ¢ervna 1925
v Gottingen.

Obr. 34: Felix Klein
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Kleinovy zéasluhy v matematice, zejména v geometrii, jsou vSestranné. Na
univerzité v Gottingen vybudoval matematické st¥edisko svétové trovnég, které se
pod jeho vedenim stalo vyznamnym centrem matematického badani. Ptichazeli
sem mladi lidé z celého svéta a studovali specialni matematické otéazky. Ziidil
zde matematickou knihovnu a ¢itarnu, zavedl pravidelna tydenni diskusni setkani.
Kromé geometrie a teorie grup se hloubéji vénoval i algebraickym rovnicim a teorii
funkei; z téchto oblasti publikoval na sedmdesét praci.

V roce 1876 pievzal vedeni ¢asopisu Mathematische Annalen, ktery roku 1868
zalozili Alfred Clebsch (1833-1872) a Carl Gottfried Neumann (1832-1925), a pii-
spél nepochybné ke zvyseni jeho tirovné. Tento Gasopis se specializoval predevsim
na problémy komplexni analyzy, otazky algebraické geometrie a teorie invariantii.
Pravé pod Kleinovym vedenim zacaly Mathematische Annalen konkurovat vy-
znamnému ¢asopisu Journal fir die reine und angewandte Mathematik vydavané-
mu berlinskymi matematiky, ktery mél v té dob€ za sebou jiz témér padesatiletou
uspésnou historii. Na vice nez Sedesat let se Mathematische Annalen staly jednim
z nejvyznamnéjsich matematickych casopisii. V roce 1885 byl F. Klein pfijat do
londynské Kralovské spolecnosti, roku 1913 se stal ¢lenem Berlinské akademie véd.

Ke konci své kariéry se zacal zajimat i o vyuku matematiky na némeckych
Skolach, snazil se o jeji modernizaci. Prosadil, aby se na stfednich skolach vyuco-
valy zaklady teorie funkci a zaklady diferenciadlntho a integralntho poctu (tzv.
Kleinsche Reform). Roku 1908 byl na 4. mezindrodnim kongresu matematiki
v Rimé jmenovan piedsedou Mezinarodni komise pro vyucovani matematice. Pod
jeho vedenim bylo vydano nékolik publikaci o vyuce matematiky na vSech stup-
nich 8kol. Aktivné se podilel také na vydavani mnohasvazkové Encyklopddie der
mathematischen Wissenschaften mit Einschluf ihrer Anwendungen, sam vydal
Ctyti svazky vénované mechanice.

4.2 Zakladni myslenka klasifikace geometrii

V nasledujicich tfech odstavcich nastinime v elementarni podobé hlavni myslenku
Kleinova piistupu ke klasifikaci riaznych geometrii.

Elementarni eukleidovska geometrie studuje ty vlastnosti geometrickych utva-
rd, které zustavaji zachovany pii jejich ,,pohybech®. Vétsinou takto hovofime
o piimych nebo nepiimych shodnostech. Rikéme, 7e utvary A a B jsou shodné,
je-li mozno utvar A premistit tak, aby splynul s atvarem B. Misto libovolnych
,pohybti* (shodnosti) se vS8ak miZeme omezit napf. pouze na vechna posunuti
nebo pouze na viechny rotace kolem pevné zvoleného bodu apod., tj. na mnozinu
n&jakych specialnich transformaci.

Necht M je mnozina né&jakych transformaci (roviny, prostoru). Utvary A a B
(v roving, v prostoru) pokladame za ,ekvivalentni“ (vzhledem k mnozing M),
existuje-li v této mnoziné transformace f, ktera utvar A prevadi na utvar B,
tj. plati f(A) = B. Pritom poZzadujeme, aby uvedena relace mezi ob&ma atvary
byla opravdu ekvivalenci, tj. aby byla reflexivni, symetricka a tranzitivni. Odtud
vyplyvé, Ze mnozina M musi byt uzaviena vzhledem ke sklddani transformaci
(plyne z tranzitivity), musi obsahovat identickou transformaci (plyne z reflexivity)
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a s kazdou transformaci musi obsahovat také transformaci k nf inverzn{ (plyne ze
symetrie). Mnozina M spolu s operaci skladani je tedy grupou.

Kazda grupa geometrickych transformaci tedy definuje uréitou ekvivalenci
geometrickych ttvart. Volbou rtznych grup transformaci tak ziskdvame riazné
geometrie: volime-li klasické , pohyby* (shodnosti), dostavame eukleidovskou geo-
metrii, afinn{ transformace vedou ke geometrii afinni, projektivni transformace
vedou ke geometrii projektivni apod.

4.3 Grupy

Je tfeba zdiraznit, Ze v sedmdesatych letech 19. stoleti jiz teorie grup jako mate-
maticka disciplina existovala (rodila se ptiblizné na pielomu dvacatych a t¥icatych
let 19. stoleti), nikoliv vSak ve své dnesni podobé&. Pojem grupy se v matematice
objevil v souvislosti se studiem FeSitelnosti algebraickych rovnic vyssich stupni,
jednalo se o tzv. feSitelnost v radikdlech.® P¥i téchto badanich zacinali matematici
¢im dal tim vice pracovat s grupami permutaci.

V letech 1770 az 1771 sepsal vyznamnou praci o algebraickych rovnicich Jo-
seph Louis Lagrange (1736-1813). Jeho spis Réflexions sur la résolution algébrique
des équations [Uvahy o algebraickém feseni rovnic]® se stal velkou inspiraci pro
mnoho dalsich matematika. J. L. Lagrange se v ném zabyval zékladni otazkou,
pro¢ metody, které umoznuji feSeni algebraickych rovnic stupné nejvyse ¢tvrtého,
zustévaji pro rovnice vyssich stupni netspésné. Tato otazka ho vedla ke studiu
racionalnich funkci kofenti rovnic a jejich chovani pfi permutaci kofend.

Roku 1799 uvetejnil italsky matematik Paolo Ruffini (1765-1822) pojednani
Teoria generale delle equazioni, in cui si dimostra impossibile la soluzione alge-
braica delle equazioni generali di grado superiore al quarto [Obecnd teorie rovnic,
v niz je dokdzana nemoznost algebraického feseni obecné rovnice stupné vétsiho
nez ¢tyfi|” obsahujici ,,diikaz“ nefesitelnosti algebraické rovnice stupné vysstho
nez ¢tvrtého v radikalech. Nebyl v8ak uznan jako tuplny, nebot je zaloZen na
hypotéze, ze radikdly lze vyjadiit jako racionalni funkce kofenii rovnice.

Uplny ditkaz nefesitelnosti obecné algebraické rovnice stupné vyssiho nez
étvrtého v radikdlech podal jako prvni norsky matematik Niels Henrik Abel
(1802-1829). V roce 1824 na vlastni naklady vydal spis Mémoire sur les équations
algébriques, ot on démontre l'impossibilité de la résolution de l’équation générale
du cinquieme dégré [Pojednani o algebraickych rovnicich s dikazem nefesitelnos-
ti obecné rovnice patého stupné|,® v némz poprvé prezentoval sviij ditkaz. KdyZ

5 O fesitelnosti algebraické rovnice v radikalech hovotime, pokud je mozno jeji kofeny vyjadfit
vzorcem, v némz jsou pouzity pouze koeficienty dané rovnice a operace séitani, od¢itani, na-
sobeni, déleni a odmochovani. Poznamenejme jesté, ze slovo radikdl je tradi¢nim terminem pro
odmocninu.

6Viz Nouveaux mémoires de ’Académie Royale des Sciences et Belles-lettres de Berlin
1(1770), 134-215; 2(1771), 138-253.

"Nella stamperia di S. Tommaso d’Aquino, Bologna, 1799, parte prima, 206 stran, parte
seconda, str. 207-509.

8 De I'imprimerie de Groendahl, Christiania, 1824, 8 stran.
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zadal v roce 1826 August Leopold Crelle (1780-1855) vydavat casopis Journal fir
die reine und angewandte Mathematik, uvetejnil v prvnim ro¢niku také nékolik
Abelovych praci; jednou z nich byl ¢lanek Beweis der Unmdglichkeit algebraische
Gleichungen von héheren Graden als dem wvierten allgemein aufzulosen [Dikaz
obecné nefesitelnosti algebraické rovnice stupné vysstho nez étvrtého|® obsahujict
novou, propracovanéjsi verzi stejného dikazu. N. H. Abel v ném implicitné pouzil
teorii grup a nékteré Lagrangeovy a Cauchyho vysledky tykajici se po¢tu hodnot,
kterych muze funkce n proménnych nabyvat pfi jejich permutaci.

Dva mésice pred svou smrti publikoval N. H. Abel ¢lanek Mémoire sur une
classe particuliere d’équations résolubles algébriguement [Pojednani o zvlastni
t¥idé rovnic Feditelnych algebraickyl,! ktery pojednéva o specidlni t¥idé rovnic
vSech stupnu fesitelnych v radikalech, a v némz je mimo jiné dokazano nasledu-
jici obecné tvrzent:

Jestlize vsechny koteny néjaké rovnice lze wvyjadrit jako raciondlni
funkce jednoho z mich, oznacme jej x, a pokud libovolné dva kote-
ny 01x a Oz, kde 01 a Oy jsou raciondlni funkce, spliiuji podminku
0100 = 0501, potom je wvaZovand rovnice fesitelnd v radikdlech.

Uvedené Abelovo tvrzeni je pritom specidlnim piipadem hlavniho vysledku tzv.
Galoisovy teorie. O ni bude fe¢ v nésledujicim odstavci.

Studiem fesitelnosti algebraickych rovnic v radikalech se na prelomu dvacatych
a t¥icatych let 19. stoleti intenzivné zabyval také Evariste Galois (1811-1832).
Jako prvni pouzil v roce 1830 termin grupa (v originale groupe), a to nejprve ve
smyslu mnozina. Pfi studiu Tesitelnosti obecné algebraické rovnice v radikalech
nadel ur¢itou podminku tykajici se ,substituci na permutacich“.}! Substituce
rozdélil do ,grup” a odhalil jejich uzavienost (sloZeni dvou substituci je opét
substituce). Kazdé rovnici potom pfifadil grupu permutaci. Déle se zabyval roz-
kladem grupy na pravé a levé tfidy podle podgrupy a uvazoval pripad, kdy se oba
rozklady shoduji, tj. pfipad, kdy je uvazované podgrupa normélni. Poté rozvinul
obecnou teorii (dnes nazyvanou Galoisovou), ktera umoziuje podle struktury tzv.
Galoisovy grupy*? dané rovnice rozhodnout o jeji feitelnosti v radikalech. Plati
nésledujici tvrzent:

Rovnice f(x) =0, kde f je polynom nad télesem K, je Tesitelnd v radi-
kdlech prdavé tehdy, kdyz je jeji Galoisova grupa G tesitelnd, tj. prdvé
tehdy, kdyZ existuje posloupnost podgrup G D Hy D Hy D ... D
H,, = E takovd, Ze kazdd grupa Hy je mormdlni podgrupou grupy
Hy_1 a vSechny faktorové grupy Hy_1/Hy jsou Abelovy.

9Viz Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 1(1826), 65-84.

0Viz Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 4(1829), 131-156.

1 E. Galois permutaci rozumél pofadi kofentl a substituci chapal jako vzdjemné jednoznaéné
zobrazeni mnoziny kofent.

12 Galoisova grupa rovnice f(z) = 0, kde f je polynom nad télesem K, je grupa viech auto-
morfismt rozkladového nadtélesa polynomu f, které jsou identické na K.
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Pro ireducibilni rovnice prvoéiselného stupné dokazal E. Galois toto tvrzeni:

Ireducibilni rovnice f(x) = 0, jejimz stupném je néjaké prvocislo n,
je tesitelnd v radikdlech prdvée tehdy, kdyz kaZdd substituce grupy G
prevadi kofen xy do kofenu xp pomoct ndsledugict linedrni transfor-
mace indexu k: k' = ak +b (mod n).

Protoze Galoisova grupa obecné rovnice 5. stupné vyse uvedenou podminku ne-
spliiuje, vyplyva odtud, Zze takova rovnice neni fesitelnéd v radikalech.

E. Galois své vysledky publikoval ttrzkovité v letech 1830 az 1832; hlavni
myslenky jeho rukopisu Mémoire sur la résolution algébrigue des équations [Po-
jednani o algebraickém FeSeni rovnic| publikoval az v roce 1846 Joseph Liouville
v &asopisu Journal de mathématiques pures et appliquées.™

Grupami permutaci se zabyval také Augustin Louis Cauchy (1789-1857).
V ¢lancich uvefejnénych v letech 1844 az 1846 dokéazal fadu poznatka o grupéch
substituci, které jsou podgrupami symetrické grupy.'* Zduraznil také rozdil mezi
permutacemi a substitucemi; permutaci predstavuje libovolné poradi n promén-
nych, substituce je pfechod od jedné permutace k jiné.!> Pozdgji se ,,substituce®
ve vyznamu, v jakém je pouzivali A. L. Cauchy a E. Galois, zacaly nazyvat naopak
,permutacemi®, coz lépe vystihovalo pivodni vyznam latinského slova permutare
(zaméhovat, vyméhovat).

V padesatych a Sedesatych letech 19. stoleti pak zacal prudky a systematicky
rozvoj teorie grup. Arthur Cayley (1821-1895) zavedl v roce 1854 pojem grupy
a jako prvni podal pomérné moderni definici tohoto pojmu. V praci On the theory
of groups, as depending on the symbolic equation ©" =1 [O teorii grup v souvis-
losti se symbolickou rovnici @ = 1]*¢ definoval grupu jako abstraktni mnoZinu
symbolii s asociativni operaci, ktera obsahuje jednotkovy prvek a rovnice ax = b
a ya = b v ni maji jednozna¢na Feseni pro kazda a a b. Déle uvedl moznost
definovat grupu tabulkou popisujici nasobeni jejich prvka (tzv. Cayleyho tabul-
ka) a zkoumal zptsoby jejtho zadavani pomoci generdtorti. Poznamenal pfitom,
ze prvky grupy mohou byt libovolné objekty. Kromé pojmu grupy zavedl v té-
to praci fadu dalsich zakladnich pojmu abstraktni teorie; objevuje se zde napft.
pojem izomorfismu. Cayleyho vysledkiim nebyla zpoc¢atku vénovana prilis velkéa
pozornost, pozdéji se v8ak staly vyznamnymi zejména pro svou exaktni definici
grupy a objevily se prakticky ve vSech ucebnicich.

1B Viz Analyse d’un Mémoire sur la résolution algébrique des équations, Bulletin des Sciences
mathématiques, physiques et chimiques 13(1830), 271-272; Journal de mathématiques pures et
appliquées 11(1846), 395-396.

1Viz Cauchy A. L., Oeuvres complétes, Cambridge University Press, Cambridge, 2009,
516 stran.

15 Jak jsme jiz poznamenali, E. Galois pouZival stejnou terminologii, aviak nepiili§ disledné.

16 Viz The London, Edinburgh, and Dublin philosophical magazine and journal of science
7(1854), 40-47, 408-409; 18(1859), 34-37.
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Zéasadni vyznam pro dalsi rozvoj teorie grup mélo dilo francouzského mate-
matika Camilla Jordana (1838-1922). V roce 1868/69 publikoval rozséhlé pojed-
nani Mémoire sur les groupes des mouvements |Pojednéni o grupach pohybi|'”
obsahujici analyzu fyzikdlnich pohybti pevnych téles v prostoru,'® jez ho vedla
ke klasifikaci grup pohybii. Teorii grup déle aplikoval na vysledky A. Bravaise!®
a dalsich fyziki, které se tykaly krystalové miizky. Roku 1870 vysel v Pafizi Jor-
dantv spis Traité des substitutions et des équations algébriques [Traktat o sub-
stitucich a algebraickych rovnicich|*® obsahujici mimo jiné prvni systematicky
vyklad Galoisovy teorie, ktery je dtsledné vybudovan na teorii grup permutaci.
Tato prace navic prinasi podrobné shrnuti v8ech dosavadnich vysledkt teorie grup
véetné Jordanovych vlastnich vysledki. Vénuje se napf. zobrazeni{ jedné grupy na
jinou nebo na sebe samu. Poprvé se zde objevuje termin homomorfismus, oviem
ve vyznamu surjektivniho homomorfismu, tj. epimorfismu.

Koncem dubna 1870 pfijel na studijni pobyt do Pafize Felix Klein a spolu
se Sophusem Lie se z Jordanovy knihy Traité des substitutions seznamili s teorii
grup permutaci. Oba pak studiu grup vénovali velkou pozornost a prenesli pojem
grupy do geometrie.?! Pravé Jordanovo dilo zasadnim zptisobem ovlivnilo Kleiniiv
pristup ke klasifikaci rtiznych geometrii, dalo mu do rukou rozhodujici algebraicky
aparat k vypracovani Erlangenského programu.

F. Klein ve své tehdejsi praci vyuzil nejen nejnovéjsi poznatky teorie grup, ale
také nékteré podnéty teorie invarianti. Klasickd teorie invariantt vznikla kolem
roku 1850 v Anglii. Mezi nejvyznamnéjsi matematiky zabyvajici se teorii invarian-
t1 patfili jiz zminény Arthur Cayley a James Joseph Sylvester (1814-1897), ktery
vytvoril fadu pojmu a termint této teorie, véetné zakladniho terminu invariant.

Pro Kleintav Erlangensky program se podnétnou inspiraci stal Cayleyho spis
A sixth memoir upon quantics [Sesté pojednani o kvantikich|?? z roku 1859,
v némz bylo ukazano, jak chapat metrické vlastnosti geometrickych objektt z po-
hledu teorie invariantii. Zakladni Cayleyho pristup spoé¢iva v myslence, ze vlast-
nosti geometrickych tatvart, které jsou invariantni vici geometrickym transforma-
cim, se musi projevit také analyticky ve formé algebraickych invariantii kvantik,??
které danym geometrickym ttvartim odpovidaji.

17Viz Annali di matematica pura ed applicata 2(1868/69), 167-215, 322-345.

18 C. Jordan zkoumal hlavné groubovy pohyb, otoéeni kolem osy a posunuti ve sméru osy.

19 Auguste Bravais (1811-1863), francouzsky piirodovédec; zabyval se zejména krystalografii.
Odvodil ¢trnact topologicky odlisnych krystalovych miizek — tzv. Bravaisovy mrizky.

20 Gauthier-Villars, Paris, 1870, 667 stran.

21 F. Klein a S. Lie teorii grup v geometrii vyuzili jiz roku 1871 v praci o W-kfivkach v roving,
tj. kfivkach, které jsou invariantni pfi jednoparametrické grupé komutativnich linearnich trans-
formaci. Viz Klein F., Lie S., Uber diejenigen ebenen Kurven, welche durch ein geschlossenes
System von einfach unendlich vielen vertauschbaren linearen Transformationen in sich tber-
gehen, Mathematische Annalen 4(1871), 50-84; téz [K8|, 424-459.

22Viz Philosophical Transactions of the Royal Society of London 149(1859), 61-90.

23 Pod pojmem kvantika (v originale quantic) A. Cayley rozumél v dneini terminologii formu,
tj. homogenni polynom n-tého stupné v m neurcitych s konstantnimi koeficienty.
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4.4 Geometrie

V nasledujicich odstavcich uvedeme velmi struény pirehled vyvoje geometrie az
do vzniku Erlangenského programu.

Pocatky geometrie jsou spojeny se zeméméfictvim, vytyCovanim a konstrukei
staveb a vyuzivinim geometrickych tvarti, vzort a ornamentt. Ve starém Egypté
a Mezopotamii se geometrie rozvijela v souvislosti s feSenim praktickych pro-
blémi, které postupné vedly k pocatktim teoretické geometrie. Vysokého stupné
abstrakce dosdhlo studium geometrie v Recku v 6. az 4. stol. pr. n. 1. Kolem
roku 300 pf. n. L. sepsal Eukleidés z Alexandrie (asi 325-265 pf. n. 1.) vyznamné
dilo Zdklady (fecky Stoicheia, latinsky FElementa) obsahujici vétsinu tehdejsich
matematickych poznatki. Eukleidav vyklad je zaloZen na logické dedukei jednot-
livych matematickych vét z definic, postulati a axiomi. Geometrii obsaZenou
v Zdkladech dnes oznacujeme jako klasickou eukleidovskou geometrii. Prakticky
az do konce 18. stoleti ztstavala pfedmétem studia celé fady matematika a byla
jedinym tehdy zndmym ,,druhem® geometrie.

V 17. stoleti doslo ke vzniku novych metod studia eukleidovské geometrie.
Roku 1637 vydal francouzsky matematik René Descartes (1596-1650) kratke filo-
zofické pojednani Discours de la méthode [Rozprava o metodé|,2* v ném# objasiiu-
je sviij racionalisticky pristup ke studiu p¥irody. Jednim ze tii dodatku k této pra-
ci byla kniha La Géomeétrie [Geometrie|,?> v niZ autor na¢rtnul obecnou metodu
propojujici algebru a geometrii. Pravé tato kniha prezentovala hlavni mySlenky
analytické geometrie. Neobsahuje pritom ani kartézské soufadnice, ani rovnice
primek, ackoliv jednotlivé rovnice 2. stupné jsou interpretovany jako rovnice vy-
jadrujici kuzelosecky. Jeji velk4 ¢ast je vénovana teorii algebraickych rovnic, mi-
mo jiné je v ni obsazeno tzv. Descartovo pravidlo znamének. Hlavni Descartiv
piinos vsak spociva v tom, Ze na eukleidovskou geometrii systematicky aplikoval
algebru, v niz bylo v pfedchézejicim stoleti dosazeno vyznamnych vysledki. Po-
znamenejme, ze k zakladni myslence analytické geometrie dospél ve stejné dobé
také francouzsky matematik Pierre de Fermat (1601-1665). Jeho prace o tomto
tématu v8ak byla publikovana se znaénym zpozdénim a vyvoj matematiky témér
neovlivnila.26

V prvni poloviné 17. stoleti se rovnéz objevily prvni myslenky projektivni geo-
metrie. Jejich autorem je francouzsky architekt Girard Desargues (1591-1661).
Jeho spis Brouillon project d’une atteinte aux événements des rencontres d’un
cone avec un plan [PfedbéZny nacrt pokusu o pochopeni jevi pii vzajemném

24 Viz Descartes R., Discours de la méthode, pour bien conduire sa raison, & chercher la vérité
dans les sciences. Plus La Dioptrique, Les Meteores, et La Géométrie. Qui sont des essais de
cete methode, De I'imprimerie de Ian Maire, Leyde (Leiden), 1637, 78 stran.

25 Cesky preklad vCetné komentéte viz René Descartes: Geometrie, z francouzského originalu
prelozil Jiff Fiala, Oikoymenh, Praha, 2010, xIvi + 106 stran (protilehlé stranky maji duplicitni
strankovani). Kniha navic obsahuje pfetisk prvniho latinského vydani z roku 1683 v prekladu
Franse van Schootena (1615-1660).

26 Fermatovo pojednani Ad locos planos et solidos isagoge sepsané roku 1636 bylo uveiej-
néno az po jeho smrti. Viz Fermat P., Varia opera mathematica, apud Joannem Pech, Tolosae
(Toulouse), 1679, 1-8.
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styku kuZele a roviny|?” z roku 1639 obsahuje n&které zakladn{ pojmy a myslenky
projektivni geometrie, napt. ideu nevlastnich bodu. V roce 1648 uvetejnil G. De-
sargues vétu o perspektivnich trojthelnicich.?® Ve své dobé vsak jeho dilo ziista-
lo stranou zajmu. Jednak jej zastinila rozvijejici se analytickd geometrie, jednak
mohl byt pfekazkou Desarguesiv neobvykly zptisob vyjadfovani. Ve své praci totiz
pouzil kolem sedmdesati novych vyrazi, z nichz vétsina byla pfevzata z botaniky
a byla tézko srozumitelna. Jedinou vyjimkou je pojem involuce, ktery se pouziva
dodnes. Vyznam myslenek, s nimiz G. Desargues piisel, se v plném rozsahu pro-
jevil az v 19. stoleti.

Také koncem 18. stoleti a na poc¢atku 19. stoleti vznikaly a rozvijely se nové
pard Monge (1746-1818). V letech 1768 aZz 1780 pusobil na vojenské akademii
v Méziéres, kde ho pfipravy prednasek o stavbé pevnosti privedly k rozvinuti
deskriptivni geometrie jako zvlastniho odvétvi geometrie. Mongeova hlavni idea
spocivala v zobrazeni trojrozmérnych objektti pomoci vhodné projekce do dvou
rovin, vodorovné a svislé. Své prednéasky uvetejnil v roce 1799 v knize Géométrie
descriptive |Deskriptivni geometrie].?? Jako jeden z prvnich matematiki zacal
vyuzivat analytické metody pii studiu prostorovych kfivek a ploch. Jeho prace
o tomto tématu byly uvefejnény roku 1807 v knize Application de [’analyse a la
géométrie |Aplikace analyzy na geometrii|,** kterou lze povaZovat za prvni knihu
o diferencidlni geometrii. Forma vykladu je v8ak zna¢né odlisna od dnesniho ob-
vyklého pristupu. V Mongeovych pracich lze nalézt kofeny tzv. syntetické i alge-
braické metody. U jeho z&ku se obé metody oddélily; syntetickd metoda vedla
k projektivni geometrii, algebraickd metoda se stala zakladem moderni analy-
tické a algebraické geometrie. Hlavnimi predstaviteli algebraické geometrie byli
v Némecku jiz dfive zminovani A. F. Mobius a J. Pliicker, ve Francii M. Chasles
a v Anglii A. Cayley.

Jednim z Mongeovych zakt byl Jean Victor Poncelet, jenz je povazovan za za-
kladatele projektivni geometrie. Ovlivnén Mongeovym analytickym pfistupem ke
geometrii rozvinul novou geometrickou disciplinu, jejiz nékteré myslenky naznaéil
jiz dvé stoleti pred nim G. Desargues. Poncelettiv spis Traité des propriétés pro-
jectives des figures [Pojednani o projektivnich vlastnostech ttvart],3! ktery vysel
roku 1822 v Parizi, obsahl vSechny dilezité pojmy tohoto nového odvétvi geo-
metrie, jako napf. dvojpomér, perspektivitu a projektivitu. Tato objemnéa kniha
byla prvnim souhrnnym pojednanim o projektivni geometrii, ktera se stala jiz
béhem dalsiho desetilet! ucelenou matematickou teorii. Na Ponceletovy myslenky
navazali zejména Svycarsky matematik Jacob Steiner a némecky matematik Karl
Georg Christian von Staudt (1798-1867).

27 Publication par voie d’'impression & cinquante exemplaires, source René Taton, Paris, 1639,
36 stran.

28 Viz Desarguesova véta v kapitole 1 této monografie.

2 Viz Monge G., Géométrie descriptive. Legcons données aux Ecoles Normales, l'an 3 de la
Republique, Baudouin, Paris, 1799, 132 stran.

30Viz Monge G., Application de l’analyse & la géométrie, a l'usage de I’Ecole impériale poly-
technique, Bernard, Paris, 1807, 416 stran.

31Viz Poncelet J. V., Traité des propriétés projectives des figures: ouvrage utile & ceux qui
s’occupent des applications de la géométrie descriptive et d’opérations géométriques sur le ter-
rain, Bachelier, Paris, 1822, 426 stran.
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Zatimco vSechny vyse uvedené druhy geometrie ,,pouze” vnaseji nové metody
do studia geometrie eukleidovské, rodil se na pocatku 19. stoleti zcela novy typ
geometrie, geometrie neeukleidovskd.

Otazka, zda paty Eukleidiv postulat o rovnobézkéach je nezavislym axiomem,
nebo zda jej 1ze odvodit z ostatnich axiomil, zaméstnavala matematiky vice nez
dva tisice let. Néktet{ z nich vypracovali rtizné ,dikazy* nezévislosti patého po-
stulatu, které vsak v néjaké skryté formé tento postulat vyuzivaly. V 18. sto-
leti se fada matematikti netispésné pokousela Eukleidiiv postulat o rovnobézkéch
dokazat sporem. Dospéli pritom k nékterym myslenkdm geometrie neeukleidovské.
Jmenujme alespon italského matematika G. Saccheriho (1667-1733), $vycarské
matematiky L. Bertranda (1731-1812) a J. H. Lamberta (1728-1777) a fran-
couzského matematika A. M. Legendrea (1752-1833), ktefi p¥i svych pokusech
dokéazat platnost patého postulatu sporem dosli k vétam, které dnes fadime do
neeukleidovské geometrie. Zadny z nich viak nemiize byt oznaden za objevitele
nové geometrie, nebot jejich vysledky byly vice méné izolované a nebyla mezi
nimi patrna zadna hlubsi souvislost.??

Némecky matematik Carl Friedrich Gauss byl patrné prvnim matematikem,
ktery byl zcela presvédéen o nezavislosti patého postulatu, a tedy i o tom, Ze
dal3i geometrie, které by se zakladaly na volbé jiného axiomu, jsou logicky mozné.
Béhem svého Zivota vSak o této problematice nic nepublikoval.

Za objevitele neeukleidovské geometrie jsou kromé C. F. Gausse povazovani
rusky matematik Nikolaj Ivanovi¢ Lobadevskij (1792-1856) a madarsky distojnik
Janos Bolyai (1802-1860). N. I. Lobagevskij své myslenky shrnul roku 1826 ve
francouzsky psané praci Fxposition succinte des principles de la Géométrie avec
une démonstration rigoureuse du théoréme des paralelles [Strucny vyklad zakladi
geometrie s presnym ditkazem vty o rovnobézkach|, v niz poprvé ukazal, ze axiom
o rovnobézkach neni k vybudovani geometrie nutny. K vytisténi jeho prace vsak
roku 1826 nedoslo pro nepochopeni ze strany kolegti; vytah z tohoto rukopisu
je obsazen v Lobacevského praci O nacalach geometrii [O zakladech geometrie]
uvefejnéné v letech 1829 az 1830 v ¢asopise kazanské univerzity, na niz v té dobé
N. I. Lobacevskij ptisobil.

Jénos Bolyai sviij spis o neeukleidovské geometrii dokon¢il jiz roku 1825; vysel
viak az roku 1832 jako Appendiz, scientiam spatii absolute veram exhibens [Do-
datek vysvétlujici absolutné presnou nauku o prostoru] ke knize jeho otce Farkase
(Wolfganga) Bolyaie (1775-1856) nazvané Tentamen juventutem studiosam in ele-
menta matheseos [Pojednani o zakladech matematiky pro pilné mladiky|.?3 Jak

320 objevu neeukleidovské geometrie viz Pavlicek J. B., Zdklady neeukleidovské geometrie
Lobacevského, Prirodovédecké vydavatelstvi, Praha, 1953, 142-212.

33Viz Bolyai J., Appendiz, scientiam spatii absolute veram exhibens; a veritate aut falsitate
aziomatis XI. Euclidei (a priori haud unquam decidenda) independentem; adjecta ad casum fal-
sitatis quadratura circuli geometrica; in Bolyai F., Tentamen juventutem studiosam in elemen-
ta matheseos purae, elementaris ac sublimioris, methodo intuitiva, evidentiaque huic propria,
introducendi, Maros Vasarhely, 1832, 502 stran. Ccsky preklad dila J. Bolyaie ,,Appendix* viz
Sedivy J. (ed.), Svétondzorovd vijchova v matematice, Sbornik vybranych referati z letnich skol
MPS JCSMF7 Jednota Ceskoslovenskych matematiki a fyzika, Praha, 1987, 253-296 (pfelozili
J. Pech a J. Sedivy).
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N. I. Lobacevskij, tak i J. Bolyai ve svych pracich povazovali paty Eukleidiv
postulat za nezavisly axiom a vytvorili geometrii zaloZenou na odlisném axiomu,
podle néhoz lze k dané pfimce danym bodem, ktery na ni nelezi, vést alespon
dvé ruzné rovnobézky. Jesté nekolik desetileti po svém objevu zustévala neeuklei-
dovska geometrie nesrozumitelnou a nepochopenou, mnoho viidéich matematikt
ji viibec neznalo nebo ji odmitalo.

Prvnim velkym matematikem, ktery plné pochopil jeji vyznam, byl Georg
Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), jenZ vytvofil dalsi typ neeukleidovské
geometrie. Ve své piednésce Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen |O hypotézach, na nichZ spocivaji zaklady geometrie]3* pronesené roku 1854
na univerzité v Goéttingen predstavil obecnou metrickou geometrii, ktera zahrnuje
celkem t¥i typy ruznych geometrif; vedle geometrie Eukleidovy a Lobacevského to
je geometrie, jez byla pozdéji nazvana geometrii Riemannovou. V této geometrii
se kazdé dvé pfimky navzéjem protinaji, z ¢ehoz plyne, Ze neexistuji rovnobézky.

K obecnému uznani neeukleidovskych geometrii doslo az po roce 1870. Pfispél
k nému rovnéz Felix Klein, ktery poukazal na to, ze kdyby existovaly logické roz-
pory v neeukleidovské geometrii, byly by stejné rozpory obsazeny také v geometrii
eukleidovské. Podle ného se pro Lobacevského geometrii pouziva také nézev hyper-
bolickda geometrie, pro eukleidovskou nazev parabolickd geometrie a pro Rieman-

novu nazev eliptickd geometrie3®.

4.5 FErlangensky program

Nyni se vénujme pifmo Erlangenskému programu. Jak jiz bylo fe¢eno, v {jnu 1872
predlozil Felix Klein na univerzité v Erlangen text své nastupni profesorské pred-
nasky, ktera se pozdéji stala zndmou jako Erlangensky program. Sestava z avodu,
deseti kapitol a zévéreénych poznamek.

V avodu F. Klein nastinil tehdejsi situaci v geometrii a uvedl, ze ve vyvoji geo-
metrického badani zaujimala v poslednich padesati letech pfedni misto geometrie
projektivni. Zduraznil, Ze vedle elementarni (eukleidovské) a projektivni geome-
trie existuje cela fada dalsich geometrif, nap¥. geometrie reciprokych polomér®

nebo geometrie racionalnich transformaci. Jeho cilem bylo zformulovat obecny

34 Text prednasky viz Riemann B., Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen, aus dem Nachlass des Verfassers mitgetheilt durch R. Dedekind, Abhandlungen der
Kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen 13(1866/67), 133-150. Cesky pieklad
viz Riemann B., O hypotézdch, které leZi v zdkladech geometrie (spolu s vysvétlenim H. Weyla),
z némeckého originalu prelozil Petr Rys, Univerzita J. E. Purkyné, Pedagogicka fakulta, Usti
nad Labem, 1999, 35 stran.

35 Poznamenejme, ze Riemannova geometrie zahrnuje vedle eliptické geometrie jesté sférickou
geometrii, ktera pri dimenzi 2 splyva s eukleidovskou geometrii na sféfe, jestlize jako ,pFimky*
uvazujeme hlavni kruznice. V této geometrii se kazdé dvé ,pfimky* protinaji pravé ve dvou
bodech, a proto ve sférické geometrii neplati véta, ze kazdé dva rizné body uréuji pravé jednu
pfimku. Tim se geometrie sféricka odlisuje od eliptické, v niz tato véta plati.

36 Transformaci reciprokymi poloméry (die Transformation durch reziproke Radien) F. Klein
rozumdl transformaci, ktera kazdému bodu P pfifadi bod P’ leZici na p¥imce O P spojujici bod P
s pocatkem O a pro niz je soufin OP - OP’ roven dané konstanté. Viz [K7], str. 203. Geometrie
reciprokych polomérii odpovida v dnesni terminologii tzv. Mdbiové inverzni geometrii.
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princip, ktery by jednotlivé geometrie jasné a jednozna¢né vymezil a logicky je
usporadal. Podle F. Kleina se jeho zamér jevil opravnénym z toho duvodu, Ze
geometrie, svym obsahem jednotna, rozpadala se rychlym rozvojem v tehdejsi
dobé v fadu témér oddélenych disciplin, rozvijejicich se zna¢né nezavisle jedna na
druhé. Své geometrické tivahy pfitom nepovazoval za nijak pfevratnou myslenku,
ve své praci chtél jen prehledné vymezit a shrnout vysledky, jez do vétsi ¢i mensi
miry jisté tusili mnozi dalsi matematici.

Wenn wir es im Nachstehenden unternehmen, ein solches Prinzip auf-
zustellen, so entwickeln wir wohl keinen eigentlich neuen Gedanken,
sondern umgrdnzen nur klar und deutlich, was mehr oder minder
bestimmt von Manchem gedacht worden ist. Aber es schien um so
berechtigter, derartige zusammenfassende Betrachtungen zu publiciren,
als die Geometrie, die doch ihrem Stoffe nach einheitlich ist, bei der
raschen Entwicklung, die sie in der letzten Zeit genommen hat, nur
zu sehr in eine Reihe von beinahe getrennten Disciplinen zerfallen ist,

die sich ziemlich unabhdingig voneinander weiter bilden.
([K2], str. 3-4)
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Prvni kapitola, v niz je zformulovana zakladni myslenka Kleinova piistupu ke
klasifikaci riznych geometrii, se tyka grup prostorovych transformaci. F. Klein
nejprve zavedl a vysvétlil pojem grupa transformaci — rozumél jim takovou sou-
stavu transformaci, kterd mé tu vlastnost, ze kazda transformace sloZzené z libo-
volnych transformaci této soustavy je rovnéz jeji soucasti.>” V dalsim textu uvazo-
val transformace prostoru, které zachovéivaji geometrické vlastnosti prostorového
utvaru. Tyto transformace tvori grupu, kterou F. Klein nazval hlavni grupou
(v originale die Hauptgruppe). Geometrické vlastnosti se tedy neméni p¥i téchto
transformacich, tj. u prvku hlavni grupy. Naopak lze fici, ze geometrické vlastnos-
ti 1ze charakterizovat pravé na zéakladé jejich invariantnosti viéi transformacim
z hlavni grupy. Geometrii poté definoval nasledujicim zptisobem: Je ddn geome-
trickyj prostor a néjakd grupa transformaci. Ukolem geometrie je zkoumat prave ty
vlastnosti prostoru, které se neméni pii transformacich dané grupy. Jingmi slovy
feceno, kaZdd geometrie je teorit invarianti dané grupy transformaci. Ocitujme

Es ist eine Mannigfaltigkeit und in derselben eine Transformations-
gruppe gegeben; man soll die der Mannigfaltigkeit angehdrigen Gebilde
hinsichtlich solcher Eigenschaften untersuchen, die durch die Trans-
formationen der Gruppe nicht gedindert werden. In Anlehnung an die
moderne Ausdrucksweise, die man freilich nur auf eine bestimmte
Gruppe, die Gruppe aller linearen Umformungen, zu beziehen pflegt,
mag man auch so sagen: Es ist eine Mannigfaltigkeit und in dersel-
ben eine Transformationsgruppe gegeben. Man entwickele die auf die
Gruppe beziigliche Invariantentheorie. ([K2], str. 7)

F. Klein pfitom zduraziioval, Ze grupu transformaci lze volit zcela libovolné.

Grupy transformaci umoznuji podle F. Kleina nejen zkouméni a klasifikaci
danych geometrii, ale rovnéz zavedeni novych geometrii. Zakladni geometrické
pojmy jsou potom uréeny jako invarianty zvolenych grup transformaci. Pokud
vsak zakladni geometrické objekty dané geometrie uréime az na zakladé jejich in-
variantnosti vic¢i uvazované grupé transformaci, nemuizeme predem defini¢ni obor
téchto transformaci omezit pravé na tyto objekty. F. Klein tedy musel defini¢éni
obor transformaci stanovit nezavisle na néjakych objektech, éehoz doséhl tim, ze
za defini¢ni obor zvolil obecné n-dimenzionalni projektivni prostor (varietu).®

3TV roce 1893 F. Klein dodateéné do 8. poznamky pod Garou piidal upfesnéni, ze uvede-
nou definici grupy transformaci je tfeba doplnit. Ml¢ky se totiz predpoklada, ze takova grupa
navic obsahuje ke kazdé transformaci rovnéz transformaci inverzni. V ptipadé grup obsahujicich
nekoneéné mnoho transformaci to neni nutné, avsak pro uplnost by tento pozadavek mél byt
v definici explicitné uveden. Viz [K8|, str. 462.

38 F. Klein pouzil oznageni die gesamte Mannigfaltigkeit (ném. die Mannigfaltigheit —
rozmanitost), které v samotném Erlangenském programu nijak bliZe neobjasnil. Vysvétleni lze
nalézt v &lanku Klein F., Uber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie, Mathematische An-
nalen 4(1871), 573-625. Zde definoval pojem eine Mannigfaltigkeit von n Dimensionen takto:
Je-li dano n proménnych 1, xs, ..., x,, sestrojime obor n-krat nekone¢né mnoha systému hod-
not, které ziskame tak, Ze proménné x nezavisle na sobé nechdme probéhnout reélné hodnoty
od —oo do +o0.
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F. Klein tedy charakterizoval kazdou geometrii pomoci grupy geometrickych
transformaci, které zachovavaji zakladni vlastnosti dané geometrie. Napt. klasic-
kou eukleidovskou geometrii asocioval s grupou shodnosti, tj. s grupou trans-
formaci, které zachovavaji eukleidovskou vzdalenost, a Lobaéevského geometrii
s grupou transformaci, které zachovavaji néjakou regularni, bodové realnou kuzelo-
secku. Ve svych tvahach vSak opomenul afinni geometrii, kterou lze pfirozenym
zpusobem asociovat s grupou afinit. F. Klein se k tomuto opomenuti roku 1921
sebekriticky priznal; ve svych prednaskach afinni grupu zacal zdurazihovat teprve
od gkolntho roku 1895/96. Jednim z dtavodit mohla byt skutecnost, ze ve druhé
poloviné 19. stoleti se pozornost matematikii soustiedila na analytickou projek-
tivni geometrii, jez byla na vrcholu svého rozkvétu, stfedem zajmu se staly ko-
lineace (obecna linearni zobrazeni), a afinity jako jejich specialni p¥ipad ustoupily
do pozadi. Jejich postaveni v geometrii se radikalné zménilo az ve 20. stoleti.?

Ve druhé kapitole F. Klein zavedl uspordadani geometrii, a to tak, Ze relaci
inkluze mezi jednotlivymi grupami transformaci pienesl na odpovidajici geome-
trie. Pokud néjakou grupu nahradime jinou grupou, ktera danou grupu obsahuje,
zustane zachovana pouze Cast ptuvodnich geometrickych vlastnosti. Pfechodem
k rozsifené grupé nebo k vlastni podgrupé tak lze ptejit od jednoho typu geometrie
k jinému.’® Erlangensky program tedy pfinesl jednoduchy, ale dileZity princip
usporadani jednotlivych geometrii.

Tlustrujme nyni Kleinovy myslenky na ptikladech. Necht M je mnoZzina vSech
bodu néjaké roviny. Uvazujme mnozinu G vSech transformaci mnoziny M, kteréa
obsahuje pravé viechny transformace slozené z osovych soumérnosti (a tedy rovnéz
v8echna posunuti a otoceni). ProtoZe slozeni libovolnych transformaci z mnoziny G
je opét prvkem mnoziny G a ke kazdé transformaci z mnoziny G existuje v této
mnoziné transformace inverzni, je mnozina G grupou. Ji odpovidajici geometrii
je klasickd eukleidovskd geometrie, G je grupa shodnosti. Protoze takové vlastnos-
ti jako délka, obsah, shodnost, podobnost, kolmost, rovnobéznost a kolinedrnost
bodi jsou invariantni vzhledem ke grupé G, studuje eukleidovska geometrie praveé
tyto vlastnosti.

Pokud grupu G rozsifime na nejmensi grupu obsahujici navic v8echny stejno-
lehlosti, ziskdme grupu podobnosti. Vzhledem k této grupé jiz délka, obsah a shod-
nost invariantni nezistavaji, a tedy se v této geometrii nestuduji. Podobnost,
kolmost, rovnobéznost a kolinearnost bodi se vSak stale zachovavaji, a jsou pro-
to predmétem studia této geometrie. Obdobné projektivni geometrie studuje ty
vlastnosti, které zistavaji invariantni vzhledem ke grupé projektivnich trans-
formaci. Z vySe zminénych vlastnosti se v tomto pfipadé zachovava pouze ko-
linearnost bodu. Vyznamnym invariantem této grupy je také dvojpomér Ctyt
kolinearnich bodt.

39 Zasluhu na tom ma Hermann Weyl (1885-1955), jenZ ve svém dile Raum — Zeit — Materie.
Vorlesungen iiber allgemeine Relativititstheorie [Wel| pojednal afinni geometrii axiomaticky,
v souvislosti s geometrii vektorového prostoru.

40F. Klein tento pfistup piiblizil na p¥ikladu sférické trigonometrie, jiz lze ziskat z euklei-
dovské geometrie prechodem od grupy shodnosti k jeji podgrupé, ktera zachova invariantni
néjaky bod. Podobnym zptisobem by bylo mozné od projektivni geometrie pirejit ke geometrii
afinni, pokud bychom misto grupy kolineaci uvazovali jeji podgrupu, ktera zachova invariantni
né&jakou rovinu.
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V nasledujici tabulce (viz tab. 2) je vybrano pét zakladnich geometrickych
vlastnosti a u kazdé ze ¢ty zvolenych grup transformaci je uvedeno, zda uvazo-
vané transformace dané vlastnosti zachovavaji, ¢i nikoliv.

vlastnost/grupa grupa grupa grupa grupa
shodnosti | podobnosti afinit projektivit
poloha meéni se méni se méni se méni se
velikost zachovédna | méni se meéni se meéni se
kolmost zachovana | zachovana | méni se méni se
rovnobéznost zachovana | zachovana | zachovana | ménf se
kolinedrnost zachovana | zachovana | zachovéna | zachovana

Tab. 2: Invarianty grup transformaci

Jednotlivé grupy lze relaci inkluze usporadat takto:

grupa grupa grupa grupa
shodnosti podobnosti afinit projektivit

Kazdé grupé pritom pfislusi odpovidajici geometrie. Grupé shodnosti odpovida
eukleidovska geometrie, grupé podobnosti odpovida ,,podobnostni geometrie,
grupé afinit odpovidéa afinni geometrie a grupé projektivit odpovida projektivni
geometrie. Z vySe uvedeného schématu inkluzi grup transformaci tak ziskame
néasledujici usporadani klasickych geometrii:

eukleidovska podobnostni afinni projektivni
geometrie geometrie geometrie geometrie

Kleinova jednotna definice vévodila geometrii pfiblizné padeséat let. Dnes je
jiz zfejmé, Ze v8echny typy geometrii do jeho schématu zaclenit nelze, pfikladem
jsou algebraicka nebo diferencialni geometrie. Navic je tfeba upfesnit, ze geome-
trie neni jednoznacné ur¢ena pouze geometrickym prostorem, v némz pracujeme,
a volbou né&jaké grupy transformaci. Je jesté navic potieba specifikovat, které geo-
metrické objekty bereme za zékladni stavebni prvky uvazované geometrie. Pokud
uvaZujeme napf. projektivni rovinu a grupu projektivnich transformaci, nezalezi
na tom, zda za zakladni prvky vezmeme body nebo piimky, vzdy ziskdme stejny
geometricky systém (plyne z platnosti principu duality). V rovinné eukleidovské
geometrii, v niz princip duality neplati, bychom vSak ziskali v zavislosti na volbé
zékladnich elementt dva rizné geometrické systémy.
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Napft. pokud trojuhelnik zaddme pomoci jeho stran, které lezi na t¥ech riznych
primkach, z nichz kazdé dveé jsou riiznobézné, pak ,,soucet vzdalenosti vSech dvojic
stran®, tj. soucet velikost{ ahlu, které strany navzajem sviraji, je pro vSechny
trojuhelniky stejny; v obloukové mife je roven 27 rad. Na druhou stranu, pokud
trojuhelnik uréime pomoci trojice riiznych, nekolinearnich bodi, pak soucet jejich
vzdalenosti, tj. obvod uvazovaného trojuhelniku, je pro rtzné trojtuhelniky razny.
Kazdy geometricky systém je tedy zcela jednozna¢né urcen volbou ti{ zakladnich
charakteristik — geometrického prostoru, grupy transformaci, které zachovavaji
podstatné vlastnosti objekt, a zakladniho prvku uvazované geometrie, z néhoz
jsou slozeny geometrické objekty.

Z hlediska teorie grup lze vyznam volby zékladniho prvku uvazované geometrie
vysvétlit nasledovné. Uvazujme vSechny transformace obsazené ve zvolené grupé
transformaci G, které zachovavaji zakladni prvek uvazované geometrie (tj. zobrazi
jej opét na sebe). Takové transformace ziejmé tvoii grupu, ktera je podgrupou
grupy G — nazyva se stabilizacni podgrupou prislusejici uvazované geometrii se zvo-
lenym zakladnim prvkem. Pokud tedy napf. grupa G je tvofena vSemi shodnost-
mi eukleidovské roviny a zakladnim prvkem geometrie je bod, potom stabiliza¢ni
podgrupa bude tvorena vSemi otocenimi kolem uvazovaného bodu. Pokud vsak
zdkladnim prvkem bude pfimka, budou stabiliza¢ni podgrupu tvofit vSechna po-
sunuti ve sméru zvolené piimky, osova soumérnost podle zvolené piimky a vSechny
stfedové soumérnosti podle bodi zvolené pfimky. V fedi teorie grup budou dva
geometrické systémy totozné, pokud se budou shodovat i ve stabiliza¢nich pod-
grupéach. Zakladni prvky takovych geometrickych systému se pritom mohou lisit,
piikladem je vySe zmifiovana projektivni geometrie.!

Dalsi kapitoly Erlangenského programu jiz okomentujeme jen struc¢né.

Tteti kapitola je vénovana projektivni geometrii. F. Klein zde mimo jiné uvedl,
7e kazda prostorova transformace, ktera nenélezi hlavni grupé, mize byt vyuzita
k preneseni vlastnosti znamého utvaru na tatvar novy. Kromé projektivnich trans-
formaci uvazoval také tzv. dualistické a imaginarni transformace; souc¢asné s nimi
zavedl imaginarni prvky.

Ve ¢tvrté kapitole se F. Klein zabyval ,,pFenaSenim prostfednictvim zobrazeni®
(v originale Ubertragung durch Abbildung). Uvazoval varietu A jako definiéni obor
transformaci grupy B. Pokud pomoci néjakého zobrazeni piejdeme od variety A
k jiné varieté A’, zménime timto zobrazenim grupu B na grupu B’, jejiZ trans-
formace se vztahuji k varieté A’. Vlastnosti utvart variety A se pienesou na
odpovidajici utvary variety A’. Tuto myslenku ilustroval na piikladech.

Pata kapitola je mimo jiné vénovana tzv. primkové geometrii. Jiz Kleintuv
ucitel J. Pliicker poukazal roku 1865 na to, Ze geometrie nemusi byt vybudova-
na pouze na bodu jako zékladnim prvku; pfimky, roviny nebo kruznice lze téz
uzit jako zékladni prvky néjaké geometrie. F. Klein v této kapitole zduraznil, Ze
zdkladnimi prvky geometrie mohou byt libovolné ttvary uvazované variety.

41 Poznamenejme, ze F. Klein povazoval dva geometrické prostory M a M’, jim# piislusi
grupy transformaci G' a G’, za identické, pokud existuje takové vzajemné jednoznacéné zobrazeni
f: M — M, které indukuje izomorfismus ¢: G — G’ mezi grupami transformaci.
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Als Element der geraden Linie, der Ebene, des Raumes, tberhaupt
einer zu untersuchenden Mannigfaltigkeit kann statt des Punctes jedes
in der Mannigfaltigkeit enthaltene Gebilde: die Punctgruppe, ev. die
Curve, die Fliche u. s. w. verwandt werden. ... Aber so lange wir
der geometrischen Untersuchung dieselbe Gruppe von Aenderungen
zu Grunde legen, bleibt der Inhalt der Geometrie unverdndert, das
heisst, jeder Satz, der bei einer Annahme des Raumelements sich er-
gab, ist auch ein Satz bei beliebiger anderer Annahme, nur die Anord-
nung und Verkniipfung der Sdtze ist gedndert. Das Wesentliche ist also
die Transformationsgruppe; die Zahl der Dimensionen, die wir einer
Mannigfaltigkeit beilegen wollen, erscheint als etwas Secunddres.
([K2], str. 16)

Dale zde uvedl souvislost projektivni geometrie roviny s teorii binarnich forem,
neboli s projektivni geometrii primky, kterou lze ztotoznit s projektivni geometrii
kuzelosecky nahrazenim kazdého bodu primky dvojici bodi, v nichz uvazovana
piimka protne danou kuzelosecku.

Die Theorie der bindren Formen und die projectivische Geometrie
der Ebene unter Zugrundelegung eines Kegelschnittes sind gleichbedeu-
tend. ... Die Theorie der bindren Formen und die allgemeine projecti-
vische Massgeometrie in der Ebene sind dasselbe. ([K2], str. 17)

F. Klein pfitom odkéazal na tzv. Hessedv princip (v originale das Hessesche Uber-
tragungsprinzip).*> Obdobnym zptisobem, s vyuZitim homogennich soufadnic,
nasel souvislost mezi projektivni geometrif prostoru a teorii bikvadratickych (kva-
ternarnich) forem.

V Sesté kapitole se F. Klein zabyval geometrii reciprokych polomért (in-
verzni geometrii) a porovnaval ji s projektivni geometrii. Uvedl, Ze v projek-
tivni geometrii jsou zakladnimi pojmy bod, pfimka a rovina, zatimco kruznice,
resp. sféra jsou pouze specidlnimi piipady kuzelosecky, resp. plochy druhého stup-
né. Naproti tomu v geometrii reciprokych poloméru jsou zékladnimi pojmy bod,
kruznice a sféra; pfimka a rovina jsou specialnimi piipady tutvaru, které obsahu-
ji nekoneénd vzdaleny (nevlastni) bod.*® Déle naSel souvislost mezi geometrii
reciprokych polomérta v roviné a projektivni geometrii na plose druhého stupné
(na kvadrice). V zavéru kapitoly se vénoval reprezentaci geometrie reciprokych
polomért pomoci teorie binarnich forem komplexnich proménnych.

V sedmé kapitole F. Klein navazal na nékteré predchozi myslenky a déle je
rozvijel. Pfipomnél, Ze geometrii roviny lze propojit s geometrii na kuzelosecce
tim, Ze pfimkam roviny prifadime dvojice bodi, v nichz pfimky danou kuzelosecku
protinaji. Obdobné muZeme dat do souvislosti geometrii prostoru s geometrii na

42 Ludwig Otto Hesse (1811-1874), némecky matematik. Hesseiiv princip je zaloZen na
skutecnosti, ze pokud pfimku v projektivni roviné zobrazime z né&jakého bodu libovolné
kuzelose¢ky na tuto kuZelosecku, potom kolineace pfimky jsou uréeny kolineacemi roviny,
které kuzelosecku zobrazi samu na sebe, a naopak. Toto zobrazeni uréuje izomorfismus mezi
grupou kolineaci pfimky a grupou kolineaci roviny, které danou kuzelosecku zachovéavaji. Viz
Hesse L. O., Ein Uebertragungsprincip, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
66(1866), 15-21.

43 Elementarni geometrii ziskime, pokud tento bod pevné zafixujeme.
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sféfe tim, Ze kazdé roviné prostoru prifadime kruznici, ve které uvazovana rovina
danou sféru protind. Pomoci stereografické projekce lze geometrii na sfére prevést
na geometrii v roving; proto si budou navzajem odpovidat prostorova geometrie,
jejimiz zékladnimi prvky jsou roviny a jejiz grupa obsahuje linearni transforma-
ce zachovavajici danou sféru, a rovinna geometrie, jejimiz zakladnimi prvky jsou
kruznice a jejiz grupou je grupa reciprokych polomérta. Uvedenou prostorovou
geometrii dale zobecnil; uvazoval obsahlejsi grupu a dospél k tzv. Lieové sférické
geometrii. Na zavér zminil, Ze vysledné rozsifeni lze pomoci ur¢itého zobrazeni
prenést také na rovinnou geometrii.

Osma kapitola priblizuje dalsi metody zaloZené na zkouméni néjaké grupy
bodovych transformaci. Samostatny odstavec se tyka tehdy jesté relativné nezna-
mé topologie (v origindle die Analysis situs), kterou F. Klein charakterizoval
jako teorii invariantt spojitych bodovych transformaci. Déle se vénoval geometrii
racionalnich transformaci; ukézal, Ze na piimce jsou racionélni transformace to-
tozné s linedrnimi transformacemi, v roviné se jedné o tzv. Cremonovy transfor-
mace, které lze vytvorit slozenim kvadratickych transformaci. V zavéru kapitoly se
zabyval grupou vSech bodovych transformaci; uvedl, Ze libovolna bodova transfor-
mace nekonecné malé ¢asti prostoru vzdy odpovida néjaké linearni transformaci.

V devaté kapitole F. Klein pojednal o grupé v8ech kontaktnich transformaci.
Kontaktni transformaci rozumél kazdou substituci, ktera proménné z, y, z a jejich
parciélni diferenciélni podily oznacené p = j—; aq= Z—Z vyjadiuje pomoci novych
velicin 2/, i/, 2/, p', ¢. Nazev je odvozen ze skutecnosti, Ze dotykajici se plochy
se pii téchto transformacich zobrazi opét na plochy, které se dotykaji. Pokud za
zékladni prvky geometrie vezmeme body, 1ze kontaktni transformace rozdélit do
t¥1 skupin podle toho, zda uvazované transformace bodum pfifazuji opét body
(tj. jedna se o bodové transformace), nebo kiivky, nebo plochy. F. Klein ve svych
dalsich uvahéch volil za zékladni prvek prostoru systém hodnot z, y, z, p, q.
Kontaktni transformace lze poté ekvivalentné definovat jako pravé ty substituce
péti proménnych x, y, 2z, p, q, které zachovavaji vztah dz — pdx — qdy = 0.
Predmétem Kleinova dalsiho zkouméni byly variety, které lze vyjadfit pomoci

soustavy parcialnich diferenciélnich rovnic prvniho stupné.

Posledni, desata kapitola rozsifuje pojem ,varieta“. F. Klein zde pripomnél,
7e vSechny geometrické uivahy provedené v prostoru lze prenést také na libovolnou
varietu. Dale se kratce zminil o jedné oblasti moderni algebry, kterou je teorie
invarianti. V zavéru kapitoly demonstroval sviij geometricky piistup k prostortim
s konstantni Gaussovou kfivosti. Divodem je souvislost s Lobacevského hyper-
bolickou geometrii, jez se lokalné realizuje na prostorech se zapornou konstantni
kiivosti, a s Riemannovou eliptickou geometrii, jez se lokalné realizuje na pros-
torech s kladnou konstantni kfivosti.

Na zavér F. Klein pfipojil jesté sedm poznamek. V prvnich dvou poukazal na
sviij hlavni zamér, jenz ho piivedl k vyuziti teorie grup v geometrii; doufal, ze se
mu podafi vnést do roztfisténé geometrie opét fad, jednotu a nové perspektivy.
Prvni pozndmka pojednava o rozporu mezi syntetickym a analytickym piistupem
v geometrii, druhé kritizuje tehdejsi prilisSnou separaci geometrie do jednotlivych,
uzce zaméfenych disciplin. Pata poznamka se tyka neeukleidovské geometrie.
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Prvni reakce na Erlangensky program

F. Klein v Erlangenském programu prezentoval sviij jednotny pohled na geo-
metrii. Do té doby byly jednotlivé geometrie (eukleidovské, projektivni, hyper-
bolickd, eliptickd) zkoumany oddélené. Kleinovy vysledky vSak nebyly ihned po-
chopeny a prijaty. Jesté dvacet let poté zlistavalo toto jeho dilo Siroce neznamé;
zminky o Erlangenském programu z uvedené doby nachézime spiSe vyjimecné.
Lze se domnivat, Ze s Kleinovymi geometrickymi vysledky byla kratce po roce
1872 nejlépe seznamena italskid matematickd komunita.?* Pozdé&ji bylo zjisténo,
7e nékolik daldich matematikii, napt. Henri Poincaré (1854-1912),% Wilhelm Karl
Joseph Killing (1847-1923)% a Eduard Study (1862-1922),%7 piislo nezavisle na
Kleinovi na podobné myslenky. Erlangensky program se stal vSeobecné zndmym
az poté, co jej F. Klein znovu otiskl v roce 1893 v ¢asopisu Mathematische An-
nalen.

Ceské matematickd komunita nevénovala Erlangenskému programu dlouhou
dobu prakticky zadnou pozornost. V C’asopz'su pro péstovdni mathematiky a fysiky,
jenz zacal vychazet pravé v roce 1872, neni z té doby o Kleinové programu ani
kratkd zminka. Prvni referenci nalezneme v ¢asopisu az v roce 1906 v ram-
ci recenze uebnice Lehrbuch der analytischen Geometrie, jejimiz autory jsou
L. Heffter a C. Koehler.® Kniha obsahuje vyklad zakladi geometrie v duchu
zékladni myslenky Erlangenského programu, recenzent Jan Vojtéch (1879-1953)
proto nejprve kréatce popsal Kleiniv ,,dilezity princip, jenz poskytuje neobycéejné
jasny pohled na podstatu celé geometrie i jednotlivych jejich ¢asti“.

MoZna pod vlivem vySe uvedené knihy sepsal Jan Vojtéch ¢lanek Geome-
trické transformace proniho stupné v rovin€ a jich grupy, jenz byl na pokracovani
uvefejnén v nasledujicich dvou &islech ¢asopisu.?® Obsahuje systematicky prehled

440 vlivu Erlangenského programu na geometrické prace vybranych italskych matematikii
viz Boi L., The influence of the Erlangen Program on Italian geometry, 1880-1890: n-dimen-
sional geometry in the works of D’Owvidio, Veronese, Segre and Fano, Archives Internationales
d’Histoire des Sciences 40(1990), 30-75.

45 H. Poincaré byl ve své praci ovlivnén dilem C. Jordana a objevem neeukleidovské geometrie.
Roku 1880 dospél k zavéru, ze geometrie studuje grupy operaci tvofenych takovymi premisténi-
mi geometrického objektu, které ho nedeformuji. Svoji myslenku vylozil v ¢lanku obsahujicim
zaklady teorie Fuchsovych funkci a diferencialnich rovnic. Clanek zaslal do soutdze vypsané
pafrizskou akademii véd, ale protoze zadnou cenu neziskal, nebyl tehdy publikovan; byl objeven
a prozkouman teprve o sto let pozdé&ji. Viz Gray J. J., The three supplements to Poincaré’s
prize essay of 1880 on Fuchsian functions and differential equations, Archives Internationales
d’Histoire des Sciences 32(1982), 221-235.

46 W. Killing pod vlivem praci H. Helmholtze a B. Riemanna studoval jednotlivé geometrie
z pohledu teorie grup; viz Killing W., Erweiterung des Raumbegriffes, Programm Braunsberg,
1884, 21 stran. Zatimco F. Klein se soustfedil na klasifikaci znamych geometrii, W. Killing
zduraznoval potfebu systematické a tuplné klasifikace vsech moznych forem prostoru. Jeho
vyzkumny program zahrnoval mimo jiné problém kompletni klasifikace vSech Lieovych algeber
nad télesem komplexnich ¢isel.

47TE. Study byl v kontaktu se S. Lie, pod vlivem Grassmannovy knihy nazvané Die Lineale
Ausdehnungslehre (1844) rozpracoval algebraické pojeti geometrie s vyuZitim teorie invarianti.

48 Viz Heffter L., Koehler C., Lehrbuch der analytischen Geometrie, Band 1: Geometrie in
den Grundgebilden erster Stufe und in der Ebene, Teubner, Leipzig und Berlin, 1905, 517 stran.
Recenze viz Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 35(1906), 134-136.

49 Viz Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 35(1906), 249-275, 377-397.
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vSech geometrickych transformaci v roving. J. Vojtéch se zaméfil na vySetfovani
transformaci, které vzniknou skladanim jednoduchych transformaci — uvazoval
stfedové soumeérnosti, translace, osové soumérnosti (pravouhlé i §ikmé), rotace
a homothetie; postupné dospél i k afinnim a obecnym kolinearnim transformacim.
Své vysledky dokladal na zékladé nézornych konstrukei, uvedl a odvodil vSak
i analyticka vyjadieni vSech transformaci.

4.6 Elementarni matematika

V letech 1908 az 1911 postupné vysly tii dily Kleinovych prednasek Elementar-
mathematik vom hoheren Standpunkte aus |Elementarni matematika z vyssiho
hlediska], které byly urceny stfedoskolskym ucitelim a studenttum. Kazdy dil
mé tii ¢asti. Prvni je vénovan aritmetice, algebfe a analyze, obsahuje prednasky
konané na univerzité v Gottingen v zimnim semestru 1907/08; byl vydan roku
1908. Druhy dil se tyka geometrie, obsahuje prednasky konané v letnim semestru
1908; byl vydan roku 1909. Ve tfetim dile jsou mimo jiné studovany funkce reélné
proménné (zejména jejich znazornéni v pravoihlé soustavé soufadnic) a rovinné
ktivky; byl vydan roku 1911.

Ocitujme tvodni text z Kleinovy pfedmluvy k prvnimu vydani prvniho dilu.®°
F. Klein v ném komentuje, komu je tato kniha zejména urcena, tedy uciteltim
vyssich stfednich kol a studenttim. V zavéru uryvku specifikuje sviij zamysleny
zamér, tj. vylozit v knize obsah a zéklady matematiky s ohledem na skutecné
potieby vyuky, a to z hlediska moderni védy, ale zaroven co nejjednodussim,
nejpodnétnéjsim a nejpresvédEivéjsim zpusobem.

Die neue Autographie, welche ich hiermit dem mathematischen Pub-
likum und ganz besonders den Lehrern der Mathematik an unseren
héheren Schulen unterbreite, ist als eine erste Fortsetzung jener Vor-
trage ,iber den mathematischen Unterricht an den héheren Schulen®,
speziell tiber ,,die Organisation des mathematischen Unterrichts® ge-
dacht, die ich im vorigen Jahre mit Herrn Schimmack zusammmen im
Teubnerschen Verlag habe erscheinen lassen. An die damals gegebene
Ubersicht iber die verschiedenen Formen der Unterrichtsaufgabe, die
dem Mathematiker gestellt sein kann, sollen sich jetzt, allgemein zu
reden, Entwicklungen iber den Unterrichtsstoff selbst schliefen, in de-
nen ich bemiiht bin, dem Lehrer — oder auch dem reiferen Studenten —
Inhalt und Grundlegung der im Unterricht zu behandelnden Gebie-
te, unter Bezugnahme auf den tatsdchlichen Unterrichtsbetrieb, vom
Standpunkte der heutigen Wissenschaft in moglichst einfacher und an-
regender Weise tiberzeugend darzulegen.

50 Viz Klein F., Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte aus, Teil I: Arithmetik, Alge-
bra, Analysis, Vorlesungen gehalten im Wintersemester 1907-08 von F. Klein, Ausgearbeitet
von E. Hellinger, B. G. Teubner, Leipzig, 1908; citace z prvni strany nestrankované predmluvy.
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Ve druhém dilu jsou mimo jiné obsazeny zékladni myslenky Erlangenského
programu. V jeho prvnf ¢asti F. Klein nejprve zkouma geometrické prostory a je-
jich zakladni vlastnosti. Ve druhé se podrobné vénuje jednotlivym typum geo-
metrickych transformaci a jejich analytickym vyjadfenim.?! Posledni, t¥eti ¢4st
predstavuje systematické pojednéni o geometrii a jejich zdkladech a zahrnuje
zékladni myslenky klasifikace geometrii pomoci geometrickych transformaci.

F. Klein zde nejprve uvazuje ,specialni linearni substituce® — posunuti, otaceni,
stfedovou a osovou soumérnost a podobna zobrazeni. Geometrii poté definuje jako
teorii invariantt téchto linearnich substituci. Uvadi nékteré geometrické vlastnos-
ti, které se pii téchto transformacich neméni, jejich souhrn nazyva metrickou geo-
metrii. Poté odvozuje dalsi ,druhy* geometrie. Za¢ina afinnimi transformacemi,
které jsou zobecnénim vyse uvedenych linearnich substituci, a dochézi k afinni
geometrii, jakoZto teorii invariantti afinnich transformaci. Poté uvazuje projek-
tivni transformace, jez afinni transformace zahrnuji jako specialni piipad. Geo-
metrické vlastnosti, které se pfi projektivnich transformacich neméni, se zifejmé
zachovavaji také pii transformacich afinnich. Tim lze z afinni geometrie vy¢lenit
geometrii projektivni, jako teorii invariantt projektivnich transformaci.®?

Pomoci stejného principu odvozuje F. Klein geometrii reciprokych poloméra
a topologii, kterou nazyva die Analysis situs. Tento pristup dale precizuje na za-
kladé pojmu grupa a formuluje obecny princip umoznujici charakterizovat jednot-
livé geometrie.

4.7 Pokracovatelé Felixe Kleina

V prvni poloviné 20. stoleti na Kleinovu praci v oblasti klasifikace geometrii
navazali, pouze s Castednym uspéchem, Ameri¢an Oswald Veblen (1880-1960)
a Francouz Elie Cartan (1869-1951), kteif se zabyvali rozsifenim a zobecnénim
Kleinovy definice tak, aby zahrnovala i ty geometrie, které Kleinuv Erlangensky

program neobsahl.

E. Cartan v roce 1922 vypracoval teorii zobecnénych prostori, roku 1926
popsal teorii symetrickych prostorit. Uvahy o prostorech ho piivedly na myslenku
grupové koncepce geometrie, ktera zahrnovala nejen vSechny geometrie obsazené
v Erlangenském programu, ale rovnéz geometrii Riemannovu a nékteré dalsi
pribuzné teorie. Cartaniv védecky program v geometrii navic zahrnoval teorii
Lieovych grup mnohem dikladnéji nez geometrie ve smyslu Kleinovy definice.
E. Cartan rovnéz prohloubil Kleinovu definici ekvivalence geometrii; ukéazal, Ze
ekvivalentni geometrie odpovidaji pravé takovym grupam, které maji stejnou
strukturu.®®

51 F. Klein zde studuje zejména afinni a projektivni transformace, transformaci reciprokymi
poloméry, stereografickou a Mercatorovu projekci, duélni, kontaktni a imaginarni transformace.

52F. Klein tento sviij postup, vyélenéni afinni a projektivni geometrie z geometrie metrické,
prirovnava k postupu chemika, ktery pomoci stale silnéjsich ¢inidel izoluje ze své slouceniny stale
hodnotnéjsi slozky. V jeho pripadé byly ¢inidlem nejprve afinni, a poté projektivni transformace.

53 3. Lie v roce 1888 dokézal, 7e dvé grupy maji stejnou strukturu pravé tehdy, kdy?# jejich
parametrické grupy lze ztotoznit vhodnou transformaci parametri. Viz Lie S., Theorie der
Transformationsgruppen, erster Abschnitt, unter Mitwirkung von Friedrich Engel, Druck und
Verlag von B. G. Teubner, Leipzig, 1888, 632 stran.
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Podrobné o Cartanovych vysledcich pojednava kniha [Sh], z niZz ocitujme
v anglickém piekladu Cartanova slova z roku 1939:

In the wake of the movement of ideas which followed the general theory
of relativity, I was led to introduce the notion of new geometries, more
general than Riemannian geometry, and playing with respect to the
different Klein geometries the same role as the Riemannian geometries
play with respect to Fuclidean space. The vast synthesis that I realized
n this way depends of course on the ideas of Klein formulated in
his celebrated Erlangen programmme while at the same time going far
beyond it since it includes Riemannian geometry, which had formed
a completely isolated branch of geometry, within the compass of a very
general scheme in which the notion of group still plays a fundamental
role. ([Sh], str. 171)

I na zac¢atku 21. stoleti se néktefi matematici ke Kleinovym tvaham o klasi-
fikaci geometrii na zakladé teorie grup stéle vraceji a dale je rozvadéji a zobeciiu-
ji. V této souvislosti uvedme alespon kratky ¢lanek An extension of Erlangen
Program, jehoZ autorem je rumunsky matematik Sorin Lugojan.?* Grupy trans-
formaci uvazované v Kleinové Erlangenském programu rozsitil na ,,pseudogrupy*
transformaci, které s kazdou transformaci obsahuji i transformaci k ni inverzni

se dnes tspésné vyuzivaji v teorii parcidlnich diferencialnich rovnic.

Charakter pfimého zobecnéni Erlangenského programu méa v dnesni dobé tzv.
teorie kategorii. Tato problematika vSak jiz vyrazné prekracuje zaméfeni této
monografie.

4.8 Fyzikalni souvislosti

Vychoz{ myslenka Kleinova Erlangenského programu, tj. diraz na invarianty
pii geometrickych transformacich, se z geometrie brzy rozsitila i do mechaniky
a matematické fyziky a vedla az ke specialni teorii relativity. Souvisi totiz s pro-
blematikou vyjadieni fyzikalnich zakont nezéavisle na soufadném systému.

Zékladem Kklasické mechaniky je tzv. Galileiho princip relativity zformulo-
vany v 17. stoleti, ktery uvadi, Ze viechny inercialni vztazné soustavy® jsou pro
popis mechanickych déji rovnocenné, ve vSech plati stejné zakony mechaniky
a rovnice, které je popisuji, maji ve v8ech takovych soustavach stejny tvar. To
znamena, ze ve viech vztaznych soustavéch, které jsou vzhledem k povrchu Zemé
v rovnomérném piimocarém pohybu, probihaji vSsechny mechanické déje tplné
stejné jako v soustavé spojené s povrchem Zemé. Pozorovatel jedouci vlakem
stalou rychlosti po pfimé vodorovné trati, pokud nemé moznost pozorovat okoli,
zaddnym mechanickym pokusem nezjisti, zda se vztazna soustava spojena s vlakem

54Viz Analele Universititii Bucuresti, Matematica 52(2003), 49-54.

55 Inercidlni vztazné soustavy (lat. inertia = setrvacnost) jsou vztazné soustavy, v nichz
izolovana télesa zustavaji v klidu nebo v rovnomérném primocarém pohybu. V inercialnich
vztaznych soustavach plati Newtonovy pohybové zékony.
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pohybuje, jak velkou rychlosti a kterym smérem. Pozorovatel uvnitf soustavy
konajici rovnomérny piimocary pohyb sviij pohybovy stav nerozlisi od klidu.

Galileiho princip relativity z pohledu transformaci vlastné uvadi, ze vSechny
fyzikalni vlastnosti se zachovéavaji pii téch transformacich fyzikalniho systému,
které mu udéluji konstantni rychlost. Takové transformace se nazyvaji Galilei-
ho transformace. Galileiho transformaci mezi prostorovymi soufadnicemi x, y, z
a Casem t naméfenymi v soustavé, kteréd je v klidu, a jim odpovidajicimi soufad-
nicemi ', ¢/, 2’ a ¢asem t' namdfenymi v soustavé, kterd se pohybuje ve sméru
osy x rovnomérné piimocare rychlosti v, lze popsat vztahy

¥=x—vt, Y=y, =2 =t

Jinymi slovy, fyzikalni vlastnosti téles muzeme charakterizovat jako préaveé ty vlast-
nosti téles, které se zachovavaji pii Galileiho transformacich. Lze pfitom dokazat,
ze Galileiho transformace tvofi grupu. Galileiho princip relativity tedy lze vyjadiit
v geometrické feéi, ktera je v podstaté ekvivalentni Kleinové definici geometrie.
Galileiho princip relativity tak vlastné tika, ze fyzika, presnéji klasicka mechanika,
jako véda zkoumé takové fyzikalni vlastnosti trojrozmérného prostoru, které jsou
invariantni vzhledem ke grupé Galileiho transformaci. Ukazuje se tedy, Ze klasic-
kou mechaniku lze ztotoznit s jistou geometrii trojrozmérného prostoru vhodnou
volbou grupy transformaci.

Moderni fyzika poc¢atku 20. stoleti Galileiho princip relativity nahradila obec-
n&jsim, tzv. Einsteinovym principem relativity, ktery se stal zakladem specialni
teorie relativity.’® Je rozgifenim Galileiho (mechanického) principu relativity i na
jevy elektrické, magnetické nebo optické. Pfitom je potfeba nahradit Galileiho
transformace komplikovanéjsimi, tzv. Lorentzoviimi transformacemi, které rovnéz
tvofi grupu. Lorentzovu transformaci mezi prostorovymi soufadnicemi z, y, z
a Casem t naméfenymi v soustavé, ktera je v klidu, a jim odpovidajicimi soutrad-
nicemi ', ¥/, 2z’ a Casem ¢’ naméfenymi v soustavé, ktera se pohybuje ve sméru
osy x rovnomérné pifmocate rychlosti v, lze vyjadrit vztahy

T — vt t—%x
! / ! !/ C:
r=—, Y=y, =z =—F,
02 1_1)2
2 2

kde ¢ je rychlost svétla ve vakuu.

Pokud tedy prechazime od klasické mechaniky, jejimiz hlavnimi predstaviteli
jsou Galileo Galilei a Isaac Newton, k Einsteinové specialni teorii relativity, méni
se tim vlastné nas geometricky pohled na okolnf svét; piislusny geometricky sys-
tém je v souladu s Kleinovymi myslenkami uréen volbou grupy transformaci, které
zachovavaji fyzikalni zakony platné v ramci uvazované fyziky. P¥i Lorentzovych
transformacich jsou invariantni tzv. Maxwellovy rovnice elektrodynamiky, které
popisuji zédkladni vlastnosti elektromagnetického pole.>”

56 Albert Einstein (1879-1955) specidlni teorii relativity poprvé predstavil v élanku Zur
Elektrodynamik bewegter Kdrper, Annalen der Physik 322(1905), 891-921. Vice informaci viz
Albert Einstein: Teorie relativity, ivodni slovo Jan Novotny, edice Quantum, svazek 3, Vysoké
uceni technické v Brné, Nakladatelstvi VUTTUM, Brno, 2005, 210 stran.

570 teorii elektromagnetického pole a Maxwellovych rovnicich podrobné viz Sedlak B.,
Stoll 1., Elektrina a magnetismus, Academia, Praha, 2002, 632 stran; 2. vydani, Karolinum,
Praha, 2012, 595 stran; 3. vydani, Karolinum, Praha, 2013, 600 stran.
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