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6. Transformace na prelomu
19. a 20. stoleti

Jednotna klasifikace vSech znamych geometrii vylozena v Erlangenském progra-
mu do jisté miry prispéla k odhaleni obecnéjsich geometrickych zékonitosti, jez
stoji v pozadi moderni matematické védy, a oteviela cestu k polozeni axiomatic-
kych zékladu geometrie. Ac¢koliv se Felix Klein k axiomaticky budované moderni
matematice pocatku 20. stoleti i k jejimu mnozinovému pojeti stavél velmi rezer-
vované, stal se nevédomky jednim z iniciatora nového pristupu k zakladim geo-
metrie. Intuitivni pfistup zalozeny pfevazné na syntetické geometrii byl postupné
nahrazovan modernim, formalizovanym zptsobem argumentace a zdtivodhovani,
nazorné geometrické predstavy zastinila abstraktni axiomatika.

F. Klein sviij nazor na uziti axiomatické metody v matematice vyjadril napf.
ve svém dile Vorlesungen dber die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahr-
hundert [K9]. V navaznosti na axiomatickou definici grupy napsal:

Diese abstrakte Formulierung ist fiir die Ausarbeitung der Beweise
vortrefflich, sie eignet sich aber durchaus nicht zum Auffinden neuer
Ideen und Methoden, sondern sie stellt vielmehr den Abschluf$ einer
voraufgegangenen Entwicklung dar. (K9], Teil 1, str. 335-336)

Abstraktni vymezeni novych pojmi pomoci axiomii, které tyto pojmy spliuji,
jsou podle néj sice vhodné pro dikazy, nikoliv vSak pro objev novych myslenek
a metod.

F. Klein na druhou stranu dovedl uznat zasluhy axiomatického pristupu, ale
pouze v piipadé, Ze axiomy pfirozené vyplynuly jako logickd podstata jiz rozvinuté
matematické teorie. Ostie se vSak ohrazoval proti nazoru, ze axiomy jsou libovol-
né tvrzeni, ktera zvolime za zéklad matematické teorie. Tento pfistup pokladal
za Cisté filozoficky pohled majici ko¥eny v nominalismu,' oznaéil jej za der Tod
aller Wissenschaft. Zduraznoval, Ze zakladnimi axiomy geometrie nemohou byt
zcela libovolna tvrzeni, jejich pfesny obsah musi byt vhodné vyvozen z vlastnos-
t{ geometrického prostoru. Dolozme Kleintiv pfistup k axiomtm dvéma kratkymi
uryvky z druhého dilu jeho knihy Elementarmathematik vom héheren Standpunkte
aus [KT7]:

Demgegendiber findet man bei solchen Leuten, die sich nur fir die
logische und nicht fir die anschauliche oder die allgemein-erkenntnis-
theoretische Seite der Sache interessieren, neuerdings hiufig die Mei-
nung, die Aziome seien nur willkiirliche Satze, die wir ganz freiwillig
anerkennen, und die Grundbegriffe schliefllich ebenso nur willkirliche
Zeichen fiir Dinge, mit denen wir operieren wollen. . ..

! Nominalismus byl vedle realismu jednim ze dvou zakladnich filozofickych sméri st¥edovéku.
Prosazoval nazor, ze obecné pojmy jsou pouha jména, kterd na zakladé poznani vytvari ¢lovek,
Ze redlné existuji pouze jednotlivé véci se svymi individualnimi vlastnostmi. Nejzndméjsim pred-
stavitelem nominalismu byl anglicky frantiskan William Occam (1290-1349).
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Ich selbst teile diesen Standpunkt keineswegs, sondern halte ihn fiir
den Tod aller Wissenschaft: die Axiome der Geometrie sind — wie
ich meine — nicht willkirliche, sondern verniinftige Sdtze, die im all-
gemeinen durch die Raumanschauung veranlafft und in ihrem Finzel-
inhalt und Reihenfolge durch ZweckmdfSigkeitsgriinde reguliert werden.

([K7], str. 383-384)

6.1 Axiomaticky systém

Axiomaticky systém je ve své podobé obsazen jiz v Eukleidovych Zdkladech. Brzy
po jejich sepsani v8ak byly zjistény urcité nedostatky v jejich logické struktufe.
Problematické jsou jiz avodni definice (vyméry) zékladnich geometrickych pojmu.
Eukleidés se totiz domnival, ze pojmy jako bod, piimka a rovina lze jednoduse
,definovat®“ pouze na zakladé geometrické intuice.? Kazdy matematicky pojem
vSak musi byt definovdn pomoci jinych matematickych pojmu, které je rovnéz
potieba presné definovat pomoci dalsich pojmi atd. Vsechny matematické po-
jmy neni proto mozné explicitné definovat, aniZz bychom se vyhnuli definicim
kruhem nebo budovali ,,nekoneény* fetézec definic. Na zacatku je tfeba zvolit
skupinu zakladnich (primitivnich) nedefinovanych pojmi, jejichz vyznam je intui-
tivné ziejmy, a dal3i matematické pojmy jiZz pomoci nich presné definovat. P¥itom
volba zakladnich pojmi nenf jednozna¢né. Postulaty a axiomy potom predstavuji
tvrzeni o zakladnich pojmech, jejichz platnost se predpoklada a které specifikuji
vlastnosti zvolenych pojmu. Z tohoto hlediska se zakladni matematické pojmy
axiomatického systému definuji implicitné pomoci postulatii a axiomi, které tyto
pojmy spliuji.

Za axiomy vSak nelze zvolit zcela libovolné tvrzeni tykajici se zékladnich po-
jmu. Axiomaticky systém musi byt logicky konzistentni, musi splitovat néasledu-
jict pozadavky: musi byt uplny, nezdvisly a bezesporny. V Gplném axiomatickém
systému je kazdé tvrzeni rozhodnutelné, tj. lze jednoznacné uréit, zda v ramci
uvazovaného systému je dané tvrzeni pravdivé ¢ nikoliv. Neni mozné do systému
axiomu pridat dalsi axiom, ktery je s nimi konzistentni a je na danych axiomech
nezavisly. Nezavislost skupiny axiomil znamené, Ze zadny z uvazovanych axiomu
nelze vyvodit z ostatnich. V opa¢ném ptipadé by byla formulace takového tvrzeni
jako axiomu nadbytecna, byl by logickym diisledkem ostatnich axiomu. Beze-
spornost axiomatického systému zarucuje, ze v ramci takového systému nelze
sou¢asné odvodit n&jaké tvrzeni i jeho negaci.

Dalsim slabym mistem Eukleidovych Zdkladi je skutecnost, Ze nékteré pied-
poklady vyuzivané pii dikazech tvrzeni nejsou v textu explicitné uvedeny, vy-
chézejf pouze z geometrické intuice. Napi. prvni postulat® uvadi, Ze existuje ales-
poii jedna piimka jdouci dvéma riznymi body, netfika jiz vSak, Zze takova piimka

2 Eukleidés ve svych Zdkladech definoval bod, pifmku a rovinu nasledujicim zptisobem: Bod
jest, co nemd dilu. Céra pak délka bez Sirky. Hranicemi édry jsou body. Primd jest ¢dra (piimka,),
kterd svymi body tdhne se rovné. Plocha jest, co jen délku a $irku md. Hranicemi plochy jsou
&iry. Rovinnd jest plocha (rovina), kterd pFimkami na ni jsoucimi prostird se rovné. Viz [Eu],
str. 1. Je tfeba poznamenat, ze Eukleidés ,,pfimkou” rozumél v dnesnim smyslu tsecku, podobné
wrovinu“ chapal pouze jako omezenou ¢ast rovinné plochy.

3 Budiz 1ikolem od kteréhokoli bodu ke kterémukoli bodu vésti piimku. Viz [Eu], str. 2.
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existuje pravé jedna. Pritom Eukleidés ve svych dilkazech ¢asto predpokladal
existenci jediné pfimky s uvedenou vlastnosti.

Kritiku Eukleidova systému definic, postulatt a axiomi (vgméry, ikoly pr-
votné a zdsady) lze nalézt jiz u nejstarsich znamych komentatora Zdkladd, jimiz
byli Pappos z Alexandrie (asi 290-350) a Proklos (410-485)*. Na nedostatky
pak béhem dalstho vyvoje podle [KI| upozoriiovali i mnozi dalsi. Francouzsky
matematik a basnik Jacques Peletier du Mans (1517-1582) kritizoval Euklei-
dovy dukazy vét o shodnosti. Némecky filozof Arthur Schopenhauer (1788-1860)
poukazoval na sedmy Eukleidiiv axiom,® podle n&hoZ objekty, které se navza-
jem kryji, jsou shodné. Namital, Zze kryjici se objekty jsou podle nasi empirické
zkuSenosti identické, uvedeny axiom proto povazoval za nadbytec¢ny. Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716) zastaval nazor, ze Eukleidés se spolehl na intuici,
kdy? v prvni knize pii feseni tilohy 16 vyuzil skryty predpoklad, Ze dvé kruZnice,
z nichz kazda prochazi stfedem druhé, se protinaji. Své pfipominky k Fuklei-
dovym Zdkladiim vyjadril i Carl Friedrich Gauss (1777-1855), jenz v praci postra-
dal pfesné vymezeni relace usporadani bodi na pfimce; kritizoval rovnéz definice
piimky a roviny. Dnes je navic zfejmé, ze Eukleidovy axiomy na druhou stranu
umozhuji i ,,diikazy“ nékterych nepravdivych tvrzeni,” nebot presné neuréuji polo-
hu uréitych bodu vzhledem k ostatnim. Americky historik matematiky Morris
Kline (1908-1992) ve své knize [KI| v této souvislosti napsal:

FEuclidean geometry was supposed to have offered accurate proofs of
theorems suggested intuitively by figures, but actually it offered intui-
tive proofs of accurately drawn figures. ([K]], volume 3, str. 1007)

Pres v8echny vyse uvedené vytky a nedostatky byly Eukleidovy Zdklady po
dlouhé staleti povazovany za model rigorézniho zptisobu dokazovani a dedukce.
Teprve koncem 19. stoleti si matematici zacali plné uvédomovat rozsah nedostatkt
v Eukleidové systému. V souvislosti s rozvojem neeukleidovskych geometrii, je-
jichz logicka konzistence byla tehdy jiz spolehlivé prokazana, vyvstala potieba
geometricky systém nastoleny Eukleidem revidovat a pfepracovat.

Prvni myslenky axiomatického p¥istupu v geometrii zformuloval Moritz Pasch
a poté systematicky rozvinul David Hilbert; jim bude vénovana pozornost v nésle-
dujicim textu. Podle [Evl] dalsi uspokojivé systémy axiomu eukleidovské geome-
trie predstavili napt. italsti matematici Giuseppe Peano® a Mario Pieri® a dale

4Viz Proclus, A Commentary on the First Book of Fuclid’s Elements, Translated, with
Introduction and Notes, by Glenn R. Morrow, With a new foreword by Ian Mueller, Princeton
University Press, Princeton, New Jersey, 1992, 355 stran.

5 A co se navzdjem kryje, navzdjem rovno jest. Viz [Eu], str. 2.

8 Na dané primce omezené postav trojihelnik rovnostranng. Viz [Eu], str. 3.

"Napt. ditkaz tvrzeni, Ze viechny trojthelniky jsou rovnostranné. Viz [Kl|, volume 3,
str. 1006-1007.

8 Giuseppe Peano (1858-1932) pracoval se zakladnimi pojmy bod, tsecka a pohyb. Viz
Peano G., I principii di geometria logicamente esposti, Fratelli Bocca Editori, Stabilimento
Tipografico Vincenzo Bona, Torino, 1889, 40 stran; Sui fondamenti della Geometria, Rivista di
matematica 4(1894), 51-90.

9 Mario Pieri (1860-1913) vypracoval systém 20 axiomii, za zédkladni zvolil pojmy bod a pohyb.
Viz Pieri M., Della geometria elementare come sistema ipotetico deduttivo. Monografia del punto
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ameri¢ti matematici Oswald Veblen!® a Edward V. Huntington!!. Zakladim geo-
metrie se ve své praci vénoval i italsky matematik Giuseppe Veronese.!?

6.2 Moritz Pasch

Moritz Pasch se narodil 8. listopadu 1843 v rodiné obchodnika v Breslau (Wroctaw,
Vratislav). Vystudoval zde gymnéazium a roku 1860 nastoupil na mistn{ univerzitu.
Nejprve zamyslel studovat chemii, posléze si vSak za sviij studijni obor zvolil mate-
matiku. Roku 1865 obhéajil na univerzité disertacni praci De duarum sectionem
conicarum in circulos projectione sepsanou pod vedenim Heinricha E. Schrétera
(1829-1892) a ziskal doktorat. Poté odjel studovat na univerzitu do Berlina, kde
v té dobé pusobili Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) a Leopold
Kronecker (1823-1891). V ¥{jnu 1866 mu vSak zemiel otec, a proto M. Pasch na
kratky cas své studium pferusil a vratil se domi.

V listopadu 1870 predlozil na univerzité Giessenu svou habilita¢ni praci Zur
Theorie der Komplexe und Kongruenzen von Geraden a zacal zde pfednaset.
nym profesorem. M. Pasch se na univerzité kromé vyzkumnych aktivit zapojil
i do vyuky budoucich stfedoskolskych uciteld, byl predsedou komise pro zkousky
ucitelskeé zpusobilosti. V akademickém roce 1885/86 byl zvolen dékanem filozofické
fakulty, v akademickém roce 1893/94 piisobil na univerzité jako rektor. Vychoval
kolem 30 doktorandd. V dubnu 1911 svou ¢nnost na univerzité ukonéil, nebot
se chtél vénovat pouze matematickému badéni. V roce 1923 obdrzel u piilezitosti
svych osmdesatych narozenin dva Cestné doktoraty univerzit ve Freiburgu a ve
Frankfurtu. Moritz Pasch zemfel 20. zafi 1930 na dovolené v laznich Homburg
v Némecku.!?

M. Pasch se zpocéatku zabyval algebraickou geometrii, poté zacal zkoumat
zéklady geometrie a matematické analyzy. Kromé Fady matematickych ¢lanka'4

e del moto, Memorie della reale Accademia delle scienze di Torino 49(1900), 173-222. M. Pieri
pohyb chépal (v dnesni terminologii) jako vzajemné jednozna¢né zobrazeni mnoziny v8ech bodu
na sebe, splijici dalsi podminky. Viz [C2], str. 196.

10 Oswald Veblen (1880-1960) sestavil systém 16 axiomii s primitivnimi pojmy bod a relace
uspordddni. Viz Veblen O., A system of axioms for geometry, Transactions of the American
Mathematical Society 5(1904), 343-384.

" Edward V. Huntington (1874-1952) ve svém systému 23 axiomi uvazoval zakladni pojmy
sféra a relace inkluze. Viz [Evl], str. 457.

12 Giuseppe Veronese (1854-1917) pracoval s nedefinovanymi pojmy primka, tisecka a shod-
nost usecek. Viz Veronese G., Fondamenti di geometria a pit dimensioni e a pit specie di
unita rettilinee esposti in forma elementare, Lezioni per la scuola di magistero in matematica,
Tipografia del Seminario, Padova, 1891, 630 stran.

13 O Zivoté a dile M. Pasche viz Engel F., Dehn M., Moritz Pasch, Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung 44(1934), 120-142. Relevantni informace poskytuje i webova stranka
http://www-history.mes.st-and.ac.uk /~history /Biographies /Pasch.html.

14 Miizeme uvést napt. nasledujici ¢lanky: Pasch M., Der Ursprung des Zahlbegriffs, Mathe-
matische Zeitschrift 11(1921), 124-156; Uber zentrische Kollineation, Mathematische Annalen
90(1923), 103-107; Betrachtungen zur Begriindung der Mathematik, Mathematische Zeitschrift
20(1924), 231-240; Die natiirliche Geometrie, Mathematische Zeitschrift 21(1924), 151-153.
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publikoval tfi vyznamné monografie: Vorlesungen iiber neuere Geometrie,'® Ein-
leitung in die Differential- und Integralrechnung'® a Grundlagen der Analysis'”.
Jeho jméno je dnes v matematice spojeno s formulaci tzv. Paschova aziomu, podle
kterého primka protinajici stranu AB trojuhelniku ABC' ve vnitfnim bodé musi
nutné protnout jesté jednu jeho dalsi stranu ve vnitinim bodé&, pokud neprochazi
vrcholem C.

Obr. 41: Moritz Pasch

M. Pasch vyznamné pfispél k rozvoji axiomatického pfistupu v geometrii,
jenz stoji v pozadi moderni matematiky 20. stoleti. Od dob Eukleida byl prvnim
matematikem, ktery geometrii budoval na zékladé formalné zvolenych abstrakt-
nich axiomu. Odstranil pfitom vySe zminény vyznamny nedostatek Eukleidova
axiomatického systému tykajici se volby zékladnich, nedefinovanych pojmi.

Vorlesungen tiber neuere Geometrie

Roku 1882 publikoval M. Pasch knihu Vorlesungen diber neuere Geometrie
[P1], jejimzZ cilem bylo poloZit zaklady projektivni geometrie nezavislé na Euklei-
dové axiomu o rovnobézkach.'® Omezil se na ¢isté formalni axiomaticky piistup
nezavisly na fyzikalni interpretaci matematickych pojmii. Poukazal na skutecnost,
7e fada geometru ve svych tvahach p¥ilis spoléha na fyzikalni intuici, ve skuteénos-
ti je v8ak geometrie (véetné eukleidovské) pouze umélou konstrukei, kterd ma né-
jaky vztah k nasemu fyzikdlnimu prostoru, nicméné nenf jeho pfesnou reprezen-
taci. Uvedl, Ze napf. princip duality je v rozporu s nasimi fyzikalnimi predstavami
o bodech a pfimkach; zdménnost téchto pojmu nelze pfijmout na zakladé intuice.

15 Viz Pasch M., Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Druck und Verlag von B. G. Teubner,
Leipzig, 1882, 201 stran.

16 Viz Pasch M., Einleitung in die Differential- und Integralrechnung, Verlag von B. G. Teub-
ner, Leipzig, 1882, 188 stran.

17Viz Pasch M., Grundlagen der Analysis, ausgearbeitet unter Mitwirkung von Clemens
Thaer, Druck und Verlag von B. G. Teubner, Leipzig und Berlin, 1909, 140 stran.

18 Nekteré axiomy projektivni geometrie nebo jejich analogie viak mély vyznam rovnéz pro
axiomatizaci eukleidovské i neeukleidovskych geometrii.
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M. Pasch ve své praci zvolil za zakladni pojmy nasledujici prvky geometrie:
bod, tisecka a cdst roviny.'® Volbu poslednich dvou pojmti namisto pojmii primka
a rovina zdavodnil tim, Ze nikdo vlastné nemé s celou pfimkou a celou rovinou
zadnou zkuSenost. Axiomy nepovazoval jako fada jeho predchiidct za ,samo-
ziejmé pravdy“, ale za tvrzeni o nedefinovanych pojmech, které sice mohou vy-
chéazet z nasi zkusenosti s fyzikalni realitou, ale pokud je jednou zvolime, vSechny
ditkazy dalsich tvrzeni z nich musi vyplyvat bez dalsiho odvolavani se na nasi
zkuSenost. Byl prvnim matematikem, jenz poukazal na skuteénost, ze Eukleidés
ve svych dikazech vyuzival vlastnosti usporadani, aniz by se o nich nékde zminil.
Sam proto ve své knize nejprve implicitné zavedl relaci uspordadéni pro kolinearni
body? a poté zformuloval vlastnosti uspofadani, které jsou dnes zakladem kazdé
metrické geometrie.

VORLESUNGEN
UBER NEUERE GEOMETRIE

VON
MORITZ PASCH

PROFESSOR AN DER UNIVERSITAT GIESSEN

ZWEITE AUFLAGE

MIT EINEM ANHANG:

DIE GRUNDLEGUNG DER GEOMETRIE
IN HISTORISCHER ENTWICKLUNG
VON
NEA S DE N

PROFESSOR AN DER UNIVERSITAT
FRANKFURT A. M.

MIT INSGESAMT 15 ABBILDUNGEN

BERLIN
VERLAG VON JULIUS SPRINGER
1926

Obr. 42: Moritz Pasch — Vorlesungen tiber neuere Geometrie

19 M. Pasch v prvnim vydani své knihy z roku 1882 mezi zékladni pojmy zatadil rovnéz
shodnost tusecek.

20 Wir ziehen zundchst nur eine einzige Gerade in Betracht. Sind A, B, C Punkte einer
Geraden g, also C' in der Geraden AB gelegen, so bilden die drei Punkte eine gerade Reihe,
d. h. es liegt entweder A innerhalb der Strecke BC, oder B innerhalb der Strecke AC, oder C
innerhalb der Strecke AB. Liegt etwa C innerhalb der Strecke AB, so sagt man: Der Punkt C
liegt in der Geraden g zwichen A und B, A und C auf derselben Seite von B, B und C auf
derselben Seite von A, A und B auf verschiedenen Seiten von C. Viz [P1], str. 9.
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Definice a axiomy shodnosti

M. Pasch ve své knize Vorlesungen iber neuere Geometrie [P1] zavedl po-
jem shodnosti nasledujicim zptisobem. Pro jednoduchost uvazoval nejprve dvo-
jice pevné svazanych bodi ab a o’ b'. Pritom se omezil na geometrické utvary,
které se skladaji pouze z vlastnich boda. Dva dtvary ab a a’b’ (v tomto pripadé
usecky) nazval shodnymi, pokud je oba lze ,pfekryt® stejnym, vzhledem k danym
dtvartm pohyblivym, tfetim utvarem:

Sehen wir jetzt ganz davon ab, ob die Figuren ab und a’b' gegen ein-
ander beweglich sind oder nicht. Ich kann jedenfalls eine Figur her-
stellen, welche gegen jene beiden Figuren beweglich ist und mit der
einen zum Decken gebracht werden kann. Ist es mdglich, eine und
dieselbe Figur sowohl mit ab als auch mit 't zum Decken zu brin-
gen, so heissen die Figuren ab und o'V’ congruent.  ([P1], str. 102)

V dalsim textu pro shodnost ttvart zformuloval téchto deset axiomt:?!
1. Die Figuren ab und ba sind congruent.

II. Zur Figur abc kann man einen und nur einen eigentlichen Punkt b’ der-
art hinzufiigen, dass ab und all congruente Figuren werden und V' in der
geraden Strecke ac oder ¢ in der geraden Strecke al/ liegt.

II1. Liegt der Punkt ¢ innerhalb der geraden Strecke ab, und sind die Figu-

ren abc und o't ¢ congruent, so liegt der Punkt ¢’ innerhalb der geraden
Strecke o’ b'.

a c b
[ ] [ ] [ ]
[ J [ ] [ J
a’ c v

Obr. 43: III. Grundsatz ([P1], str. 105)

IV. Liegt der Punkt ¢, innerhalb der geraden Strecke ab, und verlingert man
die Strecke acy um die congruente Strecke cico, diese um die congruente

Strecke ¢y cg u. s. f., so gelangt man stets zu einer Strecke ¢, c,.1, welche
den Punkt b enthdlt.

a Cq Cy C

5 B A )

Obr. 44: IV. Grundsatz ([P1], str. 105)

21 M. Pasch tyto axiomy v prvnim vydani své knihy z roku 1882 i ve druhém, dodatky
opatfeném vydani z roku 1912 oznadil jako I. Grundsatz az X. Grundsatz, v dalsim vydéani
z roku 1926 je oznadil jako I. Kernsatz az X. Kernsatz. Citace viz [P1], 1882, str. 103-110.
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V.

VL

VII.

VIIL

IX.

Wenn in der Figur abc die Strecken ac und bc congruent sind, so sind die
Figuren abc und bac congruent.

a 1)

Obr. 45: V. Grundsatz ([P1], str. 106)

Wenn zwei Figuren congruent sind, so sind auch ihre homologen Theile?
congruent.

Wenn zwei Figuren einer dritten congruent sind, so sind sie einander con-
gruent.

Wird von zwei congruenten Figuren die eine um einen eigentlichen Punkt
erweitert, so kann man die andere um einen eigentlichen Punkt so er-
weitern, dass die erweiterten Figuren wieder congruent sind.

Sind zwei Figuren a b und f g h gegeben, f g h nicht in einer geraden Strecke
enthalten, ab und f g congruent, und wird durch a und b eine ebene Fldiche
gelegt, so kann man in dieser oder in threr Erweiterung genau zwei Punkte
c und d so angeben, dass die Figuren abc und abd der Figur fgh con-
gruent sind, und zwar hat die Strecke cd mit der Strecke ab oder deren
Verlingerung einen Punkt gemein.

(5
Aa Sb
S 7 a

Obr. 46: IX. Grundsatz ([P1], str. 109)

X. Zwei Figuren abcd und abce, deren Punkte nicht in ebenen Fldchen liegen,

sind nicht congruent.

Uvedené axiomy popisuji zakladni vlastnosti shodnych titvart. Mimo jiné je v nich
implicitné obsazeno tvrzeni, Ze relace shodnosti je ekvivalenci; reflexivnost plyne
piimo z definice shodnosti, symetrii a tranzitivnost shodnosti zahrnuji axiomy I.
a VII. Axiom III. doklad4, Ze shodnost zachovéava usporadani kolinearnich bodt.
Znéni axiomu IV. je dnes znamo jako tzv. Archimédiv aziom. Podle axiomu IX.
existuji v roviné pravé dvé shodnosti (pfiméa a nepiima), které¢ dany trojuhelnik
zobrazi na trojihelnik s nim shodny, je-li pfedepsan obraz jedné jeho strany.
Axiom X. vyplyva ze skutecnosti, ze M. Pasch rozliSoval mezi ,,pravotocivou*
a ,levotocivou bazi“.

22 M. Pasch terminem die homologen Theile oznacoval odpovidajici si ¢asti dvou shodnych
atvart.
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6.3 David Hilbert

David Hilbert byl vyznamnym némeckym matematikem a filozofem. Narodil se
23. ledna 1862 v Konigsbergu (Kaliningrad, Kralovec). V roce 1872 nastoupil na
Friedrichskolleg Gymnasium, stiedoskolské studium vsak zakonéil na védectéji
zaméfeném Wilhelm Gymnasium, na néz pfestoupil v roce 1879. Na podzim
roku 1880 zacal studovat na univerzité v Konigsbergu, kde navazal pratelstvi
a spolupraci s Hermannem Minkowskim (1864-1909) a pozdé&ji i s Adolfem Hur-
witzem (1859-1919), jenz na univerzité pusobil od roku 1884 jako mimoradny
profesor. Pod vedenim Ferdinanda von Lindemanna (1852-1939) sepsal D. Hilbert
disertacni praci nazvanou Uber invariante Eigenschaften spezieller bindrer For-
men, insbesondere der Kugelfunktionen, za niz mu byl roku 1885 udélen doktorat.
V letech 1886 az 1892 pusobil na univerzité jako soukromy docent, v roce 1893
jako mimoradny profesor a v letech 1893 az 1895 jako fadny profesor.

V roce 1895 piesel D. Hilbert na Kleiniv podnét na katedru matematiky na
univerzitu v Goéttingen,?® na tehdejsi nejlepi matematicky tstav na svété, kde
pisobil po cely zbytek své aktivni kariéry. V letech 1902 az 1939 byl editorem
casopisu Mathematische Annalen. D. Hilbert zemfel 14. tinora 1943 v Géttingen.?*

Obr. 47: David Hilbert

23 Uvedme pro tplnost, ze Felix Klein o Hilbertiiv pfechod na univerzitu v Gottingen ne-
aspésné usiloval jiz v roce 1892, kdyz se na katedfe matematiky uvolnilo misto po Hermannu
A. Schwarzovi (1843-1921), ktery v tomto roce presidlil do Berlina. Na volné misto na univerzit&
v Gottingen byl tehdy prijat Heinrich Weber (1842-1913), jenz o tii roky pozdé&ji piesel do
Strasbourgu.

24 O Hilbertové zivoté viz [Ja), str. 246-257; [WA], str. 500-513. Relevantni informace poskytu-
je 1 webova stranka http://www-history.mes.st-and.ac.uk/~history /Biographies/Hilbert.html.
Daéle viz Blumenthal O., David Hilbert, Die Naturwissenschaften 10(1922), 67-72; Reid C.,
Hilbert, Springer-Verlag, New York, 1996, 228 stran.
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D. Hilbert se v prvnich pracich zabyval obecnou algebrou, zejména teorii in-
varianti. Roku 1888 piedstavil vlastni feSeni tzv. Gordanova problému,?® v ném#
podal diikaz existence kone¢né baze pro formy vice proménnych, i kdyz mu jeho
abstraktni metoda neumoznila takovou bézi nalézt. Clanek obsahujici existenéni
ditkaz zaslal k otisténi do asopisu Mathematische Annalen, recenzent Paul Gor-
dan, autor tohoto problému, jeho revolu¢ni pristup vSak shledal pfilis obtiZznym
a uverejnéni ¢lanku odmitl. Komentoval jej slovy: ,,Das ist nicht Mathematik. Das
ist Theologie.“ Své vyjadreni zaslal F. Kleinovi, jenZ rozpoznal vyznam Hilbertovy
prace a zajistil, aby byl ¢lanek v ptivodnim znéni v éasopisu otistén.26 D. Hilbert
svou novou metodu pozdéji jesté rozsitil v dalsim ¢lanku, v némz navic odhadl
maximalni pocet prvki takové baze, a opét jej zaslal k otisténi v casopisu Mathe-
matische Annalen.?” F. Klein poté D. Hilbertovi napsal, Ze nepochybuje o tom,
Ze se jednad o nejvyznamnéjsi dilo z obecné algebry, které kdy bylo v ¢asopisu
otisténo.

V roce 1897 vydal D. Hilbert praci z algebraické teorie ¢isel nazvanou Die
Theorie der algebraischen Zahlkérper, znamou kréatce jako Zahlbericht.?® Kromé
shrnuti dosazenych vysledki, o néz se jiz diive zaslouzili Ernst Eduard Kummer
(1810-1893), Leopold Kronecker (1823-1891) a Richard Dedekind (1831-1916),
obsahuje navic fadu Hilbertovych puvodnich vysledki. Roku 1900 predstavil na
2. mezindrodnim kongresu matematiki v Paffzi 23 otevienych matematickych
problémii.?? Jejich feseni vedlo k dalsimu rozvoji vybranych matematickych disci-
plin a podnitilo dalsi matematicky vyzkum. Rada problémi byla vyfeSena béhem
20. stoleti. Kolem roku 1909 se D. Hilbert zacal zajimat o funkcionélni analyzu,
konkrétn& o integralni rovnice, a nékteré otazky variaéniho poétu.°

Roku 1920 zformuloval vyzkumny projekt znamy jako tzv. Hilbertiv program,
jenz pozadoval, aby byla matematika postavena na pevnych logickych zakladech.

25 Némecky matematik Paul Gordan (1837-1912) v roce 1868 dokdzal existenci koneéné baze
pro binarni formy. Jeho dikaz vyuzivajici komplexni ¢isla vSak z divodu vypocetni slozitosti
nebylo mozno zobecnit pro formy vice proménnych. Viz Gordan P., Beweis, dass jede Co-
variante und Invariante einer bindren Form eine ganze Function mit numerischen Coefficienten
einer endlichen Anzahl solcher Formen ist, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
69(1868), 323-354.

26 Vig Hilbert D., Ueber die Darstellung definiter Formen als Summe von Formenquadraten,
Mathematische Annalen 32(1888), 342-350.

27Viz Hilbert D., Ueber die Theorie der algebraischen Formen, Mathematische Annalen
36(1890), 473-534. P. Gordan na tento ¢lanek pozdéji reagoval; viz Gordan P., Ueber einen
Satz von Hilbert, Mathematische Annalen 42(1893), 132-142.

28Viz Hilbert D., Die Theorie der algebraischen Zahlkérper, Bericht, erstattet der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
4(1894/95), 175-535 (bylo vytisténo az roku 1897).

29Viz Hilbert D., Mathematische Probleme, Vortrag, gehalten auf dem internationalen
Mathematiker-Kongress zu Paris 1900, Nachrichten von der Koniglichen Gesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen, Mathematisch-physikalische Klasse, Heft 3, 1900, 253-297; téz
Archiv der Mathematik und Physik 1(1901), 44-63, 213-237. Uplné znéni viech predlozenych
matematickych problémi véetné komentare ke kazdému z nich téz viz Die Hilbertschen Pro-
bleme, erlautert von einem Autorenkollektiv unter der Redaktion von P. S. Alexandrov, Ost-
walds Klassiker der exakten Wissenschaften, Band 252, Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am
Main, 2007, 302 stran.

300 Hilbertové dile viz Dehn M., Hilberts geometrisches Werk, Die Naturwissenschaften
10(1922), 77-82; Weyl H., David Hilbert and his mathematical work, Bulletin of the Ameri-
can Mathematical Society 50(1944), 612-654.
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Jeho cilem bylo vypracovat axiomatické systémy zakladnich matematickych obort
(aritmetiky, klasické analyzy, logiky, teorie mnozin), z nichZz matematicky ob-
sah vychézi, tj. ukazat, Ze vSechna matematickd tvrzeni 1ze formalnimi postupy
vyvodit z koneéného systému spravné zvolenych axiomu a Ze takovy systém je
logicky konzistentni.?!

Hilbertovo jméno je dnes v matematice spojeno zejména s ur¢itym typem pro-
storu nekone¢né dimenze (tzv. Hilbertiv prostor), jenZ se vyuZiva nejen v matema-
tické, resp. funkcionalni analyze, ale napf. i v kvantové mechanice. Svymi pracemi
prispél k novym objeviim nejen v matematice, ale i v matematické fyzice (kine-
ticka teorie plyni, teorie zafeni, teorie gravitace).

Grundlagen der Geometrie

Hilbertovo nejznamé;jsi dilo o zakladech geometrie vyslo roku 1899 pod nazvem
Grundlagen der Geometrie.?? Predstavil v ném prvni tplny systém 20 axiomi
eukleidovské geometrie, kterym nahradil tradi¢ni Eukleidovy axiomy a z néhoz
bylo moZno vSechna tvrzeni eukleidovské geometrie odvodit. Svou praci pied-
znamenal novy smér v matematickém badéani 20. stoleti — moderni axiomaticky
piistup, jenZ vedl k matematickému formalismu.?® D. Hilberta k axiomatickému
piistupu v geometrii vyznamné inspiroval némecky matematik Hermann Ludwig
Gustav Wiener (1857-1939), jenz roku 1891 na vyro¢nim shroméazdéni némec-
kych pifrodovédeit a lékari v Halle vystoupil s prednaskou Uber Grundlagen und
Aufbau der Geometrie

31 Vig Hilbert D., Ackermann W., Grundziige der theoretischen Logik, Springer-Verlag, Berlin,
1928, 120 stran; Hilbert D., Bernays P., Grundlagen der Mathematik, Band I, II, Springer-
Verlag, Berlin, 1934, 1939, 468 + 498 stran.

32Viz Hilbert D., Grundlagen der Geometrie, Festschrift zur Feier der Enthiillung des Gauss-
Weber-Denkmals in Gottingen, herausgegeben von dem Fest-Comitee, 1. Theil, Verlag von
B. G. Teubner, Leipzig, 1899, 92 stran. D. Hilbert své dilo od uvefejnéni prvni verze v roce
1899 mnohokrat upravoval, pfepracovaval a doplioval, stale se k nému vracel a cely axiomaticky
systém postupné upfesiioval a vylepsoval. Kniha se béhem nasledujicich let dockala nékolika
vydani i prekladi, jeji definitivni verze vysla v rameci 7. piepracovaného a rozsifené¢ho vydani
v roce 1930. Francouzsky pieklad viz Hilbert D., Les principes fondamentauz de la géométrie,
traduit par L. Laugel, Annales scientifiques de 'Ecole Normale Supérieure 17(1900), 103-209;
téz Gauthier-Villars, Paris, 1900, 114 stran. Anglicky pieklad viz Hilbert D., The foundations
of geometry, authorized translation by E. J. Townsend, The Open Court Publishing Company,
Chicago, 1902, 132 stran.

33 Podle matematického formalismu jsou obsahem matematiky operace se symboly spliiujici
formalné stanovena pravidla.

34 Uplny text prednasky se nedochoval, bylo publikovano pouze kratké shrnuti. Viz Wiener H.,
Ueber Grundlagen und Aufbau der Geometrie, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung 1(1890/91), 45-48; Weiteres iber Grundlagen und Aufbau der Geometrie, Jahres-
bericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 3(1894), 70-80. Dal3i okolnosti vzniku Hilber-
tovych Grundlagen der Geometrie viz Toepell M., On the origins of David Hilbert’s ,,Grund-
lagen der Geometrie®, Archive for History of Exact Sciences 35(1986), 329-344; Toepell M.,
100 Jahre Grundlagen der Geometrie — David Hilbert’s entscheinender Beitrag zur Formalisie-
rung der Mathematik, Mitteilungen der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1(1999), 10-15,
cesky preklad viz Toepell M., 100 let ,,Zdkladd geometrie: Rozhodugjici prispévek Davida Hilber-
ta k formalizaci matematiky, prelozila Alena Solcové, Pokroky matematiky, fyziky a astronomie
45(2000), 89-97.
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Obr. 48: David Hilbert — Grundlagen der Geometrie

D. Hilbert ve své praci uvazoval body, primky a roviny jako primitivni, nedefi-
nované geometrické objekty, které jsou v ur¢itém vzajemném vztahu.®® Uplny
popis vSech vztaht mezi nimi (relace incidence mezi bodem a pifmkou nebo bo-
dem a rovinou, relace usporadani bodd na piimce, relace shodnosti a rovnobé&z-
nosti) pak podéavaji axiomy. Ocitujme Hilbertova slova z tivodu prvni kapitoly:

Wir denken drei verschiedene Systeme von Dingen: die Dinge des ers-
ten Systems nennen wir Punkte und bezeichnen sie mit A, B, C, ...;
die Dinge des zweiten Systems nennen wir Gerade und bezeichnen sie
mita, b, ¢, ...; die Dinge des dritten Systems nennen wir Ebenen und
bezeichnen sie mit «, B, 7, . ..; die Punkte heissen auch die Elemente
der linearen Geometrie, die Punkte und Geraden heissen die Elemente
der ebenen Geometrie und die Punkte, Geraden und Ebenen heissen

35 Némecky matematik Ludwig Otto Blumenthal (1876-1944) citoval nasledujici Hilberttv
vyrok, ktery struéné vystihuje podstatu axiomatického pfistupu v geometrii, p¥i némz hlavni
roli hraji axiomaticky zavedené vlastnosti zékladnich pojmua. D. Hilbert mél k volbé zakladnich
matematickych pojmi poznamenat, ze vzdy musi byt moznost namisto bodd, primek a rovin
tikat stoly, Zidle a Zejdliky piva: Man muf§ jederzeit an Stelle von ,,Punkte, Geraden, Ebenen*
., Tische, Stiihle, Bierseidel“ sagen konnen. Uvedeny citat udajné pochézi z Hilbertovy kon-
verzace v ¢ekarné na vlakovém nadrazi v Berliné v patek 25. zari 1891 pii jeho cesté zpét do
Konigsbergu. Viz Blumenthal O., Lebensgeschichte, in David Hilbert: Gesammelte Abhandlun-
gen, dritter Band: Analysis, Grundlagen der Mathematik, Physik, Verschiedenes nebst einer
Lebensgeschichte, Verlag von Julius Springer, Berlin, 1935, 402-403.
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die Elemente der raumlichen Geometrie oder des Raumes. Wir denken
die Punkte, Geraden, Ebenen in gewissen gegenseitigen Beziehungen
und bezeichnen diese Beziehungen durch Worte wie ,liegen®, ,zwi-
schen®, ,parallel”, ,congruent®, ,stetig“; die genaue und vollstindige
Beschreibung dieser Beziehungen erfolgt durch die Aziome der Geo-
metrie. ([Hid4], str. 4)

Axiomy rozdélil D. Hilbert do péti skupin: axiomy incidence, usporadani, rovno-

béznosti, shodnosti a spojitosti (viz obr. 49).

I1-7. Axiome der Verkniipfung,
II1—5. Axiome der Anordnung,

II. Axiom der Parallelen (Euklidisches Axiom),
IV 1—6. Axiome der Congruenc,
V. Axiom der Stetigkeit (Archimedisches Axiom).

Obr. 49: Hilbertovy axiomy ([Hi4], str. 4)

Hilbertovy axiomy pfitom nerozliSuji mezi rovinnou a prostorovou eukleidovskou
geometrii, obé spojuji do jednotného systému. V dalsim textu se zaméiime na
Hilbertovy vysledky souvisejici s geometrickymi transformacemi.

Axiomy shodnosti

D. Hilbert ve své knize Grundlagen der Geometrie [Hi4| pojem shodnosti
tuse¢ek zavedl pomoci nasledujicich axiomii:3®

1. Wenn A, B zwei Punkte auf einer Geraden a und ferner A’ ein Punkt
auf derselben oder einer anderen Geraden a' ist, so kann man auf einer
gegebenen Seite der Geraden o' von A’ stets einen und nur einen Punkt B’
finden, so dass die Strecke AB (oder BA) der Strecke A'B’ congruent ist,
in Zeichen: AB = A'B'. Jede Strecke ist sich selbst congruent, d. h. es ist
stets: AB = AB.

2. Wenn eine Strecke AB sowohl der Strecke A'B’ als auch der Strecke A" B”
congruent ist, so ist auch A'B’ der Strecke A”"B" congruent, d. h.: wenn
AB=AB und AB=A"B", so ist auch AAB' = A”B".

3. Es seien AB und BC zwei Strecken ohne gemeinsame Punkte auf der
Geraden a und ferner A'B' und B'C’ zwei Strecken auf derselben oder
einer anderen Geraden o' ebenfalls ohne gemeinsame Punkte; wenn dann

AB = A'B" und BC = B'C’ ist, so ist auch stets AC = A'C".

Obr. 50: Axiom 3. ([Hid], str. 11)

36 Viz [Hi4], str. 10-12.
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4. Es sei ein Winkel Z(h, k) in einer Ebene o und eine Gerade a' in einer
Ebene o, sowie eine bestimmte Seite von a' auf o' gegeben. Es bedeute I’/
einen Halbstrahl der Geraden o', der vom Punkte O ausgeht: dann giebt es
in der Ebene o einen und nur einen Halbstrahl k', so dass der Winkel (h, k)
(oder (k,h)) congruent dem Winkel (W', k") ist und zugleich alle inneren
Punkte des Winkels (W', k') auf der gegebenen Seite von a' liegen, in Zeichen:
L(h, k) = L(W, k). Jeder Winkel ist sich selbst congruent, d. h. es ist stets
Z(h,k) = Z(h, k).

Wenn ein Winkel (h,k) sowohl dem Winkel (I, k') als auch dem Winkel
(W' k") congruent ist, so ist auch der Winkel (W, k') dem Winkel (h", k")
congruent, d. h. wenn Z(h,k) = Z(W', k') und Z(h, k) = Z(h", k") ist, so
ist auch stets Z(W k') = £(h", k").

ot

6. Wenn fiir zwei Dreiecke ABC und A’B'C" die Congruenzen AB = A'B,
AC = AC', LZBAC = £LB'A'CY gelten, so sind auch stets die Congruenzen
LZABC = LA'B'C' und LACB = LA'C'B’ erfillt.

Axiom 1. se tyka ,prendSeni® usecek; zjednodusSené feceno fika, ze kazdou usecku
lze jedinym zptsobem ,pfenést” na danou piimku, je-li pfedem dan jeden jeji
krajni bod a zvolena polopiimka, na niz lezi druhy krajni bod tsecky. Z axiomu
1. a 2. vyplyva, Ze shodnost tsecek je reflexivni, symetricka a tranzitivni, tj. shod-
nost usecek je ekvivalenci. Axiom 3. vyjadfuje pozadavek na ,s¢itani tsecek®.
Axiomy 2. a 3. se obsahové shoduji s prvnimi dvéma Eukleidovymi axiomy apliko-
vanymi na tsecky.’” Axiom 4. se tyka ,,pFenaeni“ thli; zjednodusend feceno fika,
ze kazdy thel 1ze jedinym zptisobem ,,pfenést do dané roviny, je-li pfedem dano
jedno jeho rameno a zvolena polorovina, v niz lezi druhé rameno thlu. Z axiomt
4. a 5. vyplyva, Ze i shodnost thla je ekvivalenci. Tvrzeni axiomu 6. odpovida
skutecnosti, Ze dva trojihelniky, které se shoduji ve dvou stranach a dhlu jimi
sevieném, se shoduji i ve zbyvajicich vnitinich dhlech.

V dalsim textu vySe uvedené axiomy D. Hilbert vyuzil k odvozeni zakladnich
vét o shodnosti trojuhelniki.?® Déle mimo jiné dokéazal, Ze v pifpadé dvou shod-
nych thla plati shodnost i pro thly k nim vedlejsi, a Ze vSechny pravé uhly jsou
navzajem shodné. Na zakladé shodnosti tseéek definoval kruznici se stfedem M
jako mnozinu vSech bodi A v roving, pro néz jsou usecky M A navzajem shodné.

D. Hilbert pozadoval, aby axiomaticky systém byl tplny, nezavisly a beze-
sporny. Nezavislost axiomu ve svém novém geometrickém systému demonstroval
jeho postupnym rozvijenim. Pfi té pfilezitosti odvodil fadu ,,pseudogeometrii®,
aby v kazdém dalsim kroku ilustroval potfebnost dalsich axiomii charakterizu-
jicich eukleidovskou geometrii.?® V ramci Hilbertova systému nelze prokazat, Ze

37 Veliciny témuz rovné i navzdjem rovné jsou. Kdyz se pridaji veliciny rovné k rovngm, i celky
jsou rovny. Viz [Eul, str. 2.

38V dnesni terminologii: Jestlize se dva trojtihelniky shoduji ve dvou stranach a thlu jimi
sevieném, pak jsou shodné. Jestlize se dva trojihelniky shoduji v jedné strané a thlech k ni
prilehlych, pak jsou shodné. Jestlize se dva trojuhelniky shoduji ve v8ech tfech stranach, pak
jsou shodné.

39 Axiomy incidence vedou k projektivni geometrii. Pokud k nim p¥idame navic axiomy uspo-
radani, ziskdme afinni geometrii. Dalsim pfidanim axiomi shodnosti obdrzime metrickou geo-
metrii.
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kazdy axiom je nezéavisly na ostatnich, protoze obsah nékterych axiomu odkazuje
na pfedchozi axiomy.*® D. Hilbert viak ukazal, Ze axiomy libovolné z péti skupin
axiomu nelze odvodit z axiomu ostatnich ¢tyt skupin. Pro kazdy piipad ptred-
lozil geometrickou interpretaci, resp. model geometrie, ktery spliuje axiomy Gty¥
skupin, avsak nespliiuje vSechny axiomy paté skupiny axiomii. Ve své praci téz
ukézal, Ze jeho axiomy eukleidovské geometrie jsou konzistentni — umoznuji totiz
definovat vzajemné jednozna¢né zobrazeni mezi body na piimce a readlnymi ¢isly,
a vedou tak k obvyklym axiomtm pro iplné uspoirddané téleso redlnych ¢isel. PTi-
padné rozpory v axiomatickém systému eukleidovské geometrie by proto nutné
vedly ke sporu s axiomy realnych &isel.!

D. Hilbert na obhajobu konzistence eukleidovské geometrie pouzil jeji aritme-
tickou interpretaci. Geometrické pojmy nahradil jejich analytickymi reprezenta-
cemi, které umoznily provedeni dikazt vét pomoci algebraickych metod. V pii-
padé rovinné geometrie ztotoznil bod s usporadanou dvojici (z,y) realnych &isel
a pfimku s pomérem (u : v : w) t¥{ redlnych &isel, kde u # 0 nebo v # 0. Relaci
incidence mezi bodem a pifmkou vyjadiil nasledujicim zpiisobem: bod (z,y) lezi
na piimce (u : v : w), pokud plati rovnost uz + vy + w = 0. Rovnéz shodnos-
ti (posunuti, osovou soumérnost podle osy z a otofeni kolem pocatku soustavy
soufadnic) interpretoval algebraicky pomoci jejich analytickych vyjadrent. Dukaz
shodnosti dvou objektii spocival v nalezeni takové shodné transformace, ktera
jeden objekt zobrazi na druhy.

Definice pohybu

V roce 1902 publikoval D. Hilbert pojednani Ueber die Grundlagen der Geo-
metrie,*> v némz byla poprvé uvedena jeho definice pohybu, v dnesnim pojeti
transformace. Toto pojednani navic pozdéji zahrnul jako jeden z celkem deseti

dodatkii i do 7. prepracovaného a rozsifeného vydani své knihy Grundlagen der
Geometrie. 3

40 Americky student Robert Lee Moore (1882-1974) dokézal, 7e jeden z Hilbertovych axiomi
(axiom II 4. v prvnim vydani [Hi4| z roku 1899) neni nezéavisly na ostatnich axiomech, a je tedy
v axiomatickém systému nadbyteény. Dukaz tehdy s odkazem na skute¢ného autora publikoval
jeho ucitel George Bruce Halsted (1853-1922); viz Halsted G. B., The betweenness assumptions,
The American Mathematical Monthly 9(1902), 98-101. D. Hilbert tuto namitku posléze uznal
a v dalsich vydanich své knihy vySe uvedeny axiom jiz vynechal. Viz Wilder R. L., Robert
Lee Moore, 1882-197/, Bulletin of the American Mathematical Society 82(1976), 417-427;
Wilder R. L., The mathematical work of R. L. Moore: Its background, nature and influence,
Archive for History of Exact Sciences 26(1982), 73-97. Dodejme jests, ze Robert L. Moore
pozdé&ji sam publikoval vlastni systém axiomu eukleidovské geometrie zalozeny na primitivnich
pojmech bod, uspordddni a shodnost; viz Moore R. L., Sets of metrical hypotheses for geometry,
Transactions of the American Mathematical Society 9(1908), 487-512.

41 P¥ipomeiime, 7e obdobnym zptisobem argumentoval Felix Klein v pifpadé neeukleidovskeé
geometrie, jejiz logickou konzistenci obhajoval logickou konzistenci geometrie eukleidovské.

42Viz Mathematische Annalen 56(1902), 381-422.

43Viz Anhang IV. Uber die Grundlagen der Geometrie, in Hilbert D., Grundlagen der Geo-
metrie, siebente umgearbeitete und vermehrte Auflage, Verlag und Druck von B. G. Teubner,
Leipzig, Berlin, 1930, 178-230.
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D. Hilbert v ¢lanku pfedstavil novy axiomaticky systém rovinné geometrie
zaloZeny na pojmu grupa.** Poukazal pfitom na Lieovu praci Theorie der Trans-
formationsgruppen,®® v niz je systém axiomi postacujicich k vystavbé geometrie
rovnéz obsazen. Jeho pristup byl vSak zcela odlisny. D. Hilbert poprvé pracoval
s pojmy Cantorovy teorie mnozin a vyuzival Jordanovu vétu, podle niz kazda
Spojita uzaviena rovinna kiivka bez dvojnasobnych bodt tuto rovinu rozdéli na
jednu vnitini a jednu vnéjsi oblast. Hilbertovy axiomy vsak podle néj bylo mozno
z Lieova systému axiomt jednoduse odvodit jako jejich specialni pripady.

Ve svém ¢lanku nejprve zavedl rovinu a poté definoval pohyb jako vzajemné
jednozna¢nou spojitou transformaci roviny, kterou ,,1ze obratit“:

Definition der Bewegung. Fine Bewegung ist eine umkehrbar ein-
deutige stetige Transformation der Bildpunkte der Zahlenebene® in
sich von der Art, dass dabei der Umlaufssinn einer geschlossenen Jor-
dan’schen Curve*” stets derselbe bleibt. Eine Bewegung, bei welcher der
Punkt M ungedndert bleibt, heisst eine Drehung um den Punkt M.
([Hi6], str. 383)

Pohyb tedy podle Hilbertovy definice zachovava orientaci kazdé uzaviené Jorda-
novy kfivky. Pohyb, pii kterém bod M ziistdva na svém misté, nazval otocenim
kolem bodu M .8

V dalsim textu zformuloval nasledujici tfi axiomy, které musi vySe definované
pojmy pohyb a otoceni spliovat:

Axiom I. Werden zwei Bewegungen hintereinander ausgefihrt, so ist
die dann entstehende Transformation unserer Ebene in sich wiederum
eine Bewegung.

Axiom II. Wenn A und M beliebige von einander verschiedene Punk-
te der FEbene sind, so kann man den Punkt A durch Drehung um M
stets in unendlich viele verschiedene Lagen bringen.

Axziom III. Wenn es Bewegungen giebt, durch welche Punktetripel in
beliebiger Nahe des Punktetripels ABC in beliebige Nihe des Punkte-
tripels A'B'C" iibergefiihrt werden kénnen, so giebt es stets auch eine
solche Bewegung, durch welche das Punktetripel ABC genau in das
Punktetripel A'B'C" iibergeht. ([Hi6], str. 384-385)

44D, Hilbert piedpokladal, Ze analogickym zpiisobem lze axiomaticky systém vytvofit i pro
piipad prostorové geometrie.

45 Viz Lie S., Untersuchungen iiber die Grundlagen der Geometrie, Abteilung V. in Theorie
der Transformationsgruppen, dritter und letzter Abschnitt, unter Mitwirkung von Friedrich
Engel, Druck und Verlag von B. G. Teubner, Leipzig, 1893, 830 stran.

46D, Hilbert pod pojmem die Zahlenebene rozumél obvyklou rovinu se zvolenou pravotihlou
soustavou soutradnic: Wir verstehen unter der Zahlenebene die gewdhnliche Ebene mit einem
rechtwinkligen Coordinatensystem x, y. Viz [Hi6|, str. 382.

47D. Hilbert uzival pojem die Jordan’sche Curve ve smyslu spojita rovinna kiivka bez dvoj-
nasobnych bodu: Fine Doppelpunktslose und einschliesslich ihrer Endpunkte stetige Curve in
dieser Zahlenebene heisse eine Jordan’sche Curve. Viz [Hi6], str. 382.

48D. Hilbert kromé& pojmu otoceni (die Drehung) pracoval navic specialné s pojmem
polootoceni (die Halbdrehung), jimz rozumél otoeni o uhel 7. Jeho slozenim se sebou samym
ziskame identitu: Unter einer Halbdrehung H um einen Punkt M verstehen wir eine Drehung
um den Winkel 7t d. h. eine Drehung, die noch einmal ausgefihrt die Identitit ergiebt. Viz [Hi6],
str. 409-410.
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Jinymi slovy kratce feceno:

Axiom I. Die Bewegungen bilden eine Gruppe.

Axiom II. Jeder wahre Kreis besteht aus unendlich vielen Punkten.
Axziom III. Die Bewegungen bilden im Endlichen ein abgeschlossenes
System. ([Hi6], str. 384-385)

SloZzenim dvou pohybu ziskame tedy opét pohyb, neboli pohyby tvori grupu.
Jsou-li A a M libovolné, navzajem rizné body roviny, lze bod A ziskat pomoci
oto¢eni kolem bodu M nekoneéné mnoha zpisoby. Jinymi slovy Feceno, kazda
kruZnice obsahuje nekoneéné mnoho bodi.4’ Pohyby dale tvoif uzavieny systém;
jsou-li ddny pohyby, které trojici bodu libovolné blizkych bodum A, B, C' zobrazi
libovolng blizko bodim A’, B’, C’, potom vzdy existuje takovy pohyb, ktery
trojici bodu A, B, C zobrazi p¥imo na trojici bodu A’, B’, C".

D. Hilbert poté dokazal, Ze rovinnou geometrii vyhovujici axiomim I az III je
bud eukleidovska geometrie, nebo Bolyai-Lobacevského geometrie:

Eine ebene Geometrie, in welcher die Aziome I-III erfillt sind, ist
entweder die Euklidische oder die Bolyai-Lobatschefsky’sche ebene Geo-
metrie. ([Hi6], str. 385-386)

Chceme-li ziskat samotnou eukleidovskou geometrii, je potieba axiom I. rozsitit
o pozadavek, Ze grupa pohybtu obsahuje invariantni podgrupu. Tento pozadavek
zde zastupuje Eukleidav axiom o rovnobézkach.

Ve svém ¢lanku dale mimo jiné ukazal, ze pokud néjaky pohyb zachova libo-
volné dva body roviny, pak zachova i v8echny dalsi body této roviny, tj. jedné se
o identitu. Pfitom kazdy bod roviny lze néjakym pohybem zobrazit na libovolny
bod této roviny.?

Dulezitym tkolem byla také potfeba zavést v novém geometrickém systé-
mu pojem piimky a odvodit jeji vlastnosti nezbytné pro vystavbu geometrie.?!
V zéavéru ¢lanku pak D. Hilbert ukézal, Ze ve vybudované rovinné geometrii plati
diive uvedené axiomy shodnosti.

49D. Hilbert definoval kruznici jako mnozinu v3ech bodiu, které ziskdime pomoci vSech
moznych otoceni kolem bodu M, pokud jako vzor uvazujeme libovolny bod ruzny od bodu M:
Nennen wir die Gesammtheit derjenigen Punkte, die durch die simmtlichen Drehungen um M
aus einem von M verschiedenen Punkte entstehen, einen wahren Kreis in unserer ebenen Geo-
metrie. Viz |Hi6|, str. 384. Pouzival pfitom termin der wahre Kreis, jenz v uvedeném ¢lanku
nijak blize neobjasnil.

50 Wenn irgend zwei Punkte bei einer Bewegung der Ebene festbleiben, so bleiben alle Punkte
fest, d. h. die Bewegung ist die Identitat. Jeder Punkt der Ebene ldsst sich durch eine Bewegung
gewiss in jeden anderen Punkt der Ebene tberfihren. Viz [Hi6|, str. 409.

51D, Hilbert odvodil mimo jiné nasledujici tvrzeni: Die wahre Gerade ist eine stetige Curve.
Die wahre Gerade keinen Doppelpunkt besitzt. Die wahre Gerade nicht in sich selbst zuricklaufen
kann. Zwei Gerade haben hochstens einen Punkt gemein. Irgend zwei Punkte in unserer ebenen
Geometrie stets durch eine wahre Gerade verbunden werden konnen. Viz [Hi6|, str. 418-420.
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Reakce na Hilbertovy Zaklady geometrie

Ceska matematicks komunita byla na prelomu 19. a 20. stoleti s axiomatic-
kym systémem geometrie pomérné dobfe seznamena. V éasopisu pro péstovani
mathematiky a fysiky vysla roku 1903 v ramci literarniho véstniku obsahla recenze
Hilbertova dila.?? Jeji autor Antonin Libicky®® uvedl v ¢eském piekladu mimo jiné
i tplné znéni viech dvaceti axiomu. Ocitujme z jeho recenze kratké uryvky:

Pojedndni toto jest — jak pravi spisovatel v ivodu — novy pokus, zbu-
dovati geometrii na jednoduché a uplné soustavé axiomi na sobé ne-
zavislijch a odvoditi z nich nejdilezitéjsi vety geometrické, pri cemz
by se téz objasnil vijznam rozliénijch skupin aziomi a dosah disledki
z nich plynoucich. Vysetruje kriticky principy geometrie, vidil se au-
tor zdsadou, Ze jest tieba zkoumati, zdali jest viibec mozno, odpovédéti
k néjaké predlozené otdzce, mame-li zieni k predepsanému nékdy po-
stupu pri Fesent a k omezenym prostiedkim, jichZ miZeme pouZiti. . ..
Jest pravda, Ze jiz pred Hilbertem vykondno bylo v tomto oboru mno-
ho pozoruhodného; Killing, Schur, Stolz, Pasch, Veronese a j. prace-
mi svgmi v poslednim desitileti velice prispeli k tomu, aby mohla bijti
vySetfena soustava axiomi si neodporujicich, jeZ by tvorila bezpecénij
zdaklad geometrie. Hilbert privedl tyto prdce k jakémusi zakonéent; na
soustavé axtomii, jiZ sestavil v kap. I. svého pojedndng, miZe byti za-
loZena geometrie, v niZ neni ani Zddnijch vnitinich nesrovnalosti, ani
néjakych nejasnosti nebo docela nesprdavnosti. ... Viem, kdoZ se zaji-
maji o problemy, jez se vztahuji ku zdkladim geometrie, bud znamenité
pojedndni Hilbertovo nejuteleji doporuceno.

Hilbertiv axiomaticky systém piitahoval pozornost ¢eskych matematik jesté
v poloviné 20. stoleti. Jan Vysin®* v té dobé logické vystavbé eukleidovské geome-
trie vénoval tieti dil své udebnice Elementdrni geometrie.’® Podle jeho vlastnich
slov z pfedmluvy ,, je to vlastné jakasi prochazka Hilbertovou soustavou axiomt,
kterd mé ¢tenari pomoci fady modeli osvétlit podstatu a vyznam abstraktni
geometrie®.?® J. Vysin v knize navic mimo jiné dokézal ekvivalenci Hilbertovych
axiomi shodnosti s axiomy pohybovymi.

52 Viz Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 32(1903), 147-156.

53 Antonin Libicky (1854-1930), stfedogkolsky uéitel matematiky, deskriptivni geometrie
a fyziky, od roku 1906 byl reditelem realky v Hradci Kralové. Pat¥il mezi znalce a popularizatory
teorie relativity.

54 Jan Vysin (1908-1983), piivodné st¥edoskolsky ucitel matematiky a deskriptivni geometrie,
v letech 1946 az 1953 piisobil jako asistent na Pedagogické fakulté Univerzity Karlovy. Roku
1953 byl jmenovan docentem matematiky na Vysoké skole pedagogické v Praze. Po jejim zruseni
v roce 1959 presel na Matematicko-fyzikalni fakultu Univerzity Karlovy, kde setrval az do roku
1972, kdy se stal vedoucim Kabinetu pro modernizaci vyu¢ovani matematice v Matematickém
tistavu Ceskoslovenské akademie véd.

55 Viz Vysin J., Elementdrni geometrie III (Logickd vijstavba), P¥irodovédecké vydavatelstvi,
Praha, 1952, 111 stran.

56 Citace viz [V&1], str. 3. Dodejme, Ze J. Vysin abstraktni geometrii rozumél geometrii, ktera
stavi na geometrickych pojmech, a nikoliv na pfedstavach.
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V dalsi své knize Soustava aziomii eukleidovské geometrie®™ pojednal J. Vysin
logické zaklady geometrie specidlné v jednorozmérném, dvojrozmérném a troj-
rozmérném eukleidovském prostoru. V souladu s Hilbertovymi Zdklady geometrie
stanovil v dvojrozmérném i v trojrozmérném eukleidovském prostoru pét skupin
axiomil (axiomy incidence, usporadani, shodnosti, spojitosti a rovnob&mosti),*®
axiomy incidence p¥itom formuloval v mnoZinové terminologii.?® Také zde J. Vy&in
poukazal na skutecnost, Zze shodnost lze v geometrii zavést dvéma zpusoby, a to
bud na zakladé shodnosti tusefek, nebo shodnosti jako pohybu (pfemisténi),
tj. shodného zobrazeni. Navic definoval pojem wvolné secky jako tiidy vSech
navzajem shodnych tisecek a odvodil zékladni vlastnosti sou¢tu, rozdilu a porovné-
vani volnych tsecek. Analogicky zavedl pojem wvolného whlu a jeho vlastnosti.

I ve svété byly Hilbertovy vysledky pfijaty velmi piiznivé. Felix Klein pres své
protichiidné nézory na Hilbertovo formalni pojeti podstaty matematiky jeho praci
v této oblasti se zajmem sledoval. Vyznam Hilbertova axiomatického piistupu
k zékladim geometrie ocenioval a jeho praci Grundlagen der Geometrie oznaéil
za nejvyznaméjsi dilo z této oblasti matematiky. V navaznosti na nezavislost
5. Eukleidova axiomu o rovnobézkach napsal:

So entstand die sog. moderne geometrische Aziomatik, die in ihren
Betrachtungen genau den Wegen folgt, die jene alten Untersuchun-
gen gewiesen haben: Man sieht zu, welche Teile der Geometrie sich
ohne Anwendung gewisser Aziome aufbauen lassen, und ob man auch
unter der Annahme des Gegenteiles eines einzelnen Azxiomes zu einem
logisch widerspruchsfreien Systeme einer sog. ,,Pseudogeometrie® ge-
langen kann. Als wichtigstes hierher gehioriges Werk habe ich Ihnen
Hilberts ,,Grundlagen der Geometrie® zu nennen, deren Hauptziel ge-
geniiber fritheren Untersuchungen es ist, in der angedeuteten Weise
die Bedeutung der Stetigkeitsaxiome fiir die Geometrie festzustellen.

([K7], str. 379)

Hilbertiv zadk Hermann Weyl (1885-1955), jenz pusobil jako soukromy docent
v Géttingen, ve svém élanku David Hilbert and his mathematical work®® Hilberttav
axiomaticky piistup nejen k zakladim geometrie, ale obecné k zakladim kazdé
védy, komentoval nasledujicimi slovy:

Hilbert is the champion of axiomatics. The axiomatic attitude seemed
to him one of universal significance, not only for mathematics, but
for all sciences. His investigations in the field of physics are con-
cewed in the axiomatic spirit. In his lectures he liked to illustrate the
method by examples taken from biology, economics, and so on. The

5TViz Vysin J., Soustava aziomi eukleidovské geometrie, Nakladatelstvi Ceskoslovenské
akademie véd, Praha, 1959, 209 stran. Recenze viz Casopis pro pdstovani matematiky 85(1960),
207-209.

58V pripadé jednorozmérného eukleidovského prostoru J. Vysin z pochopitelnych diivodi
uvazoval pouze axiomy usporadéani, shodnosti a spojitosti.

59 Napf. prvni dva axiomy incidence v podani J. Vysina zn&ji takto: Dva rizné body ndlezi
jediné piimce. Primka obsahuje aspori dva rizné body. Viz [V82], str. 155.

60Viz Weyl H., David Hilbert and his mathematical work, Bulletin of the American Mathe-
matical Society 50(1944), 612-654.
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modern epistemological interpretation of science has been profoundly
influenced by him. Sometimes when he praised the axiomatic method
he seemed to imply that it was destined to obliterate completely the
constructive or genetic method. I am certain that, at least in later
life, this was mot his true opinion. For whereas he deals with the pri-
mary mathematical objects by means of the axioms of his symbolic
system, the formulas are constructed in the most explicit and finite
manner. In recent times the axiomatic method has spread from the
roots to all branches of the mathematical tree. Algebra, for one, is
permeated from top to bottom by the aziomatic spirit. One may de-
scribe the role of axioms here as the subservient one of fixing the range
of variables entering into the explicit constructions. But it would not
be too difficult to retouch the picture so as to make the axioms appear
as the masters. An impartial attitude will do justice to both sides; not
a little of the attractiveness of modern mathematical research is due
to a happy blending of axiomatic and genetic procedures.

([We2], str. 644-645)
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