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Kapitola 4.

OPERNE ROVINY KONVEXNIHO
UTVARU VPROSTORU

Pojmy z kapitoly 3 lze pfenést s pfisluinymi obmé&nmami
z roviny do prostoru. Misto opérné pfimky tu bude opérni
rovina, misto opérmé poloroviny opérny poloprostor,
misto dvojrozmérného utvaru utvar trojrozmérny.

Uloha 35. Vyslovte definice op&mé roviny, opérného
poloprostoru a trojrozmérného Gtvaru. Uvedte
pfiklady viech téchto tfi pojmd.

Neni pfekvapujici, Ze i v prostoru plati véty obdobné
vétam IV, IV’, V. Tyto véty (které nebudeme dokazovat)
néji:

VI. Nechtj Je U drvar v prostoru, libovolnd rovina. Pak
exzstu]z nejoySe dvé opérné roviny itvaru U, rovnobéiné
s rovinou a.

VI'. Necht je U omezeny trojrozmérny irvar, o libovolnd
rovina. Pak existuji prdvé dvé (rizné) opérné roviny
utvaru U, rovnobéiné s rovinou o.

Pravé tak jako v roviné lze zavést i v prostoru pojem
praméru a Sitky.

Uloha 36. Vyslovte definice priméru a $itky omezeného
trojrozmérného tdtvaru, Najdéte pramér a
Sifku Ctyfsténu a krychle. [Pramér Ctyfsténu
je délka jeho nejdelsi hrany, jeho Sifka je
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velikost jeho nejmen$i vysky anebo nejmensi
vzdalenost dvou jeho protéjSich hran. Pramér
krychle je délka jeji télesové thlopficky, jeji
§ifka je délka hrany.]

Jako v rovin& plati i v prostoru v&ta obdobni vét& V:

VI Je-li vzddlenost dvou rovnobéinych opérnych rovin
w1y W, rovna priméru urvaru U, pak v kaidé z téchto rovin
le2t jediny hraniéni bod a spojnice téchto dvou hranicnich
bodii je kolmd k rovindm wy, w,.

P¥iklad 15. Je din rotatni kuZel, jehoZ vySka je v a jehoZ
podstava mi polomér r. Mdme uréit vSecky opérné roviny
kuZele a urcit jeho prumér.

Reseni. a) Ka?dd opémi rovina o, kterd obsahuje
vnitfni bod strany VX daného kuZele, obsahuje celou
stranu VX, nebot jinak by oddélovala body V, X a nebyla
by opérnd (obr. 26). Rovinu ¢ podstavy kuZele protne
rovina w v pfimce ¢, kterd prochdzi bodem X; podstava

50



kuZele i jeji obvod — kruZnice £ — leZi v téZe poloroving
vytaté pfimkou z. Proto je ¢ teCna kruZnice 2 v bodé¢ X
a 1)'ovina w je teCnad rovina kuZele podél strany VX (obr.
26).

b) Jestlie opérnd rovina w neobsahuje jiné hranicni
body kuZele neZ body podstavy, pak je to bud rovina p
podstavy, nebo obsahuje jediny bod X kruZnice k; pak
je to rovina prochdzejici pfisluSnou tecnou ¢ (rtiznid od
rovin ¢V, ), ktera nema s kuZelem mimo X Zidny spo-
le¢ny bod. VyloZzte podrobné!

c) Zbyvaji jeité ty opérné roviny, které neobsahuji jiny
hrani¢ni bod mimo vrchol V. Sem patfi jednak vrcholova
rovina ¢’ rovnob&Zni s rovinou g, jednak ty vrcholové
roviny, které protinaji rovinu p v pfimce, kterd nema s kruz-
nici 2 zidny spoletny bod.

Odtivodnéte, Ze jsou tim vycerpiny viecky opérmé
roviny kuZele.

Jsou-li w;, w, dvé rovnobéZné opérmé roviny kuZele,
pak je to bud dvojice o, o', nebo opémé roviny w,;, w,
protinaji rovinu ¢ ve dvou rovmobézkich o,, 0,; aspoi
jedna z pfimek oy, 0, je pak tenou kruZnice %k (proc?).

Jsou tedy tfi moZnosti:

1. Jedna z rovin w;, w, je typu a), druhd typu b);

2. jedna z rovin w,, , je typu b), druha typu c);

3. obé roviny w,, w, jsou typu b).

Pro urceni priuméru kuZele uZijeme véty VII. Podle této
véty je vyloucen pfipad dvojice o, o’ a pfipad 1 (pro¢?).
V ptipadé 2 musi byt ob& roviny w;, w, kolmé k jedné
strané kuZele a pramér je roven délce této strany, tj.
¢islu l/r2 + 22, V pHpadé¢ 3 musi byt obé roviny w,,
®, kolmé k roviné ¢ a primér je pak 2r.

Je tedy tfeba porovnat &isla Vr2 + 2% 2r. Je-li 2r =
2|t jedtzrr 4+ ooy J/3, a obracené.
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Zdvér. Pramér kuZele je roven priiméru podstavy jen
tehdy, je-i v =r V3 ; jinak je prumér kuZele roven
délce jeho strany.

Uloha 37.*UrZete $ifku rotatniho kuZele z pfikladu 15.
(Je tieba opét provést diskusi vzhledem k Cis-

lim 7, v).
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Uloha 38.*Utvar U se sklidd z rotatniho kuZele a polo-
koule (vné kuZele) omezené kruhem, ktery je
podstavou kuZele. Urcete vSecky opérné ro-
viny télesa, jeho pramér a Sifku.

Dalsi pojem, ktery Ize pfenést z roviny do prostoru, je
pojem konvexniho obalu.

Uloha 39. Vyslovte definici konvexniho obalu trojroz-
mérného ftvaru (pomoci opérmych polo-
prostorit). Jako pfiklad udejte konvexni obal
nekonvexniho télesa U, které vznikne z krychle
ABCDA'B'C’'D’ oddélenim krychle
A,B;C\D,A”"B'C"D" (viz obr. 27).



Uloha 40.*V roving ¢ je dén pilkruh K, o priméru 4B,
v roviné ¢ riznobé’né s g je din pllkruh K,
o pruméru AB. Urcete konvexni obal utvaru
U sloZeného z obou obrazci. Urdete pramér
a §ifku utvaru U.

Priklad 16. Utvar U se sklida z étverce ABCD a polo-
koule, omezené kruhem vepsanym ¢tverci ABCD. Méme
vySetfit konvexni obal a pramér utvaru U.

Reseni (obr. 28). a) Pro rozfeseni ulohy je tfeba prozkou-
mat opémé roviny utvaru U. Dana polokoule je omezena
kruhem a jistym hlavnim vrchlikem V kulové plochy K.
Vysetfime, které tecné roviny kulové plochy K jsou opér-
nymi rovinami utvaru U. Jsou to takové tecné roviny ku-
lové plochy K, jejichz dotykové body nileZeji vrchliku V
a jimiZz vytaté poloprostory obsahuji nejen danou polo-
kouli, ale i ¢tverec ABCD. Dostaneme je takto: Vedeme
z bodd 4, B, C, D teny ke kulové plose K, oviem jen
ty, které se dotykaji v bodech vrchliku V. Dotykové body
té€chto tecen vyplni Ctyfi shodné polokruZnice &y, &y, k3, %4
(z nich dvé %, a &, jsou zakresleny na obr. 28). Tyto ¢tyfi
kruZnice maji po dvou spolené body — jsou to stfedy
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P, O, R, S stran AB, BC, CD, DA; vysvétlete prol.
Z vrchliku V vynechiame ty body, jeZ lezi uvnitf kuzelovych
ploch tefen, vedenych z bodu A, B, C, D ke kulové plose
K. Zbude jistd Cast V' hlavniho vrchliku V, omezeni
polokruznicemi %, &y, kg, k4 (které k V' patfi). Z tecnych
rovin plochy K patfi mezi opérné roviny utvaru U pravé
viecky ty roviny, které se dotykaji v bodech utvaru V’.
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Obr. 29 - Obr, 30

Daile patfi mezi opémné roviny utvaru U viecky roviny
prochazejici vrcholy A, B, C, D, které nemaji s danou
polokouli Zidny spolecny bod. Konecné patfi k opémym
rovindm tatvaru U i rovina ¢tverce ABCD.

Jiné opérné roviny nejsou; odivodnéte to. Zejména
dokaZte, Ze Z4dnym hrani¢nim bodem utvaru U, ktery
nélezi vrchliku V, ale nikoli utvaru V', neprochdzi Zidna
opérna rovina.

b) Z pfedchozi ivahy snadno odvodime, co je prinikem
U vsech opérnych poloprostoru tutvaru U; je to dany
utvar U, doplnény ,,polokuZeli“ s vrcholy 4, B, C, D
a fidicimi ,,polokruZnicemi* k,, k,, k5, k,. Tento ttvar U
je konvexni obal utvaru U.

c) K uréeni primeéru utvaru U je tfeba podle véty VII

54



najit takové dva hraniéni body, jejichZ spojnice je kolma
k opé&rnym rovindm, které jimi prochazeji. Takové dvojice
hranicnich bodi jsou dvojice bodi lezicich uvnitf protéj§ich
stran ¢tverce ABCD; ty viak nepfichdzeji podle véty VII
v avahu, nebof pfisluiné opémé roviny obsahuji vice nez
jeden hraniéni bod. Z téhoZ divodu nepfichazi v dvahu
dvojice sloZzend z roviny ABC a z tené roviny kulové
plochy K, ktera je s ni rovnob&zna. Zbyvaji tedy jen dvo-
jice boda A4, C a B, D a opérné roviny kolmé k uhlopfi¢-
kim &tverce ABCD. Priamér utvaru U (i jeho konvexniho
obalu U) je proto délka uhlopiicky ctverce ABCD.

Uloha 41. Téleso T je sloZeno z komolého kuZele, ktery
vznikne rotaci rovnoramenného lichobé&znika
ABCD kolem osy jeho zdkladny AB, a z ku-
lové usele, ktera je omezena kruhem o pru-
méru CD a je utata z koule, jejiz stfed je

. sttedem zikladny AB (osovy fez je na obr.

29). Zjistéte, zda téleso propadne Stérbinou
tvaru rovinného pdsu, ktera md danou Sif-
ku d. Je dano: AB = BC = % CD =a. Je
téleso T konvexni?

Uloha 42.*a) Je ddna krychle ABCDA’'B'C’'D’. Zjistéte
konvexni obal ttvaru sloZeného z tseCek
AC, BD’, B'D’ (obr. 30).
b) Zjistéte konvexni obal ttvaru sloZeného ze
étyf (rliznych) bodi, které neleZi v roviné.
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