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Kapitola 6.

VETA HELLYOVA A NEKTERE

JEJIDUSLEDKY

Uloha 47. a) Na obr. 4la jsou nakresleny tfi kruhy
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Ky Ks, Kj, které maji aspofi jeden spoleény
bod (jejich spoleCné body vypliuji vysrafo-

9) Obr. 41 b)

vanou Cast roviny). Pokuste “'se nakreslit
¢ovrty kruh K, tak, aby prinik kazdé trojice
kruhtt K,, K,, K3 Ky, Ky Ky Ky Ky Ky
obsahoval asponi jeden bod, ale aby vSechny
Ctyfi kruhy nemély Zadny spolecny bod.

b) Na obr. 41b jsou nakresleny tfi trojahelniky
Ty, Ty, Ty, které maji (aspo) jeden spolecny
bod. Opakujte tlohu 47a pro trojihelniky,
tj. pokuste se nakreslit trojuhelnik T,, ktery
by mél obdobné vlastnosti jako kruh K,.



Pokusy z tloh 47a,b skonCily nezdarem; stejné ne-
uspé&iné by byly obdobné pokusy, kdybychom kruhy
nebo trojihelniky nahradili libovolnymi ¢tyfmi konvex-
nimi Gtvary. To v nds budi domnénku, Ze plati tato véta:

Obr. 42 Obr. 43

IX. Fsou-li diny &ty#i konvexni dirvary v roviné, z nich
ka%dé t¥i maji aspori jeden spolecny bod, pak vSecky Cty#i
ttvary maji aspori jeden spolecny bod.

Véta IX, kterd vyjadfuje velmi déle¥itou vlastnost kon-
vexnich 1tvard, se skutetné dd dokdzat. Je to tzv. véta
HELLYOVA, ktera se di pfenést na pfimku, do prostoru,
d& se zobecnit tak, Ze poCet danych utvard muZe byt
libovolny, po pfipadé miZe byt danych ttvard nekonecné
mnoho. Véta HELLYOVA ma znatny dosah; to znamen4,
%e s jeji pomoci lze odvodit fadu dalSich zajimavych
vlastosti.

Obrazek 42 ukazuje, Ze pfedpoklad véty IX o konvexité
dtvard je nezbytny; vysvétlete to podrobnéji.
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Dikaz HELLYOVY véty je jednoduchy a pouZivi jedné
pomocné véty, kterou odvodime v nasledujicim piikladu.

P#iklad 23. Mame dokdzat tuto vétu: Jsou diny &tyH
body v roviné, z nichZz Zadné tfi nelezi v pfimce a Zidny
z nich nenilezi trojahelniku uréenému tfemi zbyvajicimi,
Pak tyto &tyfi body jsou vrcholy konvexniho Ctyfuhelnika.

Resent. Dané &ty body ozname 4, B, C, D. Na obr. 43
jsou zakresleny body A, B, C a je tu vyznaceno 7 oblasti,
na které déli rovinu pfimky AB, BC, CA. Bod D lezi mi-
mo piimky AB, BC, CA; pro¢?); Bod D nemiiZe leZet
v 7ddné ze tfi vySrafovanych Casti! jinak by napf. bod C
lezel v trojuhelniku ABD’. LeZi-li bod D v nékteré ze
zbyvajicich tfi nevySrafovanych casti, oviem mimo troj-
tihelnik ABC, pak spojenim trojtihelniki ABC, ABD vznik-
ne konvexni Ctyfuhelnik ADBC. Na obr. 43 je naznaena
usecka XY, jejiz krajni bod X lezi uvnitf trojihelnika ABC
a krajni bod Y uvnitf trojihelnika ABD. Tato usecka
obsahuje bod Z strany AB, nebot lezi v (konvexnim)
thlu < ACB. Obé usecky XZ i YZ, a tedy i usecka XY,
naleZeji ctyfihelniku ADBC.

P#iklad 24. Méme dokizat v&tu HELLYOVU.

Reseni. Oznatime U,, U,, U,, U, dané &ty¥ konvexni
utvary. Dile oznalime po fad¢ A4,, A,, A;, A, bod spo-
le¢ny Gtvarim U,, Ug, U,, resp. Uy, U;, U,, resp. U,, U,,
U,, resp. U;, U,, U,. Dile je tfeba rozliSit tfi pfipady:

a) Nekteré tfi z bodtu 4,, 4,, A3, A,, napk. body 4,, 4,,
A, lezi v pfimce.

b) Zédné t#i z bodt 4,, A,, A,, A, neledi v piimce, ale
néktery z nich, napf. A4, nileZi trojihelniku A,4,A4,.

) Zadné tfi z bodt A,, 4,, A;, A, nelei v ptimce
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a ?4dny z nich neleZi v trojthelniku daném zbyvajicimi
tfemi.

Uvédomte si, Ze pfipady a), b), c) vylerpdvaji viecky
moZnosti a pokuste se ke kazdé sestrojit nacrtek. (Pntom
vyjdéte od boda A,, A,, A3, A, a pak nakreslete utvary
Ul) Uz’ Us: U4)

Probereme nyni postupné viecky ptipady a), b), c).
V ptipad€ a) necht napf. bod 4, naleZi asecce 4,4;. Oba
body A,, A, nilezi pruniku U, U, (pro¢?); podle véty I
nilezi i bod A4, pruniku U,NU,. ProtoZe vSak bod A,
ndlezi také priniku U, N U,, naleZi viem Ctyfem Gtvarim.

V ptipadé b) néleZeji viecky tfi body 4,, 4,, A3 itvaru U,
tj. i trojthelnik 4,4,4, nalezi utvaru U, (odiivodnéte po-
drobné z definice konvexniho utvaru!). Proto i bod A,
trojuhelnika A4,4,A4, naleZi dtvaru U,; mimoto vSak na-
lezi A, pruniku U,NU,N U, Bod A4, tedy nilezi viem
étyfem danym Wdtvaram.

V pfipadé c) jsou splnény pfedpoklady véty z pfikladu
23; proto body Al, Ay, A,, A, jsou vrcholy konvexniho
Ctyfihelnika, napf. v pofadku A4,4,A4,4,. Pak prisecik
uhlopficek A4 Aa, A,A,; nileZi jednak priniku U,NU,
(protoZe ndlezi useéce A,A4;), jednak priniku U nu,
(protoZe ndleZi useCce A,A4,).

Tim je HELLYOVA véta tuplné dokédzina.

Na pfimce je rozmanitost konvexnich utvari mnohem
mens$i neZ je tomu v roviné; jsou to — vime jak — jen
usecka (nenulova ¢i nulova, tj. pouhy bod) polopfimka
a pfimka. Zde lze dokdzat HELLYOVU vétu v tomto znéni:

IX'. ¥sou-li ddny t¥i konvexni iitvary na p¥imce, z nichZ
kazdé dva maji aspori jeden spoleény bod, pak vsecky ¥
urvary maji aspori jeden spolecny bod.

Pro atvary v prostoru zni HELLYOVA véta takto:
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IX''. Fe-li ddno pét konvexnich drvari v prostoru, z mchs
kasdé Ery¥i maji aspori jeden spolecny bod, pak vsecky dané
dtvary maji aspori jeden spolecny bod.

Uloha 48.*a) DokaZte HELLYOVU tulohu pro titvary na

ptimce. (Staci, dokéZete-li ji pro GseCky nulové
¢i nenulové.)
b) Pokuste se dokdzat HELLYOVU vé&tu pro
atvary v prostoru. (Postup je obdobny k postu-
pu v pfikladu 24. Je v3ak tfeba rozlisit tyto
piipady: 1) étyfi z bodu A,,...,A4;, zavede-
nych obdobné jako bddy A4,,...,4, v ptiklad
24, lezi v roving; 2) Zadné &ty z bodd
A,,...,45 neleZi v roving, ale napf. CtyFstén
A;A,A;A, obsahuje bod Ag; 3) Zidny ze
Ctyfsténii urlenych Ctyfmi z boda A,,...,4;
neobsahuje bod zbyvajici.)

Vétu HELLYOVU (a to vétu IX, IX', IX") Ize indukci
roz$ifit na libovolny pocet konvexnich utvari.

P¥iklad 25. Médme dokazat toto rozSifeni véty HELLYOVY:
Je-li ddno v roviné n konvexnich itvarii (n = 4), z nichz
kazdé tfi maji aspoii jeden spole¢ny bod, pak viecky utvary
maji aspon jeden spolecny bod.

Reseni. Vétu dokdfeme matematickou indukci. Vime, Ze
plati pro n = 4; pfedpoklddejme, Ze plati pro jisté # a do-
kazme, Ze pak plati pro n + 1.

Necht je tedy ddno n + 1 konvexnich utvard v roviné,
oznalenych U,, U,,..., Us, U, ., z nichZ kaZdé tfi maji
aspon jeden spole¢ny bod. Vysetfujeme 7 Gtvart

Ul’ Ua,o.-, U’l—l’ U"l == Ufl n U"+1; (39)
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ty jsou vesmés konvexni (proc?) a kaZdé tfi z nich maji
aspodl jeden spoleny bod. SkuteCné, zvolime-li napf.
trojici U,, U,, U,, pak je tato podminka splnéna podle
pfedpokladu véty. Zvolime-li napf. trojici U,, U,, U,

il 7 s . 9

- » ? >
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pak uZijeme prvni véty HELLYOVY: podle ni maji ttvary
U,, Uy, Usy Unyy asponl jeden spolecny bod (odavodnéte
podrobné!) a tento bod nileZi i dtvaru U’, = U,NU,,,.

Podle indukéniho pfedpokladu maji utvary (39) aspon
jeden spolecny bod a ten nileZi viem utvarim U,, U,,...,
Ua, Upyy; tim je rozsifeni HELLYOVY véty dokizino.

Pozndmka. Vétu HELLYOVU lze rozsifit i na nekonetné
mnoho konvexnich ttvard v roving; v tomto pfipadé vsak
je potfeba jesté pozadovat, aby Utvary byly omezené. Obr.
44 ukazuje nekone¢né mnoho konvexnich dtvarii neome-
zenych (jsou to poloroviny g,, 02, 03,...), Z nichZ kazdé tii
maji sice aspori jeden spolecny bod, ale Zidny bod neni
spoleény viem témto polorovindm.

P¥iklad 26. V roviné je vyznaeno #n bodl (n = 4). Po-
kusy jsme zjistili, Ze kaZdé tfi z nich lze zakryt korunovou
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minci. Dokonce se ndm podafilo zakryt korunovou minci
viech n bodu zirover.. Mame zjistit, zda tato posledni sku-
teCnost je ndhodna, zpiisobena jen zvlaStni polohou danych
bodu, nebo zda se da odvodit z vysledki pokusi.

Reseni. Vysledek pokusu se d4 geometricky formulovat
takto: v roviné je ddno n bodi, z nichZ kazdé tfi lezi v kru-
hu o poloméru r. Mdme zjistit, zda z toho vyplyva, Ze
viech n bodu lezi v jistém kruhu o témZ poloméru r.

Kolem kaZdého z danych boda 4,, A4,,..., A» opiSeme
kruh o poloméru r. Tak dostaneme kruhy K;, K,,..., K.
Existuje-li kruh K o poloméru r, ktery obsahuje vSechny
dané body, md jeho stfed S od kazdého z danych boda
vzdalenost mensi nebo rovnou Cislu 7, tj. stfed S naleZi
viem kruhtim K, K,,..., K,

Existenci kruhu K, resp. jeho stfedu S zjistime podle
véty HELLYOVY. Zvolme libovolné tfi z kruhd K,, K,,...,
K., napf. kruhy K;, K,, K;. Jejich stfedy A,, 4,, A5 leZi
v jistém kruhu K,,; o stfedu S;,, a poloméru r. Bod S,
ma tedy od kaZdého z bodu A,, 4,, A, vzdilenost mensi
nebo rovnou 7, proto ndleZi viem tfem kruhum K;, K,
K.

To znamend, Ze kazdé tH z kruha K,, K,,..., K, maji
aspofi jeden spole¢ny bod; tyto kruhy spliuji tedy pied-
poklad véty HELLYOVY a tim je existence stfedu S zaru-
Cena.

Dalsi dasledky véty HELLYOVY, které uvedeme bez
odvozeni, jsou véta JUNGOVA a véta BLASCHKEOVA.

X. Kazdy rovinny urvar konvexni & nekonvexni o primé-

d
ru d se dd umistit do kruhu o poloméru V—g (véta JUNGOVA).
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XI1. Do kasdého omezeného konvexniho ttvaru v roviné,
. r wry ot v 1
ktery md S$ifku s, lze umistit kruh o poloméru 5§ (véta
BLASCHKEOVA).

Pozndmky k obsahu vér X, XI.

Je-li U rovinny ttvar o pruméru d, pak je patrné, Ze jej
Ize umistit do kruhu K o poloméru d. Stadi totiZ zvolit za
stted S kruhu K libovolny bod ttvaru U; pro vzdilenost
kteréhokoli bodu X utvaru U od bodu S plati podle dlohy
27 vztah SX = d. Proto lezi vSechny body twtvaru U
v kruhu K.

Vyznam véty JUNGOVY spocivi v jejim tvrzeni, Ze polo-
mér kruhu K lze (pfi vhodné volbé stfedu §) zmensit na

hodnotu %_ <d.

Obdobné je tomu s vétou BLASCHKEOVOU. Tato v&ta
vyjadfuje vysledek, ke kterému se dospélo pfi hledidni co
nejvétSiho kruhu, ktery se da umistit do omezeného kon-
vexniho utvaru §ifky s. Ukdzku hledani takového kruhu
piedvadi priklad 27.

Priklad 27. Je din omezeny konvexni rovinny utvar
U sitky s. Mame zjistit, zda existuje kruh, jehoZ polomér
zavisi jen na Sifce s a 0 némz lze bezpefné tvrdit, Ze jej lze
umistit do utvaru U.

Reseni. Oznaime d pramér utvaru U, p, ¢ obé opémé
primky, jejichz vzddlenost je d. Kazd4 z ptimek p, g obsa-
huje pravé jeden hranicni bod; oznalme tyto hranicni
body A4, B, podle véty V vime, Ze je AB | p, AB | g,
AB = d (obr. 45). Vedme dile obé opémé ptimky m, n
rovnobézné s pfimkou AB. ProtoZe vzdilenost pfimek
m, n je aspon s a protoZe pas roviny P jimi omezeny obsa-
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huje Gseku AB (kterd ndleZi utvaru U), m4 aspori jedna
z ptimek m, n od pfimky AB vzdilenost vét$i nebo rovnou

% s; budiZ to pfimka m. Na pfimce m leZi v pasu P aspoii
jeden hraniéni bod C titvaru U.

b 3

Obr. 45

Tak jsme dostali trojihelnik ABC, jehoZ viechny vrcho-
ly nédleZeji utvaru U; proto trojihelnik ABCi kruh K ome-
zeny kruZznici % jemu vepsanou ndleZi Gtvaru U. Odhadne-
me polomér ¢ kruZnice k; k tomu pouZijeme znidmého
vzorce

24
Q= o0 (40)
kde 4 je obsah trojihelnika ABC, o délka jeho obvodu.
Pro vysku v na stranu AB plati ziejmé

1
2
obsah 4 tedy spliuje vztah

ssSv=s=d; (41)
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1 1
A=5dvzyds (42)

ProtoZe vrchol C leZi uvnitf pisu P, je velikost kaZdé ze
stran AC, BC nejvyse |/d® + 2, plati tedy podle (41)

o=d+2Ja +o¢ =d+2d|2 = 3d)2. (43)
Spojime-li nerovnosd (42), (43) s formuli (40), dostaneme

Tim je odhad pro polomér ¢ kruhu K nalezen. Tento
odhad je v8ak pfili§ nizky; véta BLASCHKEOVA davi odhad
1

pEiznivejsi o = 3 5= 0,333 s.

)
D

J G E [
"\',
\Q“\\\\i\\
Obr. 46
Vétu JUNGOVU i BLASCHKEOVU budeme nyni ilustro-

..\\ ‘\(;.'s
LA

A

P¥iklad 28. Na obr. 46 je nakreslen nekonvexni deviti-
uhelnik ABCDEFGH}Y; jeho konstrukce je patrnd z nacrtu:
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AB=5,CE=EG=Gf=DF=FH =1, < AfH =
= < HGF = < FED = <X DCB = a < 90°. Mime
stanovit hel a tak, aby pramérem devititihelnika byla dél-
ka usecky AC a mime ovéfit vétu JUNGOVU.

Re$enf. Abychom zjistili priimér, musime najit dvé
rovnobéZné opémé pfimky, z nichz ka?da obsahuje jediny
hrani¢ni bod; spojnice téchto dvou hrani¢nich bodd musi
byt kolma k obéma opérnym piimkim (véta V). To je
mozné u daného devituthelnika U jen dvojim zpisobem:
pEisluSné hrani¢ni body jsou bud A4, B, nebo 4, C (B, ¥).
Vypocteme vzdilenost AC z pravouhlého trojihelnika

AMC: plad AM = 4, CM = cotg%a, tj.

AC = l/ 16 + cotg? -; a. (4
Polozime podminku AC > A4B, tj.

l/ 16 + cotgz—;— a> 5;
odtud plyne po uprave

cotg % a> 3,

tj. a < 18°26 (ptiblizng). Dile je & ABC = 90° — _ q,

& A¥C = 90° + a. To znamen, %e viemi Ctykmi body
A, B, C, ¥ lze prolozit krumici % o stfedu S, ktera obsa-

huje uvnitf i body E, G, D, F, H, tj. cely devitithelnik
ABCDEFGHY.
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Vypocteme polomér kruZnice % z délky tétivy AC a ob-
vodového uhlu velikosti 90° — —; a. Z rovnoramenného
trojuhelnika ACX se zdkladnou AC a protéjsim thlem ve-
likostd 90° — % a (viz obr. 47) vyplyva pro polomér r
kruZnice k:

r = .
2sin (45° — ga) cos (45° — +a)
_ AC 1 _ AC ' (45)
2sin (90° — 5 a) 2 cos —;a

Stted S tedy sestrojime jako vrchol rovmoramenného
trojihelnika ACS se zikladnou AC, leziciho v poloroviné
ACB; ptitom zname ze vzorci (44), (45) délky viech stran

tohoto trojiihelnika. ProtoZe je cotg% a> 3,je
1

Sin?'?a

| . 1 1
— 2 __ _ 2 - .
=1 + cotg®-a > 10, sin* za> — 1@
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1 9 1 1 _Jwo

cos? ~a >~ cos_ -
> ] 1
27710 1/10 cos 1 a 3
tj. podle (45) plat
— 1
_1_4c¢ <AC )0 <ACTF> %)
C057 a

coZ souhlasi s vétou JUNGOVOU.

Uloha 49.*Na obr. 48 je nekonvexni titvar U omezeny
dvéma polokruZnicemi &,, &, a dv€ma tGseCkami
BC, CS; je AS = BS = 2BC = 1. Zjistéte

prumér utvaru U a ovéfte vétu JUNGOVU.

Uloha 50. Je din konvexni ¢&tyfahelnik ABCD, jeho#
prumér je délka strany AB. Nad tétivou AB

sestrojte kruZnici o poloméru A—%B tak, aby

jeji stfed lezel v poloroviné ABC a ovéfte
vétu JUNGOVU. [Néavod: zkoumejte velikost

thlt < ACB, < ADB.]

b) Je dédn konvexni ctyfahelnik ABCD, jehoz
priumér je délka uhlopticky AC. Ovéfte vétu

JUNGOVU obdobng jako v tloze 50 a).

c) Pokuste se rozfeSit obdobné dlohy pro ne-

konvexni ¢tyfihelnik.

Uloha 51. a) Ové&fte vétu JUNGOVU pro rovnostranny
trojihelnik. Jaky vyznam ma tato zcela jedno-

ducha dloha?

*) Plati — V —

ol ncrovnosti.
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b) Na obr. 49 je nakreslen pravidelny hvézdi-
covy sedmithelnik. Zjistéte jeho primér a
ovéfte vétu JUNGOVU.
Pozndmka. Je-li v kruhu o poloméru r umistén (omeze-
ny) utvar (konvexni i nekonvexni), lze tvrdit, Ze pro jeho

Obr. 49

primér d plati nerovnost d = 2r; to plyne z vysledku
ulohy 28. Obricené, kdyZ omezeny ttvar U v roviné ma
prumér d, pak zfejmé pro polomér r nejmensiho kruhu K,

do néhoZ se d4 utvar U umistit, plati » g%d ; Vyznam vty

Jungovy je v tom, Ze omezuje polomér r kruhu K shora.
PFiklad 29. V devitithelniku U z pfikladu 28 méme zvo-
lit vhel a tak, aby Sifkou utvaru U byla vzdéilenost rovno-

bé%ek AB, C¥. Mame zjistit, zda pro nekonvexni utvar U
plati ¢i neplati tvrzeni véty BLASCHKEOVY.

Reseni. Vzdilenost rovnobéZek AB, C¥ je cotg a. Opérné
piimky utvaru U, které jsou navzijem rovnobézné, procha-
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zeji bud vrcholy A4, C (B, ¥) nebo vrcholy A4, B. V prvnim
piipadé se vzdalenost rovnobéZnych opérnych pfimek po-
hybuje mezi vzdilenostmi AC, CM, pfiCemZ je vidy
AC > CM, a mezi vzdilenosti AC a vyskou v trojiuhelniku
ABC na stranu BC. V druhém pfipadé se vzdalenost
rovnob&Znych opérnych pfimek pohybuje mezi vyskou v
trojithelnika ABC na stranu BC a vét$i z obou vzdalenosti
AB, AC. Pro vysku v dostaneme z AABC

v=>5 cos—;— a, (46)

nebot ¥ABC = 90° — - a. Vzdilenost CM je tedy

Sifkou utvaru U jen v tom pfipadé, kdyZ plati ziroven
CM = AB, CM = v; protoze je v < AB (thel <<ABC
je ostry), je vzdilenost CM Sifkou utvaru U jen v tom pfi-
padg, kdyz plati CM = v, neboli vzhledem k (46)

cot la = 5cosla. (47
83 2

Upravou nerovnosti (47) dostaneme nerovnost sin %a 2%
a odtud z tabulek piibling a = 23°04".

Nejvétsi kruh, ktery lze umistit do devititihelnika U,
je omezen kruZnici &, opsanou rovnoramennému trojtthel-
niku DFN (obr. 50); pokuste se toto tvrzeni dokazat.
K vypoctu poloméru r kruZnice k uZijeme vzorce pro polo-
mér opsané kruZnice

, o abe
T 44
kde a, b, ¢ jsou délky stran trojuhelnika, 4 jeho obsah.
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1
V naSem pfipad¢ (obr. 50) vypolteme a = b =
2sin—-a,

* 2
! ! s odtud dile 4 = + !
¢ =1, v = 5 cotg 5 a; odtu e 4= 7 cotg 5-a
a kone¢né

D S . (48)

Obr. 50

ProtoZe v naSem pfiklad€ je Sifka utvaru U déna vzorcem

s=CM= cotg% a, je —31- s =—;— cotg -}a. Podle (48) snad-

.. . 1 , . .
no zjistime, Ze je r > 35 nebot tato nerovnost je ekviva-

! qata je splnéna prokazdé a.

. .3
lentni s nerovnosti 0] > cos? 2
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Tvrzeni véty BLASCHKEOVY tedy plati vtomto p¥ipadé
i pro nekonvexni tutvar.

Uloha 52.

Na obr. 51 je nekonvexni dtvar U, ktery je
vytat z mezikruZi $ifky 4, a to primérem vétsi
kruZnice; polomér vétsi kruZnice je o. Zjistéte,
za jaké podminky neplati pro utvar U tvrzeni

BLASCHKEOVY Vvéty. [Vyjde é < %9.]

Uloha 53.*Zjistéte, zda pro nekonvexni titvar U z tlohy 49

Uloha 54,
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(obr. 48) plati tvrzeni véty BLASCHKEOVY.
Urcete konvexni obal U dtvaru U a ovéfte si
pro n¢j vétu BLASCHKEOVU.

Pomoci Sifky trojihelnika (iloha 26) ovéfte, Ze
pro trojihelnik plati véta BLASCHKEOVA.
Jaky polomér ma nejvé&tsi kruh, ktery lze umistit
do trojuhelnika ? Vyslovte domnénku a odivod-
néte ji.
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