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2. kapitola

RESENf NEKTERYCH SPECIALNICH TYPU
ALGEBRAICKYCH ROVYNIC

1. Kvadratické rovnice
s redlnymi koeficienty

V tomto odstavei si zopakujeme nékteré skolni védo-
mosti. Je-li ddna kvadraticka rovnice tvaru

(16) ax? +bx +¢ =0,

kde a, b, ¢ jsou redlna ¢&isla, pak kofeny se vypod&tou
ze zndmého vzorce

—b + |/b* — 4ac
(17) Tye = 12 a .
Podobné v ptipadé normované kvadratické rovnice
(18) 2> +pxr +q =0,
kde p, g jsou realna &isla, se kofeny vypoétou ze vzorce
— P |7 _
(19) Zyg = B :IZV yalaC

ktery je dusledkem vzorce (16) proa =1,b =p,c =gq.
Vyraz pod odmocninou ve vzorei (17) D = b2 — 4dac se
nazyvd diskriminantem kvadratické rovnice (16). Pro-
toze je diskriminant rovnice (18) roven tislu p? — 4q, je
¢islo pod odmocninou ve vzorci (19) &tvrtinou diskri-
minantu rovnice (18).

Je tieba si dobfe uvédomit, jaky vlastné maji vzorce
(17) a (18) smysl. UvaZujme napf. vzorec (19) pro nor-
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movanou rovnici (18). Pfedn& si musime uvédomit, Ze
vzorec (19) zastupuje vlastné dva vzorce pro dva kofeny
Ty, Xyt

(20) ¢1=—— V——q 8 Ty = ————V——q

Tyto vzorce maji zcela jasny smysl, pokud je dslo 2 T

pod odmocninou kladné nebo nula (tj. je-li diskriminant
kladny nebo nulovy). Je-li diskriminant kladny, dost4-
vame ze vzorcu (20) pro kofeny z,, z, dvé riznd ¢isla.
Véc je také jasnd v piipadé nulového diskriminantu.
Pak ]eV——q =0az —-3‘2=—--%.

Slozit&jsi situace nastava v pfipadé, kdy diskriminant

je zapoley, tj. kdy —I;i — ¢ < 0. V tom pFipad8 nema
2
dislo l;— — g v redlném oboru smysl. Kvadratické rov-

nice ma pak dva komplexné& sdruZené kofeny
pz

R
a :v2=—%—il/ 1

__q .
Zde nardZime na pojem odmocniny ze zdporného &isla,
ktery je pfedmétem nasledujiciho odstavce.

Ty =

2, Druh4 odmocnina
komplexnfho ¢isla

Ze Ekoly uZ zname, Ze druha odmocnina kladného ¢isla
z je kladné ¢islo y, pro které plati y* = x. Takové kladné

¢islo y existuje pravé jedno a znadime ]e y = |/=. Dale
definujeme J/0 = 0.
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Protoze ke kazdému nezdpornému é&islu z je ptitazena

pravé jedna nezdpornd hodnota y = ]/a: miizeme odmoc-
ninu povaZovat za redlnou funkei redlné proménné
8 defini¢nim oborem (0, o). Jeji graf vidime na obr. 1.

4

y=h

o
PG I,
: ¢

Obr. 1.

Poznamenejme jekté, Ze je-li déno &islo z >0 a je-li
y =)=z (tj. plati-li, %o y >0 a y* =2), pak mie
vzniknout otédzka, pro¢ za druliou odmocninu nepo-
vaZujome také z»iporné tislo —y, kdy% i &tvereo &isla
—y je roven z, nobof je (—y)? =y ==z V tomto
smyslu by na rozdfl od na#f definice méla druhd od-
mocnina kladného &sla dvé hodnoty lidicf se znamén-
kom a nebyla by tedy funkei z jako p#i nadi definici.
(funkéni hodnota by nebyla definovdna jednoznaéné). To
je jednim z diivodii, prod pti poditani s &isly v redlném
oboru definujeme odmocninu jako vySe, tj. bereme od-
mocninu vzdy kladns,

Podivejme se nyni na pojem odmocniny v komplex-
nim oboru. Zde jiZ neni moZno definovat odmocninu
z daného komplexniho ¢&fsla 2 jako funkei tohoto é&fsla =z,
tj. jednoznadng. Zde prosté definujeme druhou odmocninu
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komplexniho &isla x jako kaidé komplexnt &islo y, pro nés
je y* = x. Ukazme nékteré priklady.

Priklad 4. Umocnénim 8iscly, = 2 +3iay, = —2 —
— 3i na druhou dostavime v obou piipadech éislo z =
= —5 + 12i. Cisla y, a 9, jsou tedy druhymi odmocni-
nami éisla x = —5 + 12i.

Piiklad 5. Umocnénim d&isel y, = 2i a y, = —2i na
druhou dostidvéme v obou pripadech &islo —4. Cisla 2i
a —2i jsou tedy druhymi odmocninami é&isla —4.

Priklad 6.Cislo = 3*) m4 zfejmg& dv& druhé odmoeniny
%= V3, ¥, = — /3 (zde symbol }/3 zna# hodnotu druhé
odmocniny z &isla 3 v redlném oboru, tj. kladné &islo,
jehoz &tvercem je &islo 3). Na tomto piikladé je patrny
rozdil definic odmocniny v reilném a komplexnim
oboru.

Priklad 7. D-uhymi odmoeninami &fsla i jsou é&isla

2 .12 2 . V2 -

Y = VT +112— a Yy, = —VT—I—V2— Druhymi od-
mocninami ¢isla —1 jsou zFejmé &isla y, =i, y, = —i.

Ve viech t&chto pfikladech byly ke kazdému kom-
plexnimu &islu uvedeny dvé druhé odmocniny a byla
to vidy é&isla opaéna. To nis vede k domnénce, Ze Ize
odekavat spravnost tohoto tvrzeni:

Véta 7. Ke kaZdému komplexnimu &islu x # 0 existuji
prdvé dvé raznd komplexni, vzdjemné opaénd Eisla y,, y,
takovd, Ze y? = y2 = x.

*) Uvddomte si, Ze redlnd &fsla jsou specidlnim pripadem
&isel komplexnich (jejich imagindrni ¢ést je rovna nule)!
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Toto tvrzeni miZeme vyslovit také takto: Kazdé
komplexni ¢islo z # 0 ma v komplexnim oboru pravé
dvé druhé odmocniny ¥, a y,. Cisla y, a y, jsou pritom
vzdjemné opadnd, tj. plati y, = —y,. (V Gaussové ro-
viné jsou tedy &isla y, a y, soumérnd vzhledem k po-

datku — viz obr. 2.)
’

o .
yp=-a-bi Obr, 2.

Tuto vétu nyni dokdZeme. Diikaz provedeme v n&ko-
lika krocich. DokaZme nejprve, Ze ke kazdému komplex-
nimu &slu 2 = a -+ bi existuje alespofi jedno éislo y =
= ¢ 4 di takové, Ze y2 = z. Pokusme se takové &islo ¥
nalézt. Hledame tedy &isla ¢ a d takové, Zé plati rovnost

(¢ +di)? =a +5bi.
(2 —d?) + 2cdi = a + bi.

Dvé komplexni &isla jsou si rovna, rovnaji-li se jejich
redlné a imagindrni &asti, tj. plati-li
(21) ¢ —d2 =a,
2¢d = b.
Z téchto dvou rovnic vypoéteme hledand &isla ¢ a d.

Odtud plyne
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Umocné&nim obou rovnic na druhou dostaneme vztahy -
(c2 — d2)? = a?,
4c%d? = b2
Sedtenim obou rovnic dostaneme postupn& rovnice
(2 —d?)? + 4c%d? = a® + b2,
¢t — 2¢2d? +d* + 4¢3d? = a? + B,
ct + 2c%d? +d* = a® + b2,

(c + d?)2 = a? + b2
a tedy

le2 +d?| = Ja® B2
Proto¥e jak c* - d? tak i }/a? + &* je kladné &slo, méme
(22) ¢ 4-dt =]a? +0o
Sedtenim vztahd (22) a (21) dostdvime

22 =a + |a¥ + 52
&ili

(23) = % (@ + [a® + 8.
Odettenfm (21) od (22) dostévdme

24 = —a +Va‘-‘ + b2
&ili

(24) = - (—a + Var 759
B! gr ety
DokaZme nyni, Ze vyrazy a -+ ]/a,2 +5 a —a 4+
+ ]/a,2 + V2 stojici v (23) a (24) v zdvorce jsou nezdporné.
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Plati totiZ pro libovolna realnd ¢&isla a, b tato nerovnost:

a? + b = a2
a tedy i
(25) Jar + 5 = |al.
Protoze je dale
o za,

plyne z nerovnosti (25) nerovnost
Va2 4+ =a

¢éili nerovnost
—a + e+ = 0.
ProtoZe je viak také
lo| = —a,
dostivame z nerovnosti (25) nerovnost
V& ¥ 2 —a
¢ili nerovnost

a +)a® F02 0.

Tim je dokézéno, %e oba vyrazy jsou nezdporné.
ProtoZe jsou tedy na pravych strandch rovnosti (23)
a (24) nezdpornd ¢&isla, dostaneme odmocnénim

(20) M=V%m+%ﬁﬁ»
.

(27) i =] 1+,

Vzorce (26) a (27) ndm dévaji hodnoty &isel c a d aZ na
znaménko. Snadno se muZeme piesveédéit, Ze lze vidy

poloZit ¢ =V—;— (a —|—]/a2 +5%) ad= 4
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piipadé, kdy b = 0 a znaménko — v piipadg, Ze

:[:V% (—e + ]/a2 + b2-) ,'pi"iéemi znaménko - volime
v
b < 0. Je tedy odmocninou ¢isla a + bi &islo

@) |5+ V—; (—a + V@B,

kde bereme znaménko - je-li b = 0 a znaménko — je-li
b < 0. Je-li totiz b = 0, pak je

(Vi @ + or +8) +i V—l— (—a + l/éz—+b2))z=

~ 5 @+VFTH — 5 (—a + )T +

O N

=a +1i V(a —[—]/a2 + b2) (—a +Va,3——|—b‘-’) =
=a+ilfa? P —a*=a +i|t* =a +bi
Podobné je-li b < 0, pak je

. (V_;_(a +V“2—+b2)—il/% (—a +Vm))2=

=5 @ +VE T — 5 (—a +F T —

—a | L tVE e |5 e VT
—a—1V(a —|—l/a,2 +b) (—a _|_]/az b?) =
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—a—ij@d Fr—at=a—ilb? =
=a—i(—b) =a + bi.

Tim je hotova prva &ist dikazu, ve které jsme nejen
dokézali existenci alesponi ]edné druhé odmocniny k da-
nému komplexnimu &islu, ale i udali vzorec (28), ktery
nam umoziiuje snadno tuto odmocninu vypoditat.

DokaZme nyni druhou &ist naeho tvrzeni. Oznaéme
odmocninu ¢&isla z stanovenou vzorcem (28) symbolem
¥:. Oznaéme déle y, = —y,, tj. ¥, je opaéné ¢&islo k &islu
¥,. Pokud je y, # 0, je vidy y, # v, a snadno se dokaZe,
Ze i ¢dislo y, je odmocninou ¢isla z. Je totiZz (y,)? =

= (—y)? = ?/1 = z. Tim je dokdzdno, Ze vidy existuji
alesponi dvé ruzné, vzdjemné opatné druhé odmocniny
daného nenulového komplexniho é&isla.

Ditkaz bude ukon&en, dokdZeme-li jesté, Ze tyto druhé
odmocniny jsou pravé dvé. Piedpoklidejme, Ze ze
vzorce (24) jsme pro odmocninu z &isla * = a + bi £ 0
dostali ¢islo , = m + ni. Potom je i éislo y, = —y, =
= —m — ni druhou odmocninou ¢&isla z. Predpokla-
dejme dale, %e by existovalo jesté lislo z = p +gqi
takové, Ze z £ y,, 2 £ ¥, a 22 = x (tj. 2z by bylo dalsi
druhou odmocninou riznou od ¥, a ¥,). Z rovnosti

Y=z 2=z
nyni plyne, Ze y? = 22, tj.
(m + ni)* = (p + gi)".
Umocnénim dostaneme rovnost ,
(m? — n?) + 2mni = (p*— ¢*) + 2pqi.
Z rovnosti téchto dvou komplexnich ¢isel tedy plynou

tyto rovnice:
(29) m— ot = pt— g, ¥

29



(30) 2mn = 2pgq.
Z rovnosti y3 = 22 plyne dale rovnost

2 — |g2
il lyil = 2
la* = [l
Odtud plyne rovnost
(31) m* 4 n? = p* + ¢
Sedtenim (29) a (31) dostdvdme rovnost
2 — 2
i 2m? = 2p
m? = p,
Je tedy
(32) | = |pl.

Z rovnosti (32) plyne, Ze je bud m = p, nebo m = —p.

Je-li m = p, plyne z rovnosti (30), Ze n = ¢ a je tedy
z2=19p +qi =m +ni =y, To je viak spor s pfedpo-
kladem, Ze je z # y,.

Je-li m = —p, plyne z rovnosti (30), Jo n — —qaje
tedy z =9 +qgi = —m —ni = —y, = y,. To je spor
s ptedpokladem, Ze z # y,.

Tim je dokéazano, Ze k ¢islu = # 0 neexistuji kromé
tsel 4, a y, = —vy, Zadné jiné komplexni odmocniny.
Dikaz nadeho tvrzeni je hotov.

Dikaz jsme mohli udélat i mnohem jednoduseji,
8 pouZitim zakladni véty algebry. Tato vé&ta viak nebyla
dokézéna, a proto jsme radéji dali prednost elementar-
nimu dikazu na$eho tvrzeni. Dikaz by se provadél
takto: Podle definice je druhou odmocninou komplexni-
ho &isla x + 0 takové komplexni islo y, Ze plati y* = 2.
Je tedy kazdy kofen rovnice

¥ y¥?—z =0
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druhou odmocninou komplexniho ¢&isla z. To je viak
algebraické rovnice druhého stupné a podle zdkladni
véty algebry mé tato rovnice alesponi jeden kofen y, =
=c +di. Zf'ejmé je ¥, # 0, nebot jinak by bylo 0 =
= y? =z, coZ neni pra,vda, Polozime-li y2 = —c¢ —di,
jev. Y, & plat.i B=0—d +2di, y;, =c2—d* +
=+ 2¢di ¢ili y? = y2 = z. Nalezli jsme tak dva rizné ko-
feny rovnice y2 — x = 0. ProtoZe tato rovnice je druhého
stupné, mizZe mit podle véty 4 nejvyse dva kofeny.
Odtud plyne nae tvrzeni, Ze ke ka?dému komplexnimu
dislu ¢ # 0 existuji dvé rizné, vzdjemné opaéné druhé
odmocniny.

Nyni vypodteme né&kolik piiklad na vypodet dru-
hych odmocnin komplexniho ¢&isla.

PFiklad 8. Vezméme ¢&islo x = —5 +- 12i z pifkladu 4.
Protoze je b = 12 > 0, dostavime ze vzorce (28) se zna-
ménkem -} toto éislo:

y, = /% (—5+)/25 +144) +il/% (5+)/254+144) =

V4 s +Vﬁ§)+iV%(5 +169) =

=/% (—5+13)—|—iV—;(5+13)=
=)e +i}9 =2 +3i

Pro druhou hodnotu odmocniny y, dostivame éislo y, =
= —y, = —2 — 3i. Dospivame tak k vysledku ptikla-
du 4.

Priklad 9. Vypoétéme druhé cdmocniny ze zéporného
éfsla x = —4 = —4 4 0i.
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Protoze je b = 0, vezmeme ve vzorci (28) znaménko
+-. Je tedy

Y, = V (—4 +]/18) +1V— (4 +l/16)

=)0 +i.2 = 2i.
Dile je y, = —y, = —2i.

]

RXx=a +bi

)

/0

/’ |

4 1

/ |

Yoo

/ |

/ I

/\ |

/ ]

’ 1

L

0 a
Obr. 3.

Druhé odmoceniny z komplexniho ¢&isla maZeme po-
ditat i jinym zplisobem. Vyuzijeme k tomu tzv. gonio-
metrického vyjadrent komplexniho éisla. Je-li dano kom-
plexni &islo @ = a - bi, « # 0 (viz obr. 3}, lze jeho polohu
v Gaussové rovingé jednoznaéné charakterizovat pomoci
jeho vzdalenosti od poé¢itku r a pomoci Ghlu ¢, 0 < ¢ <
< 2m, ktery svird jeho privodi¢ s realnou osou. Plati
pak vzorce

a =rcos @, b=rsingep,

kde r —Va2 + 8% Pokud a # 0, tj. pokud je ¢ # —

4@ :,é — (Je -lia = 0, jedn4 se o ryze imaginarn{ élslo)

32



lze @ snadno uréit z goniometrické rovnice tg ¢ = TI;— .

Je ovSem treba si uvédomit, ve kterém kvadrantu Gaus-
sovy roviny &islo a + bi lezi. Je tedy

a + bi = r(cos ¢ +isin g¢).
Priklad 10. Vyjadfeme goniometricky &slo 3 - 4i.
Jest r=Ja*+b0 =3 +4 =25 =5,
4

tg @ = F .
V logaritmickych tabulkich nalezneme, Ze ¢ = 53°08'.
Je tedy
3 + 4i = 5(cos 53°08’ + i sin 53°08’).
Pomoci goniometrického vyjadieni
x = r(cos p +isin @)

daného komplexniho ¢isla # pak obé druhé odmocniny
ihned dostaneme ze vzorci

Vr (cos +isin g]

(32) 4 —I- ¢ +27
5 -

= Jr cos

— +1sm

Dikaz, Ze éisla (32) jsou h]eda.nymi druhymi odmoc-
ninami, se snadno provede umocnénim é&isel ¥, a y, na
druhou pomoci vzorei pro funkee dvojnasobného thlu.
Provedeme ho napf. pro y,. Plati

2
Y= r(cos hd +1isin _‘L’] =r [(0032 -?)i — 8in? %] +

2 2 2

+i[2sin%cos%]] = r(cos p 4 isin¢) = z.
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Pfiklad 11. Vypoétéme opét druhé odmocniny é&isla z

z piikladu 4. Je tedy 2 = —5 + 12i, takze
r=1)25 144 = |/169 = 13
12
a g = — 5 =—24

Protoze je ¢islo —5 + 12i v druhém kvadrantu, dosta-
neme z tabulek ¢ = 112°37', Je tedy

— 112°37° . . 112°37
Y = V13 cos ———— +1sm—3
2 2
= ]/13 (cos 56°18’ + i sin 56°18') =
— 3,60555(0,55484 - i 0,83196) = 2 + 3i.

3. Kvadratické rovnice
s komplexnimi koeficienty

Se znalostmi, které jsme nabyli v odstavei 2 jiz snadno
miZeme Fesit kvadratické rovnice s komplexnimi koefi-
cienty. M&jme danu kvadratickou rovnici

(33) ax? +bzx +¢c =0,

kde a, b, ¢ jsou komplexni ¢isla, a 7~ 0. Rovniei (33) na-
pifeme ve tvaru
(34) ax? + bxr = —c.

Obg strany rovnice (34) nasobme &slem 4a a pridtéme
k nim b2, Dostaneme rovnost

4022 + 4abx + b® = b® — 4dac
éili rovnost
(2az + b)2 = b — 4ac.

34



Ctenéi si zajisté vSiml, Ze viechny tdpravy, které jsme
dosud udélali, jsou v oboru komplexnich &isel ptipustné.
Dale vidime, Ze v posledni rovnici stoji na pravé strang
komplexn{ &islo. Chéeme nyni najit takové komplexni
dislo y, jehoz &tverec je roven ¢&islu b2 — 4ac. Takova
disla — druhé odmocniny éfsla b — 4ac — existuji dvé,
pokud b2 — 4ac # 0. Pro b2 — 4ac = 0 je y = 0. Je-li
¢ jednou z odmocnin, je &islo —y odmocninou druhou.
Polozime-li nyni

2az, +b =y,
dostaneme jeden koten kvadratické rovnice
_—b+y
(35) T = %

Polozime-li ,
2ax2 + b = _"?/,
dospivime k druhému kofenu
—b—y
(36) T
kvadratické rovnice (33).

Vzorce (35) a (36) pro kofeny z,, , miZeme struéné

zapsat vzorcem
—b +
(37) Zia = Y

T 2

kde y znaéi jednu z obou hodnot druhé odmocniny z ¢isla

b — 4ac. Oznadime-li y = |/b? — 4ac, pak lze vzorec
(37) psit ve tvaru

(38) Ly =
coZ je vzorec zcela totoZny se vzorcem (17) pro kofeny
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kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty. Je tieba

viak dat pozor na jiny vyzna,m symbolu V

Protoe reilnd disla ]sou jen specialnim piipadem
komplexnich ¢isel, miiZzeme jiz snadno odpovédét na zby-
vajici otazku, jaké je feleni kvadratické rovnice s redlny-
mi koeficienty v ptipadé zaporného diskriminantu. Jedna
se totiZ jen o specialni ptipad feSeni rovnice s komplexni-
mi koeficienty. V tomto piipadé jde o nalezeni druhych
odmocnin realného zaporného ¢&isla b* — dac. Bud z redl-
né zaporné ¢islo, tj. ¢ = « + 0ia |¥| = —w. Podle vzorce
(28) dostaneme pro odmocninu é&sla z vyraz

y=|se+V® +i) % eV -

2@t +i | 4 e e =

=/% (—J2l + l)) +iV% (2] +Ja]) =

=0 4= i)l
Reélné zdporné &islo z ma tedy tyto dvé odmocniny:
i el & —i il -

Pro koteny kvadratické rovnice tedy v piipadé zdpor-
ného diskrimi.nantu dostavame podle (38) vzorce

_ —b+i l/|b2 — 4ac| _ —b—i Jie*— 4ac| 4ac[
' 2a = %

Celkem lze tedy udélat pro kvadratickou rovnici (33)
tento zavér:
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a) Pro kotfeny kvadratické rovnice s komplexnimi koe-
ficienty plati vzorec

(38) Ty o .= > ’

kde symbol |/52 — 4ac znamena nékterou z obou kom-
plexnich odmocnin komplexniho ¢isla 52 — 4ac.

b) Ve specidlnim pripadé kvadratické rovnice s redl-
nymi koeficienty plynou z (38) pro kofeny vzorce

(39) Ty, =

pokud diskriminant D = 42 — 4ac = 0. Je-li D < 0, je

—b 4 i)/[5* — 4ad|

(40) T = o

V obou pFipadech stoji pod odmocninou nezdporné ¢islo.
Specialnim piipadem kvadratické rovnice je tzv. ryze
kvadratickd rovnice tvaru

(39) ax® +¢c =0, a #0.

(Zde je tedy b = 0, takZe chybi linedrni &len.)

Vzorce pro kofeny této rovnice lze odvodit jako da-
sledky vzorci pro kofeny kvadratické rovnice pro b = 0,
nebo je lze odvodit pfimo takto: Z rovnice (39) plyne
ihned

2= — <
>

Refenim ryze kvadratické rovnice jsou tedy takové kom-
plexni ¢isla, jejichZ &¢tverec je roven é&islu — £ Jsou
moZzné tyto piipady: a
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a) V pfipadé, Ze &islo — % je realné a je —% >0, je

[
%=+ —

b) V piipads, Ze &islo —% je redlné a je —% <0, je

c

s = :I:i]/

a

c) V piipads, ze &islo — % je komplexni nikoliv realné,

pak, oznaéime-li symbolem V— ° jednu z druhych od-

c
mocnin ¢&isla — — , dostdvame pro kofeny vzorec

na= |2

Dostavame formalné stejny vzorec, jako v pfipadé redl-

ného a kladného — %-, aviak odmocnina ma odliSny

vyznam. Uvédomte si, Ze z posledniho vzorce plynou
jako specialni piipady vzorce uvedené v bodech a) a b).
Tretim specidlnim pifipadem kvadratické rovnice. je
rovnice tvaru
ax: +bxr =0, a #0,

tj. rovnice bez absolutniho ¢lenu. Jeji feSeni je velmi
snadné jak v realném, tak i komplexnim oboru. Napi-
Seme-li rovnici ve tvaru

z(ax +5b) =0,
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je ihned vidét, Ze jednim kofenem je 2, = 0 a druhym

kofenem je kofen rovnice ax + b = 0; tj. &islo z, =
b

a
Uvedme nyni nékolik ptikladi.

P¥iklad 12. ReSme redlnou kvadratickou rovnici
3x2 — 5x + 2 = 0.

Zde je D =25—24 =1 > 0, takZe. dostivime dva
readlné rizné kofeny

541 541
Ty = 6 6 )
tj.

Priklad 13. R3$me redlnou kvadratickou rovnici
922 — 6x + 1 = 0.

Zde je D = 36 — 36 = 0, takZe rovnice ma jeden dvoj-
nasobny kofen p
v — 6 1
T

Piiklad 14. Redme rovnici

2 — 422 4+ 13 = 0.
Zdeje D =16 — 52 =

= —36 < 0, takZe rovnice ma dva
komplexné sdruzené kofeny

- 44i36 446
xl'z == "“72_' = .
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Je tedy x, = 2 + 3i a #, = 2 — 3i. Poznamenejme, Ze

v tomto piipadé by bylo lépe uZit vzorce pro feSeni nor-
2

mované kvadratické rovnice z,, = — % + % —q,

ktery je dlisledkem vzorcu (38), (39), (40) proa = 1.

Piiklad 15. Redme rovnici
2?2 4+ (2 —3i)z—5(1 +1i) = 0.

Zde je D = (2 — 3i)2 — 20(1 +1i) = 15 + 8i. Podle vzor-
ce (28) dostaneme pro odmocninu é&isla 15 + 8i é&islo

V— (15+]/152 +8) +i V— (—15 + )/ 152 + 8 82) =

=V?(15_ + 17) -|-il/7 (—15+ 17) =

= /16 +i}1 =4 +i.
Cislo D m4 tedy dvé& druhé odmocmny 4 +ia—4—1.
Pro kofeny tedy dostdvdme

z, = % (—2 +3i +4 +i) =1 +2i,
z, = % (—2 +3i—4—i) = —3 +i.

Nafe rovnice ma tedy dva rizné komplexni kofeny
z, =1 4 2iax, =—3 +1i. (VSimnéte si, Ze komplexni
koteny nejsou u rovnice s komplexnimi koeficienty
obecné komplexné sdruZena &isla!)

Pfiklad 16. Reime rovnici

— (2 + 2i) = 0.

40



Rovnici upravime na tvar

2 42 (2420
i 12
= 2 — 2i. Podle vzorce (28) je jedna z odmocnin rovna

Gislu
[re+ve i) 42 +1 -
=1 +V2—i =1 +)2

Dana rovnice ma tedy dva kofeny
o =1 +)2—i)—1+])2
ax, =— Vm/ﬁ—_-ki V:_l—l—bl/g
Cvigeni 12. Radte tyto kvadratické rovnice:
a) 6ax® — ab — b? = 0, kde a # 0;

a nalezneme odmocniny z ¢isla

2
b) a*zx? —abx —{—% = 0, kde a # 0;
c)az? — 2z|/2—2 = 0, kde a # 0.

13. Pomoci diskriminantu rozhodnéte, jakého druhu
je FeSeni téchto rovnic:

a) 22> 4+ 4x 411 = 0;
b) 322 — 223 —1 = 0;
¢) 32— 223 +1=0;
d) a%? — abzx +£:; = 0.
V ptipadé d) provedte diskusi Feeni.
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14. Reste tyto kvadratické rovnice:
a) 2?2 = 9 — 40i;

b)x? = i;

c)xz?—1—1i=0;
d)2x*—1—4i|/3 = o;

e)(l +i)z® +7 4+ 3i=0;
f)zz—4i|/5 = —1.

15. Reste tyto kvadratické rovnice:
a)x®—ir 4+ 2 = 0;

b)a?— 32z +3 +i = 0;

¢) z? + 3z = —10i;

dyx? + 3(3 4 2i) = 2z;

e) (2 —i)z?— (4 —2i)x +21 +3i =0.

4. ReSeni nékterych rovnic pFevedenim
na kvadratickou rovnici

Casto se setkivame (zvlasté pti slovnich ilohdch)
8 rovnicemi, které nejsou algebraické podle nas{ definice,
tj. na levé strané neni mnohodlen, ale lze je riznymi
dpravami na kvadratickou rovnici pfevést. Vezméme
napf, rovnici a: 16

z+4 z—14°

Pi"edpbklé,dé,me-]i r # —4, ¢ #~ 14, lze tuto rovnici vy-
nasobenim obou stran &initelem (x + 4) (x — 14) pte-
vést na tvar

z(x — 14) = 16(x + 4).
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Upravami dostdvame postupné tyto rovnice:
2 — 14 — 16x — 48 = 0,
22— 30x — 48 = 0.
To viak uZ je kvadratickd rovnice, kterd mé kofeny
2, = 15 + |/273 = 31,5, =, = 15— |/273 = —1,5.

Zkouskou se miZeme piesvéddit, Ze nalezena &isla z,, z,
vyhovuji dané rovnici. :

Je velmi dileZité si uvédomit, Ze v pfipadech, kdy
providime s rovnici jiné dpravy neZ ekvivalentni*), je
zkouska nutna, nebot se muZe stat, Ze upravend rovnice
ma navic nékteré koteny, jez nevyhovuji rovnici plivod-
ni. Podobné miuZe nastat situace, Ze upravena rovnice
nema za kofen ¢islo, které je kofenem rovnice puvodni
(to znamena, Ze béhem uprav miZeme néjaky kofen
ztratit). Takovym tdpravam, pii nichz kofeny ztricime,
se musime vyhybat. Nelze napt. délit obé strany rovnice
délencem obsahujicim nezndnou, aniZ jsme se plesvéd-
¢ili, Ze nulové body délence nejsou kofeny pavodni rov-
nice. Je to ziejmé z tohoto piikladu: Kdybychom bez-
myslenkovité délili rovnioi

(—4) (x +3) = (& +3) (22 +5)

vyrazem x -+ 3 stojicim na obou stranich rovnice, do-
stali bychom rovnici

x—4 =2 +5,

*) Dv& rovnice jsou, jak vime, ekvivalentni, majf-li tyté¥
kofeny. Algebraické Gpravy, které pfevddéji rovnici na rovni-i
8 nif ekvivalentnf, nazyvdme ekvivalentnimi Upravami. Tak
napf. ndsobeni (délenf) obou stran rovnice é&fslem riznym od
nuly je ekvivalentnf uprava. Podobné pfi¢teni (odeétenf)
stejného &isla k obéma strandm je dprava ekvivalentnl.
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tj. £ = —9. ObdrZeli bychom tak jen jeden kofen pi-
vodni rovnice a ztratili bychom p#itom druhy kofen
z = —3, pro ktery nabyvad vyraz z -+ 3 nulové hod-
noty. To by se nemohlo byvalo stat, kdybychom se jesté
pied délenim presvédeili, zda é&islo z = —3 je kofenem
dané rovnice.

V piikladu uvedeném na zaditku tohoto odstavce
jsme obé& strany dané rovnice nédsobili &initeli obsahu-
jicimi nezndmou. Zde viak éisla , pro kterad nabyvali
tito &initelé z + 4 a x — 14 nulové hodnoty, nebyla
kofeny dané rovnice, takZze jsme mohli pfedpoklidat,
%e je * # —4 a x # 14. Za tohoto pfedpokladu byly
provedené tdpravy ekvivalentni.

Prikladem upravy rovnice, kterd neni ekvivalentni,
je kromé pravé zminéného nasobeni &¢i délenf rovnice &i-
nitelem obsahujicim nezndmou, téZ umocnéni a odmoc-
néni obou stran rovnice.

Vyse uvedenou tvahu si ovéfme jesté na dalsim pii-
kladeé.

Pfiklad 17. ReSme rovnici
9(z — 5)2 — 16(z + 2)2 = 0.

‘Rovnici upravme na tvar

9(x — 5)? = 16(z + 2)%.
Obé& strany této rovnice odmocnime. Dostdvdme tak
rovnici .
3(z — 6)| = |4z + 2)|.
Odtud plyne, Ze je bud

3(17'—‘ 5) = 4(x + 2)1
nebo
3(x — b) = —4(z + 2).
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Z prvé rovnice dostaneme tpravou linedrni rovnici

z+23=0
majici kofen ®; = —23 a z druhé rovnice dostdvame
tpravou linedrni rovnici

Tx—T7=0

majici kofen z, = 1. Zkouskou se piesvédéime, Ze oba
koteny x, = —23 a z, = 1 vyhovuji dané rovnici. Vi-
déli jsme, %e pii neopatrném odmociiovani by se mohlo
stat, Ze bychom uvazovali jen rovnici 3(x — 5) = 4(x +
4 2), ¢imZ bychom ztratili kofen z, = 1. (Pamatujte,
%e pro redlné a je vidy |/a? = |a|!)

Danou rovnici bychom v8ak mohli fesit i tak, Ze
bychom ji umocnénim obou zivorek a jednoduchou
tpravou pfevedli na ekvivalentni kvadratickou rovnici

Tx2 + 154x — 161 = O,
jejiz koteny jsou pravé &isla z;, = —23 a z, = 1.

Cvideni 16. Reste tyto rovnice:
2¢ + 8 x +- 34

8) i1 T3z —48 ~ O
—1
b) = . O:’H;IO = ( 4+ 10) : 5(z — 10);
4z +9 3z 48
c) 2—3 4—zx°’
r -+ 2 x—2 ..
d) z—2+x+2_3’
20— 3 x 34
°) x +2x—3=T5-'
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Zvladtnim typem rovnic, které nejsou algebraické,
ale 1ze je nékdy pfevést na kvadratickou rovnici, jsou
tzv. rovnice iractondlni. Jsou to takové rovnice, v nichz
je nezndma pod odmocninou. Ptikladem takové rovnice
je rovnice

(41) V2z +7 + 3z — 18 = J/7z + 1.

Resime ji umocnénim obou stran, tj. uZivime neekvi-
valentni dpravy, a proto plati to, co bylo fefeno na
zaddtku tohoto odstavee. Poznamenejme jesté vyslovneg,
Ze u iracionalnich rovnic se omezime pouze na ty realné
hodnoty neznamé, pro néz jsou vyrazy pod odmocninami
nezaporné. Jinak- zde totiZ nastavaji nékteré potize
8 komplexni odmocninou.

Piiklad 18. ReSme vySe uvedenou rovnici (41). Umoc-
nénim obou stran dostaneme rovnici

2 +7+3x—18 +2}(2z +7) 3z — 18) =
=Tz + 1.
Odtud ihned dostaneme rovnici
VeEz +7) 8z —18) =z +6.
Dalsim umocnénim dostavdme rovnici
622 — 152 — 126 = 22 - 12z -+ 36

¢ili

522 — 27x — 162 = 0.
To je uZ kvadratickd rovnice s kofeny z, = 10, z, =
= —3,6. Zkouskou zjistime, Ze &islo z;, = 10 spliinje
rovnici (41) a je tedy jejim kotenem. Cislo z, = —3,6
viak puavodni rovnici (41) nevyhovuje, nebof vyraz
V3a:— 18 nemd pro z = z, smysl (pod odmocninou je
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zéporné &islo). Dand rovnice (41) ma tedy jeden redlny
kofen z = 10.

Cviteni 17. Reste tyto iracionalni rovnice:

a) J2x +3+)9r—2 =252 +1;

b) J2x—10 +|/3z +10 = |22 — 17 4 |/3z + 25;
c)]/5x—|—6—]/2x-|—4=]/x—2; '

d) J/z* +20 + |/z2— 20 = 2 |/5;

2 _—
e) 31”‘_2‘_ =a® =% (provedte diskusi!).

Nékteré iraciondlni rovnice miZeme Yedit substituei.
Uvedme ptiklad takové rovnice. '

Priklad 19. Res$me rovnici
Ja2 =38z +5 422 —3x—17=0.
Rovnici upravime na tvar

V=2 =3z +5 + (2 — 3z +5)—12 = 0.

Tim dostaneme pod odmocninou i v zdvorce stejny kvad-
raticky trojé¢len. Polozime-li nyni substituci

l/:a:2 —3x +5=y,
je 22— 3z + 5 = y® a posledni rovnice o neznamé z
pfejde na tuto rovnici o neznamé y:

y +y2—12 = 0.

To je kvadratickd rovnice s kofeny y, = 3, y, = —4.
Pomoci nasi substituce ptejdeme opét k pivodni nezna-
mé. Mame dva piipady:
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a) |/#* — 3z + 5 = 3. Umocnénim obou stran této
rovnice na druhou dostaneme

22—3x +5=09,
tj. kvadratickou rovnici

2?—3r—4=0
8 kofeny z, = 4, z, = —1.

b) Ja* — 3z + 5 = —4. V tomto ptipads neexistuje
zadné redlné ¢&islo z, pro néZ by se tato odmocnina rov-
nala zdpornému ¢&islu. V tomto piipadé nedostdvame
Zadné koteny z,, z,.

Zkouskou se presv&ddime, Ze nalezend ¢&isla z, = 4,
z, = —1 jsou kofeny dané rovnice.

Cvideni 18. Re¥te substituci tyto iracionélnf rovnice:

a) |/5z2 + 9 + 5z + 9 = 56;
S — 18
b 2—85 405 g it —————— =9
) V= T At /z*— 852 + 405
-e) 22— 3x {2 —|—2]/x“—§x + 4 = 6;
a) _V?F—W—H _ 3
V39 ¥2—a 2

b. Slovni dlohy vedouef
na kvadratickou rovnici

Existuje fada slovnich nebo potetné geometrickych
tiloh, které vedou na kvadratickou rovnici. Ctenate upo-
zoriujeme, Ze se u takovychto tloh i pii sprdvném vy-
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pottu mizZe snadno stit, ze néktery z vypoétenych ko-
tent iloze nevyhovuje, pfip. nema vibec Zadny skuteé-
ny smysl. To je tfeba vidy u nalezenych kofenid ovéfit.
Ukézeme si to na pfiklads. -

Priklad 20. Mame zjistit, zda existuje mnchcthelnik
majici 35 dhlopfitek.
Pro podet uhlopiitek n-iihelnika plati vzorec
nn—3)
3 .

Toto &islo snadno dostaneme, uvazime-li, Ze z kazdého
vrcholu vychdzi n — 3 uhloptiéek, tj. ze viech n vrcholil
vychazi n(n — 3) dhlopfidek. ProtoZe je viak nyni kazda
thlopti¢ka potitana dvakrit, je skutedny podet thlo-
piféek roven vyse uvedenému &islu.
Podle podminek ilohy ma byt poéet dhloptidek roven
dislu 35, tj. ma platit :
n(n — 3)
3 =35.

Odtud plyne kvadratickd rovnice
nt—3n—70 = 0.

Jejt kofeny jsou n, = 7 a n, = —10. Cislo n, je celé
a kladné, takie vyhovuje nasi dloze. Hledany mnoho-
tihelnik je sedmithelnik. Cislo 7, je sice celé, ale je z4-
porné, takZe nemuZe oznadovat podet ihlopti¢ek. Kofen
n, tedy nasi tloze nevyhovuje.

Cvi€eni 19. Jak velka je strana rovnostranného tro‘-
uhelnika, jehoZ obsah je 1000 cm??

20. Ctverec o strand 10 cm proméfite v obdélnik tého
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obvodu, jehoZ obsah.je roven 64 9%, obsahu d&tverce.
Uréete rozméry obdélnika.

21. Urlete tfi ¢isla o.vzajemném pomeéru 3:4:5,
jejichZ soudet 8tvercil je 1250.

22. Na schodiiti vysky 3,6 m by se zvét&il podet stup-
il o 3, kdyby se vyska kazdého stupné zmensila o 4 cm.
Kolik stupiia mé schodisté?

23. Pravothly trojihelnik majicf délku odvésen v po-
méru 5 : 12, ma pfeponu 26 m dlouhou. Jak dlouhé jsou
odvésny? ‘

24. Usedku dané délky rozdglte tak, aby mensi &ist
byla ve stejném poméru k vétsi, jako vétsi ddst k celé
tsedce (tzv. zlaty fez).

256. Nédrzku naplnime prvym kohoutem o 4 hodiny,
druhym o 9 hodin pozdéji, neZ obéma soudasné. Za
jakou dobu se naplni kazdym kohoutem zv1asté?

26. V které &iselné soustavé je ¢islo 288 vyjadieno
znakem 5617

7. V které &iselné soustavé je &islo 157 vyjiddieno
znakem 111°?

28. Jak velky je polomér kruhu, ve kterém t&tiva
8 om vzdélend od sttedu je o 13 cm vE&ti neZ polomér?

29. Na jednom konci tovirni budovy dlouhé 80 m
sviti Zadrovka o 100 dekalumenech, na druhém Zirovka
o 1000 dekalumenech. Které misto budovy je od obou
svétel stejné osvétleno?

©30. Citatel zlomku je o 3 v&tsi neZ jeho jmenovatel,
pomér hodnoty zlomku a jeho pievricené hodnoty je
64 : 25. Ktery je to zlomek?
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31. Ktery n-ihelnik ma 275 thloptitek ?

32. Které dva mnohoihelniky maji' dohromady 17
stran a 47 dhlopridek?

33. Objem komolého kuZele o vy3ce 21 cm je 694 cm?.
Polomér dolnj podstavy je o 5cm vétsi, neZ polom&r
podstavy horni. Vypodtéte poloméry obou podstav.

34. Dva zdvodnici vyb&hnou soudasné z mista M.
Prvnf zivodnik, ktery beéZel primérnou rychlosti
o 0,2 m/sec vétdi, dobéhl do cile 960 m vzdaileného
0 20 sec diive. Jaké byly jejich ¢asy a rychlosti?

3b6. Z mista A vyjede jedno auto do mista B a souasné
vyjede z mista B do A druhé auto, které jede rychlosti
o 4 km/h mensi. Vypoététe rychlost obou aut, urazi-li
druhé auto drahu z B do A za dobu o 24 min vé&t8i, nez
urazi prvni auto drahu z A do B. Vzdélenost mist A a B
je 270 km.,

36. Je dano nékolik bodii, z nichZz %idné tii neleZi
v pfimee. ProloZime-li kaZdymi dv&ma ptimku, obdrii-
me 10 piimek. O kolik bodi se jedna?

37. Na kterém misté mezi Zem{ a Mésicem se rusi pii-
tazlivé sily obou téles, je-li hmota Mé&sice rovna
hmoty Zemég?

6. Grafické FeSenf
kvadratické rovnice

Grafické feSeni slouzi k ptibliznému uréeni realnych
kotenti dané algebraické rovnice s redlnymi koeficienty.
Prvni, nejjednodussi zpasob grafického Fefeni rovnice

ar? +bx +¢c=0
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spotivd v tom, Ze se nakresli graf funkce f(z) = ax® +
+ bz + ¢ (grafem kvadratické funkce je parabola s osou
ve sméru osy y) a body na ose x, ve kterych graf funkce f
protne osu z, jsou pak kofeny dané rovnice. V pfipadé,
Ze dand kvadratickd rovnice md dva realné ruzné ko-
feny, protne parabola osu z ve dvou ruznych bodech.

Obr. 4.

Maé-li rovnice jeden dvojnisobny kofen, pak je osa z
teénou paraboly (ma s ni jeden spoleény bod). Koneéné
v piipadé, Ze rovnice ma dva imagindrni komplexné
sdruzené kofeny, neprotind osa x parabolu vibec. Na
obr. 4 vidime napt. graf funkce

flx) = 32— 2x — 9,

ktery protind osu xz ve dvou bodech z, = —1,4 a z, =
= 2.1. Cisla z,, %, jsou pak pfiblizné kofeny rovnice

322 —2x— 9 = 0.

Je zfejmé, Ze tento zplsob grafického fefeni je pro
kvadratickou rovnici velmi pracny a nevyhodny. Na
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druhé strang m4 tu vyhodu, Ze pomoci grafu Ize hledat
readlné kofeny algebraickych rovnic libovolného stupné
i nealgebraickych rovnic tvaru f(z) = 0, kde f je libo-
volné redlna funkce realné proménné x. Pro kvadratické
rovnice pouZivame radéji nasledujiciho zpisobu.
NapiSme danou kvadratickou rovnici ve tvaru
¢

Pr=——zx——.
a a

Vime, Ze grafem funkce y = z® je parabola a grafem
linedrni funkce y = — 2% % je pfimka. Kofeny dané

kvadratické rovnice jsou tedy z-ové soutadnice prise-
¢ki grafii obou funkei. Parabolu y = 2% si miZeme jed-
nou provzdy sestrojit s velkou pfesnosti na milimetrovy
papir, nebot se hodi pii FeSeni kazdé kvadratické rov-

. X '3 z b c LY
nice. Graf linedrni funkce y = —2 % sestrojime
a

v ka?dém jednotlivém pfipad& napf. jako piimku urde-
nou body [0,—%] a [ 1,_:’ :‘c] (plesveédite se, Ze
oba body jsou skuteénd body grafu uvaiované lincdrni
funkce). Redeno mluvou analytické geometrie je rovnice

c e . . . ey
y=—7%—> rovnici pfimky o smérnici — = & jejtz

7 3 c
tsek na ose y je —"

Je zfejmé, %e metoda je zvlaité vyhodna, fedime-li
vétsi podet kvadratickych rovnic, nebot pak ménime
jen pfimku, kdeito parabola zistiava. Presnost naleze-
nych kofend zdvisi jako u vSech grafickych metod na
moznostech grafického provedeni. Hraje zde roli kvali-
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ta rysovacich prostiedkd, méFitko obrdzku, tlouidtka
dar apod. K tomu ptistupuje v naSem piipadé i ta okol-
nost, Ze nelze piesné nakreslit parabolu a Ze ji tedy jen
piiblizng prokladame nékolika vypoétenymi body této
paraboly.

y
I
J .
|
. l
|
[} 1 :
X1l ! X
-2 11 [0 2%
Obr. 5.

Piklad 21. Re¥me vySe uvedenym zplsobem op&t
rovnici
322 —22—9=0.
Rovnici pfepiSeme na tvar

z’=—§7x +3.

Na obr. 5 vidime, Ze se grafy funkef y =22 ay = —g— z+
+ 3 protinaji ve dvou bodech o z-ovych soufadnicich
o = —1,4, z, = 2,1. Grafem funkece y = %— z+3je
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piimka o smérnici % a tseku na ose y rovném 3. Sestro-

jime ji jako pF¥imku prochazejici body [0,3] a [1, —lal .

Priklad 22. ReSme kvadratickou rovnici
422 — 12z 1+ 9 = 0.

y
]
]
1 : .
2 40| [1x%2
-4.
)
Obr. 8.

Sestrojme grafy funkei y = 2? a y = 32 — % . Grafem

linearni funkce je pfimka prochézejici body [0, — %] s
[1, —z—] — viz obr. 6. Tato pfimka je tetnou paraboly

y = 2%. Dotykovy bod mé soufadnici z = 1,6. Dané

rovnice mi tedy dvojnisobny kofen z, = 1,5.
Poznamenejme jeits, Ze ptfi vySe uvedeném zpisobu

grafického Fefeni miZeme dosahnout jiZz pomérné znaéné
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pfesnosti, je-li graf paraboly nakreslen dostatetnd ptes-
né, nebot pfimku, kterou kreslime pro kazdou rovnici
znovu, umime narysovat zcela pfesné. Obdobného zpi-
sobu se proto uziva i u kubické rovnice, kde rovnéz lze
dosahnout toho, Ze jednu kiivku si miZeme pevné na-
rysovat a pohybovat jen s pfimkou.

Meéjme kubickou rovnici N

2} +ax? +bx +-¢c = 0.
Zavedme novou neznamou 2z vztahem

a
rT=2z——.
3

Dosazenim do kubické rovnice dostaneme rovniei

[z-——%)s-}-a[z——%r—l—b[z—%)—}—c =0.

Upravou této rovnice dostaneme kubickou rovnici tvaru
* +42 +B =0,

kterd jiZ neobsahuje &len 2* (presvédéte se sami umoons-
nim a sloudenim!). Posledn{ rovnici 1ze napsat ve tvaru

2 = —Az— B,

takZe redlné kofeny této kubické rovnice nalezneme jako
z-ové soufadnice prisediki kiivky y = 2% a piimky y =
= — Az — B. Kfivku y = 2? (tzv. kubickou parabolu)
si miZeme opét nakreslit jednou providy s velkou pfes-
nosti a m&nime pak pouze pfimku y = —A4z — B. Po-

moci vztahu z = z — % pak dostaneme nazpét kofeny

plvodnf rovnice,
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Priklad 23. ReSme graficky kubickou rovnici
23— 222 4 2x—4 = 0.

Provedeme substituci z = z 1 (je @ = —2). Do-
staneme tak rovnici

R

yh

N

I
)

=

01 2 2

Obr. 7.

Upravou dostaneme rovnici

2 88
3 -—
28 = 3 z 4+ o7
Na obr. 7 vidime, Ze kubicka parabola y = 2% a pfimka
Yy =— —2— z + % maji jediny prisedik z == 1,3. Ze sub-

stituéniho vzorce x =z + 3 dostaneme jediny redlny
koten pivodni rovnice

z=13 +—§-i2
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Na z4vér ukaime elegantnf grafické feSenf kvadratic-
ké rovnice, které ma proti pfedchozim ob&ma zplisobiim
vyhodu v tom, Ze je pfesné, nebot kofeny dané kvadra-
tické rovnice Ize sestrojit euklidovskym zpisobem (tj.
konstrukef uZivajici pouze kruzitka a pravitka).

Obr. 8.

Mé&jme kvadratickou rovnici tvaru
2 +pxr +q =0.
V rovind s kartézskymi soufadnicemi sestrojme body
A =[0,1], B =[—p,q] (viz obr. 8). Sestrojme dile
stied S tisetky AB a kruZnici k a stfedu S prochédzejici
body A a B. Tato kruZnice bud protne osu z ve dvou
bodech z,, z, (jako je tomu napi. na obr. 8), nebo se
osy z dotyka v bodé z,, anebo koneé&né osa x kruZnici k
neprotind. V prvém piipadé ms dand kvadraticka rov-
nice dva reilné rizné kofeny z,, z,, v druhém piipads
mé jeden dvojnasobny kofen a ve tietim ptipadé nemé
rovnice redlné kofeny vubec.
K tomu, abychom se mohli pfesvédéit o sprdvnosti
privé popsané konstrukce, ndm stadi Skolni znalosti
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analytické geometrie. ProtoZe je bod § stftedem tsedky
AB, jsou jeho soufadnice rovny aritmetickému praméru
soufadnic bodi 4 a B, tedy S E[_ p 1 ‘2”]. Polo-
mér r kruZnice k je roven vzdilenosti bodi A4, S, tedy

=& 15

Obr. 9.

Rovnice kruznice k je tedy

pz _1+q 2_ (£]2 [q_]_z
e b= (2) (57,
Prusetiky této kruZnice s osou x jsou body, jejichZ druhé
soufadnice je rovna nule. Dosadime-li tedy do rovnice

kruznice k za y &islo 0, piejde tato rovnice po tpravé
v rovnici

2? +pxr +q=0.

To znamen4, Ze &isla z,, , vyhovuji této rovnici a jsou
to tedy skutetné hledané kofeny.
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P¥iklad 24. ReSme kvadratickou rovnici
2 —4r—2 = 0.

-V naem piipadé je A = [0, 1}, B = [4, 2] (viz obr. 9).
Kruinice k& protind osu = ve dvou bodech 2, = —0,5,
T, = 4,5. '

Cviteni 38. Reste graficky tyto kvadratické rovnice
(uzivejte stiidavé riznych zplsobi):

a)x? +z—1=0; d) 22 + 7,22 +7 = 0;
b) 2z +x—2=0; e)at -tz =0;
c)x?—4x +3=0; f)22—1=0.

7. Goniometrické FeXeni
kvadratické rovnice

Vzorce udavajici kofeny kvadratické rovnice s redl-
nymi koeficienty nejsou vhodné pro vypodet pomocf
logaritmi. Tato nevyhoda je obzvlisté ziejmé, jsou-li
koeficienty rovnice mnohociferné éisla. V tomto pripadd
mizZeme pouZit tzv. goniometrického fedeni kvadratické
rovnice, které ndm umoziiuje vyjadtit kofeny ve tvaru
vhodném pro vypodet pomoci logaritmickych tabulek.
Nevyhodou goniometrického feeni je viak to, Ze 1ze po-
uzit jen v pfipadé&, kdy rovnice ma reilné kofeny (to je
ptipad, ktery dasto nastiva zvlasté pti feSeni praktic-
kych tloh, kdy lze olekavat, Ze existuje redlné FeSenf).

KaZdou kvadratickou rovnici s red'nymi koeficienty
miZeme psat ve tvaru

(42) 2? + 2z + b =0, kdea >0,b >0,
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(pfipad, kdy @ = 0 nds nezajima, nebof se pak jednd
o ryze kvadratickou rovnici, jejiZz FeSeni je snadné; po-
znamenejie dale, Ze zapis (42) chipeme jako zapis pro
&tyFi rovnice, které dostaneme pomoci viech kombinaci
znamének). Je-li totiz dana normovani kvadratickd
rovnice

(43) a:2+pa:—|-q=0, P#O:

a poloZzime-li ﬂl =a>0a V@:'b > 0, je |p| = 2a

a |g| = b2 Je tedy p = +2a a ¢ = +b% Dosazenim do
(43) dostavame rovnici tvaru (42).

Viimnéme si nyni podminek pro to, aby rovnice (42)
méla realné kofeny. Platnost téchto podminek je pak
vidy tfeba ovéfit, diive neZ pfistoupime k vlastnimu
vypodtu kofent.

Budeme rozeznivat dva ptipady:

I. Ve (42) je u b? znaménko minus. Potom je diskrimi-
nant rovnice (42)

D = da? + 4b = 4(a® + %) >0

bez ohledu na to, zda je u 2a znaménko plus nebo minus.
Ostrad nerovnost pak plati v disledku toho, Ze a # 0.
V ptipadé I tedy vidy existuji dva realné rizné kofeny.

II. Ve (42) je u b2 znaménko plus. Potom je diskriminant

rovnice (42)
D = 40 — 4B = 4(a® — b?).

Aby méla rovnice redlné rizné kofeny, musi byt D > 0,
tj. a® > b%. ProtoZe je a >0, b >0, dostdvime pod-
minku

' a >b.
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Je-li D = 0, pak je @ = b a rovnice m4 jeden dvojnésob-
ny kofen. Rovnice (42) je pak tvaru

22 + 2ax +at =0

¢ili
(x L a)3=0.

Dvojnasobny kofen je pak roven éislu a nebo —\a podle
toho, je-li v rovnici (42) u 2a znaménko plus nebo minus.

Je tedy ziejmé, Ze stadi, budeme-li se zabyvat jen
ptipady, kdy rovnice (42) ma pravé dva realné razné
kofeny. Muzeme tedy udinit tento zavér: Rovnice (42)
mi dva redlné rizné kofeny v piipadé I (tj. je-li u &
znaménko minus) vidy a v pfipad& II (tj. je-li u b® zna-
ménko plus) tehdy, je-lia > b.

Uvedme nyni postup goniometrického feSeni v pii-
padech I a II. V obou pfipadech budeme déle rozlisovat,
zda u koeficientu 2a je znaménko plus nebo minus.

Ia. Rovnice (42) je tvaru
(44) o — %z —b =0, kde a>0,b >0.
V tomto pfipad® mé rovnice dva rizné reilné kofeny
(45) wl=a+vm x2=a—V¢;2_—|——bz.
Polozme

b
—_—= 2
. = 82,

kdeO<2¢p<%,neboﬁ% >0.

Nyn{ budeme postupné upravovat vyrazy pro kofeny
(45). Upravy budeme délat paraleln& pro oba koteny.
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zl=a+al/qg—]2, zz=“—al/:@?’;

z,=a +a)l +¥tg2¢, z,=a—a]T—tg2p,

T =a-+ il s T, =a— —
cos 2¢ cos 2¢
_cos2p +1 ___cos 2p—1
1= 08 20 T2 = 0508 20
5 _ 20 cos’ g g _ . Zasin’g
17 cos2p L cos 2¢
v — 2a cos? psin @ 7 — 2a sin®p cos ¢
1 cos 2psing 2 cos 2¢ cos @
7 = a sin 2¢ cos ¢ o — a-sin 2¢ sin @
1™ cos2psing ’ ® 7 cos2pcosg
z, = a tg 2¢ cotg ¢, T, =—atg2ptg o,
x;, = b cotg ¢. x, =—btge.

Tim se ndm poda¥ilo vyjadiit kofeny (45) ve tvaru

(46) - z, =beotgy, x =-—btge,

ktery je jiZ vhodny pro vypodet pomoci logaritmi.
Ib. Rovnice (42) je tvaru -

(47) 22 +2ar—b =0, kde @ >0,5 >0.

Také v tomto piipadé mé rovnice dva reilné rizné ko-
feny

48) =z, =—a +Va2+b2, .'z:2=—a—l/a2 + 02



Nyni plati
5 =—a+|@+8 = —@—Ja T8,
v, = —a—|a? + 8 = —(a +)a® +5).

Koteny =z,,#, jsou aZ na znaménko rovny kofenim
v piipadd Ia. Je tedy

(49) T, =btge, z,=—bcotgep,
kde ¢ je voleno tak, Ze % =tg2p, 0 < 2p < —g- .

ITa. Rovnice (42) je tvaru
(50) 22 —2azx +b* =0, kde a >0,b >0.

Aby méla tato rovnice dva realné, rizné kofeny, musi
byt @ >b, tj. 0 < % < 1. Potom jsou kofeny dany
vzorci
(51) :v1=a—|—l/a?——b—2, z2=a,—l/a,2sz.
Polozme

-Z— = sin 2¢,

T

kde 0 < 2¢ < ) [ta,kovy thel 2¢ existuje, nebof je

0< % < 1] . Pro kofeny (51) provedme tyto paralelni

dpravy:

mes e mme e
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¢, =a +all —sin®2p, a,=a—alT—sin’p,

%, =a 4+ acos 2p, Z, =a—acos 2p,
z, = 2a cos?e, z, = 2a sihzq),
2a cos?@ sin ¢ 2a sin%p cos ¢
I = —— ———, Ty= —— — >
sin ¢ cos @
a sin 2¢ cos ¢ a sin 2¢ sin ¢
=, Xy = —————
sin ¢ cos @
x, = a sin 2¢p cotg ¢, T, = a sin 2¢ tg @,
z, = b cotg ¢. z, =btge.

Tim jsme vyjadFili kofeny (51) ve tvaru
(52) z, =bcotge, =, =>btge,
ktery je vhodny k logaritmovani.
ITb. Rovnice (42) je tvaru
(53) 22 +2ax + =0, kde a >0,5 >0.

Aby méla tato rovnice dva realné razné kofeny, musi
byt opét splnéna podminka a > b. Kofeny rovnice (53)
jsou pak tvaru

rn=—a —l-]/az—b2 =—(a—]/a2—b2),
T, = —a—],/cﬁ_——bé =—(a —}—Vaz—bz).
Jsou tedy aZ na znaménko rovny kofentim rovnice (50),

takze jo
(55) z, =—btge, =x,=—bcotge,

(54)

kdeO<2¢p<—Z-,%=sin2q;.
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Pfiklad 25. Ro§me goniometricky rovnici
2} — 6,6422 + 10,017 = 0.
Ptevedme ji nejprve na tvar (42). Ziejmé je

a — ’ﬁ = 3,321, b= |10,017.

Rovnice je tvaru (50) a protoze je a > b (jest 3,321 >
>]/10,017), nastava pripad Ila. Uréime tedy thel ¢
takovy, Ze

J/10,017
3,321
Je tedy ¢ = 36°11’. Podle vzorca (52) je pak

z, = J/10,017 cotg 36°11" = 4,327,
x, = |/10,017 tg 36°11’ = 2,315.

NaSe rovnice mi tedy dva reilné kofeny x, = 4,327
a z, = 2,315.

Tt

. b

0 <29 <

Cviteni 39. ReSte goniometricky tyto kvadratické
rovnice:
a) 22 — 2,379z + 1,38785 =
b) 22 — 1,121z + 0,15575 =
c) 2t +x + 0,2211 = 0;
d) 22 4 0,39672x — 0,05164 = 0.

0;
0;

8. Odmocniny komplexnich &isel s celymi
kladnymi odmoeniteli

V odstavei 2 této kapitoly jsme zavedli druhou od-
mocninu komplexniho ¢isla £ 5 0 jako komplexni ¢islo
y, které umocnéno na druhou da dané éislo z, tj. ¥ = =.
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Vidéli jsme také, Ze takovd &isla y existuji ke kazdému
¢islu & £ 0 pravé dvé (jsou vzajemné opaénd). Zvldstni
vyznam maji druhé odmocniny z ¢isla 1, tj. &isla 1 a —1.

Podobnym zpisobem lze definovat k danému kom-
plexnimu dislu = i n-tou odmocninu pro n >2; n je
piirozené &islo.

Rekneme, e &islo y je n-tou odmocninou komplexniho
&isla z + 0, plati-li

v =z
Lze dokdzat tuto vétu:

Véta 8. K danému komplexnimu &islu = = 0 existuje
prdvé n raznych Eisel y,, ..., y, takovych, Ze y} = yi =
= ... =y* =z (). n rizngch n-tych odmocnin).

Dikaz této véty provedeme pozdéji. UkazZeme nejprve
nékteré ptiklady. Tak napt. existuji tfi tfeti odmocniny
gisla 1. Jsou to ¢&isla

1 )8 1 V3
L=y T —3 ¢

(pfesvédéte se sami umocnénim t&chto d&isel na tteti!).
Podobné se muZeme piesvédéit, Ze étvrtymi odmoc-
ninami &isla 1 jsou &isla

1, —1, i, —i.

Jejich umocnénim na &étvrtou dostavdme vidy éislo 1.

Podivejme se nyni na polohu téchto n-tych odmocnin
z ¢isla 1 v Gaussové roviné. Na obr. 10 jsou zakresleny
ob& druhé odmocniny, na obr. 11 jsou viechny tieti od-
mocniny a na obr. 12 jsou &tvrté odmocniny z é&fsla 1.
Ihned vidime, Ze obrazy odmocnin lezi vesmés na jed-
notkové kruznici. Obrazy druhych odmocnin jsou ptitom
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gsoumérné sdruZeny podle polatku, obrazy tfetich od-
mocnin tvoif vrcholy rovnostranného trojihelnika
a obrazy &tvrtych odmocnin tvoii vrcholy &tverce. Jsou
tedy obrazy téchto odmocnin na jednotkové kruZnici
rozmistény pravidelnd. A skutedn® lze dokazat, Ze n-té

!

Obr: 10.

Obr. 11.
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odmocniny z &isla 1 lezi na jednotkové kruZnici a tvofi
vrcholy pravidelného n-thelnika o stiedu v podatku,
ptiéemZ jednim vrcholem je &islo 1.

Toto tvrzeni plyne ihned z nasledujici obecné véty,
kterd stanovi hodnoty n-tych odmocnin z libovolného
komplexniho ¢&isla z # 0.

Véta 9. Dané komplexnt islo x # 0 vyjddfeme v gonio-
melrickém tvarw
x = r(co8 ¢ +1isin @).

Hodnoty jeho n-tych odmocnin jsou pak ddny témito
vzoTCL:

n
—Vr P Lisin?
yl—Vr[cosn -+ 1s8n n]’

n N
y2=]/;[cos ¥ _;22 +1isin -‘P—j_nﬂ],

Yp= V;[COS (p_-'—_2(%:1)_7[ +isin L-i(:,ih) .

Dilkaz véty 9 je snadny. Plyne ihned ze znimého
Moivreova vzorce*) pro n-tou mocninu komplexniho

*) Moivredv vzorec zni takto: Je-li z = r{(cos ¢ + isin g¢),
pak zn = ra(cos ng + isin ng),

kde n je libovolné pFirozené éfslo.



gisla, umocnime-li é&isla ¥, ..., y, dand vzorci (56) na
n-tou. Vezméme totiz éislo

N e42—Nm . . p+2(i—1)=
= Vr [cos B +1isin ———;———]

kde 1 =1, ..., n. Podle Moivreova vzorce nyni plati

yp = rfcos(p + 2(i — 1)n) +isin (p + 26— D)a)] =
= r(cos ¢ +ising) =z,

a to jsme méli dokazat.
Je-li specialné z = 1, je jeho goniometrické vyjadfeni

z=cos0 +isin0 (jer =|1] =1).
Pro n = 2 davaji vzorce (56) dvé rizné hodnoty y,, ¥,
pro druhé odmocniny é&isla 1:

% =cos% —l—isin% =cos80 4isin0 =1,

y' =cosLﬁ +isin_o-;—2n=

=008 4-isinx = —1.

Pro n = 3 dostdvdme pro tfetf odmocniny &isla 1 hod-
noty

¥ 4 =cos 0 +1sm-0— =cos0 +isin0 =1,

3
yz=0082+—2n_ +isinml=
-3 3
2 2 ]/
_cossn—i-lsm—gn_—-z—l 5>
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y,,=cos—0 +4x +isin—0+4n =
3 3
1 .3

4 .. 4
=cos§n +lsm?n ——»2-—17.
Koneéné pro n = 4 vychazeji tyto étvrté odmocniny
z &isla 1:

Y; = CO8 — 0 +1sm% =c0o80 +isin0 =1,

0 +2xn . 0 +2xn

—|—181n—4—=

Y, = cos

=1,

J't JT
= COS — —|—1sm

2
Y3 = COB + n_+11 gi‘;}l=
=cOs:t+lsmn=—1,
y4=c’oso-};6n +isin0_i;6n==
—-cos—g—n+ism—:—n——1

Tyto hodnoty jsou v souhlasu s hodnotami pro odmoo
niny &sla 1 uvedenymi vysSe.

Podobné pro n-té odmocniny &isla 1 vychézejf podle
(56) tyto hodnoty:

4, =co80 +isin 0 =1,
" 2n . . 2z
By, = cosT +isin —

n



cos il —+1i sin dn
?/s n n )

Cisla vy, %5, ..., ¥, maji vesmés absolutni hodnoty rov-
ny jedné a lezi proto na jednotkové kruinici. Je déle
vidét, Ze amplituda kaidého nésledujiciho é&isla y; je

o 277‘ vétsi neZ amplituda piedchdzejiciho, pFitemZ

—27:‘— je stfedovy thel v pravidelném z-uhelniku odpovi-

dajici jeho strand. Je tedy skuteéné platné vySe uvedené
tvrzeni, Ze n-té odmocniny z éisla 1 lezi na jednotkové
kru¥nici a tvofi vrcholy pravidelného n-uhelnika s jed-
nim vrcholem v bodé& 1 (je to vrchol y,).

Ze vzorcu (56) plyne déle, %e tato pravidelnost roz-
loZzenf n-tych odmocnin v Gaussové roviné neni jen
vlastnosti n-tych odmocnin &isla 1. Stejnou dvahou jako
v pfedchozim odstavei zjistime ze vzoret (56), Ze vSech-
ny n-té odmocniny libovolného ¢&isla z 3= 0 o absolutni

hodnoté r a amphtudé @ lezi na kruZnici o poloméru Vr
(nebot toto ¢islo je absolutni hodnotou é&isel y,, ...,

ve vzorcich (56)) a tvofi vrcho]y pravidelného n- uhelnika,
se stfedem v podatku (zde je op&t amplituda kazdého

disla g, vEt8f o pevné &islo 3:_ neZ amplituda &isla y; _,).

Vzorce (56) ve vétd 9 ndm udévaji » riznych kom-
plexnfch odmocnin g, ..., y, ke ka?dému komplexnimu
dislu & # 0. Z véty 9 v3ak neplyne, Ze ésla y,, ..., ¥,
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pfedstavuji jiZz v3echny odmocniny ¢isla z. Plyne to
v8ak ihned z véty 8, jejiz dakaz nyni provedeme.

Podle definice jsou n-té odmocniny éisla z %= 0 kofeny
rovnice y* = z, tj. rovnice

y"—zx = 0.

To je algebraicka rovnice n-tého stupné a ma tedy podle
véty 4 nejvySe n rznych kofenti. Cisla y,, ..., y, dan
vzorei (56) jsou tedy vSechny kofeny této rovnice, ¢imz
je véta 8 dokédzana.

Cvideni 40. DokaZte, e absolutnf hodnota &sla

= e+26—lm | . . ¢p+2(i—l)n]
yi_]/r [cos — .+1sm——; " "

n
t =1, ..., mn, je rovna ¢islu Vr.

PFiklad 26. Naleznéme viechny Sesté odmocniny &fsla i,

Cislo i vyjédiime v goniometrickém tvaru

. k] - 1
1—0053 +1sm—2—.

Zo vzorci (56) dostdvame pro Sesté odmocniny &isla

/4 .. X o 4 = s o
y1=cosﬁ +1smT2— = cos 15° +1sin 15°
Yz = COS ?—72’ +1isin —T’—t— = cos 75° -+isin 75°,

7 . . 97 o 1 s s o
Y3 = COS T +isin 1 = cos 135° 4 isin 135°
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13z . . 13=m o 4 s . o
Yy = cos BTR +1 sin T = cos 195° + isin 195°,
17x . . 17=n o 1 s s o
ys_cos—lé—+1sml—2=cos255 + is8in 255°,
21 .. 21 . .
Ye = COS —12”— +isin 1—2’” = cos 315° --isin 315°.

Obr. 13.

Obrazy é&isel ¥, ¥5, ..., yg Vidime na obr. 13. Tvofi
vrcholy pravidelného Sestiihelnika.

Cvideni 41. Naleznéte viechny hodnoty 5-tych odmoc-
nin &isla 1 a nakreslete jejich obrazy v Gaussové roving.

Na z4v&r poznamenejme, Ze zatimco vypodet n-tych
odmocnin komplexniho ¢isla umime provést jen pomoci
goniometrického vyjéddieni, méme u druhych odmocnin
na vybranou i algebraicky vzqrec (28).
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9. Kubické rovnice a rovnice
&tvrtého stupnd

Pro kofeny kvadratické rovnice s komplexnimi koe-
ficienty jsme odvodili vzorec (38), ktery vyjadfuje jeji
koteny z,, x, pomoci algebraického vyrazu sestaveného
z koeficientit rovnice a z druhych odmocnin racional-
nich vyrazl sestavenych z koeficient rovnice. Podobné
vzorce obsahujici oviem i tieti odmocniny je moZno
odvodit pro rovnici kubickou a pro rovnici &tvrtého
stupné, zatimco pro kofeny rovnic patého a vyssiho
stupné necxistuji vitbec Zadné takové algebraické vzorce.
To je velmi zajimavé vlastnost algebraickych rovnic
stupné vyssiho nez 4.

Otdzkou nefeSitelnosti algebraickych rovnic stupné
vyssiho neZ 4 pomoci odmocnin se zabyvala fada vyni-
kajicich matematiki jako napt. Ruffini, Cauchy, Abel,
Galois. Jejich usili vedlo nejen k rozieseni této otézky,
ale také k vytvofeni teorie grup, kterd se dnes velmi
usilovné studuje v algebfe. To oviem neznamend, Ze
rovnice stupné vy3isiho nez 4 by byly nefeditelné. To by
byl velice chybny zdvér. Matematika znd dnes velice
mnoho riznych zpisobi, jak kofeny takovychto rovnie
vypotitat. Charakteristické pro tyto metody je viak
to, %e neddvajf obecné vzorce pro kofeny dané rovnice
a umoziiujf po jistém koneném podtu aritmetickych
operaci ziskat pfiblizné hodnoty kotend s pfedem danou
pkesnosti. O nékterych z téchto pfibliznych metod si n&-
co povime v kapitole 3.

Jak jiz bylo fedeno, existuji pro kubické rovnice a pro
rovnice ¢tvrtého stupné vzorce udavajici kofeny pomoci
algebraickych vyrazii obsahujicich koeficienty rovnice
a odmocniny. Tyto vzorce jsou viak tak slozité (zejména
u rovnice &tvrtého stupné), Ze nemaji témdt Zédny prak-
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ticky vyznam. I tyto rovnice se proto vyplati fesit po-
moci ptibliznych metod. Pfesto nkazme pro zajimavost,
jak vypadaji tyto vzorce pro kubickou rovnici.

Bud dana rovnice tvaru

(87) 2 +ax? +bx +¢=0.

Podobné jako v odstavei 5 této kapitoly zavedeme no-
vou neznamou y pomoci substituce

a
(58) T=y— 5.
Tim dostaneme kubickou rovnici tvaru

2q3

(59) ¥ +[—%2 +b]y +[W—%bi-+c]= 0,

ve které jiz chybi élen s 2. Tuto rovnici napisme ve tva-
ru

(60) ¥ +py +9=0,
a? 2q3 b
kdep=——§+b, =7 — 3 T¢

Kofeny rovnice (60) lze nyni vyjiddfit pomoci tzv.
Cardanova vzorce

(61) y—V——-+V—+-—+
e

Tento vzorec obsahuje druhé a tfeti odmocniny kom-
plexnich &fsel, jejichZz vypodet je obtiZny. Piitom nelze
hodnoty tfetich odmocnin libovolng kombinovat. Lze
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dokazat, Ze je mozno v prvém séitanci zvolit kteroukoliv
Ze tii hodnot tfeti odmocniny, aviak ve druhém sé&itanci
jo pak nutno vzit tu hodnotu odmocniny, aby souéin

obou odmocnin byl roven éislu — g« . Piipustnymi kom-

binacemi raznych tietich odmocnin pak dostdvime ko-
feny rovnice (60). Kofeny rovnice (57) pak dostaneme
z kofenii rovnice (60) pomoci vzorce (58).

Ze vzorce (61) je vidét, Ze velmi zdlezi na &isle

__ (.7
D= [4"‘27]’

které nazyvame diskriminantem rovnice (57). V pfipadé,
kdy je D > 0, je vyraz pod druhou odmocninou zdporny
a jsme nuceni politat i v piipadé rovnice s realnymi
koeficienty tfeti odmocniny komplexnich disel, coZ je
dloha obtiZna a zdlouhavé. V tomto piipadé je prakticky
vyznam vzorce (61) velmi maly.

Zde je velmi zajimava tato skuteénost: lze dokazat,
%e v ptipadg, kdy D > 0, ma kubickd rovnice tii vza-
jemné ruzné redlné kofeny, ackoliv pravé v tomto pii-
padé je vyraz pod druhou odmocninou zaporny, takze
realné koteny dostavame oklikou pies odmocniny z kom-
plexnich ¢isel. To je prosluly tzv. ,,casus ireducibilis
kubické rovnice.

Priklad 27. Kubickd rovnice
23 —222— 52 +6=0

mé tfi redlné rizné kofeny z, =1, z, = —2, 3 = 3.
Polozime
2
=y + 3
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Dostaneme tak rovnici

19 56
s—— —_ =
Jetedyp=——l3—9— a q=—gg,takieje

- (2P _|(58). L
D"—'LZ4T27]_ “27]'4'+
19y 1 '
+ [— T] * 7] f—] 8 ’
tj. D > 0 a nastava tzv. casus ireducibilis.
Vzorce pro kofeny rovnice étvrtého stupné nebudeme
uvadet, nebot jsou jesté mnohem sloZitéjsi.
Cviteni 42, Re$te pomoci Cardanova vzorce rovnici
23— 922  36x— 80 = 0.

10. Binomické rovnice

Diilezitym typem algebraickych rovnic n-tého stupné,
které jiz vlastné umime obecné Fesit, jsou tzv. binomické
rovnice, tj. rovnice typu
(62) ™ +a=0,
kde a je dané komplexni éislo.

PiepiSeme-li rovnici (62) na tvar
(63) = '_—a,
vidime, Ze jejimi kofeny jsou ta &isla z, kterd umocnéna
na n-tou daji &islo —a. Tato ¢fsla jiz zndme: jsou to
pravé viechny n-té odmocniny z é&isla —a. Binomicka
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rovnice mé tedy n riznych kotenir. Kofeny kazdé bino-
mické rovnice pak muZeme snadno spoditat pomoci
vzorcu (58).

PFiklad 28. Re¥me binomickou rovnici
2 —i=0.
Je tedy 2® = i, ¢ili kofeny jsou pravé viechny Sesté od-
mocniny z ¢&isla i. Ty jsme vSak jiZz spoditali v ptikladu
26.

Je samozfejmé, %o se pfi Fefeni binomické rovmice
snazime vyhnout goniometrickému vyjadieni komplex-
nich ¢fsel. V ptipadé redlného a lze v dané rovnici (62)
zavést novou neznamou y susbtituci

(64) z=)dy.

Je-li a > 0, dostaneme novou rovnici
ay* +a =0,

tj.

(65) y +1=0.

Kofeny rovnice (65) jsou n-té odmocniny ¢&isla —1 =
= cos # - isin z-a lze je snadno napsat pomoci vzorce
(64).

Pron = 3 muZeme Fedit rovnici (65) i jinym zpisobem.,
Lze ji totiZ napsat ve tvaru

y+D)H—y +1) =0

odkud je patrno, e jednim kotenem je &slo y; = — 1
.a druhé dva jsou kofeny kvadratické rovnice

y¥—y+1=0,
1

. . V3 1 .3
t].éislay1=?+112—-, y2=?_1VT_
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P¥iklad 29. Redme rovnici
3 +27=0.

S ..
Proto¥e je @ = 27 > 0, dostaneme substitucf z = /27y
rovnici
27y% + 27 = 0,
tj. rovnici
¥ +1=0,
jejiz kofeny jsou — jak jiz vime —

]/3 1. )3

y1=—1’ _—+1 ya=§‘_17.
Koteny dané rovnice jsou tedy tyto:
3—-
2 = /2Ty, = 3.(—1) = —3,
o) 1 .3y 3 . 3]s
z, = V27y2=3[? +1V_]=? +1_L/ -,
3

= Vg = s (L —i 1E) - 2 215

2 2

Probereme nyni druhy ptipad, kdy je ¢ < 0. V tom
n ~

pripad® plyne ze (64) vztah & = |/ —ay &ili a» = —ay™.
Dosazenim do rovnice (62) dostaneme rovnici
—ay® +a =0
tili rovnici
(66) y—1=0
Kofeny rovnice (66) jsou zndmé n-té odmocniny

z &isla 1, které jsou uvedeny na str. 71 a lze je ihned
obdrZet ze vzorcu (56).
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Je-li n sudé, je moZno rovnici (66) napsat ve tvaru

(¥2—1) (¥* +1)=0
a fedit dvé binomické rovnice poloviéniho stupné

y: +1=0.
Pro n = 3 je mozno rovnici (66) napsat ve tvaru
G—1@ +y +1) =0,

odkud je vidét, Ze jednim kofenem je éislo y, = 1 a dru-
hé dva kotfeny jsou kofeny kvadratické rovnice

$¥+y+1=0
. 1 . )8 1 .3
t].y2=—? -I-IVT, ?/s=—7—1l/2—-

Piiklad 30. Re¥me rovnici
zt — 16 = 0.
4 —
Zde je a < 0. Polozime-li z = |/ 16y, dostaneme rovnici

16y* — 16 = 0
¢éili rovnici
y*—1=0.

Tato rovnice je sudého stupné, takze ji 1ze psat ve tvaru
¥—1D@E* +1) =0
¢ili ve tvaru
(y—1 @y +1)@E +1) =0
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Jejimi kofeny jsou tedy ¢isla
h=1 y= _1
¥ +1=0,

tj. &sla y, = i a y, = —i. Pro kofeny dané rovnice pak
dostavame hodnoty

a kofeny rovnice

4 __
z, =1/16y1 =2.1=2,
z, = |16y, = 2.(—1) = —2,
4 —
Ty =y16 Yy = 2.1 = 2i,
z, = |16y, = 2.(—i) = —2i.
Cvitenf 43. Reste tyto rovnice:

a) 2(z® + 1) = 3(z® — 2);

b) az® 4 b® = 0 (provedte diskusi);

c) 2162® +1 = 0;

d) 729z° = 512;

e) 27z% + 1000z = 0;

f) 23 + 0,001331 = 0;

g) (& +2)? + (z — 2)° = 8(3z — 128);

h) 28 — 256 = 0;

i) 16z% + 81 = 0;

j) 8x* — 14a? = T(a2 — 1) + 9;

k) (3 — 4)* = 625 (navod: poloite 3x — 4 = 2);
2 2

1) 20:1:2—}—% 416 = A2

22

44. Pomér kvadru o étvercové podstavé k jeho vysce
je 3:7. Jaké jsou rozméry kvadru, je-li jeho objem
4032 cm3?
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45. ProdlouZenim jedné strany krychle na pétindso-
bek vznikl pravidelny étyiboky hranol s pétindsobnou
vyskou, pfitemzZ se objem télesa zvétsil o 216 cm3. Jak
velikd byla hrana krychle?

46. Soudet objemu dvou krychli, jejichz hrany jsou
navzijem v poméru 7 : 9, je 8576 cm3. Jak veliké jsou
jejich hrany?

47. Rohy krychle o hrané a jsou sefiznuty rovinami,
které na ka?dé hrané utinaji tytéz dseky. Jak velky je
tento usek, je-li objem télesa tak vzmklcho péti Sesti-
nami ob]emu krychle?

11. Trinomické rovnice

UkédZeme nyni jeden typ rovnic vysdtho stupné, které
Ize snadno pievést na rovnici kvadratickou a dvé& rovni-
ce binomické. Jsou to tzv. rovnice trinomické (trinom =
trojélen) typu
(67) ax* +-bar +¢ =0,

kde a # 0 a n = 2 je pFirozené &islo. Trinomické rov-
nici stupné 4 se nékdy Fika rovnice bikvadratickd.

Probereme nejprve nejjednodussi ptipad, kdy ¢ = 0.
Potom je rovnice (67) tvaru

ax®* 4+ bax* = 0
dili

M(azx® 4-b) = 0.
Odtud je patrno, Ze rovnice mé n-niasobny kofen x = 0
a ostatni n kofeny dostaneme jako kofeny binomické

rovnice
ar* +b=0.



Predpoklade]me nyni, Ze ¢ ;é 0 a zavedme novou ne-
zndmou ¥ vztahem

(68) ™ =y.
Potom je z?* = 32, tak¥e rovnice (67) pfejde v rovnici
(69) ay? +by +-¢ =0,

coZ je kvadraticka rovnice s kofeny y,, ¥,.

Je-li y,, Yo pa,k plyne ze vztahu (68), Ze kofeny pu-
vodm rovnice jsou kofeny dvou binomickych rovnic
= ¥, T" = Y,, tj. Tovnic
(70) ’ r . yl _ 0 ’
[ ar—1y, =0,
Protoze je ¢ # 0, nemize byt Zadny z kotenu y,, y, rov-
nice (69) roven nule, takie kazda z rovnic (70) ma n
raznych koteni. Celkem dostivame 2n kofenl pivodni
rovnice (67).
Je-li y, = y,, pak ze vztahu (68) plyne jedind rovnice

(71) a—y, = 0.

Protoze jec # 0,jey, #0a binomicka rovnice (71) mé
n raznych kofend z,, x,, ..., z,. Lze ji tedy psat podle
véty 3 prvni kapitoly ve tvaru

(72) —x)(x—z) ... (x—2x,) =0.

ProtoZe ma rovnice (69) jeden dvojnasobny kofen y,, lze
ji obdobné psit ve tvaru

aly —y$) =0
¢&ili vzhledem k (68) ve tvaru
(73) a(x* —y,) = 0.
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Vzhledem k (71) a (72) lze napsat rovnici (73) ve tvaru
alz — z,)(x — )% ... (x—2,)? =0,
odkud je zifejmo, Ze v pifipadé y, = ¥, jsou kofeny bino-
mické rovnice (71) dvojnasobnymi kofeny pavodni rov-
nice (67). )
Pfiklad 31. Resme rovnici
¢t — 1022 +9 = 0.
Substituei 22 = y dostaneme kvadratickou rovnici
y¥—10y +9 =10

o kofenech y, = 9, y, = 1. Kofeny dané rovnice jsou
pak kofeny binomické rovnice

2—9 =0,
tj. ¢y = 3, z;, = —3 a binomické rovnice

2—1=0,
tj. ¢, = 1, 2, = —1. Dana rovnice mé tedy &ty¥i rizné
redlné kofeny z, = 3, 2, = —3, 23 = 1, 2, = —1.

Priklad 32. Reme rovnici
2% 4 1923 — 216 = 0.
PoloZime-li 23 = y, dostaneme kvadratickou rovnici
y: + 19y — 216 =0

o kofenech y, = 8, y, = —27.
eSme nejprve binomickou rovnici

x?——8 = 0.
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3 _
Provedenim substituce z = |/8 z dostaneme rovnici
82 —8=0
¢ili rovnici
28— 1=0.

Ta m4, jak jiz vime z odstavce 9, za kofeny ¢&isla

/3 1 )3

1 .
a=l a=—g i, as—g—Ii5.

Rovnice 2° — 8 = 0 m4 pak kofeny

Nyni fe§me druhou binomickou rovnici

z® 427 = 0.
Ta jiz byla feSena v piikladu 29 a mé kofeny
3 . 3)3 3 .. 3)3
$4=—-3, $5=? +1—12/—, xe_‘?—l‘%
Cisla z,, z,, ..., z, jsou pak kofeny dané trinomické
rovnice.

Piiklad 33. Re¥me rovnici
2% — 64z + 512 = 0,

Danou rovnici lze délit &slem dvé&. Substituef z* =y
dostaneme kvadratickou rovnici

y*— 32y + 216 =0,
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kterd mé jeden dvojnisobny kofen y, = 16. Dostdvame
tak binomickou rovnici

xt—16 = 0,
jeZ byla FfeSena v piikladu 30. M4 éty#i kofeny
=2, @=-—2, x5 =2, =z, =-—2i,

je% jsou vesmés dvojnisobnymi kofeny dané rovnice.

Cviteni 48. Reste tyto trinomické rovnice:

a) 2' — 1322 + 36 = 0;

b) 2x* + 522 4 2 = 0;

c)z® — 172 16 = 0;

d) a8 4 2x* — 3 = 0;

e) 8 — 6202 — 3125 = 0;

f) 28 — 272z + 4096 = 0;

g) #t — 2a*x® + a* — b* = 0 (provedte diskusi!);

h) 2! — (m? 4 n?)a? 4+ m2n? = 0 (provedte diskusi!).

49. Refte tyto rovnice:
a) 4x* — 2% = 18;
b) x?(z? — 44) = 12(12 — 2?);
¢) (x2 — 10)2 — 20(z2 — 10) — 741 = 0;
d) (9z! + 82a% +9) (x*— 1) = 0;
e) (x2 — 4x + 5) (x* +- 4x — 5) = 40(5 + z);
f) 2® — 7523 = 25(126 + x3);
g) 200(2® — 1) + 162%(x® + 1) — 264 = 10123;
h) z3(x* — 10) = 6(16 — a?);
i) 2+(81z* — 276) = 64(z* — 1).
50. Redte rovnice
2) 100z~% +21z2—1 = 0;
215 1

b) xa—-?s—=;3——215 .
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61. Vypodététe délku odvésen pravoiihlého trojihel-
nika, je-li jeho obsah 270 cm? a pfepona 39 cm.

62. Obsah obdélnika je 6 dm2. Krychle o hrané rovné
jeho del3i strang ma objem o 19 em? vétdi, neZ krychle
o hrané rovné jeho kratsi strand.  Urdete délku stran
obdélnika.

53. Uhloptieky boénich stén kvadru maji délky 10 cm
a 24 cm. Pomér soudtu délek obou stran obdélnika pod-
stavy k prvé dhlopii¢ce je roven poméru druhé uhlo-
piiky k vysce kvadru. Uréete rozméry kvadru.

Podobnou metodou jako trinomické rovnice lze FeSit
i rovnice tvaru

n 2n
(74) Jz +a)z +86=0.

Zde je tfeba pro potiZe s mnohoznaénosti komplexni
odmocniny se omezit jen na realny obor. Levéi strana
rovnice (74) mé pak smysl pro z = 0, takZe hleddme jen
nezaporné kofeny. V rovnici (74) provedeme substituci

(75) y.=z.

Potom je 32 = V;: a rovnice (74) pak nabude tvaru
(76) y* +ay +b=0.

Jsou-li kofeny y,, y, kvadratické rovnice (76) nezéa-
porné, dostaneme koteny rovnice (74) pomoci (75), tj.
jako kofeny iraciondlnich rovnic

(17) Vz=w, : Vz = 9.
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Priklad 34. Re$me rovnici
4
Jz + |z =t
» .
Piedpokladame-li, Ze je z = 0, dostaneme pomoci sub-
+ —_—
stituce y = |/ kvadratickou rovnici

¥ +y—12=0

s koteny y, =3, y; — —4. Reime tedy iraciondlni
rovnice ‘

$_

V:r: = 3,

4

Va: = —4.
Prva rovnice ma realny kladny kofen .= 3! = 81, ktery
je kofenem dané rovnice (provedte zkousku!). Druha
iracionalni rovnice nemd #idny redlny kofen, nebot

étvrta odmocnina kladného éisla v redlném oboru je
podobné jako druhd odmocnina &islo kladné.

Cvileni 54. Reste rovnice
3, __ 3 _

a) Va:“ —3 sz = b4;

b) 32° — 45z |/z = 243;

c) ::1/5— 103]/95_2— 375 = 0;

6 s
xt z
d)5V52—12 _211/2:2—12 =2
— -
e) Vx——lOVn:=24.
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12. ZjednoduZenf odmocnin
ze surdickych vyrazi

Piiklad 33. Re$me tuto kvadratickou rovnici R

x? -|—:z:l/’7 +V§=O.

Podle vzorcu pro kofeny kvadratické rovnice dostavame

SO T O L =

o2 4 ) 2

Vyraz V7 —4}/3, ke kterému jsme takto dospdli, je
pro poditani nepohodlny. Protoze k takovym vyrazam
¢asto dospivdme pti algebraickém FeSeni i jinych typt
rovnic, ukiZeme si proto zpisob, kterym lze takovéto
vyrazy v nékterych piipadech upravit na vyrazy jed-
nodussi. 3

Vyraz 7 — 4 |/3 miZeme snadno upravit na tvar

7—)48,

dame-li éislo 4 pod odmocninu. V dalsim se proto ome-
zime na zkoumani vyrazt tvara

a + ]/b,
kterym ¥kdme surdické dvojéleny. Ukolem tohoto
odstavce bude pak nalezeni zpusobu, jak napsat vyraz
(78) Ja+)b, kde a=0,6=20,a =5,

v jednodus$im tvaru, tj. ve tvaru, ktery jiZz neobsahuje
opakované odmocniny. To se nim poda#i jen tehdy,
je-li &islo a®? — b &¢tvercem celého éisla. Za tohoto pied-
pokladu miZeme postupovat takto:
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PoloZme

(79) Va Vb =z, Va — VI; =y.

Podle (78) je x =0, ¥y = 0 a z = 5. Umocnénim obou
rovnosti na druhou dostaneme

2 =a —|—V5, y: = a—l/ii.
Seétenim t&chto vztahti dostdvame vztah

(80) 22+t = 2a
a jejich vynisobenim dostaneme vztah
(81) ' 2%y? = a®—b.

Zde je vidét, pro¢ musi byt vyraz a® — b dtvercem celého

&isla. Potom je toti% &islo |/a? — b celé kladné a rovnost
(81) lze odmocnit. ProtozZe je x = 0, ¥y = 0, dostaneme

Ty = l/a,2 —b
&ili
(82) 22y = 2|/a® —b.

Z rovnosti (80) a (82) dostivime sedtenim a odedtenim
rovnosti

2t + 22y +y = 2(a + |/a*—b),

2 —2xy + 9y = 2(a—Vd2-—b)
a odtud

(= +y)? = 2(a + |a*—1b),
(x—y): = 2(a— Va2— b).

Vyraz a —I—Va’—b je ziejmé neza,porny (je soudtem
dvou nezapomych gisel). Dokaime, Ze je i vyraz a —

(83)

91



— ]/a,2 — b nezaporny. Kdyby bylo a — l/a2 —b <0,
bylo by a < |/a? — b. Protoze jsou obé& strany této nerov-
nosti nezaporné, lze ji umocnit na druhou a dostaneme
nerovnost a® < a®— b. Odedteme-li na obou stranich
posledni nerovnosti ¢&islo a% dostaneme nerovnost
0 < —b ¢ili b << 0. To je viak spor se (78). Lze tedy
odmocnit rovnice (83) a dostaneme

vty =2 A JE=D),
r—y = V_2(a—]/a2—_3).

(Jak vime, je x —y = 0, nebot x = y.)
Sedtenim a odedtenim rovnic (84) dostdvame vztahy

22 = V2(a + ]/az—b) + V2(a—l/a,2—b) ,
2y = |/2(a +@2—b)— |/2(a — Ja*—1).
Odtud plyne

(85) x — V%(a +Va2—b>+l/%(a—l/52—_b),

(86) y = V% (@ +VaT—5 b)—V-;— (@a— Jaa—D).

ProtoZe je ¢islo a? — b &tvercem celého ¢&isla, jsou ¢&isla
J/a®* —b, ktera se vyskytuji pod odmocninami, ptiroze-
nd. Vyrazy (79) jsme tak za vyse uvedenych predpokladi
vyjadrili vzorci (85), (86), které jiz neobsahuji opakova-
né odmocniny. _

Vratme se nyni k pfikladu uvedenému na poditku
této kapitoly. Ve vyrazu V7 — )8 jea=172>0b=
— 48 > 0 a je a = |/b, nebof 7 = |/48 (vyraz m4 tedy

(84)
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realny smysl). Podle vzorce (86), ktery odpovida zna-
ménku minus, dostaneme vyjadieni

J7—Vas =V%(7+1)—V—;-(7—1) =2 3.

To je jiz velmi jednoduché vyjadieni. Dand kvadraticka
rovnice mé tedy tyto kofeny:

V7 N 2—)3 _

fi2 =779 2

Cviéeni 55. Zjednoduste tyto vyrazy:

a) V6 +V11;b) |/s—]24; ¢) |/8 +2)15 ;
d) l/ a?* — 2z |/a®— x* (provedte diskusi!).

56. ReSte nasledujici kvadratické rovnice a Fedeni
piSte v co nejjednodussim tvaru:

a) a? +a:V7 +V3 = 0;

b)a? +z|23—2]7=0;
c) 222 —2z /3 + ]2 = 0;
d) 2a? +2x1/5—1/6 =0.

13. Reciproké rovnice
tietiho stupnd

Reciprokou rovnict stupné n rozumime algebraickou
rovnici tvaru

(87) a2 + ozt 4 ... +a,,7z +a, =0,
kde a, = a,, @, =a,,, @, =a,_, obecné a; =a,_,
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t =0, ..., n. (Slovy lze definovat reciproké rovnice
jako algebraické rovnice, ve kterych koeficienty, jejichz
indexy se dopliiuji na éislo n, jsou stejné.) Tak napt.

az® +bx2 +bx +a =0, kdea # 0,
je reciprokou rovnici stupné tfetiho, rovnice
(88) axt +bx® 4cx® +bxr +a =0, kdea %0,

je reciprokou rovniei stupné &tvrtého.

Reciproké rovnice maji nékteré zajimavé vlastnosti.
Tak napf. jsou v3echny jejich kofeny rtzné od nuly,
nebof absolutni élen a,, ktery je jak zndmo soudinem
kofent, je roven koeficientu a,, tj. je ruzny od nuly.

Dalsi zajimavou vlastnost reciprokych rovnic si
ukaZzme pro jednoduchost na reciproké rovnici étvrtého
stupné (88). Je-li z, kofenem rovnice (88), je z, # 0

a muZeme tedy délit rovnice (88) &islem —IT. Dostavame
tak rovnici %
1 1 1 1
s+l la)elz)-o
tj. rovnici

1)* 133 132 1
A G R v Rl
Porovnanim této rovnice a rovnice (88) vidime, Ze ¢islo

1 . . v
. je kofenem rovnice (88). Je-li tedy z, kofenem rov-
1
nice (88), je i pfevriacena (reciproka) hodnota zi kote-
1

nem reciproké rovnice (88). To je také divod pro termin
»reciprokd rovnice*.

Reciproké rovnice ttetiho, ¢tvrtého a patého stupné
lze snadno feit pomoci kvadratickych rovnic. UkdZeme
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8i nejprve metodu fefeni reciproké rovnice tfetiho stup-
né&. To je rovnice tvaru

ax® +ba? +bx +a =0, kdea #O.
Rovnici upravime na tvar
a(x® +1) +bx(zx + 1) = 0.
Daldimi \ipravami dostdvime postupné rovnice
a(x +1)(z*—2z 1) +bx(x + 1) = 0,
( + 1) [a(@® —z + 1) +bz] =0,
(x + 1) [ax® + (b —a)x 4 a] = 0.

Rovnice ma tedy kofen 2, = —1 a ostatni dva kofeny
jsou kofeny kvadratické rovnice

ar®* +(b—a)z +a = 0.
Normovénim této rovnice dostaneme rovnici

b—a

2 4+

z+1=0,

odkud je vidét, Ze kofeny z,, z, této rovnice jsou vzé-

jemné pf'evré:cené hodnoty, nebot je z,z, = 1,tj. 2, = :vi .
1

Pfiklad 36. Re$me rovnici
22% +Tx* + 7z +2 = 0.

Rovnici upravime jak bylo vySe uvedeno. Dostdvéme
postupné rovnice

23 + 1) + Tx(x +1) =0,

2(z +1)(@*—a +1) + 7 +1) =0,
(x +1)[22*—=z +1) +72] =0, ™.
(x +1) (2% 4 52 4 2) = 0.
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Je tedy #; = —1 a dalsi koteny z,, 2, vyhovuji kvadra-
tické rovnici

222 + 62 +2 =0,
takze je

1
272=-——2', xs.=—2.

Cvifenf 57. Reste reciprokou rovnici
223 — 322 — 32 + 2 = 0.
88. Analogickou metodou jako reciproké rovnice teste
tyto rovnice:
a)z®— 622 4+ 5x—1 = 0;
b) 1223 4 1322 — 1322 — 12 = 0;
e)a® —a2 +zx—1=0;
2 __ _z—1 i .
d)a2—3z +3 = 6 + z’
e) 32:'-1 271zz-1) — ],

59. Redte tyto rovnice (postupujte opét. analogicky,
jako pfi Feseni reciproké rovnice):

a) 3z 4 2622 + 52z 4 24 = 0;

b) 272® — 922 — 3z + 1 = 0.

60. Z lepenkové &tvercové desky o strang délky 4 dm
méme vystiihnout v rozich stejné Ctveretky tak, aby
ze zbytku desky bylo mozZno zhotovit otevienou krabici

-0 objemu 4 dm?®. , '

96



14. Reciproké rovnice
Stvrtého stupné

Pii feSeni rovnice
(88) ax' +bx® +cat +bx +a=0, a #0,

postupujeme takto: Rovnici (88) délme nejprve vyrazem
z?. Lze predpoklidat, Ze z? = 0, nebotf x = 0 neni ko-
fenem rovnice (88). Dostaneme rovnici

: 1 1
ar® +bx +¢ —i—b—; +GF =0
¢ili rovniei
1 1
(89) a[xz+—x—2']+b(z+—x—']+c=o.
Zavedeme nyni novou nezndmou substituci
1
(90) 2+ =y
Z (90) plyne umocnénim a tGpravou, Ze
1
(91) x2+?=y2—2.
Dosazenim z (90) a (91) do (89) dostédvime rovnici
a(y*—2) +by +c =0

ay®* +by + (c—2a) = 0.

To je kvadratickd rovnice pro y s kofeny y,, y,. Je-li
Y, # Y., pak z rovnic

¢ili

1 ~ 1
z+?=y17 x+';—yz
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vyndsobenim vyrazem z # 0 dostdvdme dvé kvadra-
tické rovnice pro x

zz_xy1+1=0) 32—17.7/2 +1=0,

jejichZ kofeny jsou hledané &ty¥i kofeny rovnice (88).
Je-li 4, = v,, pak dostaneme jedinou kvadratickou rov-
nici 22 — zy, + 1 = 0, jejiz kazdy kofen je dvojnasob-
nym kofenem rovnice (88).
Ptiklad 37. ReSme reciprokou rovnici
24— 723 f 1422 — Tz +1 = 0.

Rovnici upravime takto:

1 1
2 17 4 —7T —4+ = =
T z +1 x+x2 0,

[xz +_xi2]—7[x +%] +14 = 0.

PoloZzme z 4 % = y. Potom je a? +% =y*— 2 a do-

stdvame rovnici
yr—2— Ty +14 =0,

tj. kvadratickou rovnici
y¥r—Ty +12=0
8 kofeny y, = 4, y, = 3. ReSme déle rovnice
1 1
a:+—;=4, a:+;=3.
Dostaneme tak kvadratickou rovnici
??—4x 4+1=0
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s kofeny z; =2 + V3 z, = 2—)/3 a kvadratickou
rovnici
»»—3x+1=0

3+)8 3—]/5 _

8 kofeny z; = —g s ta=
Dané rovnice ma tedy &tyfi koreny Ty, Ty, Xy, Xy
1

Presvédite se, Je je 4y = —, z, = — .
T Ty

CviZeni 61. Reste tyto reciproké rovnice:

a) 2z 32— 1622 +3xr +2 = 0;

b) 6x* — 523 — 3822 — 5x 4 6 = 0;

c) 2zt — 923 + 1422 — 92 2 = 0;

d) 5z* — 2623 4 1022 — 262 45 = 0.

62. Analogickym zptisobem jako reciproké rovnice
dtvrtého stupné fedte tyto rovnice:

a) bzt — 262® 4 26x — 5 = 0,

b) 2t — 22® — 222 — 6z + 9 = 0;

3

¢) 122* — 25z + 2507 — 12 = 0.

V daldim piikladu ukdZeme, jak 1ze n&kdy uZit reci-
prokych rovnic pii fefeni rovnic binomickych.

Piiklad 38. Re¥me binomickou rovnici
3225 — 243 = 0.
243

5 =

Je tedy z 35 0,

a substituci z = y V——— dostaneme rovnici
y¥*>—1=0.

99



Levou stranu této rovnice méZeme rozlozit takto:
—1DE +y°+y*+y +1)=0.
Thned dostdviame koten y, = 1* Ostatni kofeny jsou
koteny reciproké rovnice
vty +y+y +1=0

Resfme-li tuto rovnici metodou uvedenou vy¥e, dosta-
neme kofeny

_ (= +il2)s 5 + 1
_ : ,

Y23
—V5+1) +i)2)5 (5 —1)
Yas — e
Kofeny #,, ..., ¥z dané binomické rovnice dostaneme
5
S 243
z kofent ¥, ..., y; uZitim vztahu z; = y; 39’
i=1,..., 5.

Cvideni 63. Redte rovnici

a) (x — 4)% = 64;
b) 22 —1)"— (x +2)5 = 0.

(Navod: V obou ptipadech 1ze vhodnou substituci pie-
vést danou rovnici na rovnici binomickou.)

64. Reste rovnici
x5 — 5x* - 10z® — 1022 + 5z — 1025 = 0.

(Navod: UZitim binomické véty pievedte danou rovnici
na rovnici binomickou.)
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15. Reciproké rovnice
patého stupnd
Reciprokou rovnici patého stupné
(92) az® 4 bxt +cx® +cx? +bx +a =0,

kde a # 0, feSime podobné jako reciprokou rovnici tie-
tiho stupné. Rovnici (92) upravujeme postupné takto:

a(x® + 1) + bx(x® 4 1) +ca?(z 1) = 0,
a(z +1)(z' —a® +22—2 —i—'l) +
+bx(x +1)(@*—=z + 1) +ca¥(z +1) =0,
(@ +1) [a(e* —2® +a*—z +1) +
+ bx(ax2 —ax + 1) +ca?] =0,
(x 4 1) [az? — (a — b)z® +
+(@—b Fc)a—(a—b)x +a] =0.

Jednim kotenem je ziejmé &islo 2, = —1. Ostatni ko-
feny jsou kofeny rovnice

axt—(a—b)z® +(a—b +c)x2— (a—b)x +a =0,
coZ je reciprokd rovnice &tvrtého stupné, kterou jsme
se naudili feSit v odstavei 14.

T -

Pfiklad 39, Re¥me rovnici
425 4 1224 + 112% 4 1122 + 122 +4 = 0.
Upravami dostdvdme postupné tyto rovnice:
4(z°* + 1) + 122(2® + 1) + 11a?(xz + 1) = 0,
(z+1)[4@E—2* +22—2z +1) +
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+ 122(x* —x + 1) + 11x2] = 0,
(z +1) (4* 4 82® + 32 + 8z +4) = 0.

Jeden kofen je z; = —1 a zbyva.chl kofeny dostaneme
jako kofeny reciproké rovnice

44 + 823 +3x2 4+ 8x +4 = 0.

Tuto rovnici nyni vyiesSime. Nejprve ji upravime na
tvar

[x2+ ]—I-S[a:—i- ]+3=0.

oo 1 " . .
Substituei z + - =Y pfejde rovnice na kvadratickou

rovnici
42 +8y—565=0
1 5 i ;
8 koteny y, = 5 h=— 5 Rozeznavejme nyni dva
pkipady:

I.a:-{-% % Odtud

222 — 2z +2 =0,

coZ je kvadratickd rovnice s kofeny z, , = 1%1/1—5 .
IL ¢ + - = —— . Odtud
%% 4 5z +2 = 0,
coZz je kvadratickd rovnice s kofeny z, = ——;— , Ty =
= —2.
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Dana reciproks rovnice méa tedy kofeny

“14i)15 1—i)/15
5 =—1z= 2 —,xa=——4 ’
1
x4 =—?,x5=_2.
_ 1 -1
Presvédite se, Ze je 2y = — , x5 = — .
Ty zy

Cviteni 65. Rete tyto reciproké rovnice:

a) 8x°® — 6x* — 83x%® — 832 — 6z -+ 8 = 0;
b) 425 — 112® — 1122 + 4 = 0,

66. Analogickou metodou jako reciprokou rovnici pé-
tého stupné FeSte tyto rovnice:

a) 3z5 — 1924 4 4223 — 4222 192 — 3 = 0;
b) 625 — 412t '+ 972® — 9722 + 41x — 6 = O;
c) ® 4 3xf + 2% — 422 — 242 — 6 = 0,
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