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3. kapitola

PRIBLIZNE METODY RESENI
ALGEBRAICKYCH ROVNIC
VYSSIHO STUPNE

1. VEeobecné o pfibliZnych metodich

V minulych kapitolich jsme probrali metody Ffedeni
algebraickych rovnic n&kterych specialnich typt (rov-
nice kvadratické, kubické, binomické, reciproké a rov-
nice, jez lze na tyto typy prevést). V této kapitole si
ukéZeme metody, které jsou vhodné k vypoétu redlnych
kotenu libovolné algebraické rovnice s redlnymi koefi-
cienty. Jsou to tzv. pfibliZné melody jejich Fefeni, které
pice neudévaji pro koteny Z4dné algebraické -vzorce,
aviak umoZiiuji vypolitat redlné kofeny s dostatetnou,
pfedem stanovenou piesnosti. To nenf na zdvadu, nebof
nenf ani vétsinou nutné zndt kofeny pFesnd. MuZe se
totiZ stdt, e dand algebraickéd rovnice popisuje né&jakou
fyzikéilni, technickou &i jinou tlohu, pfidemz jeji knefi-
cienty jsou ¢&isla ziskand méfenim, a tedy jiz pfedem
zatiZena jistou chybou. Zcela piesny vypodet kofent
pak pozbyva smyslu.

2. Yyznam grafu pro FeXenl
algebraické rovnice

Velmi nédzornou metodou k pfibliznému ziskéni redl-
nych kofenti dané algebraické rovnice je uZiti grafu.
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Bud déna algebraicka rovnice
(93) (@) =ap@" +a2 + ... +a,=0.

Z kapitoly 2 (odstavec 5) vime, Ze stadi nalézt prise-
¢iky grafu funkce f s osou z. Tyto prusediky jsou pak
realnymi kofeny algebraické rovnice (93) (mnohoélen
f(z) v téchto bodech nabyva totiz nulové hodnoty).

Je samozfejmé, Ze piesnost takto ziskanych hodnot
pro kofeny velmi zavisi na piesnosti, se kterou je na-
rysovan graf mnohoélenu f(z). Tato piesnost je tim
vétdi, ¢im vice v uvazovaném intervalu, ve kterém kres-
lime graf funkce f, sestrojime bodd [z, f(z)]. Je tedy
tfeba poditat mnoho hodnot f(z), coZ je obtiZné, podi-
tdme-li tyto hodnoty jen prostym dosazenim. Zde ndm
miZe velmi pomoci tzv. Hornerovo schéma.

Hornerovo schéma je velmi znédmou a uZivanou me-
todou vypodtu hodnoty mnohoélenu v daném bodé. Jeho
velikoun vyhodou je, %e postup vypoétu je rychly a pte-
hledny a je vyhodny i pro strojovy vypolet. UkaZme si
jeho princip na mnohoélenu t¥etiho stupnd

 f(2) ="agx® + 0,2% + ax + a5
Zvolme &islo z a potitejme postupnd posloupnost t&chto
&isel:
Qy, AT, AxT +a1’ (aox +Gl)27, (aoz +al)x +¢12!
(@i + a)e + ale, [(6e +a)z +a)e + as.
Je ztejmé, %e kazdé ¢&islo v posloupnosti vznikne z pred-
choziho stifdavé jen vynasobenim z &i pfiétenim dalstho
koeficientu. Snadno se piesv&déime, Ze posledni &islo

v posloupnosti, které dostaneme po vyéderpini viech
koeficientt mnohoélenu, tj. éislo

@z +a))z + as]r + as,
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je jiz hodnotou daného kubického mnohodlenu [(x)
v bodé . Je totiz

[(aer + )z 4 @]z +ay = (@ + a,)2* + ax + ag=
= ap@® + a2 + ax + ay = f(x).
Cely vypolet upravujeme do tohoto schématu:
G @ G O
b by b
G € G G

P¥i vypodétu postupujeme tak, Ze do prvniho a tfetiho
fadku zapiSeme na piislusnd mista koeficienty a,, a,, a,,
ay daného mnohotlenu. Mista pro b,, by, by, ¢, €5 €4
ponechame zatim volna. Tato ¢isla pak postupnd podi-
tdme a zapisujeme do schématu. Nejprve vypodéteme
dslo b, = a,x a zapiieme na ptisludné misto. Cislo ¢,
vznikne pak seétenim nad sebou stojicich é&isel a,, b,.
To pak zapi¥eme na piisluiné misto a ndsobime jej
dislem z. Vznikne tak &islo b,. Opét seéteme pod sebou
stojici ¢isla a,, b, a dostaneme ¢islo ¢,. Podobn& dosté-
vime dile b, = ¢,z a ¢ = a3 + by. Vzhledem k tomu,
co bylo vyse: feteno, je posledni podtrZené &islo ¢, hle-
danou hodnotou f(z), tj. ¢; = f(x). Stejné postupujeme
i v ptipad® mnohoélenu libovolné vysokého stupnd.
Schéma je pak delSf. -

g Priklad 40. Vypodéteme hodnotu mnohotlenu
flz) =2° +22°— 32 + 22— 3
v bodé z = 2.
Hornerovo schéma vypad4 takto:
1 0 2 —3 1 -3
2 4 12 18 38
1 2 6 9 19 35
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Je tedy f(z) = 35. Vypodet je zcela mechanicky a velice
rychly.

Priklad 41. Zjistéme pomoci grafu p¥fiblizné hodnoty
redlnych kotfent rovnice
28 — 0,52 — 2,25z + 1,125 =0
napt. v intervalu (—3, 3).
, y‘

(., P—

Obr. 14.

Pomoci Hornerova schématu sestrojime tabulku
z | —3 | —2 | —1| 0| 1 | 2| 3
f(z) | —23.625| —4,375 | 1,875] 1,125 |—0,625| 2,625 | 16,875

Na obr. 14 vidime graf funkce f(z) v intervalu (—3, 3).
Vidime, Ze protind osu z ve tfech bodech z,, =,, z,, tj.
dani rovnice mé v intervalu (—3, 3) tfi redlné kofeny
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Z;, &y, ;- Kdybychom sestrojili graf funkee f ve vé&tsim
intervalu nez (—3, 3), nedostuli bychom jiz Zidné dalii
koteny, nebot kubicka rovnice mize mit nejvyse 3 rizné
kofeny. Odhadem nyni zjistime, Ze je z, = —1,6, o =
= 0,5, z, = 1,4. (Pfesné hodnoty jsou z, = —1,5, 2, =
= 0,5, z; = 1,5.)

3. Odhady polohy realnych kofend
na Ciselné ose

Podivejme se jeit& jednou na piiklad 41. Zde jsme
graf funkce f kreslili v intervalu (—3, 3) a dostali jsme
ndhodou v8echny redlné kofeny dané rovnice. Stejnd
dobfe jsme vSak mohli nakreslit graf mnohotlenu f(x)
jen v intervalu (—1, 1y & (0, 2). V poslednich dvou p#i-
padech bychom zfejm& nedostali v8echny redlné koteny
(v intervalu (—1, 1) leZi jen koten z, a v intervalu (0, 2)
jen kofeny =z,, z,). Vznikd tedy tato otdzka: jak volit
interval, aby v ndm leZely v3echny existujici redlné
koteny dané rovnice? Lze dokézat tento odhad:

Véta 10. Mé&me rovnics

2 +azxr !l 4axr?4... +a, =0
8 redlnymi koeficienty. Potom vdechny redlné kofeny této
rovnice leZl v intervalu (—A — 1, A + 1), kde
A =max (la,, ..., |a)).
(A je tedy rovno maximdlni z absolutnich hodnot koefi-
cientft normované rovnice. )

Dikaz této véty provedeme pozdé&ji. UZijme odhad
z véty 10 pro rovnici z piikladu 41. Zde je

A = max (|—0,5|, |—2,25|, |1,125]) = 2,25,
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takZe podle naSeho odhadu leZi viechny realné kofeny
zarubené v intervalu (—3,25, 3,25). Vidime, Ze tento
odhad neni piili§ pfesny. Kofeny ve skuteénosti lezi
v menSim intervalu (—1,5, 1,5). Pro informaci to viak
dasto stadi. Je také vidét, Ze jsou-li koeficienty normo-
vané rovnice v absolutni hodnoté malé, lze olekavat,
Ze redlné koteny se vyskytuji jen v blizkém okoli bodu 0.

Ve vété 10 ukizany odhad neni jedinym existujicim
odhadem. V algebie byla dokazana fada jinych odhadi,
které umoznuji dospét k pfesnéjsim vysledkim. Z nich
uvedeme nasledujici odhad horni hranice redlnych ko-
fent (hornt hranici realnych kofend rozumime jakékoli
¢islo, které je vétsi nebo rovno nez viechny realné ko-
feny):

Véta 11. Bud a; prvy ze zdpornyck koeficient, normo-
vané rovnice

 t+axr 4 ... @t 4+ ... 4 a, =0.
Potom jsou vdechny redlné kofeny této rovnice men$t neZ
k

éislo 1 —i—VE kde B je nejvétdt z absolutnich hodnot zd-
pornych koeficientd rovnice.

Piiklad 42. V rovnici z piikladu 41 je
B a =—005 ay =—2,25, a3 = 1,125,

Je tedy B = |—2,25| = 2,25; prvym zdpornym koefi-
cientem je dile koeficient a,, t] k = 1. Na§ odhad pak
diva pro horni hranici redlnych korent ¢islo

1 + 2,25 = 3,25,

tedy stejné ¢&islo, jako jsme dostali minulym odhadem.
Na tomto piikladé je tedy patrno, Ze pies vétsi sloZitost
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druhého odhadu nemusime vzdy dostat pro horni hra-
nici redlnych kofeni mensi ¢&islo.

Cvilenf 67. Porovnejte oba vy$e uvedené odhady pro
rovnice

a) 2t 4 0,52° — 2,5z 44 = 0;

b) 2° — 328 — 4a® + 8 = 0.

68. Na rovnici
* +4x 422 +5=0
si uvédomte, %e druhy odhad nelze pouZit, protoZe rov-

nice nem4 zaporné koeficienty. Udejte nékterou hranici
redlnych kofenu!

Viimnéme si jesté jedné véci. Druhy odhad na rozdil
od odhadu prvého dava jen horni hranici realnych ko-
tent. To je vSak spife vyhodou nez zidvadou. Odhadu
miZzeme stejné tak uzit ke stanoveni dolni hranice real-
nych koftenti dané rovnice. Plati totiZ toto zfejmé
tvrzeni:

Véta 12. Je-li 2; kofenem rovnice f(z).= 0, pak je
¢islo —z; kofenem rovnice f(—z) = 0, tj. rovnice, kters
z puvodni rovnice f(z) = 0 vznikne tim, Ze napiSeme
viude —z misto z.

Tak napf. je-li

Hx) =2 — 322 +x +4 =0,

f(—=) = (—&)* — 3(—=z)2 + (—=) +4 =0,

f(—x) = —x®—3t—2a 1+ 4 =0.
Tato rovnice je ekvivalentni s normovanou rovnici
23 4322 +ax—4 = 0.

je

tj.
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Odtud plyne, Ze chceme-li nalézt dolni hranici redlnych
kofenti rovnice f(r) = 0, vezmeme mistq této rovnice
rovnici f(—z) = 0 a nalezrieme horni hranici ]e]lch ro-
alnych kofenti. Tato horni hranice je pak aZ na zna-
ménko rovna dolni hranici kofenii rovnice phivodni.
UkaZme to opét na piikladé.

Piiklad 43. UvaZujme opét rovnici
f(z) = 2®* — 0,522 — 2,252 + 1,125 = 0
z piikladu 41 a stanovme uZitim druhého odhadu a vyse

uvedené ivahy dolni hranici redlnych kofenu této rov-
nice. Jest

f—z) = (—x)® — 0,5(—a)2 — 2,25(—=z) + 1,125 = 0
eili

f—a) = —a® — 0,52% + 2,252 -+ 1,125 = 0.

Normovany tvar této rovnice je
z® + 0,5a2 — 2,252 — 1,125 = 0.

Nalezneme nyni horni hranici redlnych kofent této
rovnice podle druhého odhadu. Zde je opét B = 2,25,
nebof v absolutni hodnoté nejvétdi zaporny koeficient
je a, = —2,25. Tento koeficient je zdrovei prvym zi-
pornym koeficientem, takze k¥ = 2. Druhy odhad z véty
11 pak davé é&islo

1+)225=1+41,5=25.

Reélné kofeny puvodni rovnice jsou tedy viechny vétsi
nez &islo —2,5. To je jiZ lepdi odhad, neZz jsme dostali
pomoci odhadu z véty 10 (tam vyslo pro dolni hranici
redlnych kofena éislo —3,5).

Vyhoda druhého odhadu je obzvlasté patrna, jedné-li
se napf. o rovnici majici pouze napf. kladné kofeny.
Zde totiz odhad z véty 10 dava interval (—A4 —1,
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4 + 1), tj. dolni odhad miZe byt v absolutni hodnoté
veliké zaporné ¢&islo, adkoliv v tomto pfipadé je dolni
hranici kofenu napt. ¢&islo 0. Odhad z véty 11 v tomto
piipadé diva zpravidla piiznivéjsi vysledek. Podobné
je tomu v pFipadé rovnice s vesmés zapornymi kofeny
(viz rovnici. b) ze cvideni 63).

Dikaz véty 11 je celkem snadny. Stadi totiz dokdzat,

k

Ze proxz >1 + VB— je jiz f(x) > 0 (tj. rovnice nemiZe
k

mit 24dny ko¥en v&t3i nei &slo 1 + |/B).
V dalsich dvahich lze px"edpoklé,da,t Zie x > 1 (pted-

poklidame totiz, Ze je = >1 —|—VB > 1) Pro z >1
vsak plati, Ze

flx) = = +ax”‘1 4+ ...yt 4. Fa, =2+
+ akxn-k + + Ay,

nebof @, =0, ..., @, =0 a x > 1. ProtoZe je podle
definice B = max |a;|, kde a; probihd viechny zdporné
koeficienty v rovnici, je dile

™ty ™ ... +a, =2 —Brrk— ... —B =
a=k+l ]
=2»—Bx*+...+1l)=2r—B— —
z—1
(zde jsme uZili vzorce pro soudet koneéné geometrické
fady). Posledni vyraz lze upravit takto:
xn—k+1 —1 1

a»—B 1 7 —1 [x*(x—1)—B(z - +1—1)] =

= 1 1 [x((x — 1) — Bz* %t 4+ B] =

T —

- L - {zre[z (e — 1) — B] + B).
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Snadno se miZeme piesv&ddit, Ze pro z > 1 plati
21 = (z— 1)1,
Posledni vyraz lze tedy dile odhadnout takto:

L el — 1) — B] + B) =

xr—

> (g [ — 1} — B+ B =

r—1

1

= e — 1 — B

k k
Protoe je z >1 + |/B, jex —1 > |/B &ili (x — 1) >
> B, tj.

(x—1*— B > 0.

Je tedy posledni vyraz kladny, nebof &islo v hranaté
zavorce je kladné a = > 1. Hodnotu f(z) jsme pro z >
k

>1 + |/B odhadli zdola kladnym &islem, takZe je
f(z) >0, coZ jsme chtéli dokizat.

Nyni jiz miZeme koneéné dokizat vétu 10. Postup
je obdobny, jako postup v dikaze véty 11. Predpokla-
dejme, %e je x > A+ 1, kde A = max |aj, ¢ = 1,

n (a; jsou koeficienty normované rovnice). Pro = > 1
v8ak postupné plati

fle)y =2 +aa*t +... +a, =2*— Aa» 1 —
— . —dr— A= —A@ +... 2z +])=

=ar— A a::ll = zil [z*(x — 1) — 4(a*— 1)] =
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— e — 1) — 4o + 4] 2

b
z—1

(uili jsme vzorce pro soutet konetného useku geome-

trické posloupnosti a toho, Ze je A = 0). Dospéli jsme
tak k odhadu

fa) = -2

r—1

(x—1—A4).

ProtoZe je > A +1, je x—1— A >0, a vyraz
v zdvorce je kladny. ProtoZe je ddle x > 1, je cely vyraz
kladny a tedy f(z) > 0. Tim jsme dokézali,Zze ¢islo 4 +
+ 1 je horni hranici realnych kofent.

Podle véty 12 je déle dolni hranici redlnych kofeni
rovnice f(xz) = 0 horni hranice realnych kofeni rovnice
f(—=) = 0, tj. rovnice

ar—axrt faxrt— ..+ (—1)a, = 0.

Tato rovnice mé vSak kofeny se stejnou absolutni hod-
notou, jako pavodni rovnice f(z) = 0 (li%i se jen zna-
ménky). Je tedy horni hranici redlnych kofent rovnice
[(—=x) = 0 podle prvé &isti dakazu véty 10 opé&t &islo
A 4 1. To viak znamené, %e ¢islo —A — 1 je hledanou
dolni hranici realnych kofent pivodni rovnice f(z) = 0.
Viechny kofeny rovnice f(x) leZi tedy v intervalu
(—A — 1, A 4+ 1). Tim je véta 10 dokazana.
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4. Separace (oddélenf) koFenil

Viechny uvahy tohoto odstavce spoédivaji na velmi
nézorné a zarovel velmi dileZité vété Bolzano- Weier-
strassové. Pro mnohodleny ji lze vyslovit takto:

Yéta 13. Je-li f libovolny mnohollen v intervalu (a, b)
a f(a) f(b) < 0 (tj. f(a) a f(b) maji opaénd znaménka),

/4

]

|

1

]

[}

1

! c b
0| a "

i
Obr. 15.

e:mstuye uvniltf intervalu (a, b) alesport jeden bod c takovy,
Ze f(c) = 0.

Vétu oviem dokazovat nebudeme Nézornost véty
je v8ak dobie patrna z obr. 15. Pfedstavime-li si graf
néjakého mnohoélenu f v intervalu (a, b), pak se v pfi-
padé, Ze f(a) f(b) < 0 dostane graf z bodu [a, f(a)] do
bodu [b, f(b)] jen tak, Ze protne osu z.

Z vySe uvedené véty je viak zfejmé, Ze k nalezeni
intervalu obsahujiciho realny kofen neni t¥eba sestro-
jovat pracné cely graf mnohoélenu na levé strané dané
rovnice f(z) = 0, nybrz Ize pohledem na tabulku funké-
nich hodnot pf¥imo vybrat ty sousedni hodnoty z, pro kte-
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ré mé funkce opa¢né znaménko*). Tak dostdvime jiz
uz$i intervaly pro kofeny. Tyto intervaly jsou tim
uz8i, ¢im ,,hustsi‘ tabulku funkénich hodnot vypoéteme.
Vyhodnéji muZeme postupovat timto zpisobem (po-
stupnym dé&lenim intervalu obsahujiciho koten):
M¢jme rovnici

f@) =2 4+a*—22—2=0
a vypottéme tabulku funkénich hodnot pro hodnoty
0, 1, 2, 3. Dostaneme tabulku

z | 0| 1| 2|3

o) | —2 | —2] 6 | 28

Protoze f(1) a f(2) maji opa¢na znaménka, musi v inter-
valu (1, 2) leZet realny kofen. Interval (1, 2) rozdélime
na-dva intervaly (1, 1,5) a (1,5, 2) a vypodteme funkéni
hodnotu v délicim bodu 1,5. Je f(1,6) = 0,625. Protoze
je f(1) = —2 a f(1,5) = 0,625, musi kofen lezet v uziim
intervalu (1, 1,5). Interval (1, 1,5) op&t rozdé&lime na
dva intervaly (1, 1,25), (1,25, 1,5). Protoze je f(1,25) <
<0 a f(1,56) >0, lezi kofen v jeSté uzdim intervalu
(1,25, 1,5). Tento interval opét rozdélime na dva inter-
valy (1,25, 1,4), (1,4, 1,5). Protoie je f(1,4) <O a
f(1,3) > 0, leii koten v intervalu (1,4, 1,5). Dalsim dé&-
lenfm tohoto intervalu bychom nasli, Ze kofen leii po-
stupné v intervalech (1,4, 1,45), (1,4, 1,42) atd. To

*) Je viak tfeba poznamenat, e by byl omyl se naopak
domnivat, %e maji-li hodnoty f(a), f(b) stejné znaménko,
neméd mnohodélen f v intervalu (e, b) 4dny realny kofen. Tak
napf. je-li fx) =22—1, jo (—2) =3 i f(2) =3, tj. f(a)
f(b) > 0 a funkce f méd v intervalu (—2, 2) dokonce dva kofe-
ny 1 a —1. To v3ak znamend, Ze pfi postupu, ktery uvddime,
nemusime dostat v kaZdém pripadé viechny redlné kofeny.
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jsou jiz dosti tizké hranice pro hledany koten (pfesnd
hodnota kofenu je l/2 = 1,414). Poznamenejme, 7e
interval lze délit napf. pulenim, avSak je vyhodné volit
délicf bod ptiblizné uprostied intervalu tak, abychom
nemuseli poditat se zbytedné mnoha desetinnymi misty.

5. Metoda regula falsi

V pfedchozim &linku jsme uvedli postup, jak je
-mozno ziskat s dostatetnou presnosti kofen rovnice
f(x) = 0, zname-li dva body a, b takové, Ze funkéni
hodnoty f(a) a f(b) maji opaénd znaménka.

i

—--d0
f

b ————
b

0

N

Obr. 16.

Metoda spodivajici na postupném déleni intervalu
{(a,b) je ptili§ mechanickd, nebot délici bod volime
celkem mechanicky bez ohledu na pribth funkce v dé-
leném intervalu. Tento nedostatek odstraifiuje tzv. me-
toda regula falsi (nékdy ji téZ nazyvame metodou tétiv).
UkazZme si nejprve jeji princip na obrazku.

Na obr. 16 je nakreslen pribéh grafu funkce f v inter-
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valu (a, b), pfitemZz hodnoty f(a) a f(b) maji opatna
znaménka. Oblouk grafu funkce f mezi body a a b na-
hradime nyni tétivou. Tato t&tiva protne osu x v bodé
Z,. Nyni mohou nastat tyto mozZnosti: bud f(z,) = 0,
¢imz jsme hotovi, nebo f(z,) < 0 & f(x,) > 0. V nafem
piipadég je f(z,) > 0. Vezméme nyni bod z, a ten z bodi
a, b, ve kterém m4 funkce f opa¢né znaménko nez hod-
nota f(z,). V naSem pripadé je to bod a (je f(a) f(z,) < 0).
V intervalu (a, z,) nyni graf fuhkce f nahradime op&t
tétivou. Ta protne osu z v bodé z,. ProtoZe je v naem
piipadé f(z,) f(e) < 0, nahradime graf funkce f v inter-
valu (a, z,) té€tivou a jejim prisetikem s osou x je pak
bod 2,. Stejnym zpisobem dostivime dal3i body x,
z,, Zs, ..., které se pak stile vice blizi hledanému ko-
fenu. Body =z, x,, %,, 2, ... nazyvame postupnymi
aproximacems hledaného kotfenu.

Nyni odvodime vzorec pro vypoéet prisediku tétivy
spojujici body [a, f(a)] a [, f(b)] s osou z. Rovnice piim-
ky uréena body [a, f(a)] a [b, f(b)] jak vime z analytické
geometrie v roviné je tato:

y— iy =1O=1D g,

Prisedik z, této pfimky s osou z-je bod na této piimce,
jehoZ druhd soufadnice y je rovna nule. Musi tedy byt

0— o) = 1O =1@ 4y,

Z této rovnice plyne ihned pro z, vzorec
af(B)—bf@)

f(a) — f(b)

Prakticky postup pro vypodet postupnych aproxi-
maci je tento: Je-li f(a) f(b) < 0, vypoéteme ze vzorce

(94) Lo =
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(94) éislo z, (v tom piipadé viak dosadime misto hodnot
a,b hodnoty a,z;). Je-li f(b)f(x,) < 0, dosadime do
vzorce (94) za a, b hodnoty b, z,. J. akmile vypotteme z,,
zjistime znaménko f(x,) a za a,b poloz1me ve vzorci
(94) bud a, z, & b, z,, podle toho zda je f(xz,) f(a) < O
& f(z,) f(b) < 0. Tak vypotteme x, a stejné potitime
i dalsi postupné aproximace %y, x,, %, ..., aZ dospé-
jeme k aproximaci, kterd se lisi od hledaného kofenu
dostatedné malo.

Pfiklad 44. Vypodtéme metodou regula falsi kofen
rovnice
f@) =2% +a2—2x +2 =0,
leZici v intervalu (1, 2).
Protoze je f(1) {(2) < 0, lze uZit vzorce (94). Dostaneme

1./(2) — 2./(1 1.6 —2.(—2 .
S =il
ProtoZe je f(1,25) = —0,984 < 0 a f(2) = 6 >0, mi-
Zeme poloZit ve vzorci (94) a = 1,25, b = 2. Potom je

L _ L25./(2)—2./1,25) _ |
YT TR —f(L,es)
_1,25.6 —2.(—0,984)
6 — (—0,984)
Protoze je f(1,355) = —0,386 < 0 a f(2) = 6 >0, Vy-
polteme z, ze vzorce (94), kde klademe a = 1,355,

= 1,355.

b=2 4 _ 1,355./(2) —2.f(1,355) _
P 1(2) — £(1,355) B
1,355.6 — 2.(—0,386) _
- 6 — (—0,386) = 1,394.
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Dal3i vypodet jiz zapiSeme jen strudné:
£(1,394) = —0,136 < 0, f(2) = 6 >0,
1,394./(2) — 2.f(1,394)

2 1(2) —f(1,394)
1,394.6 —2.(—0,136)
~ 7 86— (—0,136) = 1,407,

f(1,407) = —0,049 < 0, f(2) =6 >0,
1,407.(2) — 2.£(1,407) _

BT T T ) = f(1,407)
1,407.6 — 2. (—0,049) _
=T 6—(—o0a9) L%

f(1,412) = —0,015 < 0, f(2) =6 >0,
_ L412.f(2) — 2.f(1,412) _

T T T j2) —f(1,412)
1,412.6 — 2.(—0,015)
~ ~ 0,015} = 1,413.

Vidime, %e prvd dvé desetinnd mista se jiz pfi dalsim
vypoétu neméni. Dostavame tak aproximaci hledaného
kofene a = 1,41 s piesnosti na dvé desetinnd mista

(skutedn hodnota je « = }/2 = 1,414).
Cvideni 69. Vypoététe kofen rovnice
ot —4a® — 22 + 11z — 12 = 0

lezici v intervalu (3, 4,5) s piesnosti na dvé desetinnd
mista. '
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6. Teéna ke grafu mnohotlenu.
Pojem derivace

Tento odstavec a nisledujici odstavec 7 jsou urleny
pro vyspélejsi dtenaie, ktefi se jiz nékdy setkali s pojmem
limity a derivace. Je vSak tieba probrat nékteré za-
kladni poznatky z diferencidlniho poétu, abychom mohli
vyloZit tzv. Newtonovu metodu, kterd je proti pravé
vylozené metodé regula falsi podstatné rychlejsi a tdin-
néjsf. Méné vyspély étendf miiZze tento odstavec vyne-
chat a dist aZ odstavec 7. Musi se spokojit s tim, kdyz
Fekneme, Ze vyraz f'(z) vyskytujici se ve vzorei (100)
oznaduje opét jakysi mnohoélen, ktery se nazyva deri-
vact mnohollenu f(x) a ktery se vypodte takto: je-l

(95) f(x) = agz +a @™t +ax* 2 + ... + a2 +
+ @Gy +a,

dany mnohollen n-tého stupné, pak je

(96) f'(z) = nag"™ + (n — 1)a@™? + (n— 2)az" ™ +
4+ ... +2a,_ + a4y

Derivact mnohollenu f v bodé z, pak nazyvdme hodnotu
f'(zo), tj. hodnotu mnohollenu f' v bodé x,.

Vzorec (96) je sice zcela jasny, avSak vypo&téme pro
jistotu tento priklad:

Piiklad 45. Vypodtéme derivaci mnohoélenu

flx) = 4a® — 622 + 5z — 6
v bodé z, = 2.
Ze vzorce (96) dostavidme pro mnohoélen f tuto de-
rivaci:
fx) =3.422 — 2.6z + 5,
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tj. f(x) = 1222 — 122 + 5.
Derivace v bodé z, = 2 je tedy rovna é&islu
F(2) =12.4—-12.2 + 5 =29,
Nyni pfistupme k odvozeni smérnice tedny grafu
mnohoélenu f(z). Poznamenejme, Ze grafy mnohoéleni

7l

19

X ————

o
xbF--
Q

.Obr. 17.

patii ke kiivkdm, jejichz prib&h je velmi ,hladky“, tj.
které maji v kazdém bod& tednu. Na obr. 17 je graf
mnohodlenu y = f(x). Ptame se, jakd je smérnice grafu
v bodé z,. Zvolme néjaky bod z #-z,. Smérnice seény
grafu prochézejici body [z, f(x)] a [z, f(x,)] je rovna
¢islu

(97) @) — f(%o)

x—x,

Jestlize se nyni bod z pohybuje smérem k bodu =z,
blizi se se¢na stdle vice tetné v bodé& z,, aZ v limitnim
piipadé, kdy = = z,, obé& ptimky splynou, Limitni hod-
nota vyrazu (97) pro smérnici seény je pak smérnici
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teény grafu funkece f v bod® z,. Smérnice teény v bodé& x;
je tedy rovna &islu
ing, 1@ — H)

H
o, L— &

coz je pravé podle definice derivace hodnota derivace
funkce f v bodé z, (znadime ji obvykle f(z,)).

Lze tedy vyslovit toto tvrzeni: Smérnice teény grafu
funkce f v bodé [x,, f(x,)] je rovna derivaci funkce f v bodé
%y, t9. Elslu f'(x,).

Rovnice teény grafu mnohoélenu v bodé [x,, }(z,)] je
tedy tato:

(98) Y — [(®) = ['(%) (& — %)
(jednd se o rovnici piimky dané bodem [z, f(x,)]
a smérnici f'(x,)).

Zavérem naznadime odvozeni jiZ uvedeného vzorce
(96) pro derivaci mnohoélenu (95). Vzorec 95 1ze snadno

odvodit z definice derivace. Pro, jednoduchost se ome-
zime jen na specidlni piipad mnohoélenu tfetiho stupné

f(x) = ag@® 4 a,2® 4 ax + a,.
Bud « libovolny bod. Pro z # « plati

f(2) — fx) _
Z2—2

o’ + a2 +-ap + a3 —ar® — a2 —ar—ay

22—
_ aB—) f (2 —2%) taz—x) _

22—

_ayz—2) (2t 22 +a%) +ay(z—2) (2+2) +a,(2—2) _
T—X

= ay(?® + 2z +2%) +ay(z +2) +ay.
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Podle definice derivace funkce f v bodé z a podle pred-
choziho vypodtu je
f'(x) =lim ﬁz)—/;(f) = lim [ay(2? + 22 + 2?) +

zo>z 2— z>x
+ iz +7) +ay] = ap(@? +2* +27) +ay(z+
+ z) 4+ ay, = 3a@x? 4 2a,x + a,,
coZ je specialni piipad vzorce (96).

7. Newtonova metoda
Jak jiZ bylo feéeno, je Newtonova metoda ve srovnani

s metodou regula falsi podstatné rychlejsi a dava zpra-
vidla po nékolika malo krocich hledany kofen s velkou

y

Qk S RS

Piesnosti. Princip této metody je nejlépe patrny z obraz-
ku 18. Obrazek nam i umozni pochopit, pro¢ se Newto-
nové metodé nékdy ¥ika metoda teen.
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Na obr. 18 je nakreslen graf jistého mnohoélenu f.
Hledame na ose = bod a takovy, pro ktery je f(a) = O.
Zvolme proto néjaky bod z, v blizkosti kofenu a a ved-
me bodem [z, f(x,)] te¢nu ke grafu funkce f. Tato teéna
protne osu z v bodé z,. V bodé [x,, f(x,)] vedeme opét
tednu ke grafu funkece f; ta protne osu z v bod¢ z,. Do-
stdvime tak postupné body z;, z,, x;, ..., které se
velmi rychle bliZzi k hledanému kofenu « rovnice f(z) =
= 0, jak je patrno z obr. 18.

Pokusme se napsat vzorec pro vypodet hodnoty =z,
z hodnoty z,. Rovnice teény v bodé z, ke grafu funkece f
je podle vzorce (98)

(99) ¥ — o) = ['(zo) (x — o).
Je-li z, prisedik tedny s osou z, jey = 0 a z (99) dosté-

vidme rovnost
— f(x) = f'(2) (21 — Tp).

Odtud plyne vzorec
_ (%)
HERT Py

Je patrno, Ze dal§i aproximaci x, lze z tohoto vzorce
vypodist jen v pfipadé, Ze f'(x,) # O (tj. tedna v bodé
z, neni rovnobéina s osou z). Analogicky poéitame
i dalsi aproximace z,, Z;, ,, .... Plati obecné tento
vzorec: '

(100) 2o, = :c,.—?l,((Z")) . m=0,1,2,...

Priklad 46. Poditejme opét kofen rovnice z piikladu 43
lezfei v intervalu (1, 2). Jako podatedni aproximaci x,
vezméme krajni bod tohoto intervalu z, = 2.
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Ve vzorci (100) je
fl) =2 + 22— 22— 2, f(x) = 32 + 22 — 2.

Potitejme nyni postupné aproximace z,, ,, @5, ... po-
moci vzorce (100).
1(,) 1(2) 6
=z, — =22 9 —
0T e /@) TR
) 1(1,671)
= —_— = 1 1 —_———— e e T ==
TR TRy T T A
2
= 1,571-%-’% = 1,430,
f(z,) 1(1,430)
= — = 1 _—— —_— - =
e S A AL 1)
0,109
= 1430 — oo = 1,414

To je jiz pti tfetim kroku velmi dobry vysledek, nebot
kotenem je &islo a = V2 = 1,414,

Cviteni 70. Reite rovnici ze cviteni 64 Newtonovou
metodou.
5
71. Vypoittéte Newtonovou metodou éislo ]/22, 24,

(N4vod: ReSte rovnici a5— 22,84 = 0 Newtonovou
metodou. Jako poditeéni aproximaci vezméte napi.
¢islo zy = 2.)
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